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Einleitung

In der arithmetischen Geometrie werden Varietéiten iiber Zahlkérpern k (oder
allgemeineren Korpern von arithmetischem Interesse) untersucht. Im Zentrum
des Interesses stehen Fragen zur Endlichkeit der Menge X (k) der k-rationalen
Punkte einer Varietit iiber £ und zu Rang und Torsion in der Mordell-Weil
Gruppe A(k) einer abelschen Varietét iiber k. Der wichtigste Endlichkeitssatz
fiir abelsche Varietdten ist das Mordell-Weil-Theorem. Wir geben es in einer
durch Lang und Néron verallgemeinerten Form an.

Satz (Mordell-Weil, Lang-Néron) Sei k endlich erzeugt und Alk eine abel-
sche Varietdt. Dann ist A(k) endlich erzeugt.

Uber separabel abgeschlossenen Kérpern lisst sich nun ein ganz anderes
Verhalten ausmachen:

Satz (Frey und Jarden, 1974) Sei Q) separabel abgeschlossen und nicht alge-
braisch tber einem endlichen Kérper. Ist A|Q eine abelsche Varietdt positiver
Dimension, so ist A(Q) von unendlichem Rang.

Dieser Satz wurde von Frey und Jarden in ihrer Arbeit [FJ74] bewiesen. Ein
Alternativbeweis wird in dieser Arbeit mitentstehen.

Sei nun k ein Zahlkorper (oder allgemeiner ein unendlicher, endlich erzeug-
ter Korper), A|k eine abelsche Varietit positiver Dimension und Q|k eine al-
gebraische Erweiterung. Wenn |k von unendlicher Dimension ist, sodass das
Mordell-Weil-Theorem nicht greift, und 2 nicht separabel abgeschlossen ist,
sodass obiger Satz von Frey und Jarden nicht greift, so ist es interessant, in
Abhéngigkeit von A und 2 nach der Struktur der abelschen Gruppe A(2) zu
fragen. Ist der Rang von A(f2) endlich oder nicht? Wir interessieren uns vor-
nehmlich, aber bei weitem nicht ausschliesslich, fiir den Fall, dass Q = k% die
maximale abelsche Erweiterung von k ist. Die Frage nach dem Rang von A (k%)
wurde im Jahre 1974 von Frey und Jarden in ihrer Arbeit [FJ74] aufgeworfen.

Frage von Frey und Jarden: Sei k ein Zahlkirper und Alk eine abelsche
Varietit positiver Dimension. Ist dann A(k®) von unendlichem Rang?

Das Problem ist nach wie vor ungelost. Es gibt aber einige Arbeiten dazu.
7Z.B. wurde von Frey und Jarden unter Benutzung einer expliziten Gleichung
in WeierstraB-Form gezeigt, dass rg(F(Q®)) = oo fiir jede elliptische Kurve
E|Q gilt. Das dem Wissen des Autors nach aktuellste Resultat zu obiger Frage
wurde von Rosen und Wong [RW02] verétfentlicht.
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Satz (Rosen und Wong, 2002) Sei k ein Zahlkirper. Sei C|P1 eine zykli-
sche Uberlagerung von positivem Geschlecht. Dann ist Jo(k®) von unendlichem
Rang.

Der Fall einer primzyklischen Uberlagerung ist vorher von Murabayashi
[Mu93], der hyperelliptische Fall von Top [To88] und Imai [I80] und der el-
liptische Fall von Frey und Jarden [FJ74] behandelt worden. Wir erwdhnen in
diesem Zusammenhang, dass die Frage, ob A(k®)g.s endlich ist, von Zarhin
beantwortet wurde.

Satz (Zarhin, 1987) Sei k ein Zahlkorper und Alk eine abelsche Varietdit.
Genau dann ist der Torsionsteil von A(k®) unendlich, wenn A kompleze Mul-
tiplikation tber k hat.

Siehe [La2] oder [Z87]. Wir werden in dieser Arbeit das oben genannte Er-
gebnis von Rosen und Wong zur Frage von Frey und Jarden verallgemeinern.
Wir beweisen in Kapitel 3 die folgende hinreichende Bedingung fiir unendlichen
Rang iiber unendlichen Erweiterungen:

Satz Sei k ein Hilbert-Korper und Alk eine abelsche Varietdt positiver Di-
mension. Es existiere eine projektive, glatte Varietit T'|k, welche die folgenden
FEigenschaften besitzt:

1. Ihr Funktionenkdrper R(T) enthalte einen rein-transzendenten Unterkdr-
per K, iiber dem R(T) galoissch mit Gruppe T' ist.

2. Es existiere eine endliche Galoiserweiterung F'|k und ein nicht-konstanter
F-Morphismus f: Tr — Ap.

Dann gibt es eine Galoiserweiterung Q|k mit Gruppe G(F'|k) x [[;2, T derart,
dass A(?) von unendlichem Rang ist. (Insbesondere gilt: Ist I abelsch und F|k
abelsch, so ist A(k®) von unendlichem Rang.)

Ist etwa T'|k eine projektive, glatte Kurve, die als abelsche Galois-Uberla-
gerung von P; realisiert werden kann und positives Geschlecht hat, so existiert
eine abelsche Erweiterung F|k mit T'(F) # (. Dann existiert auch eine F-
Einbettung A : Tp — Jr ® F. Ist A ein Quotient positiver Dimension von Jr
und p : Jr — A die Projektion, so ist pg o A nicht-konstant und der Satz liefert,
dass A(k®) von unendlichem Rang ist. Man erhilt demnach als Folgerung:

Folgerung: Ist A eine abelsche Varietdt positiver Dimension, die als Quotient
der Jacobi- Varietdt einer abelschen Uberlagerung von P realisiert werden kann,
so ist A(k®) von unendlichem Rang.

Bekanntlich ist jede abelsche Varietdt iiber £ Quotient einer geeigneten
Jacobi-Varietit. Es stellt sich in diesem Zusammenhang folgende

Frage: Kann man jede abelsche Varietdt realisieren als Quotient der Jacobi-
Varietdat einer projektiven, glatten Kurve, die ihrerseits als abelsche Uberlage-
rung von Py realisiert werden kann?

Sollte die Antwort auf diese Frage wenigstens fiir jede einfache abelsche Va-
rietdt positiv ausfallen, so hitte dies offenbar die vollstdndige Lésung der Frage
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von Frey und Jarden zur Folge. In Gesprichen mit diversen Mathematikern,
unter anderem mit H. Lange, einem fithrenden Experten in diesen Fragen, war
zu erfahren, dass obige Frage als notorisch hartes Problem gilt. Man geht je-
doch durchaus davon aus, dass die Antwort fiir jede einfache abelsche Varietit
positiv ausfallen konnte. Mit anderen Worten: Der Autor kennt keine abelsche
Varietat, auf welche die Voraussetzungen seines Satzes nicht zutrafen.

Die Methode des Beweises des obigen Satzes unterscheidet sich wesentlich
von den Methoden, die von Rosen und Wong, Top, Imai und von Frey und
Jarden herangezogen wurden. Wir erliutern die Grundideen, die dem Beweis
unseres Satzes zugrunde liegen. Sei in der Situation des Satzes der Einfachheit
halber zusatzlich F' = k vorausgesetzt.

1. Nach der Voraussetzung an R(T') existieren offene Teilmengen () # Ty C T
und ) # U C A, und eine étale Galois-Uberlagerung p : Ty — U mit
Gruppe I'. Siehe 1.4.6.

2. Aus unserer Diskussion wohlbekannter Tatsachen iiber Galois—Uberlage-
rungen in Kapitel 1 folgt, dass fiir jeden geometrischen Punkt P € Ty(k),
der tber einem k-rationalen Punkt von U liegt, die Erweiterung k(P)|k

galoissch ist. Die Galois-Gruppe von k(P)|k bettet sich ein in T'.

3. Ein Argument, das die in 2.1 dargelegte Theorie von gewohnlichen und
abstrakten Hilbert-Mengen involviert, zeigt dann, dass man eine Folge
(P,)ien C T(k) von iiber k-rationalen Punkten in U (k) liegenden Punkten
derart konstruieren kann, dass (k(P;));en eine linear disjunkte Folge von

Erweiterungskorpern von k ist, und G(k(FP;)|k) = T fiir alle ¢ gilt.

4. Der wesentliche Punkt ist, dass unter Beachtung des Spezialisierungs-
satzes 2.3.6, fiir den wir in Kapitel 2 einen ausfithrlichen Beweis geben,
die Folge (P;)ien sogar so gewdhlt werden kann, dass f(F;) € A(k(F;))
Nicht-Torsion ist fiir alle . Wegen der linearen Disjunktheit der Folge
(k(P;))ien, muss die Familie (f(P;))ien schon Z-linear unabhingig sein.
Sei 2 das Kompositum der Korper k(P;). Dann ist Q|k eine (unendliche)
Galoiserweiterung mit Gruppe [[72; " und rg(A(Q)) = oo.

Unsere Methoden erlauben auch Alternativbeweise fiir einige der klassi-
schen Sitze zu geben, die von Frey und Jarden in [FJ74] bewiesen wurden.
Diese Alternativbeweise scheinen deutlich einfacher zu sein als die klassischen
Beweise. (Die von Frey und Jarden zum Beweis ihrer Sétze entwickelte Appro-
ximationstheorie bleibt jedoch sicher von unabhingigem Interesse.) Sei k ein
Hilbert-Korper, k° ein separabler Abschlufl von & und A|k eine abelsche Va-
rietéit positiver Dimension. Sei e > 2. Sei G, die absolute Galois-Gruppe von k.
Fiir 0 € G, sei

k(o) ={z €k’|z%=aVi=1,--- e}

der entsprechende Fixkorper. Wir konnen dann zeigen, dass fiir fast alle o (im
Sinne des Haarschen Mafles) der Rang von A(k*(o)) unendlich ist. Insbesondere
ist A(k®) von unendlichem Rang.
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Des weiteren erlauben unsere Methoden, einen Satz von Rosen und Wong
[RWO02] zu verschirfen. Sei k ein Hilbert-Korper, A|k eine abelsche Varietit
positiver Dimension und f : A — PV eine projektive Einbettung vom Grad
d. Dann ist A(?) von unendlichem Rang, wenn Q das Kompositum aller Er-
weiterungen F von k vom Grad [E : k] = d ist. (Rosen und Wong hatten
gezeigt, dass im Falle eines Zahlkorpers k die Gruppe A(£Y') von unendlichem
Rang ist, wenn ' das Kompositum aller Erweiterungen E von k vom Grad
[E: k] <d(4dim(A) + 2) ist.)

Im 4. Kapitel der Arbeit iibertragen wir Ergebnisse von Gouvéa, Mazur,
Stewart, Top, Rubin und Silverberg zum Mordell-Weil-Rang elliptischer Kurven
in Familien von quadratischen Twists auf den Fall superelliptischer Kurven. Sei
f(X) € QX] ein quadratfreies Polynom vom Grad 3 und

E:Y?=f(X)
die entsprechende (projektive) elliptische Kurve. Fiir D € Q* sei
EP :DY? = f(X)
der entsprechende quadratische Twist. Dann besteht ein Q-Isomorphismus
EP 90Q=E®qQ, (X,Y)+— (X,VDY),

der genau dann iiber Q definiert ist, wenn D in Q*? liegt. Insbesondere hat man
einen i.a. nicht Gg-linearen Isomorphismus EP(Q) = E(Q). E(Q = E(Q)%
und EP(Q) = EP(Q)% kénnen aber stark voneinander abweichen. Sei

M} (z) .= {D € Z\ {0} | D quadratfrei,|D| < z,rg(EP(Q)) > r}|.

Diese Funktion z&hlt die quadratischen Twists vom Rang > r, ohne offensicht-
lich Q-isomorphe Twists EP und EDa’ doppelt zu zdhlen. In der Serie von
Arbeiten [GM91], [ST95], [RS01], [RS02], [RS04] wurde unter anderem folgen-
des gezeigt.

Satz (Gouvéa & Mazur 1991, Stewart & Top 1995, Rubin & Silver-
berg 2001-2004)

1. Fiir jedes quadratfreie Polynom f € Q[X] vom Grad 3 gilt M 1( ) > V.
Insbesondere gibt es unendlich viele D € Q% /2 mit rg(EP (Q)) > 1.

2. Die folgende Tabelle gibt fiir gewisse f € Q[X] und kleine Werte von r
Auskunft iiber iiber das asymptotische Verhalten von M7 ().

/X | M) |
f(X)=X>+aX +b,ab#0 M]%(z) > /zlog(z) 2
f(X) = X(X —a)(X - c*a), M{(z) > V=

a€Q,ceQ\{£1}
FX) =X(X - 1)(X - 55),a € Q°\ {1} | M}(z) - o0




Unter der Paritidtsvermutung kann man etwas schirfere Ergebnisse erzielen.
Es ist nicht bekannt, ob fiir f quadratfrei vom Grad 3 ein c¢; € R existiert mit
rg(Ejf? (Q) < ¢y fir alle D € Q*. Hierzu wurden kontroverse Vermutungen
ausgesprochen. Siehe 4.3 fiir eine genauere Diskussion bestehender Ergebnisse
und Vermutungen.

Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Koérper und n > 2 eine nicht durch
char(k) teilbare Zahl. Wir untersuchen im 4. Kapitel (projektive, glatte) su-
perelliptische Kurven C}, mit affiner Gleichung von der Form

Cin:Y" = f(X)
und deren Twists mit affiner Gleichung
CP,: DY™ = f(X).

Sei J fn die Jacobi-Varietdt von Cl?n. Uber den Mordell-Weil-Rang in solchen

Familien (C’fn) pekx von Twists superelliptischer Kurven kénnen wir folgendes
zeigen. (Wir beschriinken uns an dieser Stelle auf die wichtigsten Ergebnisse.)

1. Wenn ein fiir die Uberlagerung C tn — PPy rein-verzweigter, k-rationaler
Punkt existiert, und das Geschlecht von Cy, positiv ist, dann gilt

rg(Jfn (k) 2 1
fiir unendlich viele D € k* /n.

2. Fiir jedes n > 2, das teilerfremd zu char(k) ist, und jedes r € N kénnen wir
separable Polynome f(X) € k[X] derart angeben, dass rg(an(k)) >
fiir unendlich viele D € k*/n gilt.

Wir bemerken des weiteren, dass rg(J fn(k)) durch n — 1 teilbar ist, wenn
n prim ist, und k% die n-ten Einheitswurzeln enthilt. Uber den Mordell-Weil-
Rang in Familien von Twists hyperelliptischer Kurven haben wir die folgenden
Ergebnisse: Sei n = 2 und f(X) € k[X] ein separables, quadratfreies Polynom
vom Grad d > 3. Entweder sei d ungerade oder f(X) moge eine k-rationale
Nullstelle haben.

1. Es gibt unendlich viele D € k* /2 mit rg(Jsz(k)) > rg(Endy(Jf,2))-

2. Wir kennen diverse Beispiele fiir Polynome f mit obigen Eigenschaften
derart, dass sogar rg(JJ%(k)) > 2rg(Endy(Jf2)) fiir unendlich viele D €
k> /2 gilt.

Im Sonderfall £ = QQ erhalten wir in Kombination mit Ergebnissen von Ste-
wart und Top asymptotische Aussagen, die v6llig analog zu den asymptotischen
Aussagen in obigem Satz von Gouvea, Mazur et. al. sind.

Wir erldutern nun den engen Zusammenhang zwischen der Frage von Frey
und Jarden und unseren obigen Ergebnissen zum Mordell-Weil-Rang in Fa-
milien von Twists. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf den Fall
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hyperelliptischer Kurven. Sei E|k eine endliche Kummer-Erweiterung vom Ex-
_ E><2ﬁk><

ponent 2 und A := =55 Dann gilt die Rangformel
1g(Jr2(E)) = Y re(J (k).
DeA

Sei nun Q|k die maximale Kummererweiterung vom Exponent 2. Aus obigem
Satz von Rosen und Wong folgt, dass J2(£2) von unendlichem Rang ist. In
Kapitel 3 wird ein Alternativbeweis dafiir mitentstehen. Die Aussage, dass
rg(Jr,2(€2)) von unendlichem Rang ist, ist nach obiger Rangformel dquivalent zu
der Aussage, dass rg(J ]%?Q(k)) > 1 fir unendlich viele D € k*/2 gilt, und beide
Aussagen sind wahr. Die Ergebnisse, die wir im 4. Kapitel beweisen, betreffen
die weitergehende Frage, wann es unendlich viele Twists von htherem Rang als
1 gibt.

Die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit finden sich in Kapitel 3 und 4.
Kapitel 1 enthdlt fiir die Arbeit sehr wichtige, aber grofenteils wohlbekannte
Tatsachen iber Galois-Uberlagerungen. Kapitel 2 enthilt eine Ubersicht iber
die Theorie der Hilbert-Kdérper, die Formulierung des Begriffes der abstrak-
ten Hilbert-Menge und einen Spezialisierungssatz fiir abelsche Varietditen tiber
Hilbert-Korpern, der in vielen Beweisen die zentrale Rolle spielt. Dem eiligen
Leser wird empfohlen, evtl. nach einem kurzen Blick auf die Sdtze 1.4.6, 1.4.7
und 1.4.8 am Ende von Kapitel 1 und auf die in Abschnitt 2.1 dargelegte De-
finition von gewdéhnlichen und abstrakten Hilbert-Mengen, mit der Lektire von
Abschnitt 2.3 zu beginnen und dann mit Kapitel 3 und 4 fortzufahren.
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Kapitel 1

Grundlagen:
Galois-Uberlagerungen

1.1 Grundlegende Notationen

Wir halten es fiir notig, einige Begriffe und Notationen festzulegen, die in der
Literatur nicht einheitlich gehandhabt werden.

Sei k ein Korper. Wir beginnen mit der Definition einiger Kategorien von
k-Schemata.

1. Wir bezeichnen mit Schy die Kategorie der k-Schemata. Morg(X,Y’) be-
deutet die Morphismenmenge in dieser Kategorie. (Wir bezeichnen wie
heute iiblich die Objekte als Schema, die in [EGA] mit Prischema be-
zeichnet wurden. Die Objekte, welche in [EGA] als Schema bezeichnet
wurden, nennen wir separierte Schemata. In diesem Punkt halten wir es
wie Hartshorne [H|. Abgesehen davon stimmt unsere Notation weitgehend
mit der in [EGA] verwendeteten iiberein.)

2. Mit Schj, wird die Kategorie der punktierten k-Schemata (d.h. der Paare
(X, P) mit X € Schy, und P € X (k)) bezeichnet. Sind (X, P),(Y,Q) €
Schy, so sei

Mor} (X, P), (Y Q)) := {f € Mory(X,Y) | £(P) = Q}.

Dies ist die Morphismenmenge in Schy,. Wenn klar ist, welche Bezugspunk-
te gemeint sind, schreiben wir einfach Mor}(X,Y’) fiir diese Morphismen-
menge. Als Bezugspunkt eines Gruppenschemas nehmen wir immer das
neutrale Element.

3. Eine k-Varietit ist ein separiertes, algebraisches k-Schema X, das geo-
metrisch integer ist (d.h. X ®y, k ist integer). Sei Var) die Kategorie der
k-Varietaten als volle Unterkategorie von Schy, und Varj, die entsprechende
volle Unterkategorie von Schy,.

4. Eine k-Kurve ist eine 1-dimensionale k-Varietit. Sei Cury die Katego-
rie der Kurven iiber k als volle Unterkategorie von Schy und Curj die
entsprechende volle Unterkategorie von Schy,.



5. Fiir Gruppenschemata G, H iiber k sei Homy (G, H) die Menge der Mor-
phismen G — H, welche die Gruppenstruktur respektieren. Die Kategorie
der Gruppenschemata iiber ¥ wird mit Grp;, bezeichnet.

6. Eine abelsche k-Varietét ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie der
projektiven k-Varietdten. Die Kategorie der abelschen Varietiten iiber k
wird mit AbVary, bezeichnet. Es ist eine volle Unterkategorie von Grpy,.

Sei X ein Schema und x € X. Wir bezeichnen mit Ox die Strukturgarbe
von X, mit Ox , den lokalen Ring von X in z, mit my , das maximale Ideal
von Ox , und mit k(z) den Restklassenkérper des lokalen Ringes Ox ;. Unter
dem Funktionenkorper eines integren Schemas X verstehen wir den Restklas-
senkorper k(¢) im generischen Punkt ¢ von X. Wir setzen R(X) := k(¢). Fir
U C X offen bezeichnet I'(U, —) wie iiblich den Schnittfunktor. Wir nennen
X normal genau dann, wenn X integer ist, und fiir jede offene, affine Teilmen-
ge U C X der Ring I'(U, Ox) ganz-abgeschlossen (in seinem Quotientenkorper)
R(X) ist. Des weiteren nennen wir X regulir genau dann, wenn jeder lokale
Ring Ox , von X regulér ist.

Sei X ein Schema und E ein Koérper. Sei
u € Mor(Spec(F), X)

ein geometrischer Punkt. Sei * der einzige Punkt in dem topologischen Raum
Spec(F) und x := u(x). Wir sagen dann, der geometrische Punkt u ist lokali-
siert in z. Bezeichnet

g : Spec(k(z)) = X

die kanonische Abbildung, so existiert genau ein Morphismus w : Spec(F) —
Spec(k(x)) mit gow = u. Es gibt genau eine Einbettung « : k(x) — E mit w =
Spec(a). (Die in z lokalisierten geometrischen Punkte in Mor(Spec(E), X) ent-
sprechen also eindeutig den Einbettungen k(z) — E.) Wir setzen k(u) := im(«)
und nennen k(u) den Restklassenkdrper des geometrischen Punktes u.
k(u) ist also ein Unterkorper von E, der k-isomorph zu k(z) ist. Die Unter-
scheidung von k(z) und k(u) ist in vielen Zusammenhéngen nicht besonders
wichtig.

Beispiel: Sei

Y5 - X3 - X

S = Spec< QiX, Y] ) .

Wir betrachten die Crationalen geometrischen Punkte uq := (1, v2) € S(C)
und ug := (l,exp(%)f/i). Beide sind in dem selben Punkt x € S lokalisiert.

Es gilt
k(xz) = Spec (YQ;[{L) ,
k(ur) = Q(V2) und k(uz) = Q(exp (%) V/2).

Ist k ein Korper, so wird der separable Abschluf von & mit £°, der alge-
braische Abschlufl von k£ mit £ und die maximale abelsche Erweiterung




von k mit k% bezeichnet. Wir erinnern an die folgenden Aussagen, die z.B. in
[EGA, IV4.-1V.6., IV.17.5] bewiesen werden.

Bemerkung 1.1.1 1. Ist X eine (geometrisch reguldre) k- Varietit, so ist
Xk := X ® K fiir jeden Erweiterungskorper K|k eine (geometrisch re-
guldre) K -Varietdat.

2. Sind X,Y (geometrisch reguldre) k- Varietdten, so ist X x; Y eine (geo-
metrisch reguldre) k- Varietdt. Ferner ist X (k®) nichtleer.

3. Sei X ein separiertes, algebraisches, integres k-Schema. Genau dann ist
X eine Varietdt (d.h. geometrisch integer), wenn R(X) ® k ein Kirper
1st.

4. Sei X eine k-Varietit. Genau dann ist X geometrisch regqulir, wenn
X glatt ist, d.h. genau dann, wenn die Garbe der Kihler-Differentiale
Qx| ein lokal freier Ox-Modul vom Rang dim(X) = trdeg,(R(X)) ist.
Ist dies der Fall, so ist Qgx)x ein R(X)-Vektorraum der Dimension
trdeg;, (R(X)), d.h. R(X)|k ist separabel erzeugt.

Wenn K |k eine Galoiserweiterung ist, dann bezeichnen wir die Galoisgrup-
pe mit G, := Autg(Spec(K)). Sie operiert von links auf Spec(K) und von
rechts auf K vermége z° = T'(0)z (v € k, 0 € Ggp). Mit Gy := Gjs ), wird
die absolute Galoisgruppe von k bezeichnet. Sei nun K|k eine Galoiserweite-
rung und G := Ggg. Sind X und Y k-Varietéten, so operiert G' von rechts auf
Morg (Xk, Yk) vermoge

fo = (Idy X 0'_1) ofo (IdX X 0').

Die kanonische Abbildung Morg(X,Y) — Morg (Xg, Yi) ist injektiv und das
Bild ist gerade Morg (Xx,Yx)®. (Ein Beweis fiir diese Aussage wird in 1.2.8
mitentstehen.) G operiert auch auf X(K) = Morg(Spec(K),X) wvon rechts
vermoge z° = x o ¢ und die kanonische Bijektion

X(K) = Morg (Spec(K), Xk)

ist G-linear.

Sei S ein Schema und X ein S-Schema. Wir bezeichnen mit Autg(X) oder
mit Aut(X|S) die Gruppe der in Morg(X, X) liegenden Isomorphismen.

Einige Standardeigenschften von Morphismen werden im Folgenden beson-
ders wichtig sein. Sei p : X — Y ein Morphismus. Man nennt p affin genau
dann, wenn fiir jede offene, affine Teilmenge U C Y die Menge p~!(U) wieder
affin ist. p heiBt endlich (bzw. ganz), wenn p affin ist, und T'(p }(U), Ox)
eine endliche (bzw. ganze) I'(U, Oy)-Algebra ist, fiir jede offene, affine Menge
vcy.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu rationalen Ab-
bildungen. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf den Fall von alge-
braischen, separierten, integren Schemata iiber einem Koérper k. Seien X und Y



algebraische, separierte, integre k-Schemata. Sei R die Menge der Paare (U, f),
die aus einer nichtleeren, offenen Menge U C X und einem k-Morphismus
f :U =Y bestehen. Auf R betrachtet man die Aquivalenzrelation

(U, f)~(V,g) : <= fIUNV =g|lUNV.

Sei Raty(X,Y) die Menge der Aquivalenzklassen von R modulo ~. Die Ele-
mente von Raty(X,Y) heilen rationale Abbildungen. Die Komposition von
rationalen Abbildungen wird in naheliegender Weise definiert. Ist ¢ der generi-
sche Punkt von X, so ist durch

hxy : Raty(X,Y) = Mory(Spec(R(X)),Y), (U, f) — f o (Spec(R(X)) = U)
eine Abbildung gegeben. Diese ist bijektiv nach [EGA, 1.7.1.11].
Die naheliegende Abbildung

gxy : Morg(X,Y) — Raty(X,Y), f — (X, f) modulo ~
ist injektiv nach [EGA, 1.7.2.2]. (gx,y ist natiirlich i.a. nicht surjektiv.)

Proposition 1.1.2 Seien X,Y algebraische, separierte, integre k-Schemata.

1. Ist'Y eine abelsche Varietit und X eine geometrisch reguldre k- Varietdt,
so ist gxy bijektiv.

2. Ist X eine regulire Kurve und Y eigentlich diber k, so ist gxy bijektiv.

Beweis:
1. Siehe [Mi86a, 3.1.].

2. Siche [EGA, IL.7.4.9].
O

1.2 Der Quotient eines Schemas modulo einer end-
lichen Gruppe

Diese Arbeit setzt diverse Grundlagen der algebraischen Geometrie im Sin-
ne von [EGA] und [SGAI1] als bekannt voraus. Eigentlich hétte man auch den
Begriff des Quotienten eines Schemas modulo einer (zuléssig operierenden) end-
lichen Gruppe im Bereich dieser Grundlagen anzusiedeln. Aufgrund ihrer zen-
tralen Bedeutung in diversen Teilen der vorliegenden Arbeit haben wir diesem
Begriff einen eigenen Abschnitt gewidmet. Die wichtigste Referenz fiir diesen
Abschnitt ist [SGA1, Exposé V].

Sei X ein Schema und T eine endliche Gruppe, die (von links) auf X ope-
riert. Eine solche Operation ist durch einen Homomorphismus p : I' = Aut(X)
gegeben. Man nennt die Operation zuléissig genau dann, wenn X eine offene,
affine Uberdeckung (U;);cs besitzt, die aus T-invarianten Mengen U; besteht.
Ist X ein S-Schema, so sagt man, dass I' durch S-Morphismen operiert
genau dann, wenn p(o) € Autg(X) fiir alle o € T gilt.
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Bemerkung 1.2.1 1. Wenn p : X — S ein tiber S affines S-Schema ist
(d.h. der Morphismus p ist affin) und T' auf X durch S-Morphismen
operiert, so ist diese Operation automatisch zuldssig, da fir jede offene,
affine Uberdeckung (V;)icr von S durch (p~'(V;))icr eine offene, affine,
-invariante Uberdeckung von X gegeben ist.

2. Insbesondere ist jede Operation einer endlichen Gruppe I' auf einem afhi-
nen Schema X zuldssig.

Sei nun X ein Schema, auf dem die endliche Gruppe I' (von links) operiert.
Fiir jedes Schema Y operiert dann I" von rechts auf Mor(X,Y’) vermoge f° :=
f o o. Ist der Funktor

F:Zw— Mor(X,2Z)"

auf der Kategorie der Schemata darstellbar und (Y, p) ein darstellendes Objekt,
so sagt man, der Quotient von X modulo I' existiert und nennt (Y, p) den
Quotienten von X modulo I'. Oft schreibt man X/I' fiir den Quotienten.
Wenn der Quotient existiert, so ist er eindeutig.

Bemerkung: Seip:I' — Aut(X) eine Operation der endlichen Gruppe I' auf
dem Schema X.

1. Falls der Quotient (Y,p) von X modulo T' existiert und p affin ist, so
operiert I' durch Y-Morphismen und die Operation ist zulissig nach obiger
Bemerkung. (Wir werden im Folgenden die Umkehrung beweisen: Im Fall
einer zuldssigen Operation existiert der Quotient und p ist affin.)

2. Sei I'" C Aut(X) das Bild von p. Dann gilt fiir jedes Schema Z
Mor(X, Z)' = Mor(X, Z)".

Sei Y ein Schema und p € Mor(X,Y)!. Dann gilt: Genau dann ist (Y, p)
ein Quotient von X modulo T', wenn (Y, p) ein Quotient von X modulo
IV ist. Man kann sich also bei der Diskussion von Quotienten auf den Fall
zuriickziehen, in dem IT" treu (d.h. p ist injektiv) auf X operiert.

Wir beginnen mit der Diskussion von Quotienten im Sonderfall affiner Sche-
mata.

Proposition 1.2.2 Sei B ein Ring. Die endliche Gruppe I' operiere auf X :=
Spec(B) von links und somit auf B von rechts. Sei A := BY, Y := Spec(A) und
p: X =Y die von der Inklusion induzierte Abbildung. Dann gilt:

1. p ist surjektiv und ganz.

2. Fiir jede multiplikative Menge S C A gilt ST1A = (S~'B)L. Insbesondere
ist die kanonische Abbildung Oy — p,(Ox)T bijektiv.

3. p7ip(P)={oP|o €T} fir Pe X.

4. p ist offen.



Beweis:

1. Sei b € B. Dann gilt

F(X) =[] (x -v°) € B'[X]

el

und wegen f(b) = 0 ist b ganz iiber A = BT. Somit ist p ganz. p ist
dominant, da p! : BT — B injektiv ist. Ferner ist p als ganzer Morphis-
mus abgeschlossen. (Dies folgt unter Benutzung des Satzes von Cohen-
Seidenberg, siche [EGA, 11.6.1.10].) Also ist p surjektiv.

2. Wir haben zu zeigen, dass S—!(BT) = (S~ !B)! gilt. Man hat eine exakte
Folge
0»B"-B—][[B
o€l
von A-Moduln. (Die rechte Abbildung ist durch z — (z — 27), gegeben.)
Tensoriert man mit der flachen A-Algebra S™'A, so bleibt die Sequenz
exakt. Daraus folgt die Behauptung.

3. Offenbar gilt p o o = p fiir alle o € I'. Daraus folgt bereits die Inklusion
p 'p(P) > {oP|c €T}

Sei @ := p(P). Wegen 2. darf man im Beweis der umgekehrten Inklusion
annehmen, dass A lokal und @) das maximale Ideal von A ist. B/QB ist
dann als ganze Algebra iiber dem Korper A/Q null-dimensional. Somit
besteht p~1p(P) aus maximalen Idealen von B.

Widerspruchsannahme: Es existiert ein M € p~p(P) mit M # o(P) fiir
alle o € T'. Dann existiert nach dem chinesischen Restsatz ein b € B mit
beMundb—1€ og(P) firallec €. Wegen be M und M NA=Q

gilt
c:= H b e CP.
oel
Andererseits folgt b ¢ P fiir alle o € I'. Dies impliziert ¢ ¢ P. Wider-
spruch.

4. Sei U C X offen. Wir zeigen, dass p(U) offen ist. Wir haben gesehen, dass
p abgeschlossen und surjektiv ist. Es gilt

Y\ p(U) =p(X \p~'p(U)).

Somit geniigt es zu zeigen, dass p~!p(U) offen ist. Dies folgt aber daraus,
dass nach 3.

p'p(U) = | oU
el

gilt.



Proposition 1.2.3 Sei die Situation obiger Proposition 1.2.2 zugrunde gelegt.
Dann ist fiir jedes Schema Z die Abbildung

az : Mor(Y,Z) = Mor(X,Z)Y, fr fop

bijektiv. (Z braucht nicht affin zu sein!) D.h. (Y,p) ist der Quotient von X
modulo T

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.
1. Sei zunichst Z = Spec(C) mit einem Ring C. Dann gilt offensichtlich

Mor(X, Z)Y' = Hom(C, B)F = Hom(C, B') =
= Mor(Y, Z).

(Wir bezeichnen hier die Menge der Ringhomomorphismen C' — B mit
Hom(C, B).) Also ist ayz fiir jedes affine Schema Z bijektiv.

2. Sei Z ein Schema und f € Mor(X, Z)!'. Als unmittelbare Folgerung aus 1.
erhiilt man: Falls eine offene, affine Menge W C Z existiert mit f (W) =
X, so besteht a,;'(f) aus genau einem Element.

3. Wir nennen eine offene Menge V' C Y fundamental genau dann, wenn
ein f € A mit V = Spec(Ay) existiert. Ist U C X eine T-invariante,
offene Menge und P € U, so gilt U = p~!p(U) und, da p(U) nach 1.2.2
offen ist, existiert eine fundamentale, offene Umgebung V von p(P) mit
p (V) C U. Sei nun (U;)ic; eine offene Uberdeckung von X, die aus
[-invarianten, offenen Mengen besteht. Wir nennen eine offene Teilmenge
V C Y der Uberdeckung untergeordnet genau dann, wenn ein i existiert
mit p~ (V) C U;. Obiges Argument zeigt, dass eine Uberdeckung (V;)jes
von Y existiert, die aus fundamentalen, offenen, der Uberdeckung (Us)ier
untergeordneten Mengen besteht.

4. Sei Z ein Schema und f € Mor(X, Z)!. Sei (W;)icr eine offene, affi-
ne Uberdeckung von Z und U; := f~Y(W;). Dann ist (U;)ics eine I-
invariante, offene Uberdeckung von X. Sei V = Spec(Ay) eine der Uber-
deckung (U;)ier untergeordnete, fundamentale, offene Teilmenge von Y.
Dann ist U := p~1(V) = Spec(By) in einem U; enthalten. f|U — Z fak-
torisiert sich durch die offene, affine Teilmenge W; von Z. Ferner gilt
(Bg)'' = A, nach 1.2.2. Nach 2. (angewendet mit U statt X und V
statt Y') folgt, dass genau ein Morphismus F' : V — Z existiert mit
Fo(plU—YV)=f|U.

5. Sei die Situation 4. beibehalten. Dann existiert nach 3. eine Uberdeckung
(Vj)jes von Y, die der Uberdeckung (U;)ic; untergeordnet ist, und aus
fundamentalen, offenen Mengen besteht. Sei U; := p~1(V;). Nach 4. exi-
stiert fiir jedes j genau ein Morphismus Fj : V; — Z mit Fjo(p|U]’- = V) =
f |U]’ Nach der Eindeutigkeitsaussage in 4. gilt fiir jede in V; NV}, enthalte-
ne, fundamentale offene Menge V' schon F;|V = Fj|V. Deshalb kann man
die F}; verkleben zu einem Morphismus F': Y — Z, der F|V; = F} erfiillt.
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Daraus folgt F o p|U; = f|U; fiir alle j, dh. Fop=f.Sei H:Y — Z
ein Morphismus mit H o p = f. Dann muss H|V; = F; = F|V; fur alle j
gelten. Daher gilt H = F'. Dies zeigt, dass az fiir jedes Schema Z bijektiv
ist.

O

Proposition 1.2.4 Sei X ein Schema, auf dem die endliche Gruppe I' operiert.
SeiY ein weiteres Schema und p € Mor(X, Y)Y, Wir setzen voraus, dass p affin
ist, und dass die kanonische Abbildung p* : Oy — p,(Ox)' bijektiv ist. Dann
ist die Operation automatisch zuldssig und es gilt:

1. p ist offen, surjektiv und ganz.
2. p~p(P) = {oP|o €T} fir P € X.
3. (Y,p) ist Quotient von X modulo T.

Beweis: Nach Voraussetzung ist fiir jede offene, affine Menge V C Y das
Urbild U := p~}(V) = Spec(B) affin und V = Spec(B'). Nach 1.2.2 ist
plp~1(V) = U — V offen, surjektiv und ganz. Daraus folgt, dass p offen, sur-
jektiv und ganz ist. Dies zeigt 1. Auch die 2. Behauptung folgt unmittelbar aus
der entsprechenden Aussage in 1.2.2.

Sei Z ein beliebiges Schema. Sei V' C Y eine beliebige offene, affine Menge
und py : p~1(V) — V die Restriktion von p. Dann ist nach 1.2.2

Mox(V, Z) = Mor(p™'(V), Z)*, g gopy

bijektiv nach 1.2.2. Mor(—, Z) ist eine Garbe von Mengen auf Y. Da der Funktor
—TI" auf der Kategorie der I'-Mengen Differenzkerndiagramme respektiert, muss
Mor(—, Z)T eine Garbe von Mengen auf X sein und es folgt, dass

Mor(Y, Z) — Mor(X, Z)', g gop
bijektiv ist O

Folgerung: Sei die Situation der Proposition zugrunde gelegt. Sei U C X eine
offene, T'-invariante Menge. (U braucht nicht affin zu sein.) Sei q: U — V :=
p(U) die Restriktion von p. Dann ist Oy — q.(Oy)! bijektiv. Insbesondere ist
(V,q) der Quotient von U modulo T'.

Bemerkung: Sei F'|k eine endliche Kérpererweiterung und
p: X := Spec(E) — Y := Spec(k)

die kanonische Abbildung. Sei I' := G| die Galoisgruppe. Genau dann ist
(Y,p) Quotient von X modulo T, wenn ET = k gilt, d.h nach wohlbekannten
Sétzen der Galois-Theorie genau dann, wenn E|k separabel und normal ist.

Mit obiger Proposition haben wir ein Kriterium an der Hand, das es erlaubt
zu entscheiden, wann das Paar (Y, p) ein Quotient von X modulo der zulissig
auf X operierenden, endlichen Gruppe I' ist. Der folgende Satz besagt unter
anderem, dass der Quotient eines Schemas modulo einer zuldssig operierenden,
endlichen Gruppe I' existiert.



Satz 1.2.5 Sei X ein Schema. Die endliche Gruppe I' operiere zuldssig auf X .
Dann existiert der Quotient (Y,p) von X modulo T'. Es gilt:

1. p ist offen, surjektiv und ganz.
2. Die kanonische Abbildung p* : Oy — P« (Ox)Y ist bijektiv.
3. p~ip(P) = {oP|o €T} fir P € X.

Beweis: Nach obiger Proposition 1.2.4 geniigt es zu zeigen, dass ein Schema Y
und ein p € Mor(X,Y )T existieren mit p affin und p* : Oy — p,(Ox)T bijektiv.

Da I zuliissig operiert, existiert eine offene, affine, I-invariante Uberdeckung
(Xi)ier von X. X; = Spec(B;) mit einem Ring B;. Sei Y; := Spec(BZr) und
pi : X; — Y; die von der Inklusion induzierte Abbildung. Nach 1.2.2 ist Oy, —
pi«(Ox,)T bijektiv, und p; ist surjektiv, offen und ganz. Nach 1.2.3 ist (Y;,p;)
der Quotient von X; modulo I'. Sei Yj; := p;(X; N X). Yj; ist offen. Sei

pij = (pil Xs N X; = Yi;)

der restringierte Morphismus. Dann ist (Yj;,p;;) der Quotient von X; N X;
modulo T" nach 1.2.4.

Fiir 4, j € I existiert wegen der ['-Invarianz von p;; genau ein Morphismus
fij + Y;i — Yy, der fij o pji = p;; erfiillt. Man kann nun die Y;; entlang der
fij zu einem Schema Y verkleben. Die p; induzieren dann eine Projektion p :
X — Y derart, dass Oy — p«(Ox )" bijektiv ist. Wir verzichten auf die Details,
insbesondere auf den Nachweis der Kozykeln-Bedingung. O

Sei nun S ein Schema und X ein S-Schema. Die endliche Gruppe I' operiere
in zuldssiger Weise durch S-Morphismen auf X. Sei (Y, p) der Quotient von X
Modulo I'. Dann ist

az :Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)Y, f— fop

bijektiv. Sei gx : X — S die Strukturabbildung. Da I' durch S-Morphismen
operiert gilt gx € Mor(X,S)T. Sei gy := agl(gX). Dann ist (Y, gy) ein S-
Schema, und p € Morg(X,Y)!. Sei nun Z ein beliebiges S-Schema mit Struk-
turabbildung gz. Dann induziert az eine Bijektion

Morg(Y, Z) — Mors(X, Z)F, f +— fop.

(Dafiir hat man sich nur zu iiberlegen, dass wenn f : Y — Z ein beliebiger
Morphismus ist, fiir den F' := f o p ein S-Morphismus ist, schon f o gz = gy
gilt. Dies folgt aus der Rechnung

pofogz=Fogz=gx =pogy

und der Bijektivitit von ag.) (Y, p) ist also dann automatisch auch darstellendes
Objekt des Funktors Morg (X, —)! auf der Kategorie der S-Schemata.

Die folgende Proposition benennt einige Figenschaften, die sich von X auf
seine Quotienten vererben. Ist 7' ein S-Schema, so nennt man 7'|.S affin, wenn
der Morphismus 7' — S affin ist.



Proposition 1.2.6 Sei X ein S-Schema. Die endliche Gruppe T' operiere in
zuldssiger Weise durch S-Morphismen auf X. Sei (Y,p) ein Quotient von X
modulo T (mit der oben definierten Struktur als S-Schema). Dann gilt:

1.
2.
3.

/.
5.

Genau dann ist X|S affin, wenn Y|S affin ist.

Genau dann ist X|S separiert, wenn Y'|S separiert ist.

Ist S noethersch und X|S von endlichem Typ, so ist Y|S von endlichem
Typ und p ein endlicher Morphismus.

Ist X integer, so ist Y integer.

Ist X normal, so ist Y normal.

Beweis: Fiir den Beweis der Behauptungen 1. - 3. verweisen wir auf [SGA1,
Exposé V]. Wir zeigen 4. und 5.

4.

Wir nehmen an, dass X integer ist. Dann ist Y irreduzibel, denn p ist
surjektiv. Sei V' = Spec(A) C Y offen und affin. Wir haben zu zeigen,
dass A integer ist. Dies folgt daraus, dass A = p.(Ox)T (V) Unterring des
Integrititsringes p,(Ox)(V) ist.

Wir nehmen an, dass X normal (d.h. integer und ganz abgeschlossen)
ist. Sei V = Spec(A) C Y offen und affin. Dann ist p~1(V) = Spec(B)
offen und affin und es gilt A = BY. B ist ein normaler Ring. Wir zeigen,
dass auch A normal ist. Sei K der Quotientenkérper von A und F' der
Quotientenkorper von B. K bettet sich ein in F'. Sei z € K gangz iiber A.
Dann liegt z auch in F' und ist ganz iiber B. Somit gilt x € B. Ferner
existieren a,b € A mit b # 0 und z = . Daher gilt b = a. Fiir o € T gilt
z°b = a, d.h. z € BT = A. Daher ist A normal.

O

Sehr wichtig ist der folgende Satz iiber den flachen Basiswechsel.

Satz 1.2.7 Sei X ein S-Schema. Die endliche Gruppe I' operiere in zuldssiger
Weise durch S-Morphismen auf X. Sei (Y,p) ein Quotient von X modulo T.
Sei T ein flaches S-Schema. Dann ist durch

I' > Autp(X xgT), o+ 0o xgldr

eine zuldssige Operation von I' auf X xg T durch T-Morphismen gegeben und
(Y xsT,p xg Idr) ist Quotient von X xgT modulo T.

Beweis: Mit Y':=Y xgT ist Y'|Y flach und X x g7 identifiziert sich mit dem
Faserprodukt X xy Y’. D.h. es bestehen kartesische Quadrate

XxsT — Y — T

4 4 1
X =Y - S
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Die Abbildung
pXSIdT:XXST—)YXSTgYI

entspricht unter dem Isomorphismus X xs7T = X xy Y einfach der Projektion
q:X Xy Y' = Y'. (Man darf also de facto Y = S annehmen.) I" operiert auf
X' := X xy Y’ durch Y'-Morphismen. Mit X|Y ist X'|Y”' affin. Also ist die
Operation zuldssig. Wir zeigen, dass Oy — ¢,(Ox:)' bijektiv ist. Dafiir darf
man Y = Spec(A) und Y’ = Spec(A’) affin annehmen. Dann muss aber auch
X = Spec(B) affin sein. Es gilt X’ = Spec(B ®4 A’). Wir wissen, dass Bl = A
gilt und haben (B ®4 A")T = A’ nachzuweisen. Wegen BT = A besteht eine
exakte Folge von A-Moduln

0—+A-B-]]B,
el

in der die rechte Abbildung durch z — (27 — z)scr gegeben ist. Da A’ flach
iiber A ist, ist die mit A’ tensorierte Folge

O—>A’—>B’—>HB’
oel’

wieder exakt. Daher gilt A’ = (B')!. O

Folgerung: Sei k ein Kérper und X ein algebraisches, integres k-Schema, auf
dem die endliche Gruppe T' zulissig durch k-Morphismen operiert. Sei (Y,p)
ein Quotient von X modulo T'. Ist X eine (normale) k-Varietdt, so ist Y eine
(normale) k-Varietdt.

Beweis: Sei X eine k-Varietdt, d.h. fiir jeden Erweiterungskérper F' von k
ist Xp ein algebraisches, separiertes, integres F-Schema. Sei F'|k ein beliebiger
Erweiterungskorper. Da F'|k flach ist, identifiziert sich Yr mit dem Quotient von
X modulo I'. Nach 1.2.6 ist Y algebraisches, separiertes, integres F-Schema.
Demnach ist Y eine k-Varietdt. Wenn X normal ist, dann ist auch Y normal
nach 1.2.6. [l

Bemerkung 1.2.8 Sei k ein Korper und X ein k-Schema. Sei E|k eine endli-
che Galois-Erweiterung mit Gruppe G := Gpp. Seip: Xgp = X @, F — X die
Projektion. Dann operiert G zulissig auf Xg durch k-Morphismen und (X, p)
ist Quotient von Xg modulo G. Insbesondere gilt

Mory(X, Z) = Mor(Xg, Z)¢ = Morg(Xp, Zg)°
fiir jedes k-Schema Z. (Die Operationen von G auf den Morphismenmengen

wurden am Ende von Abschnitt 1.1 diskutiert.)

Wir wenden uns nun dem fiir uns besonders wichtigen Fall von Quotienten
integrer Schemata zu.

Sei nun p : X — Y ein Morphismus von Schemata. Sei 0 € Auty(X)
beliebig, z € X und 2’ := o(z). Dann existiert genau ein k(p(x))-Isomorphismus

oy : Spec(k(x)) — Spec(k(z')),
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der das Diagramm
Spec(k(z)) = Spec(k(z'))
\ \
X = X
kommutativ macht.

Sei nun p : X — Y ein dominanter Morphismus von integren Schemata.
Dann bildet p den generischen Punkt & von X auf den generischen Punkt 7
von Y ab und p induziert einen Morphismus Spec(R(X)) — Spec(R(Y)). Fiur
o € Auty (X) gilt (&) = £. Nach obiger Konstruktion erhélt man einen Homo-
morphismus

e+ Auty (X) — G(R(X)|R(Y)) = Autgpec(r(yv)) (Spec(R(X))).
Proposition 1.2.9 1. Ist p affin, so ist der Homomorphismus m¢ injektiv.

2. Sei p ganz. Dann ist das Diagramm

Spec(R(X)) — Spec(R(Y))

{ {
X — Y

kartesisch.

Beweis:

1. Ein Standardargument zeigt, dass man Y und damit auch X als affin
annehmen darf. Dann gilt X = Spec(B) mit einem Inegrititsring B, und
die Behauptung folgt daraus, dass die kanonische Abbildung von B in den
Quotientenkorper R(X) injektiv ist.

2. Wir diirfen annehmen, dass ¥ = Spec(A) affin ist. Dann ist auch X =
Spec(B) affin und der von p induzierte Ringhomomorphismus A — B ist
injektiv. Ferner ist B ganz iiber A. Sei S = A\ {0}. Dann gilt:

X xy Spec(R(Y)) = Spec(B ®4 S~tA) = Spec(S~!B)

und ST!B # 0 ist eine ganze, integre Algebra iiber dem Korper S™1A.
Somit ist S~!B ein Korper, der dann offensichtlich mit dem Quotien-
tenkorper R(X) von B iibereinstimmt. Also gilt

X xy Spec(R(Y)) = Spec(R(X)).
O

Folgerung: Seip: X — Y ein Morphismus von integren Schemata. Sei p :
' = Auty (X) eine zuldssige Operation der endlichen Gruppe T'. p sei injektiv.
Wir nehmen an, dass (Y,p) Quotient von X modulo T' ist. Dann operiert T' auf
Spec(R(X)) via mgop: T — G(R(X)|R(Y)).

1. Spec(R(Y)) ist der Quotient von Spec(R(X)) modulo T.

12



2. m¢ und p sind bijektiv, d.h. es gilt T' = Auty (X) = G(R(X)|R(Y)).
3. T =[R(X): R(Y)].
Beweis: p ist ganz nach 1.2.5. Somit ist
Spec(R(X)) = X xy Spec(R(Y))

nach 1.2.9.
e+ Auty (X) — Autgpec(r(y)) (Spec(R(X)))

identifiziert sich mit dem Homomorphismus

Auty (X) = Autgpec(r(v)) (X Xy Spec(R(Y))), 0 = o xy Id.

Mit 1.2.7 folgt, dass R(Y) = R(X)T gilt. Die Erweiterung R(X)|R(Y") ist somit

galoissch und nach der gewthnlichen Galoistheorie fiir Korper muss

meop: T = G(R(X)|R(Y))

surjektiv sein. Da sowohl 7¢ als auch p injektiv sind, miissen beide bijektiv sein.

Insbesondere gilt || = |G(R(X)|R(Y))| = [R(X) : R(Y)].

Satz 1.2.10 Seien X und Y normale Schemata. Seip : X — Y ein endli-
cher, dominanter Morphismus. Sei £ der generische Punkt von X und I' :=

G(R(X)|R(Y)). Dann gilt:

1. Der naheliegende Homomorphismus

e Auty (X) = T, 0= o¢

ist bijektiv. Die resultierende Operation 7r§_1 :I'— Auty(X) von T’ auf X
ist zuldssig.

2. Genau dann ist (Y,p) Quotient von X modulo T, wenn R(X)|R(Y) eine

Galoiserweiterung ist.

Beweis:

1. Sei 0 € Gr(x)|r(y)- Sei V = Spec(A) eine offene, affine Teilmenge von Y

und U := p~ (V). Es gilt U = Spec(B) wobei B die Normalisierung von A
in F ist. Sei b € B. Dann ist b° ganz tiber A und somit Element von B. o
induziert demnach durch Restriktion einen Isomorphismus o|B — B. Es
existiert also genau ein V-Automorphismus oy von U, der iyoo = oy oiy
erfillt, wenn iy : Spec(R(X)) — U die kanonische Abbildung bedeutet.
Sind V' und W weitere offene, affine Teilmengen von Y mit W Cc VNV/,
so gilt
ovlp T (W) = ow = ovi|p” (W).

Somit kann man die oy verkleben. D.h. es existiert genau ein Y-Au-
tomorphismus & : X — X, der 6[p~1(V) = oy fiir jede offene, affine
Teilmenge V' von Y erfiillt. & erfiillt ix o 6 = o oix und & ist der ein-
zige Y-Automorphismus von X der diese Eigenschaft besitzt. Daher gilt
Te Y(o) = {6}. Somit ist m¢ bijektiv. Die resultierende Operation von T
auf X ist zulissig, da p affin ist.
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2. Ist (Y,p) ein Quotient von X modulo I', so ist R(X)|R(Y) galoissch
nach dem Satz vom flachen Basiswechsel 1.2.7. Wir nehmen nun an, dass
R(X)|R(Y") galoissch ist und zeigen, dass (Y, p) Quotient von X modulo I"
ist. Sei V = Spec(A4) C Y affin und U := p~1(V). Dann ist U = Spec(B)
mit einer endlichen A-Algebra B. Die Ringe A und B sind normal und B
ist die Normalisierung von A im Quotientenkérper F' von B. Sei K der
Quotientenkorper von A. Nach 1.2.4 geniigt es BT = A zu zeigen. Aber
offenbar ist

B'=F'NnB=KnB

und K N B ist ein in K enthaltener, iiber A ganzer Oberring von A. Da
A normal ist, muss K N B = A gelten.

O

Bemerkung: Sei Y ein noethersches, normales Schema und F' ein endlicher,
separabler Erweiterungskorper von K := R(Y"). Sei X die Normalisierung von
Y in F.

1. p ist endlich.
2. Ist F|K galoissch, so ist (Y, p) Quotient von X modulo G(F|K).

Beweis: Sobald wir die erste Behauptung zeigen, folgt die zweite aus dem
Satz. Sei V = Spec(A) C Y eine offene affine Menge und U := p~1(V). Dann
ist U = Spec(B) affin. B ist die Normalisierung von A in F. Es geniigt zu
zeigen, dass B endich iiber A ist. Da E|K endlich und separabel ist, existiert
nach [AMac, 5.17] eine K-Basis (v1,--- ,v4) von F mit B C ) Av;. B ist also
endlich als Untermodul eines endlichen Moduls iiber dem noetherschen Ring A.
O

1.3 Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe

Wir diskutieren in diesem Abschnitt den Begriff der Zerlegungs- und Trigheits-
gruppe im Fall einer zuldssigen Operation einer endlichen Gruppe I' auf einem
Schema X. (Der Sonderfall, in dem X = Spec(B) die Normalisierung des Spek-
trums Y = Spec(A) eines Dedekindringes A in einer Galois-Erweiterung seines
Quotientenkorpers ist, ist in der Zahlentheorie von Interesse und wohlbekannt.)
Ist (Y, p) der Quotient von X modulo I' und p endlich und treuflach, so gilt ein
partielles Analogon zur fundamentalen Gleichung.

Die endliche Gruppe I" operiere zulissig auf X. Sei (Y, p) ein Quotient von
X modulo I'. Fiir £ € X nennt man

Iy:={cel|o(z) =z}

die Zerlegungsgruppe von z. Sei y := p(z). Fir ¢ € T ist dann o, ein
Spec(k(y))-Isomorphismus Spec(k(x)) — Spec(k( )). Durch
)

Ty : Iz — Autyy)(Spec(k(x))), o oy
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ist ein Homomorphismus gegeben. Man nennt 7, die Spezialisierungsabbil-
dung auf den Galois-Gruppen. Der Kern I']’ der Spezialisierungsabbildung
m, wird Trigheitsgruppe genannt.

Satz 1.3.1 In obiger Situation gilt:
1. k(z)|k(p(x)) ist normal fir x € X.
2. Die Spezialisierungsabbildung m, ist surjektiv.

Ist also k(z)|k(p(x)) separabel, so ist k(z)|k(p(z)) galoissch und 7, induziert
einen Isomorphismus T, /TT = Gr(z)[k(p(z))-

Beweis: Sei z € X und y := p(z). Sei Y’ := Spec(Oy,y), X' := X xy Y’ und
p': X' =Y . DaY'|Y flach ist, ist (Y’,p’) Quotient von X’ modulo I nach 1.2.7.
y identifiziert sich mit dem abgeschlossenen Punkt von Y’ und z identifiziert
sich mit einem abgeschlossenen Punkt von X’. Man darf also annehmen, dass
Y = Spec(A) lokales Schema, X = Spec(B) affines Schema, A = B, z = m ein
maximales Ideal von B und y = p das maximale Ideal von A ist.

1. Sei Q(t) ein irreduzibles Polynom in k(y) = A/p und b € k(z) = B/m
eine Nullstelle von Q(t). Sei b € B ein Représentant von b. Das Polynom

ZOEN | (B2

oel

liegt in A[t], zerfillt iiber B[t] in Linearfaktoren und hat b als Nullstelle.
Sei P(t) € k(y)[t] die Reduktion von P(t) modulo p. Dann zerfillt P(t)
iiber k(z) in Linearfaktoren und b ist Nullstelle von P(t). Q(t) zerfallt
nun als Teiler von P(t) in Linearfaktoren. Daher ist k(z)|k(y) normal.

2. Sei k := k(y), K := k(z) und k' die maximale, separable Erweiterung
von k in K. Fiir jedes Element b € k' haben wir in 1. gesehen, dass
b Nullstelle eines Polynoms in k[t] vom Grad < |[| ist. Wire k' nicht
endlich und vom Grad < || iiber k, so gibe es einen iiber k endlichen
Zwischenkorper F' von k'|k vom Grad > |T'| iiber k. Nach dem Satz vom
primitiven Element gibe es ein b € F' mit F' = k[b] und b kénnte nicht
Nullstelle eines Polynoms in k[t] vom Grad < |T'| sein. Widerspruch. Also
ist £’|k endlich vom Grad < |T|.

Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein b € k' mit &’ = k(b).
Nach dem chinesischen Restsatz existiert ein Repriasentant b von b, der

¥ em VYoel\I,

erfiillt. Sei wieder

P(t)y:= [ (t-5) € A[t]

o€l

und P(t) die Reduktion von P(t) modulo p. Sei 7 € Auty(Spec(K)) belie-
big. Dann ist ™ Nullstelle von P(t). Es existiert also ein o € I' derart, dass
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b° Reprisentant von b” ist. Wiire o ¢ T, folgte b° € m im Widerspruch
zu b” # 0. Somit gilt 0 € ', und

b7 = b=l

Daraus folgt zunéchst 7|k’ = m,(o)|k’ und dann, wegen K|k’ rein insepa-
rabel schon 7 = 7,(0).

O

Sei X ein Schema. Die endliche Gruppe I' operiere zuléssig auf X. Sei (Y, p)
Quotient von X modulo I'. Die Trigheitsgruppe I'] kann in folgender Weise als
geometrische Isotropiegruppe aufgefasst werden.

Bemerkung: Sei z € X, Q ein algebraisch abgeschlossener Korper und u :
Spec(2) — X ein in z lokalisierter Q-wertiger Punkt. Dann gilt

It ={oceT|oou=u}.

Wir verzichten auf den naheliegenden Beweis.

Wir wollen nun die Fasern einer Projektion p : X — Y von X auf einen Quo-
tienten von X modulo einer Operation I' — Aut(X) untersuchen. Verniinftige
Ergebnisse erhélt man unter Zusatzvoraussetzungen, von denen die wichtigste
Flachheit von p ist. Diese Zusatzvoraussetzungen sind in den fiir uns relevanten
Situationen erfiillt.

Bemerkung: Sei p : X — Y ein endlicher Morphismus von Schemata und
y € Y. Dann gilt fiir das endliche k(y)-Schema p~!(y) := X xy Spec(k(y))

p~ () = [ ] Spec(Ox = ®0y, k(y)).

zly

Sei nun p : X — Y ein endlicher, flacher Morphismus von Schemata. Wir
setzen voraus, dass Y noethersch und zusammenhéngend ist. Dann ist p,Ox
ein lokal freier Oy-Modul von konstantem Rang. Dieser Rang wird mit deg(p)
bezeichnet und Grad von p genannt. Ist k ein Korper und p : F — Spec(k)
ein endliches k-Schema, so ist p automatisch flach und wir setzen degy(F) :=
deg(p). F ist dann affin, F' = Spec(B) und deg (F) = dimg(B).

Proposition 1.3.2 Sei p : X — Y ein endlicher, flacher Morphismus von
Schemata. Y sei noethersch und zusammenhdingend und X # 0. Seiy € Y.
Dann gilt

degry) (P71 () = Y dimy) (Ox e ®oy,, k(y)) = deg(p).
x|y

(Insbesondere ist diese Zahl unabhdngig von y. Sind X undY integer, so stimmt
diese Zahl mit [R(X) : R(Y')] dberein.)
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Beweis: Die linke Gleichung folgt unmittelbar aus obiger Bemerkung. Fir den
Beweis der 2. Gleichung wihlen wir eine offene, affine Umgebung U = Spec(A)
von y, die so beschaffen ist, dass p.Ox|U ein freier Oy-Modul vom Rang d =
deg(p) ist. Dann gilt

p(y) = Spec(D(U, p.Ox) ®4 k(y))

und dimy,) (T(U, p«Ox) ® 4 k(y)) = d. Ist £ der generische Punkt von Y, so gilt
p~1(&) = Spec(R(X)) und somit folgt [R(X) : R(Y)] = d. O

Bemerkung: In der Situation der Proposition folgt insbesondere, dass p sur-
jektiv ist. Dies kann man auch anders beweisen: p ist abgeschlossen als endlicher
Morphismus. Da p von endlichem Typ zwischen noetherschen Schemata und
flach ist, muss p auch offen sein. Daher ist p(X) offen und abgeschlossen, d.h.
p(X) =Y.

Bemerkung: In der Situation der Proposition folgt insbesondere, dass fiir
zeX

[k(z) : k(p(z))] < deg(p)
gilt. Sind X und Y integer, so lduft dies auf [k(z) : k(p(z))] < [R(X) : R(Y)]

hinaus.

Bemerkung: Sei in der Situation der Proposition zusitzlich vorausgesetzt,
dass X und Y integre Dedekind-Schemata sind, und y € Y ein abgeschlossener
Punkt ist. Sei z € X mit p(z) = y. Dann setzt man f, := [k(z) : k(y)] und
nennt diese Zahl den Trégheitsindex von z. Ox,; D Oy, sind nun diskrete
Bewertungsringe und die Zahl e, mit my,,Ox , = mf;?,w wird Verzweigungs-

index von z genannt. Wegen dimy,,) (m&,w /m’);’i,) = f, gilt
dimy () (Oxz ®0y, k(y)) = exfa

und die Gleichung in der Proposition liuft auf die wohlbekannte fundamentale
Gleichung

deg(p) = Z exfz

zly

hinaus.

Sei nun p : X — Y ein Morphismus und p : I' — Auty (X) eine zuléssige
Operation der endlichen Gruppe I'. Wir nennen p (oder genauer das Tripel
(T, p,p)) eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe I' genau dann, wenn

1. X und Y noethersch und integer sind,
2. p endlich und treuflach ist,
3. (Y,p) Quotient von X modulo T ist und

4. p injektiv ist.
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Satz 1.3.3 Seip: X — Y eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T'. Seiy € Y.
Sei s = |[p~l(y)|. Sei x € X ein Punkt mit p(z) = y. Dann gilt:

1.

Ist ' € X mit p(z) = y = p(z'), so besteht ein k(y)-Isomorphismus

k(z) = k(z') und ein Oyy- Isomorphismus Ox , = Ox 4. Insbesondere
gilt: genau dann ist p étale in x, wenn p étale in x' ist.

s dimg(y) (Ox ®o, k(y)) = [R(X) : ROYV)] = [T,

s=[:Ty]
Tz = dimy ) (Ox,2 ®0oy, k(y))-
[Ty : TT] = [k(z) : k(y)]*¢P ist der Grad der mazimalen, separablen Tei-

lerweiterung von k(z)|k(y).

6. Genau dann ist p étale in x, wenn |TL| =1 gilt.
Beweis:
1. Wir haben gesehen, dass I' auf dem unterliegenden Raum von p~!(y) tran-

sitiv operiert. Es existiert also ein o € ' mit o(z) = 2. Dieser induziert
die gewiinschten Isomorphismen.

. Seien z1,--- ,zs die paarweise verschiedenen Punkte iiber . Da p flach

ist, gilt
> dimy) (Ox; ®0y, k() = [R(X) : R(Y)].
i=1

Nach 1. sind in dieser Summe alle Summanden gleich.

. Dies folgt daraus, dass I transitiv auf p~!(y) operiert und aus der Defi-

nition von T',.

. Man kombiniere 2. und 3.

. T'3/TT wird mit der Automorphismengruppe der Erweiterung k(z)|k(y)

identifiziert, und diese Automorphismengruppe ist gerade die Galoisgrup-
pe der maximalen separablen Teilerweiterung von k(z)|k(y).

. Genau dann ist p étale in x, wenn p unverzweigt in z ist, denn p ist nach

Voraussetzung flach. p ist per Definition genau dann unverzweigt in z,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) Oxz ®oy, k(y) ist ein Kérper (der dann notwendig mit k(z) iiber-
einstimmt).

b) k(z)|k(y) ist separabel.

Die Bedingung a) ist dquivalent zu dimy,)(Ox . ®oy., k(y)) = [k(z) :
k(y)]. Die Bedingung b) ist genau dann erfiillt, wenn [k(x) : k(y)] = [k(z) :

18



k(y)]°°P gilt. Wir haben gezeigt, dass dimy(,)(Ox z ®oy., k(y)) = [Tz und
[k(x) : k(y)]*® = [y : TT] gilt. Daher gilt

[k(z) : k(y)] dimg(y)(Ox,z R0y, k(y))
[k(z) : k(y)]*eP [k(z) : k(y)]

Dies zeigt insbesondere, dass a) und b) genau dann gelten, wenn |T'Z| =1
gilt.

Ir%] =

O

Bemerkung: Sei in der Situation des Satzes zusédtzlich voraus gesetzt, dass
X und Y Dedekind-Schemata sind. Dann kann man mit Hilfe der Bemerkung
zu 1.3.2 die 2. Aussage des Satzes umschreiben zu

sfzex = deg(p) = |T|.

Es gilt f, > [[y : TZ] und e, < [T'Z| und in diesen Ungleichungen gilt genau
dann Gleichheit, wenn k(z)|k(y) separabel ist.

Ist (Y,p) der Quotient von X modulo der zuldssigen Operation einer endli-
chen Gruppe T, so stellt sich nun natiirlich die Frage ob p flach ist. Im Falle re-
guldrer, noetherscher Schemata X und Y ist das folgende Flachheits-Kriterium
iiberaus niitzlich.

Satz 1.3.4 Seien X undY reguldre, noethersche Schemata. Seip: X =Y ein
Morphismus. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Fiir jeden abgeschlossenen Punkt x € X gilt mit y := p(z) die Dimensi-

onsformel
dim(Oj-1(y) ») = dim(Ox ;) — dim(Oy,y).
2. f ist flach.
Beweis: Siehe [EGA, IV.6.1]. O

Folgerung: Seien X und Y requldre, noethersche Schemata und p ein endli-
cher, dominanter Morphismus. Dann ist p treuflach.

Kombiniert man diese Folgerung mit Satz 1.2.10, so ergibt sich die folgende
Folgerung;:

Folgerung: Seien X, Y noethersche, integre, regulire Schemata und p : X —
Y ein endlicher, dominanter Morphismus. Die von p induzierte Erweiterung
R(X)|R(Y) sei galoissch mit Gruppe I'. Dann ist p : X — Y eine Galois-
Uberlagerung mit Gruppe T.

Beweis: Nach obiger Folgerung ist p treuflach. Nach 1.2.10 ist die kanonische
Abbildung Auty (X) — G(R(X)|R(Y)) bijektiv und (Y, p) ist Quotient von X
modulo T'. O
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1.4 Das Main Theorem von Zariski

Sei p : X — Y ein dominanter Morphismus von integren Schemata. Dann
induziert p einen Morphismus p’ : Spec(R(X)) — Spec(R(Y)). Sei P eine Ei-
genschaft von Morphismen von Schemata. (Uns interessieren hauptséchlich die
Eigenschaften

1. endlich zu sein,
2. endlich und étale zu sein,
3. eine étale Galois-Uberlagerung zu sein.)

Wenn p' die Eigenschaft P hat, so kann man fragen, ob schon eine dichte Teil-
menge U C Y existiert derart, dass p|p~!(U) — U die entsprechende Eigen-
schaft besitzt. Wir beweisen in diesem Abschnitt einige Sétze in diese Richtung.
Die Satze 1.4.6, 1.4.7 und 1.4.8, die wir dann in Kombination mit Ergebnissen
aus der vorigen Abschnitten des laufenden Kapitels erhalten, sind fiir das wei-
tere von zentraler Bedeutung.

Zunéichst zitierten wir das sogenannte Main Theorem von Zariski. Vorab
erinnern wir daran, dass man einen Morphismus f : X — Y quasi-endlich
nennt, wenn fiir jedes y € Y die Faser p~!(y) ein endliches k(y)-Schema ist.

Satz 1.4.1 Seien X und Y noethersche Schemata. Sei f : X — Y ein se-
parierter, quasi-endlicher Morphismus von endlichem Typ. Dann existiert ein
Schema Y', ein endlicher Morphismus u : Y' — 'Y und eine offene Immersion
1: X =Y derart, dass f =uoi gilt.

Beweis: Siehe [EGA, IV.8.12.6]. O

Bemerkung: Ist in der Situation des Satzes X integer, so darf man Y’ integer
annehmen. (In der Tat, ist Y” := i(X) der Abschluss von i(X) in Y’ mit
der induzierten, reduzierten Struktur als Unterschema von Y’, so induziert %
eine offene Immersion j : X — Y” und wenn k£ : Y” — Y’ die naheliegende
abgeschlossene Immersion bedeutet, so gilt f = ukj und uk ist endlich. Ferner
ist dann Y als reduziertes und irreduzibles Schema integer.)

Lemma 1.4.2 Sei X ein noethersches Schema undY ein integres Schema mit
generischem Punkt . Seip: X — Y ein Morphismus von endlichem Typ. Die
generische Faser

pH(€) = X xv Spec(R(Y))

sei endlich iber Spec(R(Y)). Dann existiert eine nichtleere, offene Teilmenge
Y' CY derart, dass plp 1 (Y') = Y' quasi-endlich ist.

Beweis: Wir diirfen 0.E. Y = Spec(A) affin annehmen.
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1. Wir behandeln zunéchst den Fall, in dem auch X = Spec(B) affin ist. Es
gibt z1,--+ ,z, € B mit B = Afz1,--- ,x,]. Sei § := A\ {0}. Dann ist
S~1B eine endliche Algebra iiber dem Korper K := S71A. Die x; sind
demnach algebraisch iiber K. Sei fiir jedes j = 1,--- ,n

fi=X"+apX"t + -+ ajr

das Minimalpolynom von xj|S_1A. Es existiert ein f € S derart, dass
aj; € Ay fir alle ¢,j gilt. Dann sind die z; ganz iiber Ay. Somit ist
By = Aglzy,- -+ , ] eine ganze Ag-Algebra von endlichem Typ. Daraus
folgt, dass By endliche A¢-Algebra ist. Y’ := Spec(Ay) — Y ist eine offene
Immersion und p~'(Y’) = Spec(By). Somit ist p[p~*(Y’) — Y’ endlich
und insbesondere quasi-endlich.

2. Wir behandeln den allgemeinen Fall. X besitzt eine endliche, offene, affine
Uberdeckung (X4)i=1,. s, die aus nichtleeren Mengen besteht. Nach dem
Sonderfall existieren offene, affine Teilmengen ) # Y; C Y derart, dass
p|X; Np~}(Y;) — Y; quasi-endlich ist. Sei Y’ := (;_,; ¥;. Dann ist Y’
nichtleer, und fiir y € Y’ besitzt p~!(y) eine endliche, offene Uberdeckung
(Ui)iz1,.. s derart, dass die U; endlich iiber k(y) sind. Daher ist p~1(y)
endlich iiber k(y). Dies zeigt, dass p|p 1(Y') — Y’ quasi-endlich ist.

O

Bemerkung: Seien X, Y integre Schemata mit generischen Punkten £x bzw.
&y . Sei f: X = Y ein Morphismus.

1. Genau dann ist f dominant, wenn f(€x) = &y gilt. Ist dies der Fall, so
induziert f kanonische Morphismen

Spec(R(X)) = f~1(¢&y) = Spec(R(Y)).

2. Sei f dominant. Genau dann ist die generische Faser f~!(¢y) endlich iiber
Spec(R(Y)), wenn die Korpererweiterung R(Y) — R(X) endlich ist. Ist
dies der Fall, so ist die kanonische Abbildung Spec(R(X)) — f 1(&y) ein

Isomorphismus.

Lemma 1.4.3 Seip : X — Y ein endlicher Morphismus von integren Sche-
mata und ) # U C X offen. Dann existiert eine offene Teilmenge 0 #V CY
mit p~1(V) C U.

Beweis: Sei S := X \U. Dann ist S abgeschlossen. Da p als endlicher Morphis-
mus abgeschlossen ist, muss p(S) abgeschlossen sein. V' := Y \ p(S) ist offen
und es gilt p~1(V) C U. Ferner ist V nichtleer, da der generische Punkt ¢y von
Y in V liegt. (Sonst wiirde &y € p(S) gelten. Aber der generische Punkt &x
ist der einzige Punkt von X, der auf &y abgebildet wird und es gilt {x ¢ S.
Widerspruch.) O

Die folgende Proposition ist oft niitzlich. Vgl. [Mi, 1.12].
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Proposition 1.4.4 Seien X und Y noethersche, integre Schemata und & der
generische Punkt von Y. Sei p : X — Y ein separierter Morphismus von
endlichem Typ. Wir setzen voraus, dass die generische Faser p~1(€) = X xy
Spec(R(Y)) endlich iiber Spec(R(Y")) ist. Dann ezistiert eine nichtleere, offene
Teilmenge U C'Y derart, dass plp~1(U) — U endlich ist.

Beweis: Nach dem ersten Lemma darf man p quasi-endlich annehmen. Nach
dem Main Theorem existiert ein integres, endliches Y-Schema u : Y/ — Y und
eine offene Immersion i : X — Y derart, dass p = u o i gilt. Nach dem zweiten
Lemma existiert eine offene Teilmenge U C Y derart, dass v~ 1(U) C i(X) gilt.
Demnach ist plp~(U) — U endlich. O

Wir benétigen den Satz von der generischen Flachheit, um obige Proposition
weiter zu verschéirfen.

Satz 1.4.5 Seien X, Y noethersche Schemata und f : X —'Y ein Morphismus
von endlichem Typ. Sei U die Menge der Punkte x € X mit f flach in x. Dann
ist U eine offene (mdglicherweise leere) Teilmenge von X.

Beweis: Siehe [EGA, IV.11.1.1]. O

Satz 1.4.6 Seien X und Y noethersche, integre Schemata. Seip : X — Y
ein dominanter, separierter Morphismus von endlichem Typ. Die entsprechende
Korpererweiterung R(X)|R(Y') sei endlich.

1. Es gibt eine offene, nichtleere Teilmenge U C Y derart, dass plp~1(U) —
U ein endlicher, treuflacher Morphismus ist. (Insbesondere gilt

[k(x) : k(p(x))] < [R(X) : R(Y)]
fiir alle z € p~1(U).)

2. Sei R(X)|R(Y) separabel. Dann existiert sogar eine nichtleere, offene
Menge U C Y derart, dass plp Y(U) — U endlich und étale ist. (Insbe-
sondere ist fiir v € p~Y(U) die Kérpererweiterung k(z)|k(p(x)) separabel
und es gilt [k(z) : k(p(z))] < [R(X) : R(Y)].)

3. Ist p birational (d.h. [R(X) : R(Y)] = 1), so existiert eine nichtleere,
offene Teilmenge U C Y derart, dass plp~tU — U ein Isomorphismus
ist.

4. Falls R(X)|R(Y) galoissch mit Gruppe T' ist und sowohl X als auch Y
normal ist, so existiert eine offene, nichtleere Teilmenge U C Y derart,
dass plp~Y(U) — U eine étale Galois-Uberlagerung mit Gruppe T ist.
(Insbesondere ist fir x € p *(U) die Erweiterung k(z)|k(p(z)) galoissch
mit Galoisgruppe T;,.)

Beweis:
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1. Nach 1.4.4 darf man annehmen, dass p endlich ist und dass Y (und damit
auch X) affin ist. Nach dem Satz von der generischen Flachheit 1.4.5
ist die Menge V der x € X, mit p flach in z, offen. Offenbar liegt der
generische Punkt von Y in V, d.h. V ist nichtleer. Nach 1.4.3 existiert
eine nichtleere, offene Teilmenge U C Y derart, dass p~1(U) C V gilt.
Daher ist p|p~*(U) — U endlich (und insbesondere eine abgeschlossene
Abbildung) und flach (und insbesondere eine offene Abbildung). Da U
zusammenhingt, muss p|lp~1(U) — U auch surjektiv sein. Ist z € p~1(U),
so gilt [k(z) : k(p(x))] < [R(X) : R(Y)] nach 1.3.2.

2. Wir diirfen nach 1. annehmen, dass p endlich und treuflach ist. Sei i :
Spec(R(X)) — X der kanonische Morphismus. Sei S der Triger des Mo-
duls Q x|y der Kéhler-Differentiale. Da {2x y kohdrent ist, muss S abge-
schlossen sein. Es gilt

i"Qxy = Qrx)|ry) = 0,

weil R(X)|R(Y') separabel ist. Also ist S # X. (Der generische Punkt £x
von X liegt nicht in S.) Nach 1.4.3 existiert eine offene, nichtleere Teilmen-
ge U von Y derart, dass p 1(U) N S = ( gilt. Es folgt Qp-1w)jv =0, d.h.
plp~1(U) — U ist unverzweigt. Da p ohnehin flach ist, muss p|p~*(U) — U
étale sein. Da nun p|p }(U) — U unverzweigt ist, muss k(x)|k(p(x)) se-
parabel sein fiir alle z € p~1(U).

3. Nach 2. gibt es eine offene Teilmenge () # U C Y derart, dass p|p~1(U) —
U endlich und étale ist. Aus [R(X) : R(Y)] = 1 folgt, dass der Grad
dieser endlichen, étalen Abbildung gleich 1 ist. Daher ist p[p~}(U) — U
ein Isomorphismus.

4. Nach 2. existiert eine offene Teilmenge () # U C Y derart, dass
plp™'(U) - U

endlich und étale ist. Nach 1.2.10 folgt, dass p }(U) — U eine Galois-
Uberlagerung ist. Fiir z € X ist nun k(z)|k(p(x)) normal nach 1.3.1 und
separabel, da p étale ist. Daher ist k(z)|k(p(z)) galoissch. Nun ist 7, :
[, — G(k(z)|k(p(x)) ein Epimorphismus mit Kern I'Z und |[T'Z| = 1 nach
1.3.3.

O

Ist X ein integres Schema, so bezeichnen wir im Folgenden Satz mit ix :
Spec(R(X)) — X den kanonischen Morphismus.

Satz 1.4.7 Sei k ein Korper. Seien X und Y algebraische, integre, separierte
Schemata. Sei g : Spec(R(X)) — Spec(R(Y)) ein endlicher Morphismus.

1. Es existieren nichtleere, offene Teilmengen Xg C X und Yy CY und ein
endlicher, treuflacher Morphismus p : Xo — Yy, der iy, 0 g = poix,
erfillt.
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2. Ist g étale (d.h. R(X)|R(Y) separabel), so darf man in 1. zusdtzlich p als

étale annehmen.

3. Ist g ein Isomorphismus, so darf man in 1. zusdtzlich annehmen, dass p
ein Isomorphismus ist.

4. Ist g eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T' (d.h. R(X)|R(Y) ist ga-
loissch mit Gruppe T') und sowoﬁl X als auch Y normal, so darf man in
1. zusdtzlich p als étale Galois-Uberlagerung mit Gruppe I' annehmen.

Beweis: iy, o g : Spec(R(X)) — Y entspricht einer rationalen Abbildung X —
Y. Es existiert also eine affine, offene Teilmenge () # U C X und ein Morphismus
q: U — Y mit goiy = iy, o g. Dann ist ¢ separiert. (Siehe [EGA, 1.5.5.1.v,
1.5.5.7).) Da Y separiert iiber k¥ und U von endlichem Typ iiber k ist, muss
q von endlichem Typ sein. ¢ ist dominant, da ¢ den generischen Punkt von
X auf den generischen Punkt von Y abbildet. Nach 1.4.6 existiert eine offene
Teilmenge () # Xy C X derart, dass ¢l¢ *(X() — Xo endlich und treuflach ist.
Dies zeigt die 1. Behauptung. Die Behauptungen 2. bis 4. folgen, wenn man die
1. Behauptung mit 1.4.6 kombiniert. O

Es ist interessant, den obigen Satz mit Y = A,, ;, anzuwenden. Man beachte,
dass A, ; unendlich viele k-rationale Punkte hat, falls £ unendlich ist!

Satz 1.4.8 Sei k ein unendlicher Korper. Sei X ein separiertes, algebraisches,
integres k-Schema. Seit > 1 und K = k(u1,--- ,ut) ein rein-transzendenter
Unterkérper von R(X), tiber dem R(X) endlich ist.

1. Es gibt unendlich viele abgeschlossene Punkte x € X derart, dass [k(x) :

k] < [R(X) : K] ist. Insbesondere ist X (k) unendlich.

2. Wenn R(X)|K eine separable Korpererweiterung vom Grad d ist, so exi-
stieren unendlich viele abgeschlossene Punkte x € X derart, dass k(x)|k

eine separable Erweiterung vom Grad < d ist. Insbesondere ist X (k®) un-
endlich.

3. Ist R(X)|K eine Galois-Erweiterung mit Gruppe I', so ezistieren unend-
lich viele abgeschlossene Punkte © € X derart, dass k(x)|k eine Galois-
Erweiterung ist und G(k(z)|k) isomorph zu einem Normalteiler von T ist.
Ist dann X = Hom(Gy,T') und Q der Fizkdrper von [, cx ker(x), so ist
X () unendlich.

4. Ist R(X) eine abelsche Galois-Erweiterung, so ist X (k®) unendlich.

Beweis: Wir identifizieren K mit R(A, ). Zunichst existieren nach 1.4.7
nichtleere Teilmengen Xo C X und Yy C A, ; und ein endlicher, treufla-
cher Morphismus p : Xg — Yj derart, dass der von p induzierte Morphismus
Spec(R(X)) — Spec(K) der Inklusion K C R(X) entspricht. Ist Y3 C Yj nicht-
leer und offen, so ist

Yi(k) = {y € Y1lk(y) = k}
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unendlich. p ist surjektiv, d.h. fiir y € Yi(k) existiert ein (nicht notwendig k-
rationaler) Punkt z € Xy mit p(z) = y. Die Behauptungen folgen leicht daraus,
unter Beachtung von 1.4.6. O

Folgerung: Sei k ein Kdrper und X eine k-Varietdt der Dimension > 1.
1. X(k) ist unendlich.

2. Ist X glatt, so ist X (k*) unendlich.

Beweis: Wir dirfen o.E. & = k® annehmen. k° ist unendlich, selbst wenn %
endlich ist. Man beachte nun, dass R(X) in jedem Fall eine Transzendenzba-
sis (u1,- - ,uz) enthdlt und dass R(X)|k(u1,- - ,u:) endlich ist. Falls X glatt
ist, so ist Qx|;, lokal frei vom Rang gleich dim(X). Also ist Qg(x)x €in R(X)-
Vektorraum der Dimension gleich dim(X'), und dim(X) ist gerade der Transzen-
denzgrad von R(X)|k. Somit ist R(X )|k dann separabel erzeugt, d.h. es existiert
sogar eine Transzendenzbasis (u1,- - ,u;) derart, dass R(X)|k(u1, - ,ut) eine
separable Erweiterung ist. Der Rest folgt unmittelbar aus dem Satz. O
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Kapitel 2

Ein Spezialisierungssatz fiir
Hilbert-Korper

2.1 Hilbert-Irreduzibilitit

Wir diskutieren zu Beginn dieses Abschnittes kurz die Theorie der Hilbert-
Korper, Hilbert-Mengen und den Irreduzibilitdtssatz von Hilbert. Eine ausfiihr-
lichere Darstellung der Grundlagen dieser Theorie findet sich in [La] oder [FJ].

Sodann leiten wir aus diesen Grundlagen einige Folgerungen ab, die spéter
eine wichtige Rolle spielen werden. Insbesondere fithren wir den Begriff der zu
einer sogenannten Hilbert-Uberlagerung von Schemata assoziierten abstrakten
Hilbert-Menge ein. Die Definition ist ahnlich der in [La, 9.5.] getroffenen. Jedoch
beschrinkt sich Lang auf den Fall von Ringen. Dies auf die nicht-affine Situation
zu iibertragen ist zwar einfach - wir wollten aber mangels geeigneter Referenz
auf eine Diskussion dieser Ubertragung nicht verzichten.

Sei k ein Koérper und n > 1. Sei T' = (T3, -+ ,Ty,) ein Satz von Unbestimm-
ten. Wir fassen die 7T; als Koordinaten von A,, = Spec(k[T']) auf. Zur Abkiirzung
setzen wir A := k[T], K := k(T') und Ay :=T'(U,O,,) fir U C A, offen. Man
hat dann Inklusionen A C Ay C K. Ist a(T) € A, so bezeichnen wir wie iiblich
mit

D, ={p € Aya(T) ¢ p}

die entsprechende offene Basis-Menge fiir die Zariski-Topologie auf A,,. Dann
gilt Do (k) = {t € An(K)|a(t) # 0}.
Ist § # U C A, offen und ¢t € U(k), so hat man die kanonische Abbildung

Ay = k, a(T) — a(t).

Sei X eine (einzelne) Variable. Die obige Abbildung induziert eine kanonische
Abbildung

Pt : AU[X] - k[X]a f(TvX) = f(t,X).

Ist
f(T,X) = ag(T) X + ag_1(T) X +--- 4+ ao(T) € Ay[X]
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ein irreduzibles Polynom von positivem Grad d, so darf man fragen, fiir welche
t € U(k) das spezialisierte Polynom

pi(f) = f(t, X) = ag(t) X4 + ag_1 (1) X9 + - + ag(t) € k[X]

irreduzibel ist. Ist etwa k algebraisch abgeschlossen, a4(T) = 1 und d > 2, so ist
dies fiir kein einziges t erfiillt. Wir werden aber sehen, dass fiir viele arithmetisch
interessante Korper k (z.B. fiir Zahlkorper) das spezialisierte Polynom durchaus
fiir (in einem zu prézisierenden Sinn) viele ¢ irreduzibel bleibt.

Sei weiter ) # U C A, offen und f(7,X) € Ay[X] ein Polynom von positi-
vem Grad d in X. Wir interessieren uns fiir die Menge

H}J = H(f,U) :={t € U(k)|pt(f) ist irreduzibel vom Grad d},

sowie fir

H™(f,U) := {t € U(k)|p:(f) ist irreduzibel}.

Ist f(T,X) in A[X] enthalten, von positivem Grad in X und irreduzibel als
Element von A[X], so nennt man die Menge H (f,A;) eine fundamenta-
le Hilbert-Menge. Sei M C A, (k). M heifit Hilbert-Menge genau dann,
wenn eine offene Teilmenge () # V' C A, und endlich viele in A[X] irreduzible
Elemente

fl(TaX)v"' 7fS(T7X) € A[X]

von positivem Grad in X existieren, mit

M=V(k)NH (fi,Ay) NN H (fs,An).
Endliche Durchschnitte von Hilbert-Mengen sind demnach Hilbert-Mengen.

Bemerkung: Sei § # U C A, offen und f(T,X) € Ay[X] ein Polynom
von positivem Grad d in X, das in K[X] irreduzibel ist. (f braucht dann als
Element von Ay [X] nicht irreduzibel sein, ist es aber doch, wenn f primitiv ist.

Wir verlangen auch nicht, dass f geometrisch irreduzibel ist.) Dann ist sowohl
H=(f,U) als auch H(f,U) eine Hilbert-Menge.

Beweis: Es existiert ein 0 # a(T) € A derart, dass g(T, X) := f(T, X)a(T) € A
und D, D U gilt. Dann ist

H™(f,U) = H (9,U) = H (9, An) NU(k).

g(T, X) ist irreduzibel in K[X]. Daher existiert ein 0 # b(T) € A und ein in
A[X] irreduzibles, primitives Polynom ¢ (T, X) € A[X] derart, dass

9(T, X) = g1(T, X)b(T)

gilt. Dann ist
H ™ (9,An) = H (g1,Ay) N Dy(k).

H~(g,A,) ist also eine Hilbert-Menge als Durchschnitt einer fundamentalen
Hilbert-Menge mit einer nicht-leeren, offenen Menge. Somit ist auch H™ (f,U)
eine Hilbert-Menge.

27



Es gibt a;(T") € Ay derart, dass
F(X,T) = ag(T) X"+ + ao(T)

gilt. Ferner existieren teilerfremde Elemente 0 # ¢(T'),e(T) € A mit a4(T) =

zg% und D, D U. Offenbar gilt
H(f,U)=H"(f,U) N Dc(k).
Somit ist auch H(f,U) eine Hilbert-Menge. 0O

k heifit Hilbert-Korper genau dann, wenn fiir jedes n > 1 und jede
Hilbert-Menge H C A, (k) schon H # ( gilt. A, (k) identifiziert sich in na-
heliegender Weise mit der Teilmenge

{z € An [[k(z) : k] = 1}

des topologischen Raumes A,, und wir betrachten A, (k) als topologischen
Raum mit der Relativ-Topologie. Aus der Definition folgt, dass in einem Hilbert-
Korper k jede Hilbert-Menge H C A, (k) dicht in A, (k) ist. H N U(k) ist ja
wieder Hilbert-Menge fiir alle offenen Mengen U # (), also nichtleer.

Bemerkung: Sei k ein Hilbert-Ko6rper.
1. k ist unendlich. Jede Hilbert-Menge in A, (k) ist unendlich.

2. k ist nicht separabel abgeschlossen.

Beweis: Sei k ein Hilbert-Koérper und d > 2 prim zur Charakteristik von k.
Dann ist das Polynom

f(T,X) := X¢—T € k(T)[X]

irreduzibel nach dem Kriterium von Eisenstein. Fiir t € (k*)?U{0} ist f(X,t) =
X4 — ¢ nicht irreduzibel. Somit ist

H(f, A1) C Ag (k) \ ()P U {0}) = M.

Da k ein Hilbert-Koérper ist, muss M dicht sein. Wire k separabel abgeschlossen,
so wiare M = (). Widerspruch. Wire k endlich, so wire auch M endlich und
somit abgeschlossen. Da M auch dicht ist, folgte M = A (k) - ein Widerspruch
wegen 0 ¢ M.

Also ist k£ unendlich und nicht separabel abgeschlossen. Wenn k& unendlich
ist, miissen aber die in A, (k) dichten Teilmengen auch unendlich sein. D.h. iiber
einem Hilbert-Korper ist jede Hilbert-Menge unendlich. (|

Wir kénnen nun den Irreduzibilitéitssatz von Hilbert aussprechen. Er zeigt
fiir viele Korper von arithmetischem Interesse, dass sie hilbertsch sind.

Satz 2.1.1 (Hilbert) 1. Zahlkorper sind Hilbert-Korper.
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2. Ist k ein beliebiger Korper, so ist der rationale Funktionenkérper k(u) ein
Hilbert-Korper.

3. Ist k ein Hilbert-Korper und E|k eine endliche Kirpererweiterung, so ist
E ein Hilbert-Korper.

Beweis: Siehe [La, Ch. 9], [FJ, 11.11] und [FJ, 12.10]. O

Wir leiten nun eine sich etwas mehr an die Theorie der Schemata orientie-
rende Interpretation der Hilbert-Irreduzibilitit ab. Dies ist inspiriert durch die
Theorie der sogenannten abstrakten Hilbert-Mengen in [La, 9.5.].

Sei k ein Korper. Sei X ein integres, algebraisches, separiertes k-Schema.
Sei p:Y — X ein Morphismus. Wir nennen p : Y — X eine Hilbert-Uberla-
gerung von X genau dann, wenn

1. Y ein integres, separiertes, algebraisches k-Schema ist,
2. p ein endlicher, treuflacher Morphismus ist und
3. die von p induzierte Korpererweiterung R(Y')|R(X) separabel ist.

Wir nehmen also Y als integer, aber nicht notwendig geometrisch integer
an. Ist z.B. E|k ein echter, endlicher, separabler Erweiterungskérper und X
eine k-Varietdt, so ist Xp — X eine Hilbert-Uberlagerung, aber X ist nicht

geometrisch integer als k-Schema. (X g X Spec(k) zerféllt in ein Koprodukt von
[E : k] Kopien von X.)

Proposition 2.1.2 Seik ein Korper. Seip:Y — X eine Hilbert-Uberlagerung
des integren, algebraischen, separierten k-Schemas X. Sei d := [R(Y) : R(X)]
der Grad dieser Uberlagerung. Sei z € X. Dann sind die folgenden Aussagen
daquivalent:

1. Es existiert genau einy € Y mit p(y) = z, und k(y)|k(z) ist eine separable
Korpererweiterung vom Grad d.

2. Es existiert ein separabler Erweiterungskorper E|k(z) und ein k(x)-Iso-
morphismus p~1(x) = Spec(E).

3. p~1(x) ist zusammenhingend und geometrisch reduziert.

Ist eine dieser dquivalenten Bedingungen erfillt, so nennen wir den Punkt x
trige (fiir p).

Beweis: Wir zeigen die Implikation 1) = 2). Gilt 1.), so ist der dem endlichen
k(z)-Schema p~1(r) = Y x x k(z) unterliegende Raum ein-elementig. Somit ist
p~1(z) = Spec(B) mit einer endlichen, lokalen k(z)-Algebra B, deren Restklas-
senkorper k(y) ist. Sei m das maximale Ideal von B. Wegen der Flachheit von
p gilt d = dimy(,)(B). Da auch d = dimy,)(k(y)) gilt, muss B — k(y) ein
Isomorphismus sein. D.h. es gilt 2).
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Wir zeigen 2) = 3): Bekanntlich gilt fiir jede endliche Kérpererweiterung
L|F, dass L|F genau dann separabel ist, wenn L ® p F' reduziert ist, d.h. genau
dann, wenn Spec(L) geometrisch reduziert als Spec(F')-Schema ist.

Es bleibt die Implikation 3) == 1) nachzuweisen. p~!(z) ist als endliches
k-Schema diskret. Da p~—!(z) auch zusammenhiingt, muss es ein-elementig sein.
Es gibt also genau ein y € Y mit p(y) = x. Somit ist p~!(z) = Spec(B) mit
einer lokalen, endlichen k(z)-Algebra, deren k(x)-Dimension d ist. Thr Rest-
klassenkorper ist k(y). Da p~1(x) auch geometrisch reduziert ist, muss B ein
endlicher, separabler Erweiterungskorper von k(z) sein. Dies erzwingt B = k(y).
O

Sei k ein Korper und p : Y — X eine Hilbert-Uberlagerung des algebrai-
schen, separierten, integren k-Schemas X. Wir setzen

Inert(Y'|X) := {z € X |z ist trige fiir p}

und nennen Inert(Y|X) die abstrakte Hilbert-Menge zur Hilbert-Uberlage-
rung p. Man beachte: Die abstrakte Hilbert-Menge Inert(Y | X) ist eine Teilmen-
ge des unterliegenden topologischen Raumes von X. X (k) identifiziert sich in
naheliegender Weise mit der Teilmenge {z € X | [k(z) : k] = 1} dieses topologi-
schen Raumes X. Die Elemente von Inert(Y|X) brauchen nicht abgeschlossene
Punkte zu sein. Ferner kann X (k) N Inert(Y|X) = @ gelten, selbst wenn &
ein Hilbert-Korper ist. Ist H eine Hilbert-Menge, so ist H eine Teilmenge von
Ay (k).

Bemerkung 2.1.3 Wir untersuchen zwei wichtige Beispiele von Hilbert-Uber-
lagerungen.

1. Sei wieder T' = (Ty,--+ ,T),) ein Satz von Unbestimmten, § # U C A, =
Spec(k[T]) offen und affin. Sei f(T,X) € Ay[X] ein normiertes Polynom
von positivem Grad d in X. Wir setzen voraus, dass f als Polynom in
K[X] irreduzibel und separabel ist, d.h. dass % ein separabler Er-
weiterungskorper von K = k(T) ist. Wegen der Normiertheit von f ist

B := }4(%—[?) eine freie Ay-Algebra der Dimension d. Daher ist
K[X]
B - B®y, K=
! (T, X)
injektiv. Da F := % nach Voraussetzung ein Koérper ist, muss B

integer sein und F sich mit dem Quotientenkérper von B identifizieren.
(Insbesondere ist f als Element von Ay[X] irreduzibel.) Sei Y := Spec(B).
Dann ist p: Y — U = Spec(Ay) eine Hilbert-Uberlagerung. Sei t € U (k).
Es besteht die Isomorphie

p(t) = Spec (f](ct[,X)l)>

und es gilt ¢ € Inert(Y|A,) genau dann, wenn flzgg) ein separabler Er-

weiterungskorper von k ist, d.h. genau dann, wenn f(¢, X) ein separables,
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irreduzibles Polynom ist. Somit gilt
Inert(Y|U)NU(k) = {t € U(k)| f(t, X) ist separabel und irreduzibel}.

Es existiert nach 1.4.6 eine nichtleere, offene Teilmenge V' C U derart, dass

plp~ (V) — V étale ist. Fiir t € V (k) ist dann p~!(¢)®x k = Spec (f%‘f;]))

ein endliches étales k-Schema, d.h. f(t,X) € k[X] zerfillt in k[X] in
paarweise verschiedene Linearfaktoren und ist somit separabel. Dies zeigt,
dass

Inert(Y|U) NV (k) = {t € V(k)|f(T, X) irreduzibel} = H(f,V)

gilt. Daher enthélt Inert(Y'|U) N U (k) eine Hilbert-Menge. (Ist k ein Hil-
bert-Korper, so ist Inert(Y|U) N U(k) unendlich und dicht in A, (k)).

2. Sei X eine k-Varietdt und E|k ein endlicher, separabler Erweiterungskor-
per. Dann ist p : Xg — X eine Hilbert-Uberlagerung. Ist z € X, so
gilt

p 1 (z) = Xg xx Spec(k(x)) = Spec(E ®y k(z)).
Somit ist Inert(Xg|X) die Menge der z € X mit zu F linear disjunktem
Restklassenkorper.

Proposition 2.1.4 Sei k ein Korper und X ein separiertes, integres, alge-
braisches k-Schema. Sei p : Y — X eine Hilbert-Uberlagerung von X und
q:Z =Y eine Hilbert-Uberlagerung von Y. Ist z € Inert(Y|X), so bezeichnen
wir den eindeutig bestimmten Punkty € Y dber X mit sy|x ().

1. Sei x € X. Falls x € Inert(Z|X) gilt, so gilt auch = € Inert(Y|X) und
sy|x(z) € Inert(Z]Y).

2. Seix € X. Falls v € Inert(Y'|X) und sy|x(z) € Inert(Z|Y) gilt, so liegt
z in Inert(Z|X).
Beweis: Seid=[R(Y): R(X)] und e =[R(Z) : R(Y)].

1. Es existiert genau ein z € Z mit pq(z) = z. Die Erweiterung k(z)|k(x) ist
separabel vom Grad de. Sei y = ¢q(z). Da ¢ surjektiv ist, ist y der einzige
Punkt in Y mit p(y) = z. Nun gilt

de = [k(2) : k(2)] = [k(2) : k(y)][k(y) : k(z)]

und, da p und ¢ flach sind, auch [k(z) : k(y)] < e und [k(y) : k(z)] < d.
Daher muss in beiden Ungleichungen Gleichheit gelten. Mit k(z)|k(z) ist
sowohl k(z)|k(y) als auch k(y)|k(x) separabel.

2. Sei y 1= sy|x(®) und 2z = szy(y). Offenbar ist 2 der einzige Punkt in Z
mit pg(z) = z. Es gilt

[k(2) : k()] = [k(2) : k@)][k(y) : k(z)] = de = [R(Z) : R(X)].
Da sowohl k(z)|k(y) als auch k(y)|k(x) separabel ist, muss k(z)|k(z) se-

parabel sein.
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Lemma 2.1.5 Sei k ein Korper und X ein separiertes, integres, algebraisches
k-Schema. Seien p1 : ' Y1 > X und ps : Yo -5 X Hilbert—(jberlagerungen. Sei
f Y1 — Y5 ein birationaler Morphismus mit ps o f = p1. Dann existiert eine
offene Teilmenge O # U C X mit Inert(Y1|X) N U = Inert(Y2|X)NU.

Beweis: Fiir jede nichtleere, offene Teilmenge U C X gilt offenbar
Tnert(p; }(U)|U) = Inert(Y;| X) N U.

Ferner gibt es nach 1.4.6 eine nichtleere, offene Teilmenge Y’ C Y5 derart, dass
flf~X(Y") — Y’ ein Isomorphismus ist. Nach 1.4.3 gibt es eine nichtleere, offene
Teilmenge U C X derart, dass Y" := p, - (U) C Y’ gilt. f|f~1(Y") — Y" ist
ein Isomorphismus. Dadurch reduziert sich die Ausgangsfrage auf den Fall, in
dem f ein Isomorphismus ist, und dieser Fall ist trivial. O

Satz 2.1.6 616@' k ein Korper undn > 1. Sei 0 AU C A, offen undp: X - U
eine Hilbert-Uberlagerung. Dann enthdlt

Inert(X|U) NU (k)

eine Hilbert-Menge. (Ist k ein Hilbert-Korper, so ist Inert(X|U) NU (k) dicht
in A, (k) und insbesondere unendlich.)

Beweis: Nach eventueller Verkleinerung von U diirfen wir U = Spec(A) affin
annehmen. Dann ist auch Y = Spec(B) affin. Nach weiterer Verkleinerung von
U darf man annehmen, dass B eine freie A-Algebra vom Rang d ist. Seien T =
(Ty,--- ,Ty) die Koordinaten von A,. Sei K := R(U) = k(T') und F := R(Y)
der Quotientenkérper von B. Dann hat man das Diagramm

F > K
U U
B O A

Da F'|K separabel ist, existiert ein b € F' derart, dass F' = K[b] gilt. Wegen B® 4
K = F darf man b € B annehmen. Sei f(T,X) € K[X] das Minimalpolynom
von b| K. Dann ist f normiert, irreduzibel und separabel in K[X] und vom Grad
d. Da B|A endlich ist, muss b|A ganz sein. Somit sind die Koeffizienten von f
ganz iiber A und somit gilt f(X,T) € A[X]. (Man beachte, dass A normal ist.)

. AlX
Sei B := f(i[“,)g)

Nach 2.1.3 ist B’ integer und der Quotientenkérper von B’ identifiziert sich
mit
K[X]
HT,X)

Y’ := Spec(B') — U ist eine Hilbert-Uberlagerung und wir haben in 2.1.3
gesehen, dass Inert(Y’'|U) N U(k) eine Hilbert-Menge H enthilt.

BI®AK:
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Der A-Algebrahomomorphismus

. AX]
T X)

- B, X —b

ist injektiv und induziert einen Isomorphismus auf den Quotientenkérpern. So-
mit ist der U-Morphismus Spec(a) : Y — Y’ birational. Nach dem Lemma 2.1.5
existiert eine offene Menge ) # V C U derart, dass

Inert(Y|U) NV = Inert(Y'|U) NV

gilt. Daher enthélt Inert(Y|U) N U (k) die Hilbert-Menge H NV (k). O

Ist X ein Schema, so wird mit X die Menge der abgeschlossenen Punkte
des unterliegenden Raumes bezeichnet. Sei nun X ein separiertes, algebraisches,
integres Schema iiber dem Hilbert-Kérper k. Sei (p; : T; — X)i=1,.. s €ine
endliche Familie von Hilbert-Uberlagerungen. Wir schreiben in dieser Situation
oft T, fiir diese Familie und nennen

Inert(T,|X) := ﬂ Inert(T;| X)

i=1,,8

die abstrakte Hilbert-Menge zur Familie 7, von Hilbert-Uberlagerungen.
In den Anwendungen werden wir oft in der Situation sein, dass X gegeben
ist, und dass man weif}, dass fiir eine geeignete endliche Familie von Hilbert-
Uberlagerungen T, von X die Elemente von Inert(7,|X)NX¢ eine gewisse gute
Eigenschaft besitzen. Die folgenden Sétze zeigen, dass die Mengen Inert(7,| X )N
X< groB sind. Wir betonen noch einmal, dass X (k) N Inert(7s|X) = () gelten
kann. Bereits X (k) kann ja leer sein.

Satz 2.1.7 Sei X ein integres, algebraisches, separiertes Schema tber dem
Hilbert-Korper k. Sei Ty eine endliche Familie von Hilbert-Uberlagerungen von
X. Sein > 1, Xg C X nichtleer und offen, U C A, offen und p : Xg - U
ein endlicher, étaler Morphismus. Sei d der Grad von p. Sei H C U(k) eine
Hilbert-Menge.

1. Die Menge I der x € Inert(To|X)NX§, fiir die k(z)|k separabel vom Grad
d ist, und p(xz) € H gilt, ist unendlich.

2. Ist p sogar eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T, so ist k(x)|k galoissch
mit Gruppe T fir alle x € I.

Beweis: Seien p; : Ty — X die betrachteten Hilbert-Uberlagerungen. Sei S; :=
p; '(Xo). Dann besteht das Diagramm

[Us: ¢ LT

\: \:
Xo C X
!

U C A,
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Offenbar gilt
Inert(Se|Xo) = Inert(7e|X) N Xp.

Nach 2.1.6 enthalt

H :=Tnert(S,|U) N U (k) N H

eine Hilbert-Menge. Da k ein Hilbert-Korper ist, muss H unendlich sein. D.h.
es existiert eine unendliche Familie (¢;);en C H mit t; # t; fiir ¢ # j. Dann gilt
t; € Inert(Xo|U)NU (k) fur alle ¢ nach 2.1.4. Daher existiert genau ein z; € Xy
mit p(z;) = t; und k(x;)|k ist eine separable Erweiterung vom Grad d. Wieder
mit 2.1.4 sieht man, dass z; € Inert(S.|Xy) gilt.

Wenn p eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T ist, dann muss [k(z;) : k]
galoissch mit Gruppe I sein, denn es gilt I';;, = I" und, da p étale ist, \I‘£| =1.
(Siehe 1.3.1). O

Bemerkung: Sei k ein Hilbert-Korper.

1. Die Aussage des Satzes ist auch fir H = U und sogar im Spezialfall,
dass keine zusétzlichen Bedingungen durch die 7T; gestellt werden (d.h.
man betrachtet nur die eine Hilbert-Uberlagerung Id : T} = X — X),
interessant.

2. Sei X integer, separiert und algebraisch iiber k. Der Funktionenkorper
R(X) enthalte einen rein-transzendenten Unterkorper K = k(uy,--- ,uy)
mit n > 1, iiber dem R(X) separabel vom Grad d (bzw. galoissch mit
endlicher Gruppe I') ist. Wir wissen nach 1.4.7, dass dann offene Unter-
schemata () # Xg C X und U C A, und ein endlicher étale Morphismus
Xy — U vom Grad d (eine étale Galois-Uberlagerung Xo — U mit Grup-
pe I') existieren. Der Satz liefert dann, dass unendlich viele abgeschlossene
Punkte z € X existieren derart, dass k(x)|k separabel vom Grad d (bzw.
galoissch mit Gruppe T') ist.

3. Sei T, eine endliche Familie von Hilbert-Uberlagerungen eines integren, se-
parierten, algebraischen k-Schemas X. R(X) sei separabel erzeugt. Dann
liefert der Satz in Kombination mit 1.4.7, dass fiir jede offene Teilmenge
§ # U C X die Menge U N Inert(7T,|X) unendlich ist.

4. Sei X eine k-Varietdt und R(X) separabel erzeugt. (Ist X glatt, so ist
dies automatisch erfiillt.) Sei F|k ein endlicher, separabler Erweiterungs-
korper. Dann ist Xp — X eine Hilbert-Uberlagerung und

Inert(Xp|X)N X% = {z € X|k(x) ® F ist separabler
Erweiterungskorper von k(z)}

ist unendlich. Es gibt also unendlich viele abgeschlossene Punkte z € X
mit zu F linear disjunktem Restklassenkorper.

Im Fall von k-Varietidten werden wir den obigen Satz weiter verschérfen. Die

Verschirfung mag auf den ersten Blick etwas kiinstlich wirken; sie wird aber
spater eine wichtige Rolle spielen. Sei k ein Koérper und (k;);cr eine Familie von
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Erweiterungskérpern von k. Man nennt (k;);cs eine linear disjunkte Familie
genau dann, wenn die k-Algebra

®kizlgn®ki

1el iel’

(I' durchliuft die endlichen Teilmengen von I) integer ist. Sind die k; Un-
terkorper eines gemeinsamen Erweiterungskorpers € von k, so ist das Kompo-
situm der k; in 2 gerade das Bild der kanonischen Abbildung

Q) ki — .

i€l
Bekanntlich ist (k;);c; genau dann linear disjunkt, wenn fiir jede endliche Teil-
menge J C I die Familie (k;);cs linear disjunkt ist. Sind alle k;|k algebraisch,
so ist (k;)icr genau dann eine linear disjunkte Familie, wenn @), ; k; ein Korper

ist. Im Fall I = N sprechen wir oft von linear disjunkten Folgen anstatt von
linear disjunkten Familien.

Benlerkung: Sei (k;)ien eine Familie von iiber k endlichen Zwischenkorpern
von k|k. Bekanntlich sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (ki)ien ist eine linear disjunkte Folge.
2. Fiir jedes n ist (ki1,--- ,ky) eine linear disjunkte Familie.

3. Fiir jedes n gilt [kiky -~ kn ¢ K] = 17y [ki : k].

Satz 2.1.8 Sei k ein Hilbert-Korper. Sei X eine k- Varietdt positiver Dimensi-
on. Sei T, eine endliche Familie von Hilbert-Uberlagerungen von X. Sei Xo C X
nichtleer und offen, U C A, offen und p : Xg — U ein endlicher, étaler Mor-
phismus (bzw. eine endliche, étale Galois- Uberlagerung mit Gruppe T'). Seid
der Grad von p. Sei H C U(k) eine Hilbert-Menge. Sei F|k ein endlicher, se-
parabler Erweiterungskorper. Dann ezistiert eine Folge (t;)ien C H und eine
Folge
(xi)z'eN - Xgl N Inert(T.|X)

mit folgenden Eigenschaften.
1. p(z;) = t; fir alle .

2. (F,k(x1),k(z2),---) ist eine linear disjunkte Folge von Erweiterungen von
k.

3. k(x;)|k ist separabel vom Grad d (bzw. galoissch mit Gruppe T').
Beweis: Sei S; := T;| Xo. Wir konstruieren (¢;);eny und (x;);en rekursiv. Seien

t1, - ,ts € H und z1,--+ 25 € X§ N Inert(T,|X) bereits konstruiert. Wir
nehmen an, dass p(z;) = t; fir ¢ < s gilt, und dass k(z;)|k fiir i < s separabel
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vom Grad d (bzw. galoissch mit Gruppe I') ist. Des weiteren nehmen wir an,

dass )
Fy:=F @ (Q) k(z:)
i=1

ein Koérper ist.

Nach 2.1.6 enthilt
Hy := Inert(S.|U) N Inert(Xo p, |U) NU (k) N H
eine Hilbert-Menge. Wir wéhlen nun ¢;41 € H,. Nach 2.1.4 gilt
ts41 € Inert(Xo|U),

d.h. es existiert genau ein abgeschlossener Punkt z511 € Xo mit p(zs41) = ts41.
Es folgt, dass k(zs41)|k separabel vom Grad d (bzw. galoissch mit Gruppe I')
ist. Nach 2.1.4 gilt 2,41 € Inert(T,|X) und z541 € Inert(Xy g,|Xo). Daher ist

s+1
F, @ k(xsy1) F®®kx,

ein Korper. O

2.2 Der Satz von Lang-Néron

Sei k ein Korper, T'|k eine projektive, glatte Varietdt und A|k eine abelsche
Varietiat. Wir benttigen im Folgenden einige Aussagen iiber die Struktur der

abelschen Gruppe Mory (T, A) sowie der Faktorgruppe Mor’“(i(z;A) die entsteht,

wenn wir in Morg (7, A) die Gruppe der konstanten Morphismen ausfaktorisie-
ren. Aus dem Lang-Néron-Theorem, das wir zu Beginn des Abschnittes zitieren,
folgt, dass letztere abelsche Gruppe endlich erzeugt ist.

Ist ¢ : T — Spec(k) der Strukturmorphismus, so hat man einen kanonischen
Morphismus
j+ A(k) = Mory(T, A), a > aop,
der einen k-rationalen Punkt von A auf den entsprechenden konstanten Mor-

phismus 7' — A abbildet. Wir identifizieren A(k) mit seinem Bild in Morg (7', A)
und bezeichnen mit

Mork (T A)

A(k)
den Kokern von j. Wir haben bereits in Abschnitt 1.1 erwdhnt, dass jede ratio-
nale Abbildung T' — A iiberall definiert ist, d.h. dass die kanonische Abbildung

My (T, A) :=

h : Morg (T, A) — Mory(Spec(R(T)), A)), f+> fo(Spec(R(T)) — T)

bijektiv ist. (Hier verwenden wir, dass T' glatt ist.) A(k) identifiziert sich in

naheliegender Weise mit einer Untergruppe von A(R(7')) und h induziert einen
Isomorphismus

A(R(T))

M(T,A) =2 —————.
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Bevor wir den Satz von Lang-Néron aussprechen, erinnern wir an das Kon-
zept der K|k-Spur einer abelschen Varietit A|K iiber einer reguliren Erweite-
rung K des Grundkorpers. Sei k ein Korper und K|k eine Korpererweiterung.
Bekanntlich nennt man K|k eine reguléire Kérpererweiterung genau dann,
wenn K |k endlich erzeugt und linear disjunkt zu k ist. (Die reguliren Erweite-
rungen von k sind genau die Funktionenkérper der k-Varietaten.) Sei K|k eine
regulidre Korpererweiterung und A eine abelsche Varietét iiber K. Der Funktor

F:C— HOIHK(CK,A)

auf der Kategorie AbVary, der abelschen Varietéiten iiber k ist darstellbar nach
[Mi86a, 20.5]. Sei B eine abelsche Varietdt iiber k und 7 : Bx — A ein K-
Homomorphismus. Man nennt (B, 7) eine K|k-Spur von A genau dann, wenn
(B, 1) darstellendes Objekt des obigen Funktors F' ist, d.h. genau dann, wenn
die Abbildung

Homy(C, B) - Homg (Ck,A), fr— 7o fk

bijektiv ist. In [Mi86a, 20.5ff] wird iiberdies gezeigt, dass fiir jede K |k-Spur
(B,7) von A, der Kern von 7 : Bx — A endlich iiber K ist.

Seien A und C' abelsche Varietiten iiber k. Sei K|k eine regulidre Korperer-
weiterung. Dann ist die Abbildung

Homy(C, A) - Homg (Ck, Ak), f+— fx

bijektiv nach [Mi86a, 20.4]. Insbesondere ist (A, Id4, ) eine K|k-Spur von Ag.

Sei A eine abelsche Varietét itber K und (B, 7) eine K |k-Spur von A. Dann
hat man eine kanonische Abbildung

i : B(k) C B(K) = Morg(Spec(K), B) = Morg (Spec(K), Bx) = Bg(K)
und eine von 7 induzierte Abbildung
7 : Bg(K) = Mork (Spec(K), Bix) — Morg (Spec(K), A) = A(K).

Es ist iblich, i in der Notation zu unterdriicken und z.B. 7(B(k)) statt 7oi(B(k))
fiir das Bild von B(k) in A(K) zu schreiben.

Wir kénnen nun den Satz von Lang-Néron aussprechen.
Satz 2.2.1 (Lang-Néron) Sei k ein Korper und K|k eine reguldre Korperer-

weiterung. Sei A eine abelsche Varitit iber K. Sei (B,T) eine K|k-Spur von
A. Dann ist die abelsche Gruppe

endlich erzeugt.
Beweis: Siehe [La, Ch. 6, Th. 2]. O

Bemerkung:
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1. Natiirlich braucht B(k) nicht endlich erzeugt sein, wenn man keine zusétz-
lichen Voraussetzungen an k stellt. Ist etwa B # 0 eine abelsche Varietét
iiber C, so ist B(C) nicht endlich erzeugt. (B(C) ist von der Form C"/A
mit einem Gitter A.)

2. Ist in der Situation des Satzes die K|k-Spur B = 0, so ist A(K) endlich
erzeugt.

Folgerung: (Lang-Néron) Sei k ein (iber seinem Primkorper) endlich er-
zeugter Korper und Alk eine abelsche Varietdt. Dann ist A(k) endlich erzeugt.

Beweis: Siehe [La). O

Folgerung: Sei k ein Korper, T|k eine projektive, glatte Varietit und Alk
eine abelsche Varietdt. Dann ist My(T, A) endlich erzeugt. Genau dann ist
Mory (T, A) endlich erzeugt, wenn A(k) endlich erzeugt ist.

Beweis: Sei K := R(T). Dann ist K eine regulire Erweiterung von k. Ferner
ist, wie bereits erwidhnt, (A,Id4, ) eine K|k-Spur von Ag. Obiger Satz von
Lang-Néron liefert daher, dass

A(R(T))
A(k)
endlich erzeugt ist. Wir haben bereits erwédhnt, dass
A(R(T))
— 2 =~ M(T, A
gilt. g

Wir werden nun das Ergebnis der Folgerung deutlich verschérfen.

Satz 2.2.2 Sei k ein Kérper, T eine glatte, projektive k-Varietdt und A eine
abelsche Varietat diber k. Dann ist

Mor (T, A)

ein endlich erzeugter, freier Z.-Modul.

Beweis: Da M := M(T, A) nach obiger Folgerung endlich erzeugt ist, geniigt
es zu zeigen, dass M torsionsfrei ist. Sei f € Morg(T, A) ein Element, dessen
Bild in M ein Torsionselement ist. Dann existiert ein n # 0 mit n4 o f € A(k).
Wir zeigen, dass das Bild von f in M Null ist, d.h. dass f € A(k) konstant
ist. Dafiir ist nachzuweisen, dass ein k-Morphismus @ : Spec(k) — A existiert,
der f = Q o o erfiillt, wenn @7 : T — Spec(k) die Strukturabbildung von T’
bedeutet. Sei P :=n4 o f. Dann besteht das kommutative Diagramm

T L4
1 b
Spec(k) £
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Wir bilden das kartesische Quadrat

F 5 4
' Lo
Spec(k) oA

Dann existiert genau ein k-Morphismus ¢’ : T — F mit ¢’ o ¢’ = f. Wendet
man den Funktor —¢q an, der jedem Schema (X, Ox) das zugehorige reduzierte
Schema (X, Ox /Nilrad(Ox)) zuordnet, so erhilt man eine Faktorisierung von
f in k-Morphismen

f:T:Tredi)Fred_q)Ared:A-

Da n 4 eine Isogenie (d.h. endlich und treuflach) ist, muss F' endlich iiber & sein.
Somit gilt

S
Freqa = H Spec(Ej;)
i=1

mit geeigneten Erweiterungskérpern Fj, die endlich iiber & sind. Da T zu-
sammenhéngt, existiert ein j und ein A-Morphismus h : T — Spec(E;) mit
g =1Ijoh, wenn I; : Spec(E;) = Feq die j-te Inklusion bedeutet. f faktorisiert
sich demnach in k-Morphismen

I.
f:T N Spec(E;) — Fred A5 A.

Ist E|k ein echter, endlicher Erweiterungskorper, so gibt es wegen der geometri-
schen Integritit von T keinen k-Morphismus 7" — Spec(F). Daher muss F; = k
gelten. O

In der Situation des Satzes sei Ry(7, A) der Rang des endlich erzeugten,
freien Z-Moduls My (T, A). Wir nennen Ry (T, A) den Morphismenrang des
Tupels (7, A). Die Zahl Ry(T, A) ist eine in diversen Abschnitten der vorlie-
genden Arbeit wichtige Invariante. Sei nun E|k eine Korpererweiterung. Nach

dem Satz ist auch
MOIE(TE, AE)

Mg(Tg, Ag) = A(E)

ein freier Z-Modul. Sein Rang ist Rg(Tg, Ag). Der naheliegende Homomorphis-
mus

Mor (T, A) — Morg(Tk, Ag), f— [E
induziert einen Homomorphismus
Mk(T, A) — ME(TE, AE)
Proposition 2.2.3 Seik ein Kdrper, T|k eine geometrisch regulire, projektive

k-Varietit und A|k eine abelsche Varietit. Sei E|k eine algebraische Korperer-
weiterung.
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1. Die kanonische Abbildung
My (T, A) = Mg(Tk, Ag)
ist injektiv. Insbesondere gilt

R (T,A) < Rg(Tk, Ap) < Rg(T%, Ap)-
2. Ist E\k galoissch, so besteht eine exakte Folge
0= My(T, A) + Mp(Tp, Ap)®=* — H'(Gpp, A(E)) = ---

Beweis:
1. Es besteht das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 - A(k) — Morg(T,A) — M(T,A) — 0

{ \ \
0 - A(E) — Morg(T,A) — Mg(T,A) — 0.

Der mittlere, vertikale Pfeil ist bekanntlich injektiv. Nach dem Schlangen-
lemma geniigt es zu zeigen, dass

A(E) 4 MOI‘E(TE,AE)
A(k) Morg (T, A)
injektiv ist. Man kann Morg (Tg, Ag) mit Morg(Tg, A) identifizieren. Sei

z € A(E) = Morg(Spec(E), A). Nehmen wir an, es existiert ein f €
Mory (T, A) derart, dass das Diagramm

Tg — Spec(E)

3 A

T L 4

kommutativ ist. Es gentigt x € A(k) zu zeigen. Sei a € A der Punkt,
in dem der geometrische Punkt x lokalisiert ist. a ist ein abgeschlossener
Punkt, da E|k algebraisch ist. Wir zeigen, dass k(a) = k gilt. Es muss
f(T) = {a} gelten. Da T reduziert ist und j : Spec(k(a)) — A eine abge-
schlossene Immersion ist, existiert ein k-Morphismus g : T — Spec(k(a)),
der jog = f erfiillt. Dies erzwingt k(a) = k, da T geometrisch integer ist.

2. Sei nun E|k sogar eine Galois-Erweiterung. Dann gilt bekanntlich
MOI'E(TE, 14E)GE|’C = MOI'k(T, A)

(vgl. 1.2.8) und A(E)%#k = A(k). Die lange exakte Kohomologiefolge zu
der kurzen exakten Folge

beginnt mit
0— A(k) — Mork(T,A) — ME(TE,AE)GE|’° — Hl(GE|k,A(E)) — e

Dies impliziert die Behauptung.
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Bemerkung: Es sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. F|k sei galoissch.
1. Die Gruppe H!(Gy, A(k)) identifiziert sich mit der sogenannten Weil-
Chatelet-Gruppe homogener Riume fiir A.

2. Die kanonische Injektion My (T, A) — Mg(Tg, Ag)C?* ist im allgemeinen
nicht bijektiv.

3. Falls aber T(k) # 0 gilt, so ist My (T, A) — Mg(Tg, Ag)®#* bijektiv: Sei
x € T(E)®#* = T(k). Dann ist der Homomorphismus
o MOI‘E(TE,AE) — A(E), f — f(.’E)

eine (wegen der Galois-Invarianz von z) G g ;-lineare Spaltung der kurzen
exakten Folge

In der zugehorigen langen exakten Kohomologiefolge sind daher alle Rand-
homomorphismen Null, insbesondere der erste.

Sei k ein Korper, (T, P) eine punktierte k-Varietdt und A|k eine abelsche
Varietdt. Fir Q € A(k) sei Tg : A — A die entsprechende Translation. Dann
hat man einen kanonischen Homomorphismus

ap : Morg(T, A) — Mory (T, P), A), f—=T_gpyo f.
Fir f € Mor*((T,P),A) gilt ap(f) = f, d.h. ap ist (zerfallend) surjektiv.
Ferner gilt ker(ap) = A(k), d.-h. ap induziert einen Isomorphismus
ap : My (T, A) = Mor,((T, P), A).
Wir sehen, dass auch Morj((T, P), A) ein freier Z-Modul vom Rang Ry (T, A)

1st.

Bemerkung: Sei k ein Korper und 7' eine k-Varietit. Sei T = T- Dann
existiert ein P € T'(k) nach 1.4. Bekanntlich ist der Funktor

B+~ Mor%((?, P),B)

auf der Kategorie AbVary, darstellbar. Ein darstellendes Objekt (Albz, AF) wird
Albanese-Varietéit von (T, P) genannt. Es gilt somit
Sind Bj, Bs abelsche Varietéten tiber k, so ist Homy(B1, B2) ein freier Z-Modul
vom Rang < 4dim(B;) dim(B2) nach [Mi86a]. Dies impliziert, dass Mz (1%, Ay)
Z-frei vom Rang < 4dim(Albg)dim(A) ist. My(T,A) identifiziert sich mit
einem Z-Untermodul von M7(T%, Az). Dies ergibt einen alternativen Beweis
fiir die Tatsache, dass My (T, A) endlich erzeugter, freier Z-Modul ist, mit der
zuséitzlichen Information, dass

R(T, A) < 4dim(Albz) dim(A)

gilt. Wir werden diese zusitzliche Information nicht brauchen. (Wir sind oft
daran interessiert, T' fiir A so zu wihlen, dass R(T, A) gro8 ist.)
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2.3 Ein Spezialisierungssatz

Wir beweisen nun einen Spezialisierungssatz fiir konstante abelsche Varietiten
iiber einer reguliren Erweiterung K|k. Dieser Satz wird impliziert von einem
Spezialisierungssatz in dem Buch [La2, 1.7.2] von Lang. Lang gibt dort keinen
Beweis fiir diesen Satz. Er schreibt diesen Satz der bekannten Arbeit [N52] von
Néron zu. Diese iiber 50 Jahre alte Arbeit ist aus heutiger Sicht recht schwer zu
lesen, da sie die Notationen der Weil’schen Foundations of Algebraic Geometry
und nicht die moderne, in den 60er Jahren durch Grothendieck eingefiihrte Spra-
che der Schemata [EGA] benutzt. Des weiteren scheint die Arbeit von Néron
sich auf den Fall von Jacobi-Varietdten zu beschrinken (siehe S. 155, Th. 6
in [N52]), wihrend wir den Fall beliebiger abelscher Varietiten benétigen. In
[Se] findet sich mit Beweis ein schwécherer Spezialisierungssatz, der fiir unsere
Anwendung nicht ausreicht. Da uns keine wirklich geeignete Referenz vorliegt,
geben wir in diesem Abschnitt einen Beweis fiir den Spezialisierungssatz, den
wir in den folgenden Abschnitten brauchen. Wir erheben keinerlei Anspruch
auf Originalitit fiir den Satz. Der folgende Beweis ist eine Adaptierung der
Argumente in [Se].

Sei k ein Korper, A|k eine abelsche Varietdt und T'|k eine projektive, glatte
Varietdt. Sei ¢t € T. Wir betrachten die Spezialisierungsabbildung

oy : Morg(T, A) — A(k(t)), f— f(t)

und die von oy induzierte Abbildung

A
ot Mk(TaA) -

Wir werden im Folgenden zeigen, dass im Fall eines Hilbert-Korpers & (in einem
zu préizisierenden Sinn) viele ¢t € T existieren, fiir die o, injektiv ist. Einige
Bemerkungen scheinen vorab angebracht zu sein.

Bemerkung 2.3.1
1. Sei t € T. Es besteht ein kommutatives Diagramm

0 — A(k) — Morg(T,A) — M(T,A) — 0
! !
0 - A(k) - A(KE®) - 2

Daher ist die kanonische Abbildung ker(o;) — ker(az) bijektiv. ker(c)
ist als Untermodul des nach 2.2.2 endlich erzeugten, freien Z-Moduls
My (T, A) endlich erzeugt und Z-frei. Es gilt: Genau dann ist o, injek-
tiv, wenn &; injektiv ist.

2. Ist also oy injektiv und Ry (T, A) > 1, so muss [k(t) : k] > 2 wegen der
Injektivitdt von oy gelten.

3. Ist |T'(k)| = oo und Ri(T,A) > 1 (z.B. T = A eine abelsche Varietit mit
|A(k)| = 00), so gibt es unendlich viele ¢t € T, fiir die oy nicht injektiv ist.
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Ist € T(k) ein geometrischer Punkt, so kénnen wir auch die Spezialisie-
rungsabbildung

ng : Morg(T, A) — A(k), f+ f(6)

sowie die von 7y induzierte Abbildung

Mo : Mi(T, A) = -~

betrachten. Ist der geometrische Punkt 6 € T'(k) in ¢ € T' lokalisiert, so fakto-
risiert sich 6 : Spec(k) — T als

Spec(k) — Spec(k(t)) — T,

wobei u einer k-Einbettung k(t) — k entspricht. u induziert eine Injektion u’ :

A(k(t)) — A(k) und np = u' 00y. Tst o/ die von ' induzierte Injektion 2§ —
A(k

Tkg’ so gilt g = u/G7. Ist X eine abelsche Gruppe (bzw. eine abelsche Varietiit),
so wird im Folgenden mit nx die Multiplikation mit n auf X bezeichnen. X,
steht fiir den Kern von nx.

Bemerkung 2.3.2 Seit € T und 6 € T(k) ein in ¢ lokalisierter, geometrischer
Punkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. oy ist injektiv.
2. ng ist injektiv.
3. oy ist injektiv.
4. myg ist injektiv.
Wir beginnen nun den Beweis des Spezialisierungssatzes.

Bis auf weiteres sei k ein Hilbert-Korper, T'|k eine projektive, glatte Varietit,
A|k eine abelsche Varietdt. Des weiteren sei M := Mory(T, A).

Wir bemerken vorab, dass M nach 2.2 endlich erzeugt ist.

Lemma 2.3.3 1. M,, = A,(k), d.h. M, besteht aus konstanten Morphismen
zu k-rationalen n-Torsionspunkten.

2. Fiir jedes t € T ist ker(oy) ein endlich erzeugter, freier Z-Modul.
3. Fiir jedes n # 0 ist die restringierte Abbildung
ot| My, — A, (k(t))
injektiv.
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Beweis: Sein # 0. Aus der kurzen exakten Folge

0— A(k) > M — Mp(T,A) -0
erhilt man die exakte Folge

0— Ap(k) = M, — My(T, A),

und My(T,A), = 0 nach 2.2.2. Daher ist M,, = Ap,(k). Dies zeigt 1. Da
Ap(k) — A(k(t)) offensichtlich injektiv ist, folgt auch 3. Fiir den Beweis von 2.
beachte man, dass ker(o;) = ker(az) gilt. ker(az) ist endlich erzeugt und Z-frei
als Untermodul des endlich erzeugten, freien Z-Moduls My (T, A). O

Lemma 2.3.4 Sei | eine Primzahl, die teilerfremd zur Charakteristik von k
ist. Dann ezistiert eine (von | abhdngende) endliche, separable Erweiterung F|k
derart, dass fir alle t € Inert(Tr,T) die restringierte Spezialisierungsabbildung

oy My — Ay (k(t))
bijektiv ist.
Beweis: Nach 2.3.3 geniigt es zu zeigen, dass eine endliche, separable Erweite-
rung F'|k existiert derart, dass A;(k) = A;(k(t)) fir alle ¢ € Inert(Tr|T) gilt.

Die Multiplikation /4 mit [ auf A ist eine Isogenie. Da [ zur Charakteristik
teilerfremd ist, ist [4 étale. Daher ist A; ein endliches, étales Gruppenschema
iiber k. Es gibt somit endliche, separable Erweiterungen E;|k derart, dass

A= H Spec(E;)
i=1

gilt. Wir diirfen uns die E; so nummeriert denken, dass
Ei=.---=E;=k

und
Ej+17"' aEs 7é k

gilt. Ist K|k eine Korpererweiterung, so gilt

J
Ay() = Morg (Spec(K), 4;) = | [ Mory(Spec(K), Spec(E)).
i=1

Nun gilt aber
[Mory (Spec(K), Spec(E;))| = [Mory(Spec(K), Spec(k))| =1 Vi=1,--- ],

d.h. |[4;(K)| > j. Genau dann gilt |4;(K)| = j, wenn fiir kein i > j + 1
eine k-Einbettung F; — K existiert. Insbesondere gilt |4;(k)| = j. Sei F das
Kompositum Ej;--- E. Ist K linear disjunkt zu F, so existiert fiir kein i >
j + 1 eine k-Einbettung F; — K, d.h. es gilt |4;(K)| = j und die kanonische
Injektion A;(k) — A;(K) muss bijektiv sein. Wenn nun ¢ € Inert(Tr|7T) gilt, so
ist k(t) zu F linear disjunkt und A;(k) — A;(k(t)) ist bijektiv. O
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Lemma 2.3.5 Sei | eine Primzahl, die teilerfremd zur Charakteristik von k
ist. A(k) ®z Z /1 moge endlich sein. Dann existiert eine endliche Familie von
étalen Hilbert- Uberlagerungen (gi - Xi = T)i=1,... s von T derart, dass firt €
Inert(X,|T') die von der Spezialisierungsabbildung oy induzierte Abbildung

M ®7Z]l — A(k(t)) ®z Z]1
injektiv ist.
Beweis: Sei f € M und t € T beliebig. Wir bilden kartesische Quadrate

F(f) — X(f) - A
! L L,

Spec(k(t)) — T v A

wobei der rechte, vertikale Morphismus /4 ist. Mit /4 sind alle drei vertikalen
Morphismen endlich und étale. Da X(f) — T endlich und étale ist, muss X/
reguliires, separiertes, algebraisches k-Schema sein. (Man benutze [Mi, 1.3.17],
um die Regularitit zu erhalten). Somit sind die lokalen Ringe von X /) regulir,
d.h. insbesondere integer. Die irreduziblen Komponenten von X /) stimmen also
mit den Zusammenhangskomponenten von X (f) iiberein, und diese sind offen.
(Siehe [EGA, 1.6.1.10].) Seien Xl(f)7 e ,Xs(p die Zusammenhangskomponenten

von Xf). Dann zerfillt X(f) in ein Koprodukt

i=1

wobei jedes X\) endlich und étale iiber T ist. Sei g; : X\¥) — T die Restriktion
der mittleren, vertikalen Abbildung. g; ist dann eine étale Hilbert-Uberlagerung.
Es ist klar, dass F(f) in ein Koprodukt

of
FO=T]g )
i=1

zerfallt.

Wir setzen nun t € Inert(X.(f )|T) voraus. Dann existiert fir jedes ¢ genau
ein x; € XZ-(f) derart, dass g; ' (t) = Spec(k(x;)) und [k(z;) : k(t)] = deg(g;) gilt.
Wir haben nun die folgende Kette von Implikationen:

o(f) €1-A(k(t)) <= Morgpec(r(r)) (Spec(k(t)), F() 5 0
— Fi:[k(z;) k] =1 < Fi:deg(g;) =1
<  Morg(T, X)) £0
— fel-M.

Es besteht eine exakte Folge 0 — A(k) - M — My(T,A) — 0. Da A(k)/I
nach Voraussetzung endlich ist, und My (7, A) nach 2.2.2 endlich erzeugt und
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frei ist, muss M/[ endlich sein. Sei R C M ein Reprisentantensystem fiir M/I.
Nun ist
S={XD|feRic{l, - s}

eine endliche Menge von étalen Hilbert-Uberlagerungen von 7T'. Sei
I:= () Inert(X|T).
Xex
Dann gilt:
Viel:VfeR:o(f) €l -Alk(t) < fel-M.

Daraus folgt, dass fiir alle ¢t € I die von o; induzierte Abbildung M/l —
A(k(t))/l injektiv ist. O

Wir werden nun den Spezialisierungssatz aussprechen und den Beweis be-

enden.

Satz 2.3.6 Sei k ein Hilbert-Korper, T|k eine glatte, projektive Varietdt und
Alk eine abelsche Varietdt. Wir setzen voraus, dass eine von char(k) verschiede-
ne Primzahl [ existiert, fir die A(k)/l endlich ist. Dann ezistiert eine endliche
Familie (g; : X; = T)i=1,... » étaler Hilbert- Uberlagerungen von T derart, dass
fiir alle

t € Inert(X,|T)

die Spezialisierungsabbildungen
ot : Morg(T, A) — A(k(t))

und
57 My(T, 4) — AFEE)

injektiv sind.

Beweis: Nach 2.3.4 und 2.3.5 gibt es eine endliche Familie von Hilbert-Uberla-
gerungen X, von 7' derart, dass fiir ¢t € Inert(X,|7")

1. die von o induzierte Abbildung M; — A;(k(t)) bijektiv ist und
2. die von oy induzierte Abbildung M ®y Z/l — A(k(t)) ®z Z /1 injektiv ist.

Sei t € Inert(X.|T). Wir beweisen, dass o; injektiv ist. (Nach 2.3.1 ist dann
auch 77 injektiv.) Sei K := ker(o) und I :=im(o¢). Aus der exakten Folge

0K —>MZH51-0
erhélt man eine exakte Folge
M -1, - K/l - M/l > 1/I.

Nun ist aber M; — I; surjektiv nach 1. und M/l — I/l injektiv nach 2. Daher
gilt K/l = 0. Nach 2.3.1 ist K ein endlich erzeugter, freier Z-Modul. Dies
erzwingt K = 0. O

Bemerkung:
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1. Es ist uns leider nicht gelungen, die technische Voraussetzung zu elimi-
nieren, dass eine von char(k) verschiedene Primzahl [ existieren soll, fiir
die A(k)/l endlich ist.

2. Ist A(k) endlich erzeugt, und das ist nach 2.2.1 der Fall, wenn & endlich er-
zeugt ist, so ist A(k)/l automatisch endlich. In dem fiir uns hauptséchlich
interessanten Spezialfall, dass k ein Zahlkorper ist, ist die o.g. Vorausset-
zung also nicht restriktiv.

3. Wir werden in 2.3.7 zeigen, dass auch wenn nur A(k) von endlichem Rang
ist, die Gruppe A(k)/l automatisch endlich ist. Im nichsten Kapitel wer-
den wir den obigen Satz benutzen, um in vielen Fillen nachzuweisen,
dass A(k) von unendlichem Rang ist. Wenn bereits A(k) von unendli-
chem Rang ist, so ist trivialerweise auch A(k%) von unendlichem Rang,
ohne dass man dafiir den obigen Satz strapazieren miisste. So gesehen
wirkt sich die o.g. Voraussetzung in dieser Arbeit nicht sonderlich stérend
aus.

Bemerkung: Sei die Situation des obigen Satzes zugrunde gelegt. Sei I :=
Inert(X,|T).

1. Ist @ € T'(k) ein in einem ¢ € I lokalisierter, geometrischer Punkt, so ist
ne und auch 7y injektiv nach 2.3.2.

2. T habe positive Dimension. Da T glatt ist, existiert eine offene Teilmenge
To C T und eine offene Menge U C A, (n > 1) und ein endlicher, étaler
Morphismus p : To — A, nach 1.4.7. Sei Y; := gi_l(Xi). Dann enthélt

H :=TInert(Y,|U) N U (k)

nach 2.1.6 eine Hilbert-Menge und ist somit unendlich. Ist § € T'(k) ein
geometrischer Punkt mit p(f) € H (und es gibt unendlich viele solche
Punkte, da p surjektiv ist), so ist # in einem Punkt aus I lokalisiert nach
2.1.4 und somit ist 79 und auch 7jg injektiv. (In dieser Form wird der Satz
in dem eingangs erwihnten Buch [La2] von Lang ausgesprochen.)

Ist der Grundkorper k ein Zahlkorper, so gibt es einen sehr starken Speziali-
sierungssatz von Silverman. Brian Conrad hat mir vor kurzem (d.h. im August
2004) ein Preprint zukommen lassen, in dem er den Spezialisierungssatz von
Silverman auf die Situation iibertrigt, in der k ein globaler Funktionenkorper
ist. In der folgenden Bemerkung vergleichen wir obigen Spezialisierungssatz mit
dem von Silverman/Conrad und erldutern, warum wir den obigen Satz fiir den
Rest des laufenden Kapitels bevorzugen.

Bemerkung: Sei k ein globaler Korper, T'|k eine projektive, glatte Varietit
positiver Dimension und A|k eine abelsche Varietédt. Sei A C Morg (7, A) eine
Untergruppe. Sei

Sp :={t € T(k) : ne|A — A(k) nicht injektiv}.
Sei S = Suror,(1,4) die Menge der t € T(k), fiir die n; und damit auch 7

injektiv ist.
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1. Der Spezialisierungssatz von Conrad und Silverman impliziert folgendes:
Ist die Néron-Severi-Gruppe N S(T') zyklisch, A Z-freiund ANA(k) = {0},

so ist S eine Menge beschrinkter Hohe in T'(k). Insbesondere ist SANT (k)
endlich.

2. Die Forderung an NS(T) ist im Fall dim(7") = 1 immer erfiillt. Im Fall
von Varietéiten hoherer Dimension ist sie relativ restriktiv.

3. Obiger Satz liefert ohne restriktive Voraussetzung an N.S(T') oder A (also
z.B. auch fiir A = Morg (T, A), und das ist im Folgenden besonders wich-
tig), dass T'(k)\ Sa eine unendliche Menge ist. Auch ist der Satz fiir jeden
Hilbert-Korper k& und nicht nur fiir globale Koérper wahr. Allerdings ist
die Abschitzung wesentlich schwicher.

4. Im Satz von Conrad und Silverman darf man die Voraussetzung an A
nicht ersatzlos streichen. Ist Ry (T, A) > 1, so gilt S D T(k), und T'(k)
braucht i.a. nicht endlich zu sein. (Der Fall Ri(T,A) = 0 ist ohnehin
uninteressant).

Der Beweis des folgenden Satzes wird nach der Idee meines Betreuers, Prof.
Greither, gefiihrt.

Satz 2.3.7 Sei k ein Korper und Alk eine abelsche Varietdt. A(k) mdge von
endlichem Rang sein. Seil eine Primzahl. Dann ist A(k)/l endlich.

Beweis: Sei T := A(k)ors und F := A(f;‘cg’;)

1. Da eine exakte Folge T/l — A(k)/l — F/l — 0 besteht, geniigt es zu
zeigen, dass sowohl T'/[ also auch F'/I endlich ist.

2. Es gibt eine Injektion
TI =T Xz Zl — A(E)Tors Rz Zl = (Ql /Zl)ma
mit 0 < m < 2dim(A). (Nebenbemerkung: Wenn [ zu char(k) teilerfremd
ist, so gilt sogar m = 2dim(A).) Daher muss 7" = (Q/Z;)" ® Ty mit
einem endlichen Z;-Modul Tj und i < m gelten. Daraus folgt, dass T/l =
T' ®z, 2/l = Tp/l endlich ist.
3. In der kanonischen exakten Folge

0-TRQ—-AK)Q—-F®Q—0

ist der Term T®Q Null. Da die Q-Dimension von A(k)®Q nach Vorausset-
zung endlich ist, muss auch F®Q ein endlich-dimensionaler (- Vektorraum
sein. Sei r dessen Dimension. Die kanonische Abbildung F — F ® Q ist
injektiv, weil F' torsionsfrei ist. Es besteht also eine Injektion F' — (.
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4. Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion nach r, dass F'/l endlich
ist. Im Fall » = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also 7 > 1 und pr, : ' — Q
die Projektion auf die letzte Koordinate. Sei U := pr,(F) und Fy :=
ker(pr,) N F. Dann besteht eine exakte Folge

0->F—>F—U-—0.
Diese induziert eine exakte Folge
Fy/l - F/l - U/l — 0.

Da sich Fjy in ker(pr,) = Q7! einbettet, muss nach Induktions-Hypothese
Fy/l endlich sein. Es geniigt also zu zeigen, dass U/l endlich ist. U ist of-
fensichtlich eine Untergruppe von Q. Wir bezeichnen die Lokalisierung
von Z an dem Primideal IZ mit Z). Zy ist ein diskreter Bewertungs-
ring mit Quotientenkorper Q. U ® Z;) identifiziert sich mit einem Z -
Untermodul U’ von Q. Es geniigt nun U’/l endlich nachzuweisen. Falls
U’ als Z)-Modul endlich erzeugt ist, so ist U’ ein gebrochenes Ideal und
somit Z)-isomorph zu Z ;). In diesem Fall ist also U'/l = T, endlich. Falls
U’ nicht als Z)-Modul endlich erzeugt ist, so muss sup({v;(z) |z € U'})
unendlich sein. Dies impliziert, dass [¥ € U’ fiir alle k € Z gilt, und daraus
folgt U’ = Q. Dann ist aber U'/l = 0.

O
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Kapitel 3

Der Rang abelscher Varietiten
in unendlichen Erweiterungen

3.1 Hinreichende Bedingung fiir unendlichen Rang

In diesem Abschnitt kombinieren wir den Spezialisierungssatz 2.3.6 mit dem
Satz 2.1.8. Wir erhalten einen Satz, der es fiir gewisse abelsche Varietdten A
iiber einem Hilbert-Kérper k£ und gewisse unendliche, algebraische Erweiterun-
gen Q des Grundkorpers k erlaubt, auf die Unendlichkeit des Ranges von A(Q2)
zu schlieflen.

Wir erinnern daran, dass fiir jeden Erweiterungskorper F|k

Morp (Tr, A
Mp(Tr, AF) = —Oril((FF) F)

gesetzt wurde. Ferner wurde mit Rp(Tr, Ar) der Rang von Mp(TF, Ar) be-
zeichnet.

Proposition 3.1.1 Sei k ein Hilbert-Kdrper, Alk eine abelsche Varietit und
Tk eine glatte, projektive Varietit positiver Dimension. Sei n > 1. Seien () #
To C T und U C A, offene Mengen und p : Ty — U ein endlicher, étaler
Morphismus (bzw. eine endliche, étale Galois- Uberlagerung mit Gruppe T). Sei
d der Grad von p. Sei F|k eine endliche, separable Erweiterung. Wir setzen
voraus, dass R (T, A) > 1 gilt, und dass A(k) von endlichem Rang ist. Dann
existiert eine Folge

(zi)ien C T(k)

mit folgenden Eigenschaften:
1. p(x;) € U(k) fir alle i.
2. (F,k(x1),k(z2),---) ist eine linear disjunkte Folge.

3. k(x;)|k ist eine separable Erweiterung vom Grad d (bzw. eine Galois-
Erweiterung mit Gruppe T').
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4. rg(A(k(xi))) > rg(A(k)) + Ri (T, A).

Beweis: Nach 2.3.6 und 2.3.7 existiert eine endliche Familie (g; : X; — T')i=1,... »
étaler Hilbert-Uberlagerungen derart, dass fiir jeden geometrischen Punkt z €
T(k), der in einem Punkt in Inert(X,|T) lokalisiert ist, die Spezialisierungsab-
bildung

Mor(T, 4) _, A(k(z))

A(K) A(k)

injektiv ist. Nach 2.1.8 existiert eine Folge ¢; € T N Inert(X,|T) derart, dass
p(t;) € U(k) fiir alle 4 gilt, k(t;)|k fiir alle ¢ separabel vom Grad d (bzw. galoissch
mit Gruppe I') ist und (F, k(t1),k(t2),---) eine linear disjunkte Folge ist. Fiir
jedes i wihlen wir einen in #; lokalisierten, geometrischen Punkt z; € T'(k) ent-
sprechend einer k-Einbettung o; : k(x;) — k. Bs gilt k(x;) = a;(k(t;)) = k(t;).
Die Folge (z;)ien erfiillt demnach 1.-3. Nun gilt aber wegen der Injektivitdt von

Nz; die Ungleichung
A(k (1))
> .
rg ( A(k‘) > Rk(T, A)

Somit erfiillt (x;);en auch die 4. Bedingung. O

N : Mk(TvA) =

Bemerkung:

1. Die Voraussetzung, dass Ry(T, A) > 1 sein soll, ist redundant, da 1.-3.
nichts mit R (7T, A) (und auch nichts mit A) zu tun hat und 4. im Falle
Ry (T, A) = 0 trivialerweise erfiillt ist. Im Fall R;(T, A) = 0 reduziert sich
die Aussage der Proposition einfach auf 2.1.8.

2. Die Aussage der Proposition ist bereits im Fall F' = k interessant. Der
Hilfskorper F' wird erst deutlich spiter eine Rolle spielen.

3. In den Voraussetzungen des Satzes steht, dass A(k) von endlichem Rang
sein soll. Dies ist fiir endlich erzeugte Hilbert-Korper (z.B. fiir Zahlkérper)
automatisch erfiillt.

4. Wenn bereits A(k) von unendlichem Rang ist, dann ist die Frage nach
einer Folge, die 4. erfiillt, nicht mehr interessant.

Ist Y ein algebraisches k-Schema und
(vi)ier C Y (k)

eine Familie von geometrischen Punkten, so sei k((y;)icr) = k(y; : i € I) das
Kompositum der Korper (k(y;))icr, d-h. das Bild von

Q) k(i) — k.
i€l
Wenn
LcCcl,c---CI
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eine aufsteigende Folge von Teilmengen von I mit |J;°; I; = I ist, dann gilt

o0

i=1

Falls I = {1,--- ,s} C N endlich ist, so schreiben wir k(y1,--- ,ys) statt k(y; :
iel).
Bemerkung: Sei Q:=k(y;:i € I).

1. Wenn fiir alle ¢ € I die Erweiterung k(y;)|k galoissch ist, dann ist Q|k
galoissch und

G(QIk) = [[ G(kwi)lk), o = (olk(y:))ier

i€l

ist ein stetiger, injektiver Homomorphismus von proendlichen Gruppen.
(Das Produkt ist mit der Tychonoff-Topologie auszustatten.)

2. Ist (k(y;))ien eine linear disjukte Familie und k(y;)|k galoissch fiir alle 4,
S0 ist

G(Qlk) = [[ Gk(yi)|k)
iel

sogar ein Isomorphismus.
Wir wollen nun in der Situation obiger Proposition zeigen, dass
A(k(z; : 1 € N))
von unendlichem Rang ist. Wir bendtigen ein naheliegendes Lemma.

Lemma 3.1.2 Sei A|k eine abelsche Varietit. Sei (E;)icr eine linear disjunkte
Folge von iber k endlichen Zwischenkérpern von k|k. Dann ist die von den
Inklusionen

A(E;) _ Ak)

induzierte Abbildung

injektiv.

Beweis: Sei M; == 4 und M == 4. Die M; sind Z-Untermoduln von M.
Will man die Injektivitét der kanonischen Abbildung ;. ; M; — M nachwei-
sen, so geniigt es zu zeigen, dass fiir jede Wahl von endlich vielen, paarweise

verschiedenen Indizes i1, -- ,i5s € 1

52



gilt. Nun gilt aber
A(E;,) N (A(Eyy) +---+ A(Ey,)) C A(Ey)NA(E;, - E;,) =

Daraus folgt

M, 0 (Mi, + -+ + M;,) =

wie gewiinscht. O

Folgerung: Sei die Situation obiger Proposition 3.1.1 zugrunde gelegt.

1. Fiir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes i1,--- ,1s € N gilt
rg(A(k(iy, -, 2,))) = rg(A(k)) + sR(T, A).

Ist p eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T', so ist k(xi,,--- ,z;,)|k ga-
loissch mit Gruppe T'°.

2. Sei I C N unendlich und Q := k(x; : i € I). Dann ist A(Q2) von unend-
lichem Rang. Wenn p eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe T' ist, dann
muss Q|k galoissch mit Gruppe [],c; T sein. Sollte T sogar abelsch sein,
so ist A(k®) von unendlichem Rang.

Bemerkung: Sei k ein Hilbert-Kérper und A|k eine abelsche Varietit. A(k)
sei von endlichem Rang. Wenn eine projektive, glatte Varietat T positiver Di-
mension derart existiert, dass

1. Ri(T,A) > 1 gilt (d.h. dass ein nicht-konstanter Morphismus f : T — A
existiert) und

2. R(T) einen rein-transzendenten Unterkorper K = k(uq,---ug) enthilt,
iiber dem R(T') separabel vom Grad n ist (bzw. galoissch mit Gruppe I'
ist),

so kann man nach 1.4.7 p, Ty und U derart wihlen, dass der obige Satz 3.1.1
und seine Folgerung anwendbar werden.

Man erhélt dann eine linear disjunkte Folge (k;);en von iiber k separablen
Zwischenkorpern von k*|k vom Grad n (bzw. von Zwischenkorpern von £*|k, die
iiber k galoissch mit Gruppe I' sind) derart, dass fiir jede Wahl von paarweise
verschiedenen Indizes i, - ,i; € N

rg(A(ki, -~ - ki,) > 1g(A(k)) + sRy(T, A)

gilt. Ist in dieser Situation I C N unendlich und 2 das Kompositum der Familie
(Ki)ier, so ist 1g(A(2)) = oc.

Will man obige Theorie anwenden, so ist der kritische Punkt, fiir gegebenes
A eine im Sinne der Bemerkung geeignete Hilfsvarietdt 7' zu finden.
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3.2 Alternativbeweis fiir einige klassische Resultate

Um die etwas abstrakt wirkenden Sétze des letzten Abschnittes zu illustrieren,
geben wir in diesem Abschnitt alternative Beweise fiir diverse wohlbekannte
Sétze, die groBenteils in der klassischen Arbeit von Frey und Jarden [FJ74] be-
handelt wurden. Unsere Alternativbeweise unterscheiden sich deutlich von den
klassischen Beweisen und wir halten unsere Methode fiir wesentlich einfacher.
Des weiteren verschirfen wir einen Satz, der von Rosen und Wong in [RW02]
bewiesen wurde.

Wir haben erwdhnt, dass bei dem Versuch, 3.1.1 anzuwenden, die Haupt-
schwierigkeit darin besteht, fiir eine gegebene abelsche Varietit A # 0 iiber
k eine im Sinne von 3.1.1 geeignete Hilfsvarietdt T zu finden. Im Folgenden
verwenden wir 7" = A. Dann ist jedenfalls

M (T, A) = Morj(A, A) = Homg (A4, A)

vom Rang > 1.

Proposition 3.2.1 Sei k ein Hilbert-Kirper und A|k eine abelsche Varietdt
positiver Dimension.

1. Es gilt rg(A(k®)) = oo.

2. Sei A(k) von endlichem Rang. Es gibt einen rein-transzendenten Un-
terkorper K C R(A), dber dem R(Y) endlich und separabel ist. Sei K
ein solcher und d := [R(X) : K|. Dann ezistiert eine linear disjunkte Fol-
ge (ki)ien von Zwischenkdrpern von k®|k, die alle [k; : k] = d erfillen und
derart, dass fir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes i1,-+- ,is

rg(A(ks, - - ki,) > rg(A(k)) + sRi(A, A) > rg(A(k)) + s
gilt.

Beweis: Man wahle wie gesagt T' = A. Da A dann eine glatte Varietdt ist,
muss R(A) separabel erzeugt sein. Sei K ein rein-transzendenter Unterkorper
von R(A), iber dem R(A) endlich und separabel ist und d := [R(T) : K].
Wenn A(k) von endlichem Rang ist, dann folgen beide Behauptungen aus 3.1.1
(einschlieBlich der Folgerung und Bemerkungen). Sollte rg(A(k)) = oo gelten,
so ist trivialerweise auch rg(A(k®)) = co. O

Bemerkung:

1. Die 1. Aussage wurde auf anderem Wege von Frey und Jarden in [FJ74]
bewiesen.

2. Wenn in der Situation des Satzes (2 das Kompositum aller Zwischenkorper
E von k*|k mit [E : k] = d ist, dann ist A(£2) von unendlichem Rang.
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3. Sei k ein Hilbert-Korper der Charakteristik 0 und A|k eine abelsche Va-
rietdt positiver Dimension. Wenn eine projektive Einbettung A — Py
vom Grad d existiert, dann besitzt R(A) einen rein-transzendenten Un-
terkorper, iiber dem R(A) endlich vom Grad d ist.

4. Rosen und Wong hatten in [RW02] mit anderen Methoden folgendes ge-
zeigt: Ist k ein Zahlkérper und A|k eine abelsche Varietét positiver Di-
mension, die eine projektive Einbettung A — Py vom Grad d besitzt,
so ist A(Q') von unendlichem Rang, wenn Q' das Kompositum aller Zwi-
schenkorper E von k*|k mit [E : k] < d(4dim(A) +2) ist. Unsere Aussage
ist somit um einiges stéirker.

Sei e > 1, k ein Korper und p. das normierte, regulire Haarsche Maf auf der
proendlichen Gruppe GY,. Sei p := p1. (Dann ist p, einfach das Produkt-Ma8.)
Far

o= (o1, ,0¢) € G},

betrachten wir den Fixkorper
E(o)={z e k’|2% =xVie{l,--- ,e}}.

Frey und Jarden zeigen in [FJ74], dass fiir p.-fast alle o € GY, die abelsche
Gruppe A(k*(o)) von unendlichem Rang ist, falls & ein Hilbert-Korper ist. Auch
hierfiir geben wir einen Alternativbeweis. Zunichst zitieren wir den elementaren
Satz von Borel-Cantelli.

Proposition 3.2.2 (Borel-Cantelli) Sei G eine proendliche Gruppe und p
das normierte, requlire Haarsche Maf$ auf G. Sei (A;)ien eine Folge mefSbarer
Teilmengen von G. Wir setzen voraus, dass die Folge (A;)ien p-unabhdngig ist

(d.h., dass fir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes iy,--- ,is
U(ﬂ Aij) = HM(Aij)
j=1 j=1

gilt.) Falls die Reihe Y ;2 (A;) divergiert, so gilt

w((YU4) =1

n=11i=n

Beweis: Siehe das Buch [FJ, 16.7] von Fried und Jarden. O

Satz 3.2.3 (Frey-Jarden) Sei k ein Hilbert-Korper und Alk eine abelsche
Varietdt positiver Dimension. Sei e > 1. Dann gilt

pe({o € Gy |rg(A(k*(0))) = oo}) = 1.
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Beweis: Sei X := {0 € G}, |rg(A(k®(0))) = oo}. Wenn A(k) von unendlichem
Rang ist, dann gilt X = G¢ und wir sind fertig. Sei also A(k) von endlichem
Rang. Sei (k;);cr die linear disjunkte Folge von Zwischenkérpern von k°|k, deren
Existenz in 3.2.1 gezeigt wird. Es gilt [k; : k] = d fiir alle i. Sei o € G¢,. Wenn
k; C k*(o) fiir unendlich viele i € I gilt, so ist A(k*(o)) von unendlichem Rang.
Sei H; := Gy,. Dann gilt

X

U

{o € G§ | k*(0) umfasst unendlich viele der k; }
ne1 Uisp{o € GE | K2 (0) O ki}

= Nz Uisp{o € Gilojlki =id Vi =1,--- €}

Mn=1 Uizn{o € Giloj € HiVj=1,--- e}

Mnzy Uiz H

Nun ist
e (HE) = pu(H)® = [Gr: Hi] ™ = [k s K] = d,

d.h. die Reihe ) %, pe(H;) = > 72, d ¢ ist divergent. Nach 3.2.2 geniigt es zu
zeigen, dass (HY)icn eine pe-unabhingige Folge ist. Dies liegt an der linearen
Disjunktheit der Folge (k;)ien: Sind i1,--- ,is € N paarweise verschieden, so
gilt
Me(mﬁlefj) = Ue(Gzil---kis) =
= [kiy - ki, k] =15k s B¢ =
= Hj’:l ,ue(Hic;)'

O

Satz 3.2.4 (Frey-Jarden) Sei K ein separabel abgeschlossener Korper. Wir
setzen voraus, dass eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. char(K) =0.
2. char(K) > 0 und k ist nicht algebraisch tiber seinem Primkérper.

Sei A|K eine abelsche Varietdt positiver Dimension. Dann ist A(K) von un-
endlichem Rang.

Beweis: Sei k der Primkorper von K. Dann existiert ein iiber k endlich erzeugter
Zwischenkorper F' von K|k und eine abelsche Varietdt Ag|F' derart, dass A =
Ay ®p K gilt. (vgl. [EGA, V.8.].) (Die Grundidee ist dabei, dass A|K von
endlichem Typ ist. A|K ist also durch endlich viele, polynomiale Gleichungen
gegeben, deren Koeffizienten alle in einer endlich erzeugten Erweiterung des
Primkorpers liegen.)

Ist nun char(K) = p und F|k algebraisch, so existiert nach der Voraus-
setzung an K ein iiber k transzendenter und endlich erzeugter Oberkorper Fj
von F', der in K enthalten ist. Fy ist dann ein Hilbert-Kérper nach 2.1.1. Ist
char(K) = p und F|k transzendent, so ist F} := F ein Hilbert-Kérper nach
2.1.1. Wenn schlieBlich char(K) = 0 gilt, dann ist F} := F ein Hilbert-Korper
nach 2.1.1. Wir setzen A; := Ay ®r Fi.
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Nun ist A; ®, K = A und Fj ein Hilbert-Korper, welcher iiber seinem
Primkorper endlich erzeugt ist. Somit ist A; (F7) endlich erzeugt. Nach 3.2.1 ist
A1 (F{) von unendlichem Rang. Da aber K separabel abgeschlossen ist, muss
es eine Fi-Einbettung F{ — K geben. Daher identifiziert sich A; (F}) mit einer
Untergruppe von A(K). Somit ist rg(A(K)) = oc. O

Bemerkung: Sei k ein endlicher Kérper und Ak eine abelsche Varietéit. Dann
ist A(k) vom Rang Null. Es gibt nimlich eine endliche Erweiterung &'|k und
eine abelsche Varietiit Ag|k’ derart, dass A & Ay ®p k gilt. Wire P € A(k) ein
Nicht-Torsionspunkt, so gibe es eine endliche Erweiterung k”|k’ derart, dass
P € Ay(k") gilt. Dies stellt einen Widerspruch dar, da mit k" die Gruppe

Ao (k") endlich ist.

Wir wenden uns nun dem Fall dim(A) = 1 zu. Sei im Folgenden k ein
Hilbert-Koérper, char(k) # 2,3 und f(X) ein separables, quadratfreies Polynom
vom Grad 3. Sei A die elliptische Kurve (d.h. 1-dimensionale abelsche Varietit)
mit affiner Gleichung

A:Y? = f(X).

Wir nehmen an, dass A(k) von endlichem Rang ist. Sei p : A — P; der nahelie-
gende Morphismus vom Grad 2. Sei U := Py \ {oo}. Dann gilt

KX, Y] ) |

70 =S (2

R(A) = k(X)[+/f(X)] ist eine separable Erweiterung von R(P;) = k(X) vom
Grad 2. R(A)|R(P1) ist also eine Galois-Erweiterung mit Gruppe I' := {£1}.

Nach 1.4.6 existiert eine offene Teilmenge () # V C U = A; derart, dass
p~ (V) = V eine étale Galois-Uberlagerung mit Gruppe T' = {£1} ist. (In der
Tat geniigt es, den Tréiger des Nullstellendivisors von f(X) aus U zu entfernen,
wie man leicht mit Hilfe von Kéahler-Differentialen nachrechnen kann.)

Nach 3.1.1 existiert eine Folge geometrischer Punkte (z;);eny C A(k) derart,
dass k(z;)|k galoissch vom Grad 2 ist, p(z;) € k gilt und

rg(A(k(ziy, -+ mi,))) 2 1g(A(K)) + sRi(A, A) 2 rg(A(R)) + s

fir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes i1,--- ,is gilt. Sei t; :=
p(x;) € k. Dann ist k(x;) = k(1/f(¢;)) und z; = (¢, v/ f(t;)).

Proposition 3.2.5 In obiger Situation ist A(k(\/f(t1),/f(t2),--)) von un-

endlichem Rang. Insbesondere ist A(Q) von unendlichem Rang, wenn Q die
mazimale Kummererweiterung vom Ezponent 2 bedeutet.

Bemerkung:

1. Frey und Jarden haben im Sonderfall £ = Q in ihrer Arbeit [FJ74] fiir
eine geschickt gewéahlte Folge (¢;)ien fiir jedes ¢ durch Reduktion modulo
einer Primzahl p; gezeigt, dass

(ti,/ f(t:)) € Ak)
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Nicht-Torsion ist. Die Wahl der Folge (t;);en erfolgt in [FJ74] derart, dass
(k(1/ f(t:))ien eine linear disjunkte Folge ist. Frey und Jarden schlossen
daraus, dass A(k®) von unendlichem Rang ist.

2. Das Argument von Frey und Jarden benutzt somit die Tatsache, dass fiir
Primzahlen p guter Reduktion A(Q) — A,(FF,) injektiv auf dem Torsions-
teil A(Q)Tors ist, wenn A, die Reduktion von A modulo p bedeutet. Diese
Technik scheint nur im Fall char(k) = 0 Erfolg versprechend zu sein.

3.3 Verschirfte Bedingung fiir unendlichen Rang

Wir wollen spéter Proposition 3.1.1 im Falle von Jacobi-Varietdten anwenden.
Wenn in der Situation der Proposition 3.1.1 T eine Kurve von positivem Ge-
schlecht ist, die einen k-rationalen Punkt besitzt, dann existiert eine Einbettung

AT — Jr in die Jacobi-Varietit. A ist nicht-konstant. (Das Bild von A in Jr (k)
erzeugt ganz Jr(k) und dim(Jr) = g > 1.) Somit ist dann Ry (T, Jr) > 1 und
man kann den Satz anwenden. Ist etwa 1" eine Galois-Uberlagerung von P; mit

abelscher Gruppe T und T'(k) # 0, so ist Jr(k%’) von unendlichem Rang.

Wenn in der Situation des Satzes dim(T) = 1 und T'(k) = § gilt, so kann
Ry (T, Jr) Null sein. Ist aber F|k eine endliche, separable Erweiterung mit
T(F) # (0 (und eine solche Erweiterung existiert, denn T'(k®) ist unendlich),
so existiert wenigstens ein nicht-konstanter F'-Morphismus A : Tr — J7 , d.h.
Rp(Tr,AF) > 1.

Wir werden in diesem Abschnitt die Proposition 3.1.1 dahingehend ver-
schirfen, dass wir statt Rg(7, A) > 1 nur noch verlangen, dass eine endliche,
separable Erweiterung F'|k mit Rp(Tp, Ap) > 1 existieren soll.

Vorab halte man sich den folgenden, elementaren Sachverhalt vor Augen.
§eien X, Y Varietiten tiber einem Korper k. Sei F|k ein Zwischenkérper von
kE|k und f: Xp — Yr ein Morphismus. Dann induziert f einen Morphismus

Xr(k) = Morp(k, Xr) — Morg(k,Yr) = Yr(k), ur fou,
welcher tiblicherweise wieder mit f bezeichnet wird. Nun identifiziert sich
XF(E) == MOI’F(E, XF)

mit X (k) = Morg(k, X) nach der universellen Eigenschaft des Faserproduktes
Xrp = X xj, Spec(F). Man erhiilt somit eine Abbildung X (k) — Y (k), die
iiblicherweise auch wieder mit f bezeichnet wird. Diese Abbildung ist i.a. nicht
Gp-linear, ist es aber doch, wenn k = F gilt. Ist E|k ein weiterer Zwischenkoérper
von k|k, so induziert f : X (k) — Y (k) durch Restriktion eine Abbildung f :
X(E) — X (k), denn X (E) identifiziert sich mit einer Untergruppe von X (k).
Man beachte: Fir z € X(F) gilt f(z) € Y(FE), aber im allgemeinen nicht

f(z) € Y (E).
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Satz 3.3.1 Sei k ein Hilbert-Korper, Alk eine abelsche Varietit und Tk eine
projektive, glatte Varietit positiver Dimension. Sein > 1, ) # Ty C T offen,
U C A, offen und p : Ty — U ein endlicher, étaler Morphismus (bzw. eine
étale Galois-Uberlagerung mit endlicher Gruppe T'). Sei d der Grad von p. A(k)
sei von endlichem Rang. Wir setzen voraus, dass ein endlicher, separabler Er-
weiterungskorper F|k existiert mit R := Rp(Tr, Ar) > 1. Dann ezistiert eine
Folge
(zi)ien C To(k)

mit folgenden Eigenschaften:

~

. plz;) € U(k) fir alle i.
2. (F,k(x1),k(z2),---) ist eine linear disjunkte Folge.

3. k(zi)|k ist eine separable Erweiterung vom Grad d (bzw. eine Galois-
Erweiterung mit Gruppe T).

4. Fiir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes i1, 15 € N gilt

rg(A(Fk(wiy, -, xi,))) 2 18(A(F)) + sRr(TF, AF).

5. Sei I C N unendlich. Dann ist A(Fk(x; :i € I)) von unendlichem Rang.

6. Ist (f1,---,fr) C Morp(TFr, Ar) eine Familie, deren Bild in Mp(Tp, AR)

Z-linear unabhingig ist, so ist (fj(z;))ienj=1,...r C A(k) eine Z-linear
)

unabhdngige Familie. Sogar das Bild dieser Familie in % ist Z-linear
unabhdngig.

~

Beweis: Nach dem Spezialisierungssatz 2.3.6 gibt es eine endliche Familie étaler
Hilbert-Uberlagerungen X,|Tr derart, dass fiir alle geometrischen Punkte t €
Tr(k) = Morp(k, Tr), die in einem Punkt von Inert(X,|Tr) lokalisiert sind, die
Spezialisierungsabbildung

Ar (k)

T Mp(Tp, A
n: Mp(Tr, F)—>AF(F)

Jf fot

injektiv ist. Sei Y; := X;|Ty . Es besteht das folgende Diagramm von Morphis-
men und Schemata:

[y, c [IX;

\J \J

TO,F C Tr i) Ap
\J \J \J
To C T A
1
U c A,

Alle Quadrate in diesem Diagramm sind kartesisch. Nach 2.1.8 existiert eine

Folge (z;)ien C To(k), welche die Bedingungen 1. bis 3. erfiillt und derart, dass
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jedes z; in einem Punkt z} in Inert(X,|T') lokalisiert ist. Nach 2.1.4 liegt «} in
Inert(Tr|T). Sei y; der eindeutig bestimmte Punkt in TF iiber . Nach 2.1.4
gilt dann y; € Inert(X,|TF). Wir bilden das Diagramm

[HY: c [1X;
4 4
Spec(F ®y, k(z;)) Y Tor C Tr i, Ap
4 4 4 {
Spec(k(z;)) - Ty C T A
1
U c A,

Man beachte, dass sich der Korper F ®j k(x;) mit Fk(z;) identifiziert. y;
kann demnach als in y} lokalisierter, geometrischer Punkt in T'(Fk(z;)) aufge-
fasst werden. Wegen ¢} € Inert(X,|Tr) ist 7, injektiv. Somit ist das Bild der
Familie

(filyi)s -+ fr(yi)) C Ap(Fk(z;))
in %ﬁ%m Z-linear unabhingig.

Die Folge (Fk(x;));cr ist linear disjunkt iber F'. In der Tat, wenn iq,- - ,i5 €
N eine Wahl paarweise verschiedener Indizes, dann ist

k(zi))F ®p -+ ®F k(zi,)F = (k(zi,) ® F) ®F -+ ®F (k(zi,) @k F) =
= Fok(zi) Q- ® k(zs,)

ein Korper, da die Familie (F, k(x1), k(z2), - - ) nach Konstruktion der x; linear
disjunkt Uber k ist.

Nach 3.1.2 ist nun die von den Inklusionen Ap(Fk(z;)) — Ap(k) induzierte
Abbildung

AF Fk: xl AF(E)
@ AF(F)

injektiv. Dies zeigt, dass das Bild der Familie

(fi(y5))jeni=1,,r C Ap(k)
in ﬁF (( )) Z-linear unabhingig ist. Ist ¢ : Ap — A die Projektion, so ist go foy; €
A(Fk(z;)) gerade f(z;). Damit folgt die 6. Behauptung und somit auch 4. und
5. g

Bemerkung: Wenn in der Situation des Satzes p eine Galois-Uberlagerung
mit Gruppe T ist, und F'|k galoissch ist, dann ist fiir jede Teilmenge I C N die
Erweiterung Fk(acZ 24 € I)|k galoissch mit Gruppe G(F'|k) x [[;¢;T-
Folgerung: Sei k ein Hilbert-Korper und A|k eine abelsche Varietdt. Sei Tk
eine projektive, glatte Varietdt positiver Dimension derart, dass die folgenden
beiden Bedingungen erfullt sind:
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1. R(T) enthilt einen rein-transzendenten Unterkirper K, iber dem R(T)
eine endliche Galois-Erweiterung mit Gruppe I ist.

2. Es existiert eine endliche Galois-Erweiterung F|k derart, dass
RF(TF,AF) >1
gilt.

Dann ezistiert eine Galois- Erweiterung Q|k mit Gruppe G(F|k)x[[;cn T derart,
dass A(?) von unendlichem Rang ist. Sind T und G(F'|k) abelsche Gruppen, so
ist A(k®) von unendlichem Rang.

Beweis: Sollte bereits A(k) von unendlichem Rang sein, so ist nichts zu zeigen.
Wir nehmen rg(A(k)) < oo an. Nach 1.4.7 existieren offene Mengen () # Ty C T
und U C A, und eine endliche, étale Galois-Uberlagerung p : Ty — U mit
Gruppe I'. Wendet man den Satz an, so erhélt man die Behauptung. [l

3.4 Albanese-Varietidten und Jacobi-Varietiten

Wir wenden nun die Ergebnisse des vorigen Abschnittes im Fall von Albanese-
Varietdten und dann auch im Fall von Jacobi-Varietdten an. Sei k ein perfekter
Korper. (Mir ist nicht bekannt, ob man im Falle eines nicht perfekten Korpers
eine verniinftige Theorie von Albanese-Varietdten hat.) Sei (7', P) eine punk-
tierte, projektive, glatte k-Varietdt. Dann ist der Funktor

F: A~ Mor((T, P),A)

auf der Kategorie AbVary darstellbar durch eine abelsche Varietit nach [La2,
S. 31]. Ist (Albr, AP) ein darstellendes Objekt dieses Funktors, so nennt man
Albr die Albanese-Varietdt. Dann ist

Homy (Albr, A) — Mor}((T, P), A), f+—> Ao f
eine Bijektion. Wir benétigen ein simples Lemma.
Lemma 3.4.1 Sei B eine abelsche Varietdt positiver Dimension und
p:Albr —+ B
ein surjektiver Homomorphismus. Dann ist p o AF nicht-konstant.

Beweis: Wir treffen die Widerspruchsannahme, p o A¥’ wire konstant. Dann
miisste po AP gleich Null sein, da po AP (P) = 0 gilt. Sei A := p~1(0) und A4 die
Zusammenhangskomponente des neutralen Elementes in A. Dann ist A eine ab-
geschlossene, abelsche Untervarietiat von A. Seii : A — Albr die entsprechende
Einbettung. Da p o A¥ = 0 gilt, und 7' zusammenhiingend ist, existiert genau
ein Morphismus h € Mor}((T, P), A), der i o h = A erfiillt. Nach der univer-
sellen Eigenschaft von Albp existiert dann ein k-Morphismus 7 : Alby — A
mit ¢ o j = Id. Daher muss ¢ surjektiv und somit ein Isomorphismus sein. Dies
impliziert p = 0. Da p surjektiv ist, folgt dann B = 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung. g
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Satz 3.4.2 Sei k ein perfekter Hilbert-Korper und T|k eine projektive, glatte
k-Varietit derart, dass R(T) einen rein-transzendenten Unterkdrper K enthilt,
iiber dem R(T) eine Galois-Erweiterung mit Gruppe T ist. Sei B # 0 eine
abelsche Varietit und p : Alby — B surjektiv. Dann ezistiert eine Galois-
Erweiterung Q|k mit Gruppe [[;cnT derart, dass B(Q2) von unendlichem Rang
ist. Ist T abelsch, so ist B(k®) von unendlichem Ranyg.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus 3.4.1 und aus der Folgerung zu 3.3.1. [

Wir kommen zur Anwendung im Fall von Jacobi-Varietdten. Wir geben
zundchst einige allgemeine Informationen zu Jacobi-Varietaten.

Fiir jedes Schema X wird im Folgenden mit Pic(X) die Picard-Gruppe von
X bezeichnet. Pic(X) ist die Gruppe der Isomorphieklassen von lokal freien
Ox-Moduln vom Rang 1 mit dem Tensorprodukt als Vekniipfung. Sei k ein
Korper und X|k ein integres, regulires, algebraisches, separiertes k-Schema.
Dann bezeichnen wir die Gruppe der Weil-Divisoren von X mit Z1(X). Z}(X)
ist die freie, abelsche Gruppe iiber der Menge

XW .= {z € X|Ox, hat Krull-Dimension 1}.

X identifiziert sich mit der Menge der irreduziblen, abgeschlossenen Unter-
schemata der Kodimension 1. Fiir z € X() ist dann Ox , ein diskreter Bewer-
tungsring und die zugehorige Bewertung von R(X) wird mit v, bezeichnet. Die
Weil-Divisorenklassengruppe (auch erste Chow-Gruppe genannt) ist definiert
durch die exakte Folge

R(X)* 4% ZY(X) —» CHY(X) — 0,

wobei

div(f) == Y vi(f)z

J;EX(I)

gesetzt ist. Bekanntlich besteht ein Isomorphismus
CH'(X) — Pic(X), [D] — [£(D)],
wobei fiir einen Divisor D = ) _ va) weyx das zugehorige Geradenbiindel durch
L(D): U H(U,L(D)) :={f € R(X)|vs(f) > —w, Yz € UM}

definiert ist.

Sei nun C|k eine glatte, projektive Kurve. Dann hat man den naheliegenden
Homomorphismus

deg: ZHC) = Z, > wer— Y welk(z): k.
xeCc) reC(1)

Dessen Kern wird mit Z¢(C) bezeichnet und Gruppe der Weil-Divisoren vom
Grad Null genannt. deg faktorisiert sich zu einem Homomorphismus deg :
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CH'(C) — Z mit Kern CH}(C). Man nennt CH}(C) die Gruppe der Divi-
sorenklassen vom Grad Null. Mit Hilfe des Isomorphismus CH!(C) = Pic(C)
erhilt man dann auch den Begriff des Grades eines Geradenbiindels, d.h. man
erhilt einen Homomorphismus deg : Pic(C') — Z, der deg(L(D)) = deg(D) fiir
jeden Weil-Divisor D erfiillt. Man bezeichnet den Kern von deg : Pic(C) — Z
mit Pic’(C). Nach der Riemann-Roch-Formel gilt

x(£(nD)) = ndeg(D) +1 - gc,

d.h. man kann mit Hilfe der Euler-Charakteristik eine ganz von Weil-Divisoren
unabhingige Beschreibung von deg : Pic(C) — Z geben: Fiir ein Geradenbiindel
L auf C ist die Abbildung

n = x(£2") = dimy, (H°(C, £%™)) — dimg (H*(C, LE™))

ein Polynom 1. Grades in n und deg(L) ist sein hochster Koeffizient.

Ist nun p : X — Y ein eigentlicher, flacher Morphismus von noetherschen
Schemata und F' ein lokal freier Ox-Modul von endlichem Rang, so wird fiir
y € Y mit F, das zuriickgezogene Vektorbiindel

(7' (y) = X)'F

bezeichnet. F, ist ein Vektorbiindel auf p~!(y). In dieser Situation weif man
aufgrund von kohomologietheoretischen Argumenten (siehe [M, I1.5.]), dass

y = x(Fy) =Y (=1)¢ dimy,) H(p™" (v), F,)

lokal konstant ist. Sei nun C|k eine projektive, glatte Kurve, X ein k-Schema
und £ ein Geradenbiindel auf C' x; X. Wir bezeichnen mit p : C' Xz X — X
die Projektion. Sie ist eigentlich und flach, da C|k eigentlich und flach ist.
Fiir z € X ist p~l(z) = Cr(z) und L, ein Geradenbiindel auf Cj,y. Falls X
noethersch ist, liefert obige kohomologietheoretische Aussage, dass

X = Z, z — deg(Ly)

lokal konstant ist. Ist £ € p*(Pic(X)), so ist L, = Ocy,,- Dies sieht man mit
Hilfe des kommutativen Diagrammes

Cr)y — Spec(k(z))

\ +
XXkC—> X

und der Tatsache, dass Pic(Spec(k(x))) = 0 gilt. Daher hat es Sinn, die abelsche

Gruppe
_ {L ePic(C xp X)| deg(Ly) =0z € X}

p*(Pic(X))
zu definieren. Ist X noethersch und zusammenhingend und z € X, so gilt
~ {L € Pic(C xy X) | deg(L,) = 0}

p*(Pic(X)) '

PY(X) :

PY(X) :
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Wenn Y ein weiteres k-Schema und f : X — Y ein Morphismus ist, dann hat
man einen Homomorphismus

(Id xj, f)* : Pic(C x; Y) — Pic(C x; X)

und dieser induziert einen Homomorphismus P2 (Y) — P2(X). Man kann leicht
nachpriifen, dass P2(—) ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der k-
Schemata in die Kategorie der abelschen Gruppen wird. Sei E|k ein Erweite-
rungskérper. Dann gilt P2 (Spec(E)) = Pic’(Cg). Die Jacobi-Varietiit versucht
nun diesen Funktor PZ(—) darzustellen.

Satz 3.4.3 Seik ein Korper und C|k eine projektive, glatte Kurve. Es existiert
ein Paar (Jco,n') bestehend aus einer abelschen Varietit Jo|k der Dimension
gc und einer natirlichen Transformation von Funktoren

n' : P&(—) = Morg(—, J¢)
derart, dass fiir jedes k-Schema X mit Morg(X,C) # (0 der Homomorphismus
s : P2(X) — Mory(X, Jc)
bijektiv ist.
Beweis: Siehe [Mi86b]. O
Bemerkung:

1. Falls C'(k) nichtleer ist, so ist 7'y fiir jedes k-Schema X ein Isomorphismus.
Denn Mor (X, C) enthilt dann wenigstens einen konstanten Morphismus.

2. In jedem Fall existiert eine Galoiserweiterung F|k mit Gruppe G derart,
dass C(E) # () gilt. Dann hat man einen Isomorphismus

nx : P2(Tw)€ = Mory(Xg, Jo)¢ = Morg(X, Je),

d.h. (Jc,P) ist darstellendes Objekt des Funktors PS(— ®j E)“Elx, wenn
man

P = njl (Id)

C
setzt. P heifit Poincaré-Garbe.

3. Ist F|k ein Erweiterungskorper und C'(F) # 0, so hat man den Isomor-
phismus

NF = TSpec(F) * PiCO(CF) = JC(F)

Durch Verketten mit dem Isomorphismus Pic’(Cr) = CH}(CF) erhilt
man einen Isomorphismus 7jr : CH} (Cr) = Jo(F).

4. Wir setzen nicht mehr C'(k) # () voraus. Sei F|k ein Zwischenkérper von
k*|k. Dann hat man Isomorphismen ng : Pic?(Cs)“**1F = Jo(F) und
fip 1 CHE(Cys)%IF =2 Jo(F).
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5. Sei X ein k-Schema, f : X — Jc ein Morphismus und £ = 73 (f) das
entsprechende Element von P2(Xjs)®*. Dann ist die zusammengesetzte
Abbildung

Morgs (Spec(k®), Xps) = X (k*) —L+ Jo(k*) = Pic(Cpe)
durch
x> (Idxpx:C Xk k® = C Xp Xps)*L

gegeben. Dies gibt eine relativ anschauliche Vorstellung davon, wie f ar-
beitet.

6. Es gilt Jo ®x E = J¢,, fiir jeden Erweiterungskérper E|k.

Sei nun k ein Korper und C|k eine projektive, glatte Kurve. Sei P € C(k)
ein k-rationaler Punkt. Sei A¢ die Diagonale in C x C. Dann ist

L:=L(Ac — C x {P} — {P} x;, C)

ein Geradenbiindel auf C' x C. Ist @ € C ein (nicht notwendig k-rationaler)
Punkt, so ist

(Crg) = k(Q) xx C = C x, O)' L = L(Q - P"),

wenn Q' den iiber Q befindlichen und P’ den iiber P befindlichen Punkt im
unterliegenden Raum von Cjq) bedeuten. Q' und P’ sind dann k(Q)-rationale
Punkte von Cj ) und somit ist £(Q' — P') vom Grad Null. Sei I € P2(C)
das Bild von £ und AP : C — J¢ der entsprechende Morphismus. Dieser wird,
aus Griinden die etwas spiter klar werden, Albanese-Morphismus genannt. Das
Kompositum

C(R) - Jo(F) = CHY(CY)

ist durch
Q — 1 o AT(Q) = [Q] - [P).

gegeben.

Bemerkung:

1. Das Bild der Abbildung A\ : C(k) — Jco(k) erzeugt ganz Jco(k). Dies
folgt unmittelbar aus der Definition von CH{(C%).

2. Ist Blk eine abelsche Varietéit positiver Dimension und ¢ : Jo — B ein
surjektiver Homomorphismus, so erzeugt das Bild von

)\Poq:C(E) — B(k)

ganz B(k), d.h. g o A¥ ist nicht-konstant. somit ist dann Ry(C, B) > 1.
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Satz 3.4.4 (Jg, \F) ist Albanese- Varietit fir die punktierte Kurve (C, P), d.h.
Homy,(Jr, B) — Mor},((T, P), B), f foAF

ist bijektiv.

Beweis: Siehe [Mi86b]. O

Wir werden vorerst keinen Gebrauch davon machen. Sei nun k ein Korper
und C|k eine Kurve. Wir setzen nicht mehr C(k) # () voraus. Wenn F|k eine
endliche Erweiterung und P € C(F) ein F-rationaler Punkt ist, dann hat man
nach obigen Uberlegungen einen F-Morphismus A\ : Cp — Jo ® F. Ist B
eine abelsche Varietdt positiver Dimension und ¢ : Jo — B ein surjektiver
Homomorphismus, so ist gr o Af' : Cr — Bp nicht-konstant. Daher gilt dann
RF(CF,BF) > 1.

Satz 3.4.5 Sei k ein Hilbert-Kirper und C|k eine projektive, glatte Kurve. Sei
B eine abelsche Varietdt positiver Dimension und q : Jo — B ein surjekti-
ver Homomorphismus. Sei p : C — Py eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe
T. (Ein solcher Morphismus p existiert, falls R(C) einen rein-transzendenten
Unterkorper k(u) enthdlt, iber dem R(C') galoissch mit Gruppe T ist.)

1. Dann existiert eine Galois-Erweiterung Q|k mit Gruppe [[;enT derart,
dass B(Q2) von unendlichem Rang ist.

2. Falls T abelsch ist, so ist B(k®) von unendlichem Rang.

Beweis: Die Haupt-Arbeit ist bereits erledigt. Sei ¢ € Inert(C|Py)NPy(k), z € C
der Punkt iiber ¢t und F := k(z). Dann gilt C'(F) # 0 und F|k ist galoissch mit
Gruppe I'. Wir haben oben gezeigt, dass Ry (Tr, Br) > 1 gilt. Eine Anwendung
der Folgerung zu 3.3.1 liefert die Behauptung. O

Bemerkung:

1. Sei die Situation des obigen Satzes zugrunde gelegt. Sei F'|k ein Zwi-
schenkorper von k*|k und P € C(F). Sei (f1,---, fr) C Mory(Cr, Br)
eine Familie, deren Bild in Mp(Cp, Bp) Z-unabhingig ist, und mit f; =
groAF.

Eine Anwendung des Satzes 3.3.1 gibt dann die folgende detailliertere

Information: Es existiert eine Folge (x;);eny C C(k) derart, dass
(Fv k(.’El), k(l‘z), T )

eine linear disjunkte Folge ist, k(x;)|k fiir alle ¢ galoissch mit Gruppe T
ist und

(f5(zi))ienj=1,-,r C B(k)
Z- linear unabhingig ist. Sogar das Bild dieser Folge in % bleibt Z-
linear unabhingig. Sei E; := Fk(z;). Dann ist f;(z;) € B(E;). Ist Flk
galoissch, so ist F;|k galoissch mit Gruppe G(F|k) x . War F' = k, so ist
G(E;|k) = T. Es besteht immer die Moglichkeit, F'|k galoissch mit Gruppe
I’ zu wéhlen, und dann ist G(E;|k) =T x I
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2. Betrachten wir den Fall ¢ = Id, B = Jo. Wenn C(k) # 0 gilt, wihlen wir
inl. F=kund P € C(k). Dann ist

(A" (2))ien C Jo(k)
Z-linear unabhéngig. Daraus folgt, dass
([zi] — [P))ien C CHy(Cy)
Z-linear unabhiingig ist. Es gilt A (z;) € Jo(k(z;)).

Selbst wenn C'(k) = () gilt, so existiert eine endliche Galoiserweiterung
F|k (man kann G(F'|k) = T' immer einrichten) derart, dass ein P € C(F')
existiert. Dann folgt, dass

(A (7:))ien C Jo (k)

und
([zi] = [P])ien C CHy(Cx)

Z-unabhingig sind. Aber nun ist A¥(z;) nur noch iiber dem Kompositum
E; = Fk(xz;) definiert und G(E;|k) = G(F|k)xI'. (Die Aussage iiber die Z-
unabhiingige Folge in CHj(Cy) hat mit abelschen Varietiten nichts mehr
zu tun. Es wire schwierig, diese Aussage ohne Benutzung der Theorie der
abelschen Varietdten zu beweisen.

3.5 Zusammenfassung der Ergebnisse zu der Frage
von Frey und Jarden

In den letzten Abschnitten haben wir diverse Sdtze zur Frage von Frey und
Jarden bewiesen. Wir stellen in diesem Abschnitt unsere Ergebnisse kurz zu-
sammen und vergleichen sie mit dem, was bisher bekannt war. Wir nennen in
diesem Abschnitt eine Varietét 7" iiber einem Koérper k£ generisch kommuta-
tiv, wenn ihr Funktionenkorper R(T') einen rein-transzendenten Unterkérper
K enthilt, iiber dem R(T) eine endliche, abelsche Galois-Erweiterung ist.

Satz 3.5.1 Sei k ein Hilbert-Kirper und Al|k eine abelsche Varietit positiver
Dimension tber k.

1. Wenn eine generisch kommutative, projektive, glatte k-Varietit T, eine
abelsche Erweiterung F|k und ein nicht-konstanter F-Morphismus Tp —
Ar existieren, so ist A(k®) von unendlichem Rang.

2. Wenn der Funktionenkdrper R(A) einen rein-transzendenten Unterkérper
enthdlt, iber dem R(A) eine endliche, abelsche Galois-Erweiterung ist, so
ist A(k®®) von unendlichem Rang.
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3. Sei T eine punktierte, generisch kommutative, projektive, glatte k- Varietat
und A # 0 ein Quotient von Albp. Dann ist A(k®) von unendlichem
Rang. Insbesondere ist Albp(k®) von unendlichem Rang, falls Albp # 0

gilt.

4. Ist T eine generisch kommutative, projektive glatte Kurve tber k und
A # 0 ein Quotient von Jr, so ist A(k®) von unendlichem Rang. Wenn
gr > 1 gilt, dann ist Jp(k°) von unendlichem Rang.

In der Arbeit [RWO02] wurde von Rosen und Wong folgendes gezeigt: Ist k
ein Zahlkoérper und 7T'|k eine projektive, glatte Kurve positiven Geschlechtes, die
als zyklische Galois-Uberlagerung von PP; realisiert werden kann, so ist Jr (k)
von unendlichem Rang.

Wir behandeln also de facto eine groflere Klasse von abelschen Varietdten
und auch eine groflere Klasse von Grundkérpern. Wir finden interessant, dass
unser Beweis auch im Fall eines globalen Funktionenkérpers &k als Grundkorper
funktioniert. Die Argumente von Rosen und Wong scheinen nicht unmittelbar
auf den Fall eines globalen Funktionenkorpers iibertragbar zu sein.

Man kann auch nicht-globale Funktionenkérper als Grundkorper zulassen,
etwa k = C(u). Wenn dann z.B. A # 0 eine abelsche Varietdt Kurve iiber k
ist, so ist A(k) genau dann endlich erzeugt, wenn die k|C-Spur von A Null ist.
Wenn dies der Fall ist, dann liefert der Satz, dass A(k%°) von unendlichem Rang
ist. Ist dies nicht der Fall, so ist sogar A(k) von unendlichem Rang.

Wir haben bereits in der Einleitung erwidhnt, dass uns keine abelsche Va-
rietdt iiber einem Zahlkoérper bekannt ist, auf die sich unser Satz nicht anwenden
laBt. Dennoch ist es uns nicht gelungen zu zeigen, dass jede abelsche Varietit
die Voraussetzungen des Satzes erfiillt.
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Kapitel 4

Twists superelliptischer
Kurven

4.1 Superelliptische Kurven

Wir erinnern in diesem Abschnitt an einige grundlegende Tatsachen iiber su-
perelliptische Kurven. Weil das in diesem Abschnitt dargelegte Material mit
Sicherheit nicht neu ist, haben wir an dieser Stelle weitgehend auf Beweise ver-
zichtet. Da uns andererseits keine wirklich alle Aussagen, die wir bendtigen,
umfassende Referenz bekannt ist, enthélt die Arbeit einen ausfithrlichen Ap-
pendix iiber superelliptische Kurven.

Sei k ein Korper, S|k eine glatte Kurve und n nicht durch die Charakteri-
stik von k teilbar. (Wir interessieren uns im Folgenden hauptsichlich fir den
Sonderfall, in dem S ein offenes Unterschema von P ist.) Die Kérpererweite-
rung R(S)|k ist regulir, und R(S) ®; k = R(S)k ist ein Korper, der mit R(S)
identifiziert werden kann. Sei fiir den Rest der Arbeit

R(Sp)[Y]

Zulgi(S|k,n) = {f € R(S)~ Yn_f

ist Kérper} .

Sei f € Zul¥*(S|k,n). Dann ist

w71 . BS)[Y]
R(S)[¥/f] = Yo F
ein reguliirer Erweiterungskorper von k, der separabel iiber R(S) ist. Sei S[{/f]
die Normalisierung von S in R(S)[¥/f] und p : S[{/f] — S die Projektion. Dann
ist p endlich und treuflach vom Grad n, und S[{/f] ist eine regulire Kurve.

Ist U C S offen, so hat man einen kanonischen U-Isomorphismus p 1 (U) —
U[¥/f]. Die regulidre Kurve S[{/f] ist i.a. nicht geometrisch regulir, ist es aber
doch, wenn k perfekt ist. Wir setzen

Zul(S|k,n) := {f € Zul¥*(S|k,n) ‘S[ /f] ist geometrisch reguléi,r} .

Die Elemente von Zul(S|k,n) werden n-zuléissige, meromorphe Funktionen
genannt.
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Satz 4.1.1 Sei f € Zul¥ (S|k,n), p: S[/F] = S die Projektion. Sei
B :={P € 8| n teilt nicht vp(f)}

1. Wenn fir alle P € B die Erweiterung k(P)|k separabel ist, so gilt f €
Zul(S|k,n). Ist k perfekt, so gilt Zul(S|k,n) = Zul?*(S|k,n).

2. Sei E|\k ein Erweiterungskérper. Dann gilt Zul(S|k,n) C Zul(Sg|E,n).
Fir f € Zul(S|k,n) gilt S[Y/flg = Se[Y/f]

Sei im Folgenden fiir f € R(S)*
Sf::{s€S|f€(9§’s}

das offene Unterschema von S, das entsteht, wenn man aus S die Null- und
Polstellen von f entfernt. Sei f € Zul(S|k,n). Der folgende Satz gibt unter an-
derem ein genaues Bild von den geometrischen Punkten von p=1(Sy) = S¢[¥/f].
Ist s eine Null- oder Polstelle von £, so findet sich die Information iiber p~1(s)
in 4.1.3.

Satz 4.1.2 Sei f € Zul(S|k) und p : S[/f] — S die Projektion.

1. Sei W = Spec(B) C Sy affin. Dann ist der kanonische W -Morphismus

)

p Y (W) — Spec (

ein Isomorphismus.
2. Insbesondere gilt mit U := p~1(Sy) = S¢[/]]
U(E) ={(s,y) € Sf(E) x E|y = f(s)}

fiir jeden Erweiterungskorper E von k. Man konnte U(E) den sichtbaren
Teil von S[Y/f](E) nennen.

Wir untersuchen die Automorphismengruppe der Uberlagerung S[¥/f] — S
und die Frage, ob diese Uberlagerung eine Galois-Uberlagerung ist.

Bemerkung: Sei in der Situation des Satzes f € Zul(S|k,n) vorausgesetzt.

1. Es bestehen Isomorphismen

Aut(S[VT1IS) = GR(S)[VTIIR(S)) = i N K”.

Die daraus resultierende Operation von u, N k™ auf S¢[{/f](k) ist durch

¢(s,9) = (,¢0)|

fiir ¢ € pp, Nk und (s,y) € S¢[V/F](k) gegeben.
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2. Ist E|k ein Oberkdrper mit pu, C E* (z.B. E = k oder E = k*), so ist
pE : S[¥/fle — Sk eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe

Aut(Se[Vf]|SE) = pn-

3. Genau dann ist p : S[/f] — S eine Galois-Uberlagerung, wenn p,, C k*
gilt.

Wir wollen nun das Geschlecht von Kurven der Form S[{/f] (in Termen von
gs und f) ausdriicken. Da das Geschlecht einer geometrisch reguliren Kurve
eine geometrische Invariante ist, konnen und werden wir uns auf den Fall eines
algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers beschrinken. Sei nun k& algebraisch
abgeschlossen, n nicht durch char(k) teilbar, f € Zul(S|k,n) und p : S[¥/f] = S
die Projektion. Fiir Q € S[{/f](k) sei

eq = nl|{P € S[{/f](k) : p(P) = p(Q)}|"
der (geometrische) Verzweigungsindex.

Satz 4.1.3 Sei C := S[{/f].

1. In obiger Situation gilt

€Q =
Q@ ggT(ny'Up(Q) (f)) )

Ist Q ein Verzweigungspunkt, so muss eq als Teiler von n zu char(k)
teilerfremd sein, d.h. die Verzweigung ist zahm.

2. Sei S projektiv tber k. Dann gilt

2gc — 2 =n(2gs — 2) + Y pega(n — ggT(n,vp(f)))-

Man beachte, dass die Summe endlich ist. Sie erstreckt sich in der Tat
nur tber die Indexmenge {P € S |n teilt nicht vp(f)}.

Sei k ein Korper, n nicht durch char(k) teilbar, f € Zul(S|k,n) und

p:S[’{/}]—)S

die Projektion. Wir nennen einen geometrischen Punkt @ € S [/Fl(k) (fir die
Uberlagerung p : S[{/f] — S) rein-verzweigt genau dann, wenn eg = n gilt.
Ein k-rationaler, rein-verzweigter Punkt ist also ein Punkt @ € S [VFl(k) C
S[/F1(k) mit

{P € S[/F](R) [p(P) = p(Q)}| = 1.

Sei nun P € S(k). Nach obigem Satz liegt iiber P genau dann ein rein-ver-
zweigter, k-rationaler Punkt, wenn vp(f) zu n teilerfremd ist. Die Existenz
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eines rein-verzweigten, k-rationalen Punktes wird in vielen der folgenden Sitze
eine wichtige Rolle spielen. Wir setzen

Zult (S|k,n) ;== {f € Zul(S|k,n) | es gibt einen fiir
S[/f] — S rein-verzweigten,
k-rationalen Punkt}.

Wir interessieren uns hauptséichlich fiir den Fall S = IP;. Daher setzen wir
Zul¥i(k,n) == Zul¥ (P |k, n),
Zul(k,n) := Zul(Py |k, n),
Zult (k,n) := Zul™ (P |k, n).

Ist f € Zul(k,n), so nennen wir die Kurve P;[{/f] eine superelliptische Kur-
ve. Im Fall n = 2 sprechen wir von hyperelliptischen Kurven. Fiir das
Geschlecht superelliptischer Kurven haben wir die folgenden Formeln.

Satz 4.1.4 Sei k ein Korper und n nicht durch die Charakteristik von k teilbar.
Sei f € Zul9"(Py|k,n) von der Form

=P PP e k(t) = R(Py)”,

mit paarweise verschiedenen, irreduziblen, separablen Polynomen P; und mit
nicht durch n teilbaren Zahlen v;. Sei vy = —Y i, v; und C :=P1[{/f].

1. Es gilt f € Zul(Py|k).
2. gc = —2(n—1) + (n — ggT(n,v0)) + 227 deg(Pi)(n — ggT(n, v;)).
3. Gilt vy = --- =wvs =1, so vereinfacht sich die Formel zu

go = 3(n— 1)(der(f) —2) + 5(n — gaT(n, deg(f)).

4. Insbesondere gilt im Fallvi =---=vs =1

. %(n —1)(deg(f) —2) falls n Teiler von deg(f) ist
e = %(n —1)(deg(f) — 1) falls n zu deg(f) coprim ist.

Wenn n prim ist, dann ist die Fallunterscheidung vollstindig.

4.2 Twists superelliptischer Kurven

Sei k ein Korper und X eine k-Varietdt. Unter einem k*|k-Twist (oder kurz:
Twist) von X verstehen wir eine k-Varietdt Y, fiir die ein k°-Isomorphismus
F : Xjs = Yps existiert. Dann induziert F' eine Bijektion F' : X (k%) = Y (k*),
die nicht Gg-dquivariant sein braucht, auler wenn f bereits iiber k definiert ist.
Wir werden sehen, dass X (k) = X (k*)%* stark von Y (k) = Y (k*)%* abweichen
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kann. Wir untersuchen nun Twists superelliptischer Kurven. Dies gibt reichhal-
tige Beispiele fiir das Phdnomen des Auftretens von Twists. Hauptziel dieses
Kapitels wird dann die Untersuchung des Ranges superelliptischer Kurven in
den Familien von Twists sein, die wir hier besprechen.

Fir den Rest der Kapitels verwenden wir die folgenden Notationen. Sei k
ein Korper und n nicht durch char(k) teilbar. Sei f € Zul(k,n) und

Dy =P\ {P € P{|vp(f) # 0}

die offene Teilmenge von P, die entsteht, wenn man aus P; die Null- u. Pol-
stellen von f entfernt. D ist affin als echte, offene Teilmenge von P;.

Ctpn =P [Vf] ist projektives, glattes Modell fir Y™ = f(X).
C’j?,n =P1[¥/D71f] ist projektives, glattes Modell fir DY = f(X).
Jtn sei die Jacobi-Varietit von Cf,,

J l?n sei die Jacobi-Varietédt von C]];?n

pfn  bezeichnet die kanonische Projektion Cy, — P1.

p?’n bezeichnet die kanonische Projektion C’fn — Py.
A¢ :=T(Dy,Op,) sei der Ring der reguldren Funktionen auf Djy.

Upp = p}}l(D ) identifiziert sich mit dem offenen Unterschema
AslY
D[/ f] = Spec (7,{[_—}) von Cfp.
UJPn = (p?n)*l(D ) identifiziert sich mit dem offenen Unterschema

D¢[{/D~1f] = Spec (%ﬂ%) von C’fn.

Wir miissen im Folgenden Morphismen von superelliptischen Kurven kon-
struieren. Dafiir ist die folgende, elementare Bemerkung niitzlich.

Bemerkung 4.2.1 Seien X und Y glatte Kurven. Y sei projektiv iiber k. Seien
0 AU CXund ) #V CY offen.

1. Morg(U,Y) = Morg(Spec(R(U)),Y) = Morg(X,Y).

2. Jeder k-Morphismus U — V 148t sich eindeutig fortsetzen zu einem k-
Morphismus X — Y.

Bemerkung: Seien nun D, E € k*.

1. Wenn D = E mod k*" gilt, so gibt es einen P;-Isomorphismus Cﬁ’n =

C’}E’n. Denn dann gibt es ein w € k* mit D = w™E und der naheliegende
Isomorphismus
AY] AV
Eyn—f DYn—f

von Ag-Algebren induziert einen D ;-Isomorphismus Ufn — U}E’n, Y —

, Y > wY

wY, der sich nach 4.2.1 eindeutig zu einem P;-Isomorphismus F' : Cﬁ’n —
C}E’n fortsetzt. Dann induziert F' eine Bijektion C’]];?n(k) &= C’fn(k) und
einen Isomorphismus Fj : J fn(k) =J fn(k)
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2. Fir D,E € k* beliebig existiert ein w € k% mit D = w"FE. Daher
existiert ein Dy ys-Isomorphismus Uf?n,ks = U]:E,n,ks’ Y — wY, der sich
nach 4.2.1 zu einem Py ;s-Isomorphismus F : Cﬁn,ks = Cfn,ks fortsetzt.
F' braucht nicht {iber £ definiert sein. Somit ist C’}Em ein k*|k-Twist von

C’fn. F' induziert eine Bijektion

CP.(k*) = CF, (k)

die nicht Gg-dquivariant sein braucht und einen Isomorphismus

T 0 (K*) = 5, (k°),

der nicht Gg-linear sein braucht. Cﬁ’n(k) und Cfn(k) (bzw. an(k) und
J }En(k)) konnen stark voneinander abweichen. Wir werden spéter sehen,
dass z.B. rg(J, (k)) # rg(J 7, (k)) gelten kann.

Besonders wichtig ist der Fall E = 1. Sei D € k™ und w € k°* mit w™ = D.
Wendet man Teil 2 der obigen Bemerkung mit £ = 1 an, so erhilt man einen
Py s-Isomorphismus

Fg. Cﬁ’n,ks > Clpfes-

Fir (z,y) € UR, (k) = {(z,y) € Dy(k*) x k*| Dy" = f(x)} gilt

F? (2,) = (a,0y)-

Proposition 4.2.2 1. Cfn ist ein k*|k-Twist von Cy,,.

2. Fiiro € Gy, sei &(0) := w1 € py,. Wenn man py, in naheliegender Weise
mit Autys (Crp ps |P1gs) identifiziert, dann gilt

(Ffp)” =&(0) o F,,

fiir alle 0 € Gj,.

Beweis: Nur die zweite Behauptung ist noch zu zeigen. Sei F' := Fy,. Es geniigt
FUWﬁn,ks =¢(o) OF‘Ufn,kS nachzuweisen. Sei (z,y) € Ufn(ks) beliebig. Dann
gilt

-1 -1 -1 -1

Fo(z,y) =F(° ,y° )= ,wy’ )7 =(z,0y).
Ferner berechnet man

o—1

¢(0) o F(z,y) = w” (z,wy) = (z,0” 'wy) = (z,0%y).
0

Wir erinnern daran, dass fiir k-Varietdten X und Y das Bild der kanonischen

Injektion
1 : Mory (X, Y) — Morys (st s Yks)
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gerade Morys (Xps, Yys )% ist. Ein k*-Morphismus Xjs — Yjs ist ganau dann
iiber k£ definiert, wenn er im Bild von ¢ liegt.

Folgerung: Genau dann ist Fe - lef?n,ks = Cypps tUber k definiert, wenn
wo™t =1 fiir alle o € G}, gilt, d.h. genau dann, wenn w € k* gilt.

Die im allgemeinen nicht Gg-dquivariante Bijektion

Fy o O]%?n(ks) &~ Cpn(k®)

induziert durch Einschrinkung eine Injektion FY, : Cﬁn(k) — C¢n(k®). Das
Bild dieser Injektion wird in aller Regel von C'y , (k) abweichen, aufier wenn Fy,
bereits iiber k definiert sein sollte. Vollig analog induziert der Isomorphismus

(¢ ) Jﬁ’n(ks) — Jrn (k%)

eine Injektion an(k) — Jfn(k?), deren Bild von J¢, (k) abweichen kann. Die
folgende Proposition gibt eine explizite Beschreibung der Bilder.

Proposition 4.2.3 Fiir o € G}, sei £(0) := w®~ L. Wir identifizieren u, mit
Aut(C’f,n,ksHP’l,ks).

1. Durch Restriktion von F“jn erhdlt man eine Bijektion

C’fn(k) > Cp (k%) := {P € Cy,(k®) | P7 = £(0)P Vo € Gy}

2. Durch Restriktion von (F{,). erhdlt man eine Bijektion

TP (k) = T (k)¢ := {P € Jpn(k®) | P7 = £(0). P Vo € Gy}

Beweis: Sei F := F¢,. Nach obiger Proposition 4.2.2 gilt F7 = {(0) o F fiir
alle o € GYy,.

1. Sei P € Cfn(ks). Dann gilt
PeCp, (k) <= P°=PVYocGy

& F9(P%)=F’(P)Vo € Gy
> F(P)? =¢&(o)F(P)

2. Wegen (F,)? = (F7), folgt
(F)7 = &(0)« o F.

Eine zu der Rechnung in 1. véllig analoge Rechnung liefert die Behaup-
tung.

O
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4.3 Der Rang elliptischer Kurven in Familien von
Twists

Dieser Abschnitt dient als Motivation fiir die folgenden Abschnitte. Wir zitieren
einen Satz iiber den Rang elliptischer Kurven in Familien quadratischer Twists,
der dann im Rest der Arbeit verallgemeinert werden soll. Dieser Satz entsteht
als Kombination von Ergebnissen von Gouvéa und Mazur, von Stewart und
Top und von Rubin und Silverberg. In der Arbeit [RS02] findet sich eine Uber-
sicht iiber die Resultate, die im Erscheinungsjahr 2002 bereits bekannt waren.
Es gibt ein sehr aktuelles Preprint [RS04], das Ergebnisse enthélt, die in der
Zusammenfassung in [RS02] noch nicht erwihnt sind.

Sei f € Q[X] ein quadratfreies Polynom von Grad 3. Dann gilt f € Zul(2, Q)

und wir setzen
Ef :=Cfy =P1[\VD1f]

fir D € Q*. Sei E := E} Dann ist EJP das projektive glatte Modell der affinen
Kurve
DY? = f(X).

E']P ist eine elliptische Kurve.
Fiir D € Q* und o € Gy, sei {p(o) = VD’ ", Des weiteren sei

rP = rg(EP (Q)) = rg(E@)P).

M} (z) .= |{D € Z\ {0} | D quadratfrei, |D| < 2, rfD >r}.

Uber die Riinge elliptischer Kurven in Familien quadratischer Twists ist nun
unter anderem folgendes bekannt.

Satz 4.3.1 (Gouvéa, Mazur, Stewart, Top, Rubin, Silverberg)

1. Sei f(X) € Q[X] quadratfrei vom Grad 3. Dann gilt M}(z) >z (fir
z = 00).

2. Sei f(X) := X3+ aX + b mit ab # 0. Dann gilt M]%(z) > log%. Falls

f(X) tberdies keine rationale Nullstelle besitzt, so gilt sogar M]% (2) > ¥=.

3. Sei f(X) = X3 - X oder f(X) = X(X —a)(X — c%a) mit a € Q° und
ce Q*\ {£1}. Dann gilt M;’(z) > ¥z,

4. Sei f(X) = X(X — 1)(X — 15%) mit a € Q\{0,1,—1}. Dann gilt
lim M3%(z) = oo.
Z—>00 f

5. Falls die Paritdtsvermutung gilt, so gilt

fir jedes quadratfreie f(X) € Q[X] von Grad 3.
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6. Falls die Paritatsvermutung gilt, so gilt
M}l(z) > /z

fiir f(X) = X3~ X oder fiir f(X) =X(X —a)(X —c2a) mita € QX und
ceQ\ {£1}.

7. Sei f(X) = X(X - 1)(X — %) mit

a€ {2,5,6,7,8,12 13, 14,15,16,17,18,21,22,23
24,25, 26,28, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 39, 40, 41}.

Wenn die Parititsvermutung gilt, so gilt lim Mf5(z) = 00.
zZ—00

Fiir den Beweis dieser Aussagen siehe [RS01], [RS02], [RS04] und [S04] so-
wie [GM91] und [ST95]. Ohne Benutzung der Paritédtsvermutung ist, soweit der
Autor wei}, nicht einmal klar, ob M2f (x) = oo fiir jedes quadratfreie Polynom
f(X) von Grad 3 gilt. Des weiteren scheint ohne Verwendung der Parititsver-
mutung nicht bekannt zu sein, ob ein quadratfreies Polynom f(X) vom Grad
3 derart existiert, dass Mg () — oo gilt. Honda hat in [H60] eine Vermutung
ausgesprochen, die folgendes impliziert.

Vermutung 4.3.2 (Honda) Fir jedes quadratfreie Polynom f(X) € Q[X]
vom Grad 3 ezistiert eine nur von f(X) abhingende Konstante C derart, dass
fiir alle D € Q*

rf =1g(Ef(Q) < C

gilt.

Rubin und Silverberg bemerken in [RS02], dass heute manche Mathemati-
ker vermuten, dass obige Vermutung von Honda falsch ist. Sollte die Aussage
obiger Vermutung falsch sein, so impliziert dies offenbar die folgende Rang-
Vermutung fiir elliptische Kurven.

Vermutung 4.3.3 Fiir jedes r > 0 existiert ein quadratfreies Polynom f(X) €
Q[X] von Grad 3 mit rg(E¢(Q)) > r.

Die Vermutung von Honda ist demnach duflerst umstritten. Wir schildern
nun, in welcher Weise wir den obigen Satz 4.3.1 verallgemeinern wollen.

1. Wir wollen eine gréfiere Klasse von Grundkérpern, ndmlich die Klasse der
endlich erzeugten Hilbert-Korper, zulassen.

2. Wir werden eine groflere Klasse von Kurven untersuchen. Wir interessie-
ren uns im Folgenden fiir Twists superelliptischer Kurven Cf ,.

Sei k ein Hilbert-Korper. Sei f € Zult(k,n) und r € N. Wir interessieren
uns dann fiir die Frage, ob die Menge

X}, :={D e k*/n|rg(J, (k) > r}
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unendlich ist. Man beachte, dass fur D, F € k* mit D = E mod k*" die Kur-
ven O, und Cf, k-isomorph sind und somit J£ (k) = Jf, (k) gilt. Wir zihlen
oben Klassen von D modulo £*", da wir offensichtlich k-isomorphe Twists nicht
doppelt zdhlen wollen. Wir werden im Folgenden unter anderem zeigen.

1. Ist g(Cyp) > 1, so gilt |X}c’n| = 00.

2. Fiir jedes r € N und jedes n > 2 gibt es unendlich viele f € Zult(k,n)

mit [ X7 | = ooc.

3. Sei f € Zul*(k,2) und 7 := rg(Endg(J2)). Dann ist | XF ol = 0c.

4. Es gibt Beispiele fiir Polynome f € Zul'(k,2) derart, dass |X]2c’r2\ = 0
gilt, wenn man r := rg(End(Js2)) setzt.

Des weiteren interessieren wir uns im Sonderfall £ = Q fiir asymptotische
Aussagen, die analog zu den asymptotischen Aussagen in 4.3.1 sein sollen. Dazu
setzen wir

M}, (2) == |{D € Q" | D n-frei, | D| < z,7g(JF,(Q)) > r}|
fir f € Zul™(Q,n), r € Nund z € R. Im Sonderfall ¥ = Q kénnen wir dann z.B.

die erste obige Aussage verschirfen zu der Aussage, dass im Fall g(Cy,) > 1
M},n(z) > 2¢log(z) 2

mit einem € > 0 gilt. Auch die anderen drei Aussagen kénnen zu einer asym-
ptotischen Aussage verschirft werden.

4.4 Twists vom Rang 1

Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Koérper und n > 2 nicht durch char(k) teilbar.
Wir behalten die zu Beginn des Abschnittes 4.2 eingefithrten Notationen bei.
Wir zeigen nun, dass fiir f € Zul™ (k,n) mit g(C,) > 1 unendlich viele D €
k* /n existieren, fiir die der Rang rg(J fn(k)) des entsprechenden k*|k-Twists
positiv ist. Wir werden unseren Beweis wesentlich auf den Spezialisierungssatz
2.3.6 stiitzen.

Sei f € Zul(k,n) und A eine abelsche Varietét iiber k. Sei A C Mory(Cf,p, A)
eine Untergruppe. Fiir Q € Cy,,(k°®) sei

nQ : Morg(Cyn, A) — A(K®), g = 9(Q)

die entsprechende Spezialisierungsabbildung. Des weiteren setzen wir

S(Cn, A, A) == {t € Dg(k)|
VQ € Crn(k?) :ppn(Q) =t = ker(ng) NA = {0}}.

Ferner sei S(Cfn,A) := S(Cfn, A, Morg(Cfp,A)). Wir erinnern daran, dass
Dy das offene Unterschema von Py war, das entsteht, wenn man die Null- und
Polstellen von f entfernt. Somit gilt S(Cy,,, A,A) C Ds(k) C Py (k).

Bemerkung:
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1. Ist A’ C A eine Untergruppe, so gilt

S(Ctmr A) C 8(Cpny A, A) C S(Cpiny A N').

2. Da k endlich erzeugt ist, muss A(k) nach dem Mordell-Weil-Theorem
endlich erzeugt sein. Der Spezialisierungssatz 2.3.6 liefert, dass S(Cf,y, A)
eine Hilbert-Menge enthélt. Da k ein Hilbert-Korper ist, muss S(Cf,p, A)
unendlich sein.

3. Wir werden spéter sehen, dass im Zahlkorperfall unter geeigneten Zu-
satzvoraussetzungen an A sogar Py (k) \ S(Cfn, A, A) endlich ist, wihrend
P1(k) \ S(Cfn,A) nicht endlich sein muss. O

Wir haben in 4.1.2 gesehen, dass
Urn(k®) ={(z,y) € Dy (k") x k* |y" = f(z)} C Cpn(k?)

gilt. Fiir jedes a € k* wihlen wir nun ein fiir alle mal eine n-te Wurzel /a.
Fir t € Df(k) gilt f(t) € k* nach der Definition von Dy und

{Q € Cpnlk’) [prn(@) =t} ={(, CV/F() [C € pn}

hat n Elemente. Zusammen mit der Definition von S(Cf,, A, A) ergibt sich
unmittelbar die folgende Proposition.

Proposition 4.4.1 Seit € S(Cy,, A, A) C Dg(k) C Pi(k).

1. Fir Q := (t, ¥/ f(t)) ist die Restriktion der Spezialisierungsabbildung
nolA — A(k(Y/f(t))) C A(k?®) injektiv. Insbesondere gilt

rg(A) < rg(A(K(Y/f(1)) Vi€ S(Cpn, A, A).

2. Wenn (f1,---,fr) CA C Morg(Cyp,A) eine Z-linear unabhdngige Fami-
lie ist, so ist die Familie

(fr(t, V@), fr(t, /£ (7)) C A(R(Y/ f(2)))
Z-linear unabhdangig.

Sei nun g(Cy,,) > 1, P € Cy,,(k) ein k-rationaler Punkt und A* : Cy,, —
Jtn der entsprechende Albanese-Morphismus mit A”(P) = 0. Wir werden nun
obige Proposition in dem Spezialfall A = J;, anwenden, wobei wir fiir A die
von dem Albanese-Morphismus A" erzeugte Untergruppe von Mory(Cy p, J¢,)
nehmen, d.h.

A == ZAF C Mory(Cy o,y Jf.0)-
Weil wir g(Cy,,) > 1 vorausgesetzt haben, muss A Rang 1 haben.

Folgerung: Seit € S(Cyn, I, ZNY) C Dg(k) C P1(k). Dann ist

Mo 1/ 75 (A7) = N (8 V@) = [P = [t, /F@) € Jpalh?)

79



ein Nicht-Torsionspunkt.

Die Grundidee in unserem Beweis dafiir, dass (s, unendlich viele Twists
vom Rang 1 > hat, ist die simple Beobachtung, dass Jy,(k%)%/® = Jig)(k)
gilt, und [P] — [t, 3/f ()] in J;, (k%)% liegt, wenn P rein-verzweigt ist, und
Erry(0) = & f(t)gi1 fiir o € Gy, gesetzt wird.

Seinun D € k* und w := ¥/D € k%%. In Abschnitt 4.2 haben wir den
k?-Isomorphismus

F}‘:n : Cf'D,nykS % Cf7n7ks

betrachtet, der F¢, (x,y) = (z,wy) fir (z,y) € UP, (k*) C CP, (k*) erfiillt. Sei
¢p(o) = w?~! fiir ¢ € Gy. Dann induziert F¢, nach 4.2.3 eine Bijektion

CPn(k) = Cpp(k*)EP

Fiir jedes f € Zul'(k,n) wihlen wir nun einen k-rationalen, reinverzweigten
Punkt Py, € Cfpn(k). Dann gilt wegen der k-Rationalitdt P7, = Py, fiir alle
o € Gy und wegen der reinen Verzweigtheit (P, = Py, fur alle ¢ € p, =
Aut(Cfp s |P1gs). Somit gilt Py, € Ct . (k°)5P und

PD

o = (Fg,) " (Pra) € OF, (k)

ist k-rational! Dann ist Pf]?n ein fiir die Uberlagerung C’fD’n — P; reinverzweigter,
k-rationaler Punkt.

Satz 4.4.2 Sei f € Zult(k,n), P := Psy, und t € S(Ctn,Jn, A\PZ). Sei
g(Cf,’n) > 1.

1. Es gilt

NP(t, 3/F() = [Pral = [t, /F(@)] € Tpn(k*)510

und dieser Punkt ist ein Nicht-Torsionpunkt.

2. Der Punkt

(PLO) —[t,1) € 71D (k)

,T

ist Nicht-Torsion. Somit gilt rg(J]{(t)(k)) > 1.

s
Beweis:

1. Nach der Folgerung zu obiger Proposition 4.4.1 ist AT (¢, ¢/f(t)) = [P] —
[t, ¥/ f(t)] ein in Jf,(k®) liegender Nicht-Torsionspunkt. Wir zeigen dass
er in dem zu § := {;(;) gehorenden Eigenraum liegt. Einerseits gilt

N, /)7 = [P7]=((t, 3/ (1))

(2

[P]—=1t, &/ f () ]-
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Andererseits gilt

E@):AT(L /(1) = [€(0)P] = [E(o)(t, ¥/ F(1))]

[
= [PI=[¢00) V()]
= [P)-[t /1) /7]
= [PI-[t V1) ]

2. Sei w:= {/(?). Dann gilt Fy, (P) = Py, = P,

Fgn(t1) = (tw) = (¢, ¥/ £ (1))

und somit
(Fg,)([PLY] — [t,1]) = [P] - [t, /7 ())-

Da (Fj‘?jn)* ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung.

Fir f € Zul(k,n) und H C Dy(k) sei

B¢, (H) :={f(t) mod k*"|te€ H} C k*/n.

Man beachte, dass f(t) € k* fiir ¢ € Ds(k) nach der Definition von Dy gilt.
By ,,(H) ist also das Bild von f(H) in k* /n. Des weiteren sei

Xt ={D€k*/n]| rg(Jf’)n(k)) >r}.

Unser Anliegen ist im Moment zu zeigen, dass X},n unendlich ist. Unmittelbar
aus obiger Proposition folgt:

Folgerung: Sei die Situation des obigen Satzes zugrunde gelegt. Sei H :=
S(CtmyJtn, ZNY). Dann gilt By ,(H) C X}c,n.

Es bleibt zu zeigen, dass in obiger Situation By, (H) unendlich ist. Dies ist
eine einfache Konsequenz aus der Hilbert-Irreduzibilitét.

Proposition 4.4.3 Sei f € Zul(k,n) und H C Dg(k) C Py(k) eine Hilbert-
Menge. Dann ist By, (H) unendlich.

Beweis: Wir betrachten die étale Uberlagerung p : Ufn — Dy vom Grad d.

Fir t € Dy(k) gilt
_ kY]
1 —
70 =S ()
und somit ¢ € Inert(Uy,,|D¢) genau dann, wenn Y — f(t) irreduzibel ist. Nach
2.1.8 gibt es eine Folge (¢;)ieny C H derart, dass

(P27
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eine linear disjunkte Folge von Korpern ist. Y™ — f(¢;) ist dann irreduzibel fiir
alle 7. Fir ¢ # j gilt dann f(¢;) # f(t;) mod £*", denn sonst wére Ynk#

f(t:)
k-isomorph zu Yﬂk—[ii;gtj)’ im Widerspruch zur linearen Disjunktheit. Es folgt,
dass By, (H) unendlich ist. O

Wir fassen zusammen:

Satz 4.4.4 Sei f € Zult(k,n) und g(Cyp) > 1. Sei H := S(Ctp, I, ZAFF),
Dann sind Byn(H) C X},n unendliche Mengen.

4.5 Generische Twists

Wir werden nun das Ergebnis des vorigen Abschnittes verschirfen. Sei k ein
Korper und n > 2 zu char(k) teilerfremd. Zur besseren Unterscheidung be-
zeichnen wir im Folgenden den kanonischen Isomorphismus

pin = Aut(Cfn s [Py s )

mit py,. Dann gilt

prn(C)(@,y) = (2,Cy)
fir (z,y) € Uspn(k®) und ¢ € py. Des weiteren sei fir f,g € Zul(k,n)

Mor;(Cg,n, Ctn) = {h € Mory(Cyn,Csn)|psn(C) 0 s = hys 0 pgpn(C) VC}

und

Moty (Cyns Tyn) := {h € Mory(Cy,ns Jgn) [ prn(Q) © hgs = Tigs © pgn(QV C}-

Wie im vorigen Abschnitt wihlen wir fiir D € k* eine n-te Wurzel YD €

kE** und setzen {p(o) := VD" fir o € G- Wir gehen in diesem Abschnitt
folgendermaflen vor:

1. Wir werden feststellen, dass fiir h € Mor; (Cy.n, J¢,,) und ¢t € D¢(k)
At R/g(0)) € Trn(k)oo 2 T4 (k)
gilt.
2. Nach dem Spezialisierungssatz folgt dann
rg(Mor (Cyns Jpn)) < rg(J]g,(;)(k))
fiir alle ¢ € S(Cyyny Jfns Mory (Cyns 1))

3. Wenn f in Zul" (k, n) liegt, g(Ct,) > 1 gilt und g von der Form f o h(X)
mit einer nicht-konstanten, rationalen Funktion h € k(X)* ist, dann
ist Mor} (Cygn, Jfn) von positivem Rang. (Im néchsten Abschnitt wer-
den wir sehen, dass bereits rg(Mor} (Cfn,Js,)) beliebig groBe Werte
annehmen kann. Manchmal gelingt es ein g mit rg(Mory(Cyp, Jtn)) >
rg(Mory(Cfn, Jfn)) anzugeben.)
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4. Am Ende des Abschnittes geben wir eine Interpretation der Gruppe
Mor; (Cy.n, Jf.1)
in Termen von k(X)*|k(X)-Twists von Jg, ® k(X).
Proposition 4.5.1 Seien f,g € Zul(k,n).
1. Sei h € Mor} (Cy ., Cy,) und t € Dy(k). Dann gilt

h(t, 3/g(1) € Cp(k*)ss® 2 CL (k).

2. Sei h € Mor} (Cyn, Jsn) und t € Dy(k). Dann gilt

h(t, 3/9(®)) € Jpa(k®)so® 2 T4 (k).

3. Wenn g(Cyp) > 1 gilt, und P ein fir pg, rein-verzweigter, k-rationaler
Punkt ist, dann ist die Albanese-Abbildung AT : C¢n — Jpn ein Nicht-
Torsionselement in Mor} (Ct.n, Jtn).

4. Wenn f € Zul"(k,n) und g(Cy,) > 1 gilt, und Mor (Cygpn,Ct,y) einen
nicht-konstanten k-Morphismus enthdlt, dann gilt

rg(Mor:(Cg,n, Jfn) > rg(Mor;(C’f,n,me)) > 1.

Beweis: Wir verzichten auf den Beweis von 1., da er vollig analog zu dem
Beweis von 2., den wir nun fiithren, verlduft. Es gilt

h(t, ¥/g(1))” = h(t°, ¥/g(t)
= h(t,&4u)(0)/g(t)) =
= h(&yt)(0)(t, /(1)) = &gty (0)«h(t, 3/9(2))-

Daher liegt h(t, $/g(t)) in Jp,(k*)®. Dass Jy, (k)% =2 J]‘(f,(??(k) gilt, wurde
in 4.2.3 bewiesen. Somit ist die 2. Behauptung bewiesen.

Wir kommen zum Beweis der 3. Behauptung. Wegen g(Cf,) > 1 ist A¥
Nicht-Torsion. Es geniigt zu zeigen, dass fiir ¢ € u,

Moo 0 01 (O|Usn = £ () 0 M Ui
gilt. Sei (z,y) € U (k*). Dann gilt

M(prn(Q)(@,y) = Ap(z,Cy) = [P] - [z,(y] =
= [CP] — [z, ¢yl = psa(C)«([P] = [x,Cy]) =
= pf,n(C)*()\P(xvy))'

Wir zeigen nun die 4. Behauptung. Sei ¢ € Mor} (Cy , Cf,,) nicht-konstant.
Dann ist ¢ surjektiv. Der Homomorphismus

v : Mory(Ctn, Jtn) = Morg(Cyn, Jfn), h—= hoc
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ist somit injektiv. Offenbar erhilt man durch Restriktion von v einen Homo-
morphismus

MOI“I_:(Cf’n, Jf,n) — MOI“;:(Cg,n, Jf’n),

der injektiv ist. Daraus folgt die 4. Behauptung.
O

Ist f € k(X) eine rationale Funktion und g € k(X) nicht-konstant, so
bezeichnen wir mit f o g die rationale Funktion, die entsteht, wenn man ¢ in f
einsetzt. Z.B. gilt fo X = f oder X?0 (X +1) = (X +1)2. Sei f € Zul(k,n) C
kE(X)*. Dann setzen wir

Zulg(k,n) := {g € k(X) | g nicht-konstant, f o g € Zul(k,n)}

und

Zul}'(k,n) := {g € k(X) | g nicht-konstant, f o g € Zul*(k,n)}.

Sei nun f € Zul(k,n) und g € Zuly(k,n). Wir werden nun zeigen, dass
Mor} (Cfogn: Ctn) # 0 gilt. g € k(X) = R(P;) induziert einen k-Morphismus
P; — Py, den wir wieder mit g bezeichnen. Dieser induziert seinerseits einen k-
Morphismus ¢g|Df.q — Dy. Des weiteren hat man einen k-Morphismus c’f’ o
Utogn =+ Ufp, X = g(X),Y — Y, der sich nach 4.2.1 fortsetzt zu einem
k-Morphismus

‘Cf’g’n : Cfog,n — Cf’n. ‘

Das Diagramm
Cf.g.n
Cfog.m 7 Cin

1 +

P, L P

ist kommutativ. Fiir (z,y) € Ufogn(k®) C Crog(k®) gilt

ctan(T,y) = (9(2),y).

cf.gn ist nicht-konstant. Sonst wére, da in obigen Diagrammen die vertikalen
Pfeile surjektiv sind, g konstant, was nach Voraussetzung nicht der Fall ist.

Proposition 4.5.2 FEs gilt

Cf,g,n € MOI']—:(Cng,n, Cfvn)'

Beweis: Sei ¢ := cf 4,. Wir zeigen, dass

cks © Pfogn(C|Usogn = pgn(C) © ks [Usog
fir alle ¢ € p,, gilt. Sei (z,y) € Ufogn(k?). Dann gilt

pgn(Q)(z,y)) = clz,qy) =
= (9(2),Cy) = pra(O)(9(2),y) =
= pra(Q)(c(z,y))-
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O

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes. Wir erinnern
daran, dass wir fiir f € Zul(k,n) und H C Dy(k)

Bpn(H) == {f(t) modk*"|te H} Ck*/n

und

X7, ={D € k*/n|rg(JP, (k) > r}

gesetzt haben.

Satz 4.5.3 Sei f € Zult(k,n), g € Zul¢(k,n) und g(Cyp) > 1.

1. Es gilt

rg(Mor; (Cogm, Jf,n)) > 18(Mory (Cy ., Jpn)) > 1.

2. Fiir alle t € H := S(Cfogn, J.n: Mo} (Cogns J5n)) gilt

(170 (k) > rg(Mor (Cogn, J1n)-

3. Seir :=rg(Mor} (Ctogn: Jtn)). Dann sind Bogn(H) C X%, unendliche
Mengen.

Beweis:
1. Man kombiniere 4.5.2 mit 4.5.1.

2. Seit € H und Q := (¢, ¥/(f o g(t)). Dann ist nach der Definition von H
die Spezialisierungsabbildung

ng : MOI‘,—:(Cfog’n, me) — Jf,n(k,‘s), h — h(Q)

injektiv, und H ist eine Hilbert-Menge. Das Bild von Mor; (Cfogn, Jfn)
unter 7g ist in Jy, (k*)%/°s) enthalten nach 4.5.1. Ferner gilt

Jf,n(ks)ffog(t) ~ J}c,jlg(t)(k)
nach 4.2.3 Daraus folgt sofort die Behauptung.

3. Dass Byogn(H) C X7}, gilt, ist nur eine Umformulierung von 2. Nach
4.4.3 ist Bfog n(H) unendlich.

O

Bemerkung:
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1. Die Aussage des Satzes ist bereits im Sonderfall g(X) = X interessant. In
diesem Sonderfall liefert der Satz, dass fiir alle ¢ innerhalb einer geeigneten
Hilbert-Menge H

rg(JIW (k) > rg(Mor} (Cpm, Jn)

n

gilt.
2. Manchmal gelingt es, g so zu wihlen, dass
Mor} (Cyotm, J.n) > Mor} (Cn, Jf.n)
gilt. Im nichsten Abschnitt beweisen wir eine obere Schranke fiir
rg(Mor; (Ctn; J1n)),

welche nahelegt, dass man die Untersuchungen nicht auf den Fall g(X) =
X beschrinken sollte. Siehe 4.6.3.

Seien f,g € Zul(k,n). Wir geben nun eine alternative Beschreibung fiir
die im Satz wichtige Zahl rg(Mor} (Cyn, Jt,)) in Termen von so genannten
generischen Twists.

Sei K|k ein beliebiger Erweiterungskoérper und D € K*. Dann gilt f(X) €
Zul(K,n) und somit auch D~ f(X) € Zul(K,n). Wir setzen

Cf?n,K = Pl,K[ v D_lf]

und bezeichnen die Jacobi-Varietit dieser K-Kurve mit J fn, i+ Die Projektion
Cfn,K — Py x wird mit p?, nx Dezeichnet.

Bemerkung 4.5.4

1. Wendet man die Proposition 4.2.2 mit K statt £ an, so ergibt sich, dass
C’anK ein K°|K-Twist von Cf,  ist.

2. Sei w € K* mit w" = D. Fiir 0 € G sei x(o) = w’~1. Dann gilt
O, (K) 2= Cpn(K*)¥ :={Q € Cpn(K*) | Q7 = pyn(X(0))Q Vo € G}
und
T i (K) 2 Jpn (KX = {Q € J5n(K*) | Q7 = psa(x(0))Q Vo € G}
Um dies zu beweisen, braucht man nur 4.2.3 mit K statt k¥ anzuwenden.

Sei nun T eine Unbestimmte, K = k(T) und D(T) € Zul(k,n) C K(T).
D(T)

Wir nennen die K-Kurven der Form C i di€ generischen Twists von Cy .

C’fD’gl){ ist demnach projektives glattes Modell fiir die affine Gleichung



Dies ist eine Kurve iiber K = k(T). R(Cpy,) ist k-isomorph zu

K]

K[X D(T)]:m

und wir wihlen ein fiir alle mal eine Einbettung dieses Korpers in K*, entlang
derer wir ihn als einen Unterkorper von K? auffassen diirfen.

Bemerkung: Fiir 0 € Gk sei x(o) := \"/D(T)a_l. Dann gilt

CPIMK) = Cpn(K(}/DT)))X :
{P € Cra(K (YD) | P = psa(x(0)P Vo € Gx}

und

TPOUK) = Jpa(K (/D)X -
{P € J;u(K(3/D(T))) | P° = psn(x(0))P Vo € Gi}.

Beweis: Nach obiger Bemerkung 4.5.4 gilt
Cpmp(E) = {P € Cra(K*) | P = ppalx(0)) P Vo € Cic}.

Des weiteren gilt x(o) = 1 fiir 0 € G(K*|K({/D(T))). Daraus folgt leicht die 1.
Behauptung. Der Beweis der 2. Behauptung kann v6llig analog gefithrt werden.
O

Wir bezeichnen nun fiir jeden Oberkérper F|k die kanonische Bijektion

MOI‘E(CDm’E, Cf,n,E) = Cf,n(R(CD,n,E)) = Cf,n(E(T, \n/ D(T)))

mit ¢ und den kanonischen Isomorphismus

MOI‘]C(CD’nVE, Jf,n,E) = Jf,n(R(CD,n’E)) = Jf,n(E(T, 2V D(T)))
mit jg.

Satz 4.5.5 1. Es gilt

Mor}; (Cpn, Cpn) = Cra(K(3/D(T))X = CLL(K).

,

Die linke Bijektion ist die Restriktion von 1.

2. Ferner gilt

Morf (Cp, J1n) 2 Jpa(K(3/DD))X = TP LK),

n,

Der linke Isomorphismus ist die Restriktion von jg.
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Beweis: Wir beweisen nur die 1. Behauptung, weil der Beweis der 2. Behaup-
tung vollig analog zum Beweis der 1. Behauptung gefithrt werden kann. Sei
E := k(py). Wenn wir wiiiten, dass die G gj-lineare Bijektion ig durch Re-
striktion eine Bijektion

Morf(Cpm5, Crnp) = {P € Cpa(E(T, {/D(T))]
P? = pin(x(0))P Vo € Gy}

induziert, so wiren wir fertig, denn dann folgt die Behauptung durch Anwenden
des Funktors —“#Ix,

Wir diirfen also annehmen, dass p, C k gilt und somit K(3/D(T))|K ga-

loissch ist. o1
x : G(K(Y/D(T))|K) = pn, 0 {/D(T)

ist ein Isomorphismus von Gruppen. Sei v : Spec(K({/D(T)) — Cp, die
kanonische Abbildung. Sei h € Mory(Cpn,Ctp) und P :=iy(h) = v o h. Man
beachte im Folgenden, dass das Diagramm

SpeC(K(: D(T)) SpeC(K(: D(T)))

Con g,
kommutiert. Sei G := G(K({/D(T))|K). Dann gilt:

h o pD,n(C) = pf,n(C) o h V(€ pn
hoppn(x(o)) = psn(x(o)) ochVo e G
hoppn(x(o))ov=psu(x(o))ohovVoeG
hovoo=psn(x(o)) oPVoeG
Poo=psn(x(o))oPVoed.

h € MOI‘;(CD,n, Cf,n)

rrone

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. 0

Wir gelangen damit zu der folgenden Umformulierung des Haupter-
gebnisses dieses Abschnittes.

Satz 4.5.6 Sei f € Zul"(k,n), g € Zuls(k,n) und g(Cyp) > 1. Sei T eine
Unbestimmte und K := k(T). Dann gilt:

1. FEs gilt

rg(J1200 (K)) > rg(T ) (K) > 1.

2. Fiir alle t € H := S(Cfogn, J.n, Mory (Cogns Jg.n)) gilt

rg(71290 (k) > rg(T[40) (K)).

Es gibt also viele Twists, deren Rang mindestens so groff wie der Rang
des betrachteten generischen Tuwists ist.

3. Bfogn(H) C X%, sind unendliche Mengen.
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Beweis: Man kombiniere 4.5.5 mit 4.5.3. O

Bemerkung:

1. Der Satz ist bereits im Sonderfall g(7') = T interessant. Der generische
Twist CJ{ (g}( wird im Folgenden der generische Eigentwist von C},
genannt. Der generische Eigentwist ist also das projektive, glatte Modell

der affinen Kurve

iiber K = k(7).
2. Manchmal gelingt es g so zu wihlen, dass
og(T T
rg(J10T (K)) > (7LD (K))

gilt. Im folgenden Abschnitt beweisen wir eine obere Schranke fiir den
Rang des generischen Eigentwists, die nahelegt, die Untersuchungen nicht
auf den Fall ¢(T') = T zu beschrinken.

4.6 Kurven mit generischem Eigentwist von hohem
Rang

Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Kérper und n zu char(k) teilerfremd. Wir
konstruieren in diesem Abschnitt fiir jedes r ein f € Zul(k,n) derart, dass der
generische Eigentwist von C, Rang > r hat. Als Folgerung erhalten wir dann

in Kombination mit 4.5.6, dass rg(J]{(t)(k)) > r fiir viele ¢ € k gilt.

n

Wir erinnern an die folgenden wohlbekannten Tatsachen iiber Jacobi-Vari-
etdaten. Seien X und Y projektive, glatte Kurven iiber £k und f : X — Y ein
dominanter k-Morphismus. Dann haben wir einen Homomorphismus f, : Jx —
Jy mit

£(P1 = 1Q) = [f(P)] = [f(@Q)] VIP]-[Q] € CHy(Xp) = Jx (k)

und einen Homomorphismus f* : Jy — Jx mit

FPI=1QD =Y eppP1 = eqol@']

PP QQ
fir alle [P] — [Q] € CHE(Y;) = Jy (k).

Bemerkung 4.6.1 1. Sind X L5 v i) Z dominante Morphismen von
projektiven, glatten Kurven iber k, so gilt frogs = (fog)s und g*o f* =

(fog)*
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2. [« o [* ist Multiplikation mit deg(f). Wenn f : X — Y eine Galois-
Uberlagerung mit Gruppe T' ist, dann gilt

f*of*:Z'Y*-

vyeTl
Wenn f ein Isomorphismus ist, dann gilt fy o f* = Id und f* o f, = Id.

3. Das Bild von f* ist eine abelsche Untervarietit A von Jx, die isogen zu
Jy ist. Fs gibt eine abelsche Untervarietit B von Jx derart, dass Jx
isogen zu A X B ist.

Wir wollen in diesem Abschnitt Folgen (f.)qen C Zult(k,n) derart kon-
struieren, dass mit K = k(7T') fiir die Rénge der entsprechenden generischen
Eigentwists

lim rg(J1 ) (K)) = o0

T—00

gilt. Zunichst beweisen wir eine obere Schranke fiir den Rang des generischen
Eigentwists, die zeigt, dass fiir eine solche Folge notwendigerweise

lim g(Cf, ) =

T—00

gelten muss.

Lemma 4.6.2 Sei f € Zult(k,n). Dann ist
Mor;:(C’fm, Jtn) N JTtn(k)

n-Torsion.

Beweis: Ist P ein Element dieses Durchschnittes, so gilt p¢ ()P = P fir alle
¢ € pn, und wegen Jp, = 0 folgt

0= p;,npf,n,*(P) = Z pf,n(g)*P =nP.
CEpn

O

Proposition 4.6.3 Sei f € Zul®(k,n), g € Zulg(k,n) und g(Cy,) > 1. Dann
gilt

rg(Mor,‘c"(Cf,n, Jin))

IN

Mory, (Cf:n"]fan) .
I'g ( Jf,n (k) -

= rg(BEndg(Js,)) < 49(Cn)?.

Beweis: Die erste Ungleichung folgt unmittelbar aus dem Lemma. Die folgen-
de Gleichung gilt aufgrund der universellen Eigenschaft der Jacobischen J,
als Albanese-Varietit von Cy,. Nach [Mi86a] ist 4g(C,,)? obere Schranke fiir
rg(Endk(Jf,n))' g
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Bemerkung: In Kombination mit 4.5.5 ergibt sich in der Situation obiger
Proposition

rg(CT(K)) < 4g(Cpn)>.

Seien f, g € Zul(k,n). Wir setzen

Mor;:(Jf,n, Jgm) =
{h e Mork(Jf,na Jg,n) ng,n(C)* 0 hgs = hys o Pf,n(O* V¢ € pn}-

Lemma 4.6.4 Sei h € Mor} (Cfn,Cyn). Dann gilt hy € Mor} (Jppn, Jgn) und
h* € Mor} (Jgn, Jfn)-

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
pyn(C) © his = his © p1a(C) VC € i
und dies impliziert
Pgn(C)x © hgs « = higs 1 0 pp.n(C)x VC € i
Daher gilt h, € Mor (Jgn, Jfn). Des weiteren gilt
p1(Q) 0 e = i © pga(C)” VC € iy
nach der Funktorialitidt von —* und dies impliziert zunichst
(€Y w0 he = s © pgu(CTH)x VC € iy

und dann auch
pn(C)e 0 hie = Bie © pgn(C)a VC € pin.
Daher gilt h* € Mor} (Jgn, Jf.n)- O
Sei nun fiir f € Zult(k,n)

Zul;(k,n) ={g € Zul?(k,n) |9(Crogn) > 9(Crn)}-

Proposition 4.6.5 Sei f € Zul* (k,n). Sei g € Zuly(k,n). Dann gilt

rg(MOr;:(Cfog,n, Jfog,n)) > rg(MOI’;:(Cf,n, Jf7n))

Beweis: Wir fassen ¢ gleichzeitig als Morphismus ¢g : Py — Py auf. Sei ¢ :=
cfgn der im vorigen Abschnitt konstruierte Morphismus Cyog, — Cy,p, der
c(z,y) = (g(x),y) fir (z,y) € Upogn(k®) C Crogn(k®) erfiillt. Wir zeigen die
Behauptung in mehreren Schritten.

1. Sei h € Mor; (Cfp,Jfp,). Dann gilt ¢* o hoc € Mory (Cfog, Jfog)- In
der Tat, es gilt ¢ € Mor (Cfogn, Cfn) nach 4.5.2. Das Lemma 4.6.4 lie-
fert, dass dann ¢* in Mor} (Jf,, Jfogn) liegt. Daher muss ¢* o h o ¢ in
Mor;c"(Cfog,n, Jtogn) liegen.
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2. Nach 1. hat man einen Homomorphismus
¢ : Mory (Cyp, Jf.5) = Mory (Cogns Jfog,n), b+ c*ohoec.

Wir behaupten, dass ker(¢) Torsion ist. Sei h € ker(¢). Dann gilt ¢* o ho
¢ = 0 und wegen der Surjektivitdt von ¢ muss ¢* o h = 0 gelten. Daraus
folgt ¢, oc*oh = 0. Da ¢, oc* nach 4.6.1 einfach Multiplikation mit deg(c)
ist, folgt deg(c)h = 0. Daher ist h Torsion.

3. Sei r := rg(Mor} (Ctpn, Jtn)) und (hi,--- ,hy) C Mory (Cyp, Jtn) eine
Z-linear unabhingige Familie. Dann ist (¢(h1),--- ,¢(h,)) eine Z-linear
unabhingige Familie in Mor} (Ctogns Jfogn)- Sei P € Cpogn (k) ein fiir die
Uberlagerung Cfo4, — Py rein-verzweigter, k-rationaler Punkt. Dann ist
der Albanese-Morphismus A\ : Crog = Jfog wegen g(Cogrn) > 1 Nicht-
Torsion. Nach 4.5.1 liegt A¥ in Mor; (Cfog.n, Jfogn)- Wir behaupten nun,
dass (AT, @(h1),--- ,¢(h;)) eine Z-linear unabhingige Familie ist. Seien
ag, - ,0r € Z mit

ao)l + aro(h1) +--- + arp(hy) =0

Angenommen ein a; wire von Null verschieden. Dann miisste ag # 0
gelten, denn (¢(h1), -+ ,@(h,)) ist ja Z-linear unabhingig. Nach 4.6.1
ist das Bild von ¢(h;) = ¢* o h; o ¢ in einer zu Jy,, isogenen, abelschen
Untervarietdt B von Jf.4 , enthalten. Nach Voraussetzung gilt

dim(B) = dim(J¢,) = 9(Ctn) < g(Crogn) = dim(Jsoq),

d.h. es gilt B # Jogn. Es folgte, dass agA\f(z) € B(k) fiir alle z €
Clogn(k) gilt. Da das Bild von C/tog (k) unter A\F ganz Jyo, (k) erzeugt,
miisste

aoz € B(k) Vz € Jtogn(k)

gelten. Dies ist ein Widerspruch, weil J fog,n(E) eine teilbare Gruppe ist

und B(k) # Jfogn (k) gilt. Somit muss

()\P’ (P(h'l)’ T ’(P(hfr))

Z-linear unabhingig sein.

Bemerkung: Mit 4.5.5 folgt in der Situation der Proposition, dass

(e ic(K)) > 18(7] 15 ()

gilt, wenn T eine Unbestimmte und K = k(T') ist.

Wir wollen nun iterativ Kurven ', konstruieren, deren generischer Eigen-
twist hohen Rang hat.
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Satz 4.6.6 Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Kiorper, n > 2 und char(k) zu
2n teilerfremd. Sei K = k(T). Sei f(X) € k[X] ein normiertes Polynom vom
Grad d > 2, das iber k in ein Produkt

f(X)=(X —a1)--- (X —aq)
paarweise verschiedener Linearfaktoren zerfallt, wobei alle a; in e liegen. Sei
(X)) = f(X7).
1. Wenn n ungerade und zu d teilerfremd ist, dann gilt f.(X) € Zul* (k,n)

fiir alle v, und fiir den Rang des generischen Eigentwists von CY, , gilt
die Ungleichung

rg(JI 1) (K)) = rg(Mor (Cy, s T, ) > 7

2. Wenn ay € kX" fiir ein R € N gilt, dann gilt f.(X) € Zul* (k,n) fiir alle
r < R und

rg(JI T} (K)) = rg(Mor (Cy, s T, ) 2 7

fir alle r < R.

Beweis: Wir bemerken vorab, dass

d
) =11 II & -¢¥a)

i=1 (€ par

ein Polynom vom Grad 2"d ist, das iiber k in paarweise verschiedene Linear-
faktoren zerfillt und somit in Zul(k,n) liegt.

1. Sei nun n ungerade und d zu n teilerfremd. Dann ist n zu deg(f,) = 2"d
teilerfremd fiir jedes 7, und somit liegt iiber co € Py (k) ein fir Cyf, 5, — Py
rein-verzweigter, k-rationaler Punkt nach 4.1.3. Daher gilt f, € Zult (k,n)
fiir alle r. Des weiteren gilt g(Cy, ) = 3(n — 1)(2"d — 1) nach 4.1.4 und
insbesondere g(Cy, ., n) > g(Cy, ) fiir alle r. Da offensichtlich f,1(X) =

fr(X?) gilt, muss X? € Zul} (k,n) liegen und nach 4.6.5 folgt, dass
Morlj;(cf"“i‘lan’ Jf’l‘+17n) > Morz(cf77n7 Jf’l‘an)
fir alle r gilt. Daraus folgt iterativ die Behauptung.

2. Seinun a; € Ex2" vorausgesetzt. Dann hat fiir r < R das Polynom f,(X)
eine k-rationale, 1-fache Nullstelle und 4.1.3 impliziert f. € Zul® (k,n) fiir
alle » < R. Nach 4.1.4 gilt

9(Cpon) = 5(n = DEd=1) + 5(n — ggT(n,2'd).

~— N+

Auch dies impliziert g(Cf, ., n) > 9g(Cy, ) fiir alle r. Somit gilt X? €
Zul} (k,n) fiir alle 7 < R — 1 und nach 4.6.5 folgt, dass

Mor]_:(cfr-',-hm Jfr+1,n) > Mor]_:(cfr,n? Jfr,n)

fiir alle » < R — 1 gilt. Daraus folgt iterativ die Behauptung.
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O

Folgerung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Sei entweder n
zu 2d teilerfremd und r beliebig, oder a; € k2% und r < R. Sei H, :=
S(Cy, n, Jf, ns Mot (Cf, n, Jf, 1)) Dann gilt

rg(JI (k) >r vte H,.

By, n(H;) C X% n sind unendliche Mengen.

Beweis: Man kombiniere den vorigen Satz mit 4.5.6. O

Bemerkung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Sei entweder n zu
2d teilerfremd und r beliebig, oder a1 € E*2" ynd r <R.

1. Der Beweis des Satzes zeigt, dass lim 9(Cy, n) = oo gilt.
T—00

2. Es ist nach 4.6.3 klar, dass keine Folge (f;)ren C Zult (k,n) mit
rli)rgorg(Mor,j(Cf“n, Jf,n)) =00

derart existiert, dass (¢(CY, n))ren beschrankt ist.

3. Wesentlich schwieriger ist die Frage, ob eine Folge (f,);en C Zult(k,n)
und fiir jedes r ein g, € Zuly, (k,n) derart existieren, dass

: + _
Tli)ngo rg(Mork (wagr,n’ Jf'r‘,n)) =0
gilt und (g(Cy, n))ren beschrankt ist. Wer solche g, f, mit n = 2 und
g(Ct, 2) = 1 Vr konstruiert, beweist die Rang-Vermutung 4.3.3. Wer es
zusitzlich schafft, die Folge (f,)ren konstant zu wihlen, wiirde sogar die
Vermutung 4.3.2 von Honda widerlegen!

Wir beweisen eine Variante des obigen Satzes, die den hyperelliptischen
Spezialfall n = 2 betrifft.

Satz 4.6.7 Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Korper und char(k) # 2. Sei
K = k(T). Sei f(X) € k[X] ein normiertes Polynom von ungeradem Grad
d > 2, das tber k in ein Produkt

f(X) =X =-a1)--- (X - aq)
paarweise verschiedener Linearfaktoren zerfdllt, wobei alle a; in k" liegen. Sei

fr(X) == f(X?). Dann gilt f.(X) € Zul* (k,2) fiir alle r und fiir den Rang des
generischen Eigentwists von Cy, o gilt die Ungleichung

rg(JIr R (K)) = rg(Mor} (Cy, 2, 7, 2)) = .
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Beweis: Wir bemerken vorab, dass

d

) =11 II & =¢ %)

i=1 (Epgr
ein Polynom vom Grad 3"d ist, das iiber k in paarweise verschiedene Line-
arfaktoren zerfillt, und somit in Zul(k,2) liegt. Weil 3"d ungerade ist, muss
sogar f, € Zul® (k,2) gelten nach 4.1.3. Des weiteren gilt g(Cy, 2) = 3(3"d — 1)
nach 4.1.4 und insbesondere g(Cy, ., 2) > g(Cy, 2) fiir alle . Da offensichtlich
fr41(X) = f(X?) gilt, muss X* in Zul}, (k,2) liegen, und nach 4.6.5 folgt, dass

Mor;(cfr+1,2’ Jf7'+172) > MOI‘;:(C]“T’Q, Jf’r,2)

fiir alle r gilt. Daraus folgt iterativ die Behauptung. O

Folgerung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Sei
HT = S(thg, thz, MOI‘;:(CJ&'T’Q, thz)).

Dann gilt

rg(JIG (k) > v Vte H,.

By, n(H;) C X% o, sind unendliche Mengen.

Beweis: Man kombiniere den Satz mit 4.5.6. O

4.7 Bemerkungen zum primzyklischen Fall

Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Korper. Fiir den ganzen Abschnitt sei n
prim und von char(k) verschieden. & enthalte die n-ten Einheitswurzeln.
Man beachte, dass dann fiir f € Zul(k, n) die Uberlagerung C ¢n — P1 galoissch
ist, und ein Isomorphismus

Pt pn — Aut(Cyp|Pr)

besteht.

Wir diskutieren in diesem Abschnitt einige Bemerkungen, die diesen Spezi-
alfall betreffen. Zunéchst beobachten wir, dass fiir f € Zul(k,n) der Endomor-
phismenring von Jy, eine Kopie des Kreisteilungskorpers Z[(,| enthilt, und
folgern, dass alle Ringe durch n — 1 teilbar sind. Insbesondere hat C';, im Fall
9(Cfn) > 1 unendlich viele Twists vom Rang > n — 1. Dann beweisen wir ei-
ne Formel, die rg(Jy,,)(E) als Summe von Réngen gewisser Twists ausdriickt,
wenn FE|k eine Kummererweiterung vom Exponent n ist. Dies stellt eine un-
mittelbare Verbindung zu den Ergebnissen in Kapitel 3 zur Frage von Frey und
Jarden her.
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Satz 4.7.1 Sei f € Zul(k,n). Es gelte go,, > 1. Sei (y := exp(2) € CX. Sei
zn € k™ eine primitive, n-te Einheitswurzel. Der kanonische Homomorphismus

Z[u]

i Zieal = I+u+--Furt

— Endg(Jfp), u— prn(zn)«

ist ein Monomorphismus. Wir identifizieren im Folgenden manchmal Z[(,] mit
dem entsprechenden Unterring von Endy(Jy,,).

Beweis: Wir betrachten den Homomorphismus
io : Z[u] = Endg(J¢ ), u = prn(2n)«-

Sei p := ps, : C, — Py die Projektion. Dann ist

P ope= Y pral2)

ZEUn

die Multiplikation mit dem Spurelement nach 4.6.1, und wegen Jp, = 0 muss
p* o p. = 0 gelten. Daher gilt 1+ u + -+ + u""! € ker(ip). Wire ker(ig) #
(14+u+---+u™1), so wire Llul - oin endlicher Ring, im Widerspruch zu der

ker(io)
wohlbekannten Injektivitdt von Z — Endg(Jy,,). Daher gilt ker(ig) = (1 +u +
---+u™"1) und die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Sei D € k*. Dann gilt an = Jp-1f,, und somit enthélt auch
Endg(J fn) eine Kopie von Z[(y)].

Folgerung:

1. Wenn in obiger Situation D € k> gilt, dann ist an(k) ein Z[¢p)-Modul
und an(k) ®z Q ein Q[¢,]- Vektorraum. Daher ist der Rang von an(k)
durch n — 1 teilbar.

2. Sei K := k(T') mit einer Unbestimmten T. Wendet man obige Aussagen
mit K statt k an, so erhdlt man, dass fir D(T) € Zul(k,n) der Rang
D(T)
*8(Sn,
1st.

(K)) des entsprechenden generischen Twists durch n — 1 teilbar

3. Wenn f € Zul*(k,n) und g(Ctn) > 1 gilt, dann muss fir den Rang des
generischen Figentwists

rg(J]\ x (K)) = 1g(Mor (Crns Jpn)) 2 n = 1

gelten.

Folgerung: Sei f € Zul" (k,n) und g(Ct,) > 1. Dann gilt

rg(CLY (k) > n—1
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fir allet € S(Cfp, Jf,n,Mor;c"(Cf,n, Jin)).

Wir werden nun zeigen, dass sich rg(J,,(E)) als Summe von Réngen von ge-
eigneten Twists ausdriicken 148t, wenn f € Zul(k,n) gilt, und E|k eine endliche
Kummererweiterung vom Exponent n ist. Dies deckt zum einen Beriithrpunkte
mit der Frage von Frey und Jarden auf, und wird zum anderen im néchsten
Abschnitt bei der Konstruktion geeigneter generischer Twists hyperelliptischer
Kurven eine zentrale Rolle spielen. Wir werden den folgenden, wohlbekannten
Sachverhalt verwenden.

Proposition 4.7.2 Sei G eine endliche, abelsche Gruppe vom Ezponent n und
R ein Integrititsring mit Quotientenkdrper K der Charakteristik Null. R* ent-
halte eine zyklische Untergruppe der Ordnung n. Sei M ein R[G]-Modul. Sei
X := Hom(G, R*[n]). Dann sind Kern und Kokern des kanonischen Morphis-
mus
i @@ mx—m
XEX

n-Torsion, wenn MX den zu x gehdérenden FEigenraum bedeutet.

Satz 4.7.3 Sei f € Zul(k,n) und g(Cyn) > 1. Sei E|k eine endliche, abelsche
Galois-Erweiterung vom Ezponent n und

Gpik = H (Gppk, ) = Hom(G g g, pn).-

Dann sind der Kern und Kokern des kanonischen Homomorphismus

® Jpn(B) = Jpa(B)
EEGR K

n-Torsion.

Beweis: Sei R = Z[(y]. Dann ist Jy,(E) ein R[Gg]-Modul (vgl. 4.7.1) und
die Behauptung folgt mit 4.7.2. O

Folgerung: Sei die Situation des obigen Satzes zugrunde gelegt und A =

X Xn . .
k ;ﬁb . Dann besteht ein Isomorphismus

@D JP, (k) @zQ= Jin(E) 0z Q.
DeA

Insbesondere gilt die Rangformel

> 1g(JP, (k) = 18(J1n(E))-
DeA

Beweis: Sei {p(o) := YD i o € G). Dann ist nach der Kummertheorie

A— Hl(Gkaun)a D~ fD
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ein Isomorphismus. Des weiteren gilt J; ,(E)*? = J fn(k) fiir alle D € A nach

4.2.3. Daher gilt
DIk = @ Ja(Br
DeA §eéE\K

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus obigem Satz 4.7.3. O

An dieser Stelle zeigen sich deutliche Beriihrpunkte mit der Frage von
Frey und Jarden. Sei f € Zul™(k,n), g(Cf,) > 1 und Q|k die maxima-
le Kummererweiterung vom Exponent n. Dann ist nach obiger Folgerung die
Aussage, dass Jy,(f2) von unendlichem Rang ist, dquivalent zu der Aussage
4.4.2, dass es unendlich viele Twists vom Rang > 1 gibt.

4.8 Hyperelliptische Kurven

Sei k ein endlich erzeugter Hilbert-Korper und char(k) # 2. Sei T' eine Un-
bestimmte und K := k(7). Wir werden in diesem Abschnitt den Spezialfall
hyperelliptischer Kurven genauer untersuchen.

Proposition 4.8.1 Sei f € Zul(k,2), g(Cf2) > 1 und D € k* \ k*%. Dann gilt

rg(J o (k) +1g(Jp2(k)) = rg(Jy2(k(VD))).

k(vVD)*2nk* .

Beweis: =-—%57—— ist nun eine 2-elementige, von D erzeugte Gruppe. Die
Behauptung folgt mit der Folgerung zu 4.7.3. O

Folgerung: Sei die Situation obiger Proposition zugrunde gelegt und D(T) €
Zul(k,2). Dann gilt

rg(J s p (K)) +18(J12(K)) = 1g(J2(K (V/D(T)))).

Beweis: Dafiir hat man nur die Proposition mit K statt k¥ anzuwenden. O

Proposition 4.8.2 Sei f € Zul (k,2) und g € Zulg(k, 2).
1. Fiir den Rang des entsprechenden generischen Twists gilt

MOI’k (Ofog,2a Jf,2) >
Jz2(k) '

rg(Mor (Cfog,2, J1,2)) = Tg(J]{Z‘(,]g) (K)) =rg (

2. Wenn g in Zul}L(k,2) liegt, dann gilt

(MOI‘k (Cfog,Za Jf,2)
Jr2(k)

> = rg(Homy(Jfog,2, J5,2))-

3. Fiir den Rang des generischen Eigentwists gilt

rg(Moryf (Cra2, J52)) = 1g(J15 % (K)) = 1g(Endy(Jf2))-
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4. Es gitt rg(J15 0 (K)) > (T (K)).
Beweis:

1. Die Gleichung rg(Mor} (Ctog.a, Jr2)) = rg(JJ{;‘i]g) (K)) folgt mit 4.5.5.
Die obige Folgerung zu 4.8.1 liefert

gfoe(T) (K)) =1g (Jf,2 (R(CfOQ,Z))> _

I
872 Jt2(K)

Des weiteren gilt

Jf2(R(Cfog,2)) = Morg(Cog,2, J1,2),

denn jede rationale Abbildung von einer projektiven, glatten Kurve in
eine abelsche Varietéit ist iiberall definiert. SchlieBlich gilt

Jf72(K) = MOrk(Pl, Jf72) = Jf72(k)7

denn jeder Morphismus von P; in eine abelsche Varietit ist konstant. (Die
Albanese-Varietit Jp, ist ja Null.) Daraus folgt die Behauptung.

2. Dies ist nur die universelle Eigenschaft von Jg.,, als Albanese-Varietét
von Cfogn. Man beachte, dass nach Voraussetzung C'yogp (k) # 0 gilt.

3. Man wende 1. und 2. im Sonderfall g(T') = T an.

4. Siehe 4.5.6.
0
Folgerung: Sei f € Zul*(k,2) mit g(Cy2) > 1. Dann gilt fir alle t € H :=
S(Cra, Jp2,Mory (Cz, Jp,2))
T (k) > rg(Endy(J
1g(Jy 5" (k) > rg(Endy(Jy,2)).-
Seir:=rg(Endy(Jy2)). Dann sind Bys(H) C X}, unendliche Mengen.
Beweis: Man kombiniere obige Proposition mit 4.5.6. O

Wir wissen also, dass der Rang des generische Eigentwist einer jeden hy-
perelliptischen Kurve positiven Geschlechtes mit dem Rang ihres Endomor-
phismenringes iibereinstimmt. Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion
hyperelliptischer Kurven Cy (f € Zul®(k,2)) derart, dass fiir ein geeignetes
g € Zulg(k,2) sogar

og(T
rg(J] (K)) > 2rg(Bndy(J,2))
gilt. Dies ist wesentlich schwieriger.
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Proposition 4.8.3 Sei f € Zul (k,2) mit g(Cf2) > 1 und g € Zuly(k,2). Sei
WT) € Zul(k,2). Es mége

fog(T) = h(I)F(T) mod K*

gelten. Dann gilt

rg(JIS0 (K (R(D)))) = rg(TLS 0 (K) +1g(T1 (K)) > 2rg(Endu(Jy,)).-

Beweis: Nach 4.8.1 gilt

18 (J15 k(K (VRD)) = rg(Jf,%T&(K))+rg<J,{‘§2<"<T)<K>>

4.8.2 liefert
rg(J15 % (K)) +1g(J1550) (K)) > 2rg(Bndy(Jy2)).

O

Satz 4.8.4 Wenn in der Situation obiger Proposition h(T) = aT+b ein lineares
Polynom ist, dann gilt

= (TS0 (K)) +rg (T (50))
> org(Endy(J72)).

Beweis: Sei u eine Unbestimmte. Weil v/aT + b transzendent iiber k ist, exi-
stiert ein k-Monomorphismus

a: k(u) = k(T,vaT +b) mit a(u) = +vaT + b.
Da a(a~!(u? — b)) = T gilt, muss « ein Isomorphismus sein. Wegen

a(f(a™ (u® = b)) = f(T)

gilt
T ~ “u?-b
T (K(VRT)) 2= 7500 (h(w).
Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus obiger Proposition 4.8.3. g

Der folgende Satz dient dazu, Polynome f(T') zu konstruieren, fiir welche ein
g(T) € K und ein lineares Polynom h(T) mit f o g(T) = h(T)f(T) mod K*?2
existieren.

Satz 4.8.5 Sei 0 # f(T) € k[T] ein normiertes Polynom, das iiber k in paar-
weise verschiedene Linearfaktoren zerfdllt. Seien a1,--- ,am € k paarweise ver-
schieden mit

f(T) = (T =a1)--- (T = am)-
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Sei N :={a1, - ,am} C P1(k). Seien a,b,c,d € k mit ad — bc # 0 und ¢ # 0.
Sei

al +b
T) := .
9(T) cI +d

g(T) permutiere die Nullstellen von f, d.h. die von g(T) induzierte Abbildung

g : Pi(k) — P1(k) mdge g(x) € N fir alle x € N erfiillen. Dann gilt

fog(T)=£(2) T+ " (D)

Beweis: Wir diirfen 0.E. k¥ = k annehmen. Wir fassen ¢ als Automorphismus
P; — Py auf. Wir berechnen den Hauptdivisor von f o g(T).

div(f o g(T)) = g*(div(f)) = g*(¥; a — moc) =
= 9 a@) —mg (00) = Xy — m=L.

Daher gilt

fog(T) = (T—l— g) 7mf(T) mod k*.

Des weiteren gilt f(g(o0)) = f(%) und (T + %)ﬂnf(T) nimmt bei oo wegen
der Normiertheit von f(7') den Wert 1 an. Daher haben beide Seiten der zu
beweisenden Gleichung den selben Hauptdivisor und den selben Wert in oc. O

Bemerkung: Wenn in der Situation des obigen Satzes deg(f) = m ungerade
und > 3 ist, so gilt

fog(T) :f(%) (T—l— g) f(T) mod K*2,

Sei ab jetzt iiberdies a; € k vorausgesetzt. Dann liegt f(7) in Zul™ (k,2), g(T)
in Zul}'(k, 2) und es gilt g(Cy2) > 1. Sei a := f(%) und B := f(%)% Dann
liefert 4.8.4

o~ 1(T2—
rg(Jf5 T P(K) > 2rg(Endy(Jy2).

Satz 4.8.6 Sei g : Py — Py ein k-Automorphismus der Ordnung 2 (in der
Automorphismengruppe von Py ). g habe in oo keinen Pol. a € k sei ein Fizpunkt
von g. Sei t > 2. Seien a1,--- ,a; € k mit

g9(ai) & {ai, 00} U{g(a;)lj # i}
Sei

LF(T) := (T = a)(T — a2)(T = g(a1)) -+ (T — ) (T — glar)).

Sei o= f o g(oo) und —f3 := f o g(oo)g~t(c0) Dann gilt:

el T () 2 drg(BndUp)
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Beweis: g ist als Automorphismus von P; von der Form ¢(7T) = fgj_g mit

ad — bc # 0. Wegen g(oco) # oo muss ¢ # 0 gelten. g permutiert offenbar die
Nullstellen von f und deg(f) > 3 ist ungerade. Ferner gilt « = fog(cc) = f (2)

c

und 8= —fog(oc)g (o) = f (9) (g) Die Behauptung folgt nun unmittelbar

[

aus der Bemerkung zu 4.8.5. O

Folgerung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Sei h(t) := a1 (T? —
B)). Dann gilt fir alle t € H := S(Jfon,2, 52, Mor} (Jfon,2, Jf,2))

rg(J15" (k) > 2rg(Bndy(Jy2)) =: 1.

Byon2(H) C X}, sind unendliche Mengen.

1

Wir wenden den Satz im Spezialfall g(T') = T~ an, um ein véllig explizites

Beispiel zu bekommen.

Satz 4.8.7 Seit > 1. Seien ay,---as € k\{0,1, -1} paarweise verschieden. Es
gelte a;l #aj fir alle 1 <1,5 <t. Sei

F(T) = (T = 1)(T —ar)(T —ay") (T — a)(T — a7 ).

Dann gilt f(T71) = —~Tf(T) mod k(T)*2. Ferner gilt

rg(J1T (K) > 2rg(Endy(J))).

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von 4.8.6. 0

Folgerung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Dann gilt fir alle
t € H = 8(Jgo(—12),2, J1,2, Moty (Jpo(—12) 2, T1,2))

_ 42
rg(J15 ") (k) > 2g(Endp(Jy2)) =: 7.

Byo(—12)2(H) C X% o sind unendliche Mengen.

4.9 Asymptotische Formeln

Ab jetzt sei k ein globaler Korper, d.h. eine endliche Erweiterung von QQ oder
von [F, (¢). Wir kommen mit der schwiicheren Voraussetzung, dass k ein endlich
erzeugter Hilbert-Korper sein soll, im Folgenden nicht mehr aus. Sei n > 2
zu char(k) teilerfremd. Sei T' eine Unbestimmte und K := k(T"). Wir wollen
nun asyptotische Aussagen analog zu den Aussagen in 4.3.1 beweisen. Fiir f €
Zul* (k,n) mit g(Ct,) > 1 und g € Zulg(k,n) haben wir in 4.5.6 gezeigt, dass

(/15 () > ra (] (K)

fir alle t € H := S(Cfogn, I, Mor} (Cogn: J5n)) gilt. Wir wissen des weite-
ren, dass H C P;(k) eine Hilbert-Menge ist. In diesem Abschnitt werden wir
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(unter Verwendung unserer Voraussetzung an k) zeigen, dass Py(k) \ H sogar
eine endliche Menge ist. Dies wird im Beweis der asymptotischen Aussagen eine
zentrale Rolle spielen. Unser Beweis stiitzt sich massiv auf den Spezialisierungs-
satz von Silverman, den wir in einer durch B. Conrad verallgemeinerten Form
angeben.

Satz 4.9.1 (Silverman, Conrad) Sei X eine projektive, glatte k-Kurve und
A eine abelsche Varietdt iber k. Sei A C Morg(X, A) eine Untergruppe, fir die

AN A(k) Torsion ist. Sei fir u € X (k)

U Mork(X’A) - A(k)v f = f(u)

die Spezialisierungsabbildung. Dann ist

Y = {u € X (k) | ker(n,) N A # 0}
eine Menge von Punkten beschrdnkter Hohe.

Beweis: Siehe [La] und [S83] fiir uns hauptsichlich interessierenden Fall, in
dem k ein Zahlkorper ist. Der allgemeine Fall wird in [C04] behandelt. O

Folgerung: Sei f € Zul'(n,k) und g € Zulg(n, k). Dann ist

|]P’1(]€) \ S(Cfog,n, Jf,n,MOI“,—:(Cfog,n, Jf’n))| < Q.

Beweis: Sei S := S(Cfogn, g, Mor} (Ctogns Itn)), P+ Crogmn — P1 die Pro-
jektion und A := Mor;c"(Cfog,n, J¢n). Per Definition gilt dann

S= {t€Dsuy(k)
VQ € Crogu(k) :p(Q) =t — ker(ng) NA = {0}}.

Nach 4.6.2 ist AN Jy (k) n-Torsion. Nach dem Satz von Silverman und Conrad
gibt es eine Menge M C Cloqy(k*®) beschrankter Hohe derart, dass ker(ng) N
A =0 fir Q € Cogn(k®) \ M gilt. Wire Py(k) \ S unendlich, so gibe es eine
Folge (ti)ien C Pi(k) derart, dass t; # t; fur ¢ # j gilt und fiir jedes i ein
¢; € Cpogn(k®) existiert, mit p(c;) = t; und ¢; € M. Dann wiirde ¢; # ¢; fiir
i # 7 und [k(¢;) : k] = m fiir alle 7 gelten. {c; |7 € N} wiire dann eine Menge
beschrinkter Hohe und beschrinkten Grades und somit endlich. Widerspruch.
g

Wir setzen im Folgenden

S(f,g,n) :==P1(k) \ S(Cfog,n- JJ’?,n, Mor} (Cfogn.: JJ’f,n)) .

Dies ist eine endliche Menge, welche die Null- und Polstellen von f o g enthdlt.

Satz 4.9.2 Sei f € Zult(k,n), g € Zuls(k,n) und g(Ctp) > 1. Dann gilt

rg(J1200 (k) 2 xg (00 (K)) vt € Pulk) \ S°(F,9.m)-
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Beweis: Man kombiniere obige Folgerung mit 4.5.6. 0

Sei nun k£ = Q. Wir nennen eine Zahl z € Z \ {0} n-frei genau dann,
wenn vp(z) € {0,1,--- ,n — 1} fiir alle Primzahlen p gilt. Sei fiir z € R und

f € Zul™ (Q,n)

M3, (2) == [{d € Z\ {0} : d n-frei, [d] < z,rg(J}l’n(Q)) >r}.

Wir wollen das asymptotische Verhalten von M7 (z) untersuchen.
Sei des weiteren

Tt Q¢ = Q% /n

die Projektion und
By = Bin(Df(Q) = A{m(f(2)) |z € Dy(k)}

das Bild von f modulo Q*™. Sei

M}, (2) == [{d € Z\ {0} | d n-frei, |d| < z,7m,(d) € By}

Man beachte, dass M }n(z) itberhaupt nichts mehr mit Réingen von Jacobi-
Varietdten zu tun hat.

Satz 4.9.3 Sei f € Zul™(Q,n), g € Zuly(Q,n) und g(Cf,) > 1. Sei

ri=1g(J] 000 (QD))).

Dann gilt

M;, (2) > M, (2) fir z — occ.

Beweis: Nach 4.9.2 gilt

M}‘,n(z) > M}og,n(z) - |Sc(fagan)‘

und dies impliziert die Behauptung, da |S¢(f, g, n)| endlich und unabhingig von
z ist. g

Uber das asymptotische Verhalten von M },n gibt es nun Ergebnisse von
Stewart und Top, die wir im Folgenden zitieren.

Ist f € Zul(Q,n) ein n-freies Polynom vom Grad > 2 so setzen wir im
Folgenden

£¢n = 2min({m € N|n teilt m, deg(f) < m})~*.

Ferner sei
26fm f zerfillt iber k in paarweise verschiedene
Linearfaktoren und n = 2,
strn(z) == 2 f zerfillt iiber k in paarweise verschiedene
Linearfaktoren und deg(f) teilt n,
2¢hn log(z) 2 sonst.
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Satz 4.9.4 (Stewart und Top) In obiger Situation gilt

M}, (2) > styn(z)  fir z — oc.

Beweis: Siehe [ST95]. O

Der Einfachheit halber haben wir das Ergebnis von Stewart und Top nicht
in groftmoglicher Scharfe formuliert. Fir f € Zul(QP1,n) mit g(Cyp) > 1
existiert ein n-freies Polynom h derart, dass f = A mod Q(7)*"™ gilt. Dann
ist Cf,, = Cy, und wegen g(Cy,) > 1 muss h mindestens Grad 2 haben nach
A.5. Wir setzen dann ¢, := €p 4, und sty ,(2) := sty (). Wir konnen nun den
zentralen Satz iber das asymptotische Verhalten von M},n aussprechen.

Satz 4.9.5 Sei f € Zul™(Q,n), g € Zuly(Q,n) und g(Cf,) > 1. Sei

r = xg(J] 00 (QT))).
Dann gilt

M3, (2) > strog(z) > 25foom log(z)™2 fiir z — oc.

Beweis: Man kombiniere das Ergebnis 4.9.4 von Stewart und Top mit 4.9.3. O

In den vorigen Abschnitten haben wir diverse Konstruktionen von geeig-
neten generischen Twists durchgefiihrt. Wir kombinieren nun obigen Satz mit
diesen Ergebnissen. Den entstehenden Satz kann man gleichzeitig als eine Zu-
sammenfassung der Ergebnisse dieses Kapitels ansehen.

Satz 4.9.6 1. Sei f € Zul"(Q,n) beliebig und g(Cyp) > 1. Dann gilt

ri=1g(JI ) (QUT))) = rg(Morg (Cram, Jpn)) > 1.

Ferner gilt
M3, (2) > stgn(z) > 2 log(z) .

2. Sei f(X) € Q[X] ein normiertes Polynom vom Grad d > 2, das iiber Q
in ein Produkt
f(X)=(X—a1)--- (X —aq)

paarweise verschiedener Linearfaktoren zerfallt, wobei alle a; in @X liegen.
Sei fr(X) := f(X?"). Wenn n zu 2d teilerfremd und r beliebig ist, oder
wenn a1 € QXQR und r < R gilt, dann gilt

M}‘T‘an(z) >> Stf’l‘an(z) >> zEfT’n log(z)iz'

3. Sei f(X) € QX] ein normiertes Polynom von ungeradem Grad d > 2,
das tiber Q in ein Produkt

fX) =X -a1)--- (X - aq)

paarweise verschiedener Linearfaktoren zerfdllt, wobei alle a; in @X liegen.
Sei f,(X) := f(X%"). Dann gilt

M7, o(2) > sty 2(2) > 272 log(2) ™2
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4. Ses f € Zu1+((@7 2) mait g(Cf,Q) >1. Seir:= rg(End@(Jf’g)) Dann gilt
M5 o(2) > stra(z) > 22 log(2) 2.

Wenn f ein Polynom von ungeradem Grad d ist, das tiber Q in paarweise
verschiedene Linearfaktoren zerfillt, dann gilt

Mo (2) > ey

5. Sei

FT) = (T = DT = 2T = )T ~3)(T ~ 3)-++(T )T~ )

mit s > 1. Sei r := rg(Endg(Js2)). Dann gilt
MZy(2) > 2571 log(2) 2.
Beweis:
1. Man wende obigen Satz 4.9.5 mit ¢(T) =T an.
2. Man kombiniere obigen Satz 4.9.5 mit 4.6.6.
3. Man kombiniere 4.9.5 mit 4.6.7.

4. Die asymptotische Formel
M o(2) > stya(z) > 22 log(z) 2

entsteht, wenn man 4.9.5 mit 4.8.2 verbindet. Wenn f ein Polynom un-
geraden Grades ist, dann gilt per Definition €9 = %. Wenn iiberdies f
iiber Q in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt, dann gilt sogar

stro(z) > 2T
nach 4.9.4.

5. Dies folgt aus 4.9.5 und 4.8.6.
O

Es ist interessant, unsere Ergebnisse mit den Ergebnissen 4.3.1 von Gouvéa,
Mazur, Stewart, Top, Rubin und Silverberg zu vergleichen, die den elliptischen
Spezialfall betreffen, in dem f ein quadratfreies Polynom vom Grad 3 und n = 2
ist. Nach 4.3.1 hat jede elliptische Kurve iiber @Q unendlich viele quadratische
Twists vom Rang > 1, und es gibt elliptische Kurven, von denen man weif}, dass
sie unendlich viele quadratische Twists vom Rang > 2,3, bzw. 4 besitzen. Wenn
wir nun superelliptische Kurven hoheren Geschlechtes iiber einem Zahlkorper k
betrachten, so beobachten wir fiir jedes  Familien von Twists, in denen Rang
> r unendlich oft vorkommt. Dieses Phdnomen tritt auf, weil zwar

MOI‘,—:(Cf,n, Jf’n) C Endk(van)
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(f € Zul*(k,n)) durch 4¢(Cf,)? nach oben beschrinkt ist, aber doch belie-
big grof§ werden kann, solange man nicht versucht, gleichzeitig das Geschlecht
beschrinkt zu halten. Im Spezialfall hyperelliptischer Kurven f € Zul*(2, k),
9(Cf2) > 1 beobachtet man unendlich viele quadratische Twists vom Rang
> rg(Endy(J¢,2)) und rg(Endy(Jy2)) ist durch 4¢(Ct,2)? nach oben beschrénkt,
kann aber wieder beliebig grofl werden, solange nicht gleichzeitig das Geschlecht
beschrinkt wird. Von dem Spezialeffekt, dass hyperelliptische Kurven, deren
Endomorphismenring grof} ist, viele quadratische Twists hohen Ranges haben,
konnen Gouvéa, Mazur et al. im Fall elliptischer Kurven dber Q nicht profi-
tieren, denn fiir jede elliptische Kurve F|Q gilt Endg(FE) = Z, selbst wenn E
komplexe Multiplikation hat. Man konnte sagen: Gouvéa, Mazur et al. konzen-
trieren sich von vorne herein auf den schwierigsten Fall, in dem das Geschlecht
Eins ist, und k = Q gilt. Dem Wissen des Autors nach ist nicht bekannt, ob je-
de elliptische Kurve iiber Q unendlich viele quadratische Twists vom Rang > 2
hat. Wenn wir hyperelliptische Kurven héheren Geschlechtes betrachten, dann
stehen wir vor der analogen Situation, dass wir derzeit bei weitem nicht ent-
scheiden konnen, ob jede hyperelliptische Kurve Cy» (f € Zul™ (k, 2)) positiven
Geschlechtes unendlich viele quadratische Twists vom Rang > 2rg(Endy(Jf2))
hat. Dennoch ist es uns gelungen, fiir manche f € Zul®(k,2) zu zeigen, dass
Cf,2 sogar einen generische Twist vom Rang > 2rg(Endy(Js2)), und somit auch
unendlich viele Twists von mindestens diesem Rang, besitzt.
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Anhang A

Superelliptische Kurven

Sei k ein Korper, S|k eine glatte Kurve und n nicht durch die Charakteristik von
k teilbar. Dann ist R(S)|k eine regulire Korpererweiterung und R(S) ®; k =
R(S)k ist ein Korper, der mit R(S;) identifiziert werden kann. Wir bezeichnen
mit Zul¥(S|k,n) die Menge der f € R(S)*, die so beschaffen sind, dass das
Polynom Y" — f € R(S})[Y] ein Primelement des Hauptidealringes R(S;)[Y]
ist.

Sei f € Zul?"(S|k,n). Dann ist

R(S)[V/f] =

R(S)[Y]
Yn— f

ein reguldrer Erweiterungskorper von k, denn

ROVT] o0 = 5]

ist nach Voraussetzung ein Korper. Wegen unserer Voraussetzung, dass char(k)
kein Teiler von n sein soll, ist R(S)[{/f]|R(S) separabel. Sei S[{/f] die Norma-
lisierung von S in R(S)[{/f] und p : S[{/f] — S die Projektion. Dann ist p end-
lich. Fiir jede offene, affine Teilmenge U = Spec(A) C S gilt p~(U) = Spec(B),
wenn B die Normalisierung von A in R(S)[{/f] bedeutet, und B ist A-flach als
torsionsfreier Modul iitber dem Dedekindring A. Somit ist p flach.

S[{/f] ist ein separiertes, algebraisches k-Schema. Ferner ist S[{/f] integer,
1-dimensional und normal, d.h. insbesondere regulir. R(S[{/f]) identifiziert
sich mit R(S)[{/f]. Da dies ein regulirer Erweiterungskorper von k ist, muss
S[%/f] sogar geometrisch integer sein. Wir fassen zusammen:

Bemerkung: S[{/f] ist eine regulire Kurve. p : S[¢/f] — S ist endlich und
flach. Ist U C S offen, so gilt p~1(U) = U[/f).

Das folgende Beispiel zeigt, dass S[{/f] i.a. nicht geometrisch regulir zu
sein braucht.

Beispiel: Sei k ein nicht perfekter Korper von ungerader Charakteristik p.
Dann existiert ein a € k* mit a ¢ (k). Sei S := A; = Spec(k[X]). Dann
gilt f(X) := XP —a € Zul¥"(A1]k,2), denn Y? — f(X) ist ein Primelement in
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B(X)[Y]. Sei 4 := k[X], B := " )es und y das Bild von Y in B. B ist eine
integre, freie A-Algebra mit A-Basis (1,y) und der Quotientenkérper von B ist
F := R(S)[V/f]. (1,y) ist R(S)-Basis von F. Sei ¢ der Erzeuger von G(F|R(S)).

Dann gilt 4% = —y.

Sei b € F ganz iiber A. Dann gibt es a1,a2 € R(S) mit b = a1 + a2y und
das Minimalpolynom (X — b)(X —b°) = X2 — (b+b°)X + bb% von b|R(S) hat
Koeffizienten in A. Daher gilt 2a; € A und a? — a3y? € A. Wegen 2 € kX C AX
folgt a1 € A und a3f(X) € A. Da f ein Primelement des Hauptidealringes
A ist, muss aa € A gelten. Dies impliziert b € B. Somit ist B gerade die
Normalisierung von A in F' und S[y/f] = Spec(B).

Wir zeigen, dass Spec(B) ®;, k nicht regulir ist. Es gibt ein w € %~ mit
a = wP. Offenbar gilt

kXx] E[X,Y]

Benk =y V- (-

Sei ag 1= (X — w)_% € k(X) und b := azy. Dann gilt b2 = (X — w) € k[X] C
B ®, k, d.h. b ist ganz iiber B ®}, k. Des weiteren liegt b im Quotientenkérper
von B ®;, k, aber wegen as ¢ k[X] nicht in B ®; k. Daher ist B ®; k nicht
normal.

Wir sehen daher, dass S[v/f] eine regulire Kurve iiber k ist, die nicht geo-
metrisch reguldr ist. Des weiteren sehen wir, dass SE[\/ﬂ nicht isomorph zu
S[Vf] ®¢ k ist. (Die eine k-Kurve ist regulir und die andere nicht.) a

Wir wollen derartige Situationen im Folgenden ausschlieflen. Sei wieder k
ein Korper und n nicht durch char(k) teilbar. Sei S|k eine glatte Kurve. Wir
setzen

Zul(S|k,n) := {f € Zul¥*(S|k,n) | S[{/f] ist geometrisch regulir}.

Wir nennen die Elemente von Zul(S|k,n) die n-zuléissigen (meromorphen)
Funktionen auf S. Sei f € Zul(S|k,n). Dann ist S[{/f] eine geometrisch
reguliire Kurve iiber k. Somit ist S[{/f] ® E eine geometrisch reguliire Kurve
iiber FE fiir jeden Erweiterungskorper E|k nach [EGA, Ch. IV]. A posteriori
folgt daraus, dass f € Zul(Sg|E,n) und Sg[{/f] = S[¥/f] ® E fiir jeden
Erweiterungskorper E|k gilt.

Da uns hauptséchlich der Sonderfall S = IP; interessieren wird, setzen wir
Zul(k,n) := Zul(P1|k,n) und Zul'(k,n) := Zul9"(P1|k,n). Ist f € Zul(k,n) so
nennen wir Py [{/f] eine superelliptische Kurve.

Wir wollen im Folgenden Zul(S|k,n) genauer untersuchen. Wichtig dafiir
ist der folgende wohlbekannte Satz (siche [EGA, IV.6.5.11f]).

Satz A.1 Seien X und Y noethersche Schemata und f : X — Y ein flacher
Morphismus. Sei y € Y ein reguldrer Punkt (d.h. Oy,y ist ein reguldrer Ring)
und x € X mit f(z) =vy. Wenn f 1(y) ein regulires Schema ist, dann ist x
ein requldrer Punkt.
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Folgerung:

1. Ist f : X = Y ein étaler Morphismus von noetherschen Schemata und'Y
reguldr, so ist auch X regulir. (Fir x € X ist dann f~'f(x) ein Produkt
von Kdérpern (die sogar endlich und separabel iber k(f(z)) sind)).

2. Sei k ein Korper und X |k eine requlire Kurve. Sei E|k eine algebraische
Korpererweiterung. Wir betrachten die Projektion f: Xg — X. Sei x’ €
Xg ein abgeschlossener Punkt. Wenn k(f(x')) ®x E reduziert (z.B. Elk
separabel oder k(f(z'))|k separabel) ist, dann muss x' ein requlirer Punkt
von Xg sein.

3. Sei k ein Korper und X |k eine regulire Kurve. Dann ist Xgs reguldr. Falls
k perfekt ist, so ist X|k geometrisch reguldr.

Folgerung: Sei k ein Korper und n nicht durch char(k) teilbar. Sei S|k eine
glatte Kurve.

1. Fiir f € Zul%(S|k,n) ist S[/f] @ k* reguldr.

2. Ist k perfekt, so ist Zul’*(S|k,n) = Zul(S|k,n).

Lemma A.2 Sei S = Spec(A) eine affine, glatte Kurve “uber k und f €

Zul?(S|k,n). Sei B := }fln[{]f

1. Ist f € A*, so ist die kanonische Abbildung q : Spec(B) — Spec(A) étale.
Insbesondere ist dann Spec(B) geometrisch reguldir.

2. @Gilt f € A%, so ist Spec(B) A-isomorph zu S[{/f].
Beweis: Wegen f € Zul(s|k,n) ist

R(S)[Y]

B®4 R(S) = vn -

ein Korper. Insbesondere ist B integer mit Quotientenkorper Réii)_[};]. Des wei-

teren ist B A-frei, denn Y™ — f ist normiert. Somit ist ¢ flach.

Wir zeigen, dass ¢ auch unverzweigt ist, indem wir {254 = 0 nachweisen.
Sei d : B — Qp4 die universelle Derivation. Dann ist d(Y" — f) = nY"~1dY.
Man hat also B-Modulisomorphismen

0. o~ BAY A[Y]
BIA= pyn1dgy — (Y7 — fnYn 1)’

Mit n € k™ und f € A* folgt

(Y™ = fnY" ™) D> (Y™ = f, Y"1 D (f) = A[Y],
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d.h. Qp|4 = 0. Daher ist g étale. Mit A muss dann auch B geometrisch regulér
sein. Insbesondere ist B normal und stimmt mit der Normalisierung von A in

R(S)[¥/f] iiberein. a

Folgerung: Seik ein Kdrper, n nicht durch char(k) teilbar und S|k eine glatte
Kurve. Sei f € Zul¥9'(S|k,n) und p : S[¥/f] = S die kanonische Projektion. Sei

T:={P € 5|vp(f) # 0}

und U := S\ T. Dann ist U offen und plp~U — U ist étale. p~1U ist geome-
trisch reguldr.

Bemerkung: Sei f € Zul¥(S|k,n) und C := S[{/f]. Sei E|k ein Erweite-
rungskorper, der so beschaffen ist, dass Cg regulér ist (z.B. E|k separabel oder
[ € Zul(S|k,n)).

1. Dann ist Cg Sg-isomorph zu Sg[{/f].

2. Es gilt R(Cg) = R(Sg)[¥/f]- Die Automorphismengruppe dieser Kérper-
erweiterung G(R(Cg)|R(Sg)) ist kanonisch isomorph zu n-Torsionsunter-
gruppe EX von E*. Genau dann ist R(Cg)|R(Sg) galoissch, wenn E die
n-ten Einheitswurzeln enthilt.

3. Nach 1.2.10 hat man einen Isomorphismus
Aut(Cg|SE) = G(R(Cp)|R(SE))-

Daraus ergibt sich eine Operation von E,;¢ auf Cg. Genau dann ist pg :
Cg — Sg eine Galois-Uberlagerung mit Gruppe p,, wenn E die n-ten
Einheitswurzeln enthilt.

4. Demnach ist pgs : Cgs — Sis eine Galois—f}berlagerung mit Gruppe p, =
k3> . Man sieht leicht, dass die Isomorphismen

Aut(Cps, Sgs) = G(R(Cks )| R(Sks)) = pin

Gp-linear sind.

Satz A.3 Sei f € Zul (S|k,n). Sei
T := {P € 8%|n teilt nicht vp(f)} C {P € S |vp(f) # 0}.

1. Sei U := S\ T. Dann ist p|p~'U — U étale und p~'U ist geometrisch
requldr.

2. Wenn fir alle P € T die Korpererweiterung k(P)|k separabel ist, so ist
f € Zul(S|k,n).

Beweis: Sei T' := {P € S |vp(f) # 0} und U’ := S\ T". Dann gilt U’ C U.
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1. plp~lU’" — U’ ist étale nach obiger Folgerung. Sei P € U \ U'. Dann ist
n ein Teiler von vp(f) und vp(f) # 0. Sei t ein lokaler Parameter in
P. Sei V eine offene, affine Umgebung von P, welche so klein ist, dass
vo(f) = 0 = vg(t) fiir alle Q € V< \ {P} gilt. Es gibt ein k € Z mit
vp(f) = kn. Dann gilt

vp(ft™™) = vp(f) — nkup(t) =0
und letztendlich sogar vg(ft~™*) = 0 fiir alle Q € V.. Daher gilt
FE)" €TV, 00)".

Ferner gilt V[{/f] = V[{/f(t *)"] und das Lemma liefert, dass p|p~1V —
V étale ist. Insgesamt ergibt sich, dass p[p~'U — U étale und p~'U
geometrisch regulir ist.

2. Sei C := S[{/f]. Wir wissen aus der Folgerung zu A.1, dass Cys regulir
ist und haben zu zeigen, dass Cys|k® sogar geometrisch regulér ist. Sei
q : Sks — S die Projektion. Wir identifizieren f mit seinem Bild in R(Sks).
Sei
T :={P € S | n teilt nicht v, (f)}.

Dann gilt
T={PcS|qP)eT}

Wegen unserer Voraussetzung, dass fir P € T der Restklassenkdrper k(P)
separabel iber k sein soll, besteht T aus ks-rationalen Punkten von Sis.

Wir diirfen demnach annehmen, dass k = k° gilt, und T aus k-rationalen
Punkten von S besteht. Wir wissen, dass p~1(S \ T) geometrisch regulir
ist. Sei @ € C ein beliebiger, abgeschlossener Punkt mit p(Q) € T und
Q' € C}, ein Punkt iiber Q. Es geniigt zu zeigen, dass C. reguldr in Q' ist.
Wegen k = k*® gilt u, C k und p : C — S ist eine Galois-Uberlagerung
mit Gruppe p,. Nach der fundamentalen Gleichung (siehe die Bemerkung
zu 1.3.3) ist [k(Q) : k] ein Teiler von n. Somit ist [k(Q) : k| nicht durch
char(k) teilbar und k(Q)|k muss separabel sein. Mit k = k° folgt k(Q) = k.
Somit ist k(Q) ® k reduziert und die Folgerung zu A.1 impliziert, dass
Cy, regular in Q' ist.

O

Wir wollen mit Hilfe der Hurwitz-Formel fiir f € Zul(S|k,n) das Geschlecht
von S[{/f] bestimmen. Da das Geschlecht einer geometrisch reguliren Kurve
eine geometrische Invariante ist, werden wir uns im Folgenden auf den Fall eines
algebraisch abgeschlossenen Grundkoérpers beschréinken.

Satz A.4 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei S|k eine glatte
Kurve und f € Zul(S|k,n). Sei Q € S[V/f]%, p : S[V/f] = S die Projektion
und P := p(Q). Dann gilt fir den Verzweigungsindez eq von Q entlang p

@7 49T (n,vp(f))’
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Ist Q ein Verzweigungspunkt, so ist char(k) kein Teiler von eq, d.h. die Ver-
zweigung ist zahm.

Bemerkung: Der Sonderfall, dass n ein Teiler von vp(f) ist, wurde bereits in
A.3 bewiesen.

Beweis: Sei C := S[¥/f] und s := |{Q' € C|p(Q") = P}|. p ist eine Galois-
Uberlagerung mit Gruppe pin, denn p, C k*. In der fundamentalen Gleichung
(siehe die Bemerkung zu 1.3.3) treten nun keine Trigheitsindizes mehr auf,
da k algebraisch abgeschlossen ist. Daher gilt egs = n. Es geniigt also s =
geT(n,vp(f)) zu zeigen.

Wir diirfen ohne weiteres annehmen, dass S = Spec(A) affin ist. Sei K :=
R(S). Dann ist C' = Spec(B), wenn B die Normalisierung von A in F' := K[{/f]
bedeutet. Sei K die Komplettierung von K an vp. Ein wohlbekannter Satz aus
der Verzweigungstheorie von Dedekindringen besagt, dass s gerade die Anzahl
der Korper ist, in die F @ ¢ K zerfillt. Offenbar gilt

K[Y]
Yn—f

F®KR':

und K ist ein streng henselscher Ring. Der Bewertungsring von K wird mit
Ox.p bezeichnet. Jede Einheit in Ox p* ist eine n-te Potenz, denn der Restklas-
senkorper von O )}, p ist algebraisch abgeschlossen. Es gibt einv € {0,--- ,n—1}
und ein k£ € Z mit vp(f) = v+ nk. Sei t ein lokaler Parameter in P. Dann exi-
stiert ein u € (9)}, p>< mit f = ¢¥P (F)u. Des weiteren existiert ein @ € KX mit
a™ = u, denn K hat einen algebraisch abgeschlossenen Restklassenkdrper. Da-
her gilt f = t’(t*a)" und dies impliziert, dass

K[y] . K[Y]
Yn_f T yn v

gilt. Sei g := ggT(n,vp(f)) = ggT(n,v). Es geniigt nun zu zeigen, dass Y —¢*
in ein Produkt aus g (paarweise verschiedenen) irreduziblen Polynomen zerfillt.

Es gibt teilerfremde Zahlen n', v' mit n = n'g und v = v'¢. Dann gilt
Y -t =Y e = v - ),
Celig
und die Behauptung folgt daraus, dass fiir ¢ € pgy das Polynom yn' — ¢ wegen
geT(v',n') = 1 irreduzibel ist. O

Satz A.5 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kdrper und n nicht durch die
Charakteristik von k teilbar. Sei S|k eine glatte, projektive Kurve und f €
Zul(S|k,n). Sei C := S[{/f] und

T :={P € S%n teilt nicht vp(f)}.
Dann gilt fir die Geschlechter die Formel

29c —2=n(29s —2) + ) (n — ggT(n,v0p(f))).
PeT
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Beweis: Fir Q € C(k) ist der Verzweigungsindex von @ entlang p durch
n

@7 geT(n, vp@)(f))

gegeben. Nach der fundamentalen Gleichung gibt es genau

n/eQ = ggT(na Up(Q) (f))
Punkte Q' € C(k) mit p(Q') = p(Q). Daher gilt fiir den Verzweigungsdivisor
R:= 3 0ccw(eQ —1)Q von p die Formel
deg(R) = Yoecw (€@ —1) = Xpesw) 88T (n vr(H))garmergy — 1 =
= Zpes(k) (n — ggT(n,vp(f))),

und es geniigt, die Summe nur iiber T' zu erstrecken. Mit Hilfe der Hurwitz-
Formel
2gc — 2 = n(2¢gs — 2) + deg(R)

folgt die Behauptung. O

Folgerung: Wenn in obiger Situation ggT(n,vp(f)) =1 fir alle P € T (z.B.
n Primzahl) gilt, dann hat man die Formel

1
gc =ngs + 5(” - D(T| - 2)

fiir das Geschlecht.
Beweis: Die Formel aus dem Satz liefert in diesem Spezialfall
29c —2=mn(29s — 2) + (n — 1|T},

woraus sofort 2gc = 2ngs —2n+2+ (n — 1)|T| = 2ngs + (n — 1)(|T'| — 2) folgt.
O

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in dem fiir uns wichtigen Sonderfall
S = P; zusammen.

Satz A.6 Seik ein Korper und n nicht durch char(k) teilbar. Seien
Pi(t), -+, Ps(t) € k1]
paarweise verschiedene, separable, irreduzible Polynome. Seien v; € Z und
f=P"-- P €k(t) = R(Py).

Firi=1,--- s mdge v; nicht durch n teilbar sein. Sei U die von (vy,--- ,vs)
erzeugte Untergruppe von (Z/n)*. Sei voo := — Y i_; videg(P;). (Wenn f ein
Polynom ist, dann ist veo = —deg(f).)

1. Gilt |U| = n, so ist f € Zul(n,k). (Wenn z.B. ein v; zu n teilerfremd,
dann gilt f € Zul(n,k).)
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2. Gelte |U| = n. Sei C := P[Y/f]. Dann gilt

29c — 2= —2n+ (n — ggT(n,ve0) +Zdeg ) (n — ggT(vi,n)).
i=1

3. Wenn v; =1 fir alle i € {1,--- , s} gilt, so gilt
1 1
gc = 5(n —1)(deg(f) —2) + 5 (n — ggT(n, deg(f))-

Beweis: Der Homomorphismus
div : k(1) = Z5(Py 3)

in die Gruppe der Weil-Divisoren vom Grad 0 ist ein Epimorphismus mit Kern
%, denn Jp, = 0. Offenbar ist

Zs®Pp)— ] 2z Y. npP— D npP
Pch (k) PcPy(k) PcA (k)
ein Isomorphismus. Daher ist die von div induzierte Abbildung

k(t) HZ

k Pehy (k)

ein Isomorphismus. Da & n-teilbar ist, gilt Eg% ® (Z/n) = k(t)* /n. Daher ist
die von div induzierte Abbildung

ein Isomorphismus. Sind a1, --- ,a, € Ay (k) paarweise verschieden, u € %~ und
my, - ,my € Z, so gilt

d(u(t —a)™ - (t — ay Z ;a5

P; zerfillt iiber k in ein Produkt
Py =ui(t —a1;) -+ (t — ageg(py),i)

von Linearfaktoren, wobei u; € %" und die a;; paarweise verschieden sind. Man
beachte, dass die P; nach Voraussetzung separabel sind. Es folgt

= E E V;a ;-
ig

Wegen |U| = n ist nun die von f erzeugte Untergruppe von k(t)*/n von der
Ordnung n. Mit Kummertheorie folgt, dass [k(t, /f) : k(t)] = n gilt, d.h.
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dass Y™ — f(t) irreduzibel in k(t)[Y] ist. Daher gilt f € Zul¥’(k,n). Da alle P,
separabel sind, muss nach A.3 sogar f € Zul(k,n) gelten.

Die Formeln fiir das Geschlecht von P;[{/f] folgen dann unmittelbar aus
dem Satz A.5. O

Folgerung: Seil prim. Sei k ein Kéorper mit char(k) # [ und s > 1. Seien
Py,---, P;s € k[t] paarweise verschiedene, separable, irreduzible Polynome. Sei

f=P - Py €klt] C R(IPy).
Dann gilt f € Zul(k,l) und fiir das Geschlecht der Kurve C := P1[\/f] gilt

_ { (1= 1)(deg(f) —2) falls | Teiler von deg(f)
gc %([ —1)(deg(f) — 1) sonst.

Satz A.7 Sei k ein Kérper und n nicht durch char(k) teilbar. Sei f(X) €
Zul(k,n) N k[X],
— kX, Y]
= (=)
und p: C — Ay die kanonische Projektion (X,Y) — X. Sei

T:={P €A |vp(f)>2}
und U := Ay \ T. Dann ist p~1(U) eine geometrisch regulire Kurve iiber k.

Beweis: Wir diirfen k algebraisch abgeschlossen annehmen. Es gilt U(k) =
{a € A (k)| f(a) # 0}. Sei B := (%) und d : B — Qpy; die universelle
Derivation. Dann gilt

BdX®BdY  BdX & BdY
df)  f(X)dX +nY" 1y’

Qp, =
Nun ist (z,y) € C(k) reguliirer Punkt genau dann, wenn f'(z) = 0 und ny™ ! =
0 gilt. Wegen n € k* und f(z) = y™ lauft dies auf f(z) = f'(z) = 0 hinaus.
D.h. (z,y) € C(k) ist genau dann regulidrer Punkt von C, wenn z eine héchstens
1-fache Nullstelle von f ist, d.h. genau dann, wenn p(z,y) = x € U(k) gilt. O

Bemerkung: Sei die Situation des Satzes zugrunde gelegt. Sei C' := Py[{/f]
und q : C — P; die kanonische Projektion.

1. Offenbar gilt R(C) = R(C), d.h. die Kurven C und C sind birational dqui-
valent. Man hat einen kanonischen U-Isomorphismus p~1(U) & ¢~ }(U).
Ist g € k[X]\ {0} mit V := Spec(k[X,g71]) C U, so identifiziert man

¢ (V) mit Spec (7161[/)51’{;(])[5/])

2. Ist in dieser Situation f(X) ein Produkt aus paarweise verschiedenen,
separablen, irreduziblen Polynomen, so gilt U = A; und C kann mit
¢ (Py \ {oc}) identifiziert werden. Ferner gilt |[{P € C(k) | ¢(P) = oo}| =
ggT(n, deg(f)).
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