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1 Einfiihrung

Phinomenologische Modellierung oder auch Black-Box-Modellierung ist eine In-
genieur-Methodik, die erst mit der Verbreitung effizienter Rechentechnik wahre
Bedeutung erlangt hat. Sie ist immer dann sinnvoll, wenn die Reaktion eines
technischen oder natiirlichen Systems auf gegebene Eingangsgrofien zwar im We-
sentlichen deterministisch ist, aber eine klassische Modellierung zu umsténdlich
ware oder nicht moglich ist. Mit klassisch ist hier eine Modellierung gemeint,
die auf den Gesetzten der Physik basiert und von dort aus deduktiv vorgeht.
Grundlage einer Black-Box-Modellbildung sind mehrere Messungen von Ein-
und Ausgangsgrofen am zu modellierenden System, die dessen wesentliches Ver-
halten aufnehmen. Reale Black-Box-Modellierungsprobleme lassen sich oft auf
das folgende mathematische Problem zuriickfiihren: Finde eine Funktion, die
moglichst gut durch gegebene Stiitzstellen verlauft und sich dazwischen ,yver-
niinftig” verh&lt. Damit sind wir bei einer klassischen mathematischen Proble-
matik. Es gilt aus einer moglichst reichhaltigen Grundmenge an Funktionen auf
Grundlage der Stiitzstellen und Zusatzkriterien die beste Funktion auszuwéhlen.
Diese Aufgabe stellt grundséitzlich ein Spannungsfeld dar. Ist die Grundmen-
ge sehr eingeschrinkt, ldsst sich leicht ein Giitekriterium aufstellen und eine
beste Funktion finden. Lésst man z.B. nur lineare Funktionen zu, so ist der
mittlere quadratische Fehler ein einfaches und gutes Giitekriterium und mit
einem linearen Ausgleichsproblem findet man effizient und eindeutig die beste
Funktion. Nimmt man eine reichhaltigere Grundmenge, so werden meist kom-
plexere Giitekriterien bendtigt. Die Suche nach der besten Funktion gestaltet
sich schwieriger und oft findet man nur ein Suboptimum. Einer der klassischen
Kompromisse in diesem Spannungsfeld sind Neuronale Netzwerke. Mit ihnen
kann man eine reichhaltige Grundmenge an Funktionen abdecken und mit ef-
fizienten Algorithmen ein suboptimales Ergebnis erhalten. Die grofe Schwiche
ist das Giitekriterium. Das dufert sich besonders im Problem des sogenannten
Overtrainings, also darin, dass eigentlich schon gute Resultate sich bei weiteren
Iterationen des Suchalgorithmus wieder verschlechtern.

Wavelet-Netzwerke wurden erstmals 1992 von Qingha Zhang und A. Benvenis-
te [1] als Weiterentwicklung von Neuronalen Netzen eingefiihrt. Sie sind viel-
versprechend fiir Black-Box-Modellierungsprobleme. Thema dieser Dissertation
ist die Konstruktion jener Wavelet-Netzwerke. Dabei liegt der Fokus auf den
dafiir verwendeten Algorithmen und deren mathematischen Grundlagen. Alle
hier vorgestellten Verfahren wurden implementiert und auf Beispielprobleme
angewendet. Ihre Ergebnisse werden anschlieffend ausgewertet. In den ersten
beiden Kapiteln dieser Dokumentation wird gezeigt, auf welchen theoretischen
Grundlagen Wavelet-Netzwerke basieren. Es folgt die Einfiihrung von Standard-
algorithmen und die Analyse ihrer Probleme in Kapitel 4. In einem ersten Lo-
sungsansatz werden im darauf folgenden Kapitel heuristisch motivierte Weiter-
entwicklungen vorgestellt mit dem Ziel, die Robustheit der Modellbildung zu
verbessern. Herzstiick dieser Dissertation ist die Einfiihrung eines ganz neuen,
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statistisch motivierten Giitekriteriums fiir Wavelet-Netzwerke in Kapitel 6. Die-
ses Giitekriterium wird in Kapitel 7 mit Hilfe von eigens dafiir angefertigten,
effizienten Konstruktionsalgorithmen umgesetzt. Dabei wird sich sein Nutzen
klar herausstellen. Wir wiinschen viel Vergniigen bei der Lektiire.
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2 Mathematische Grundlagen

Die mathematischen Grundlagen in den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels
sind zu grofen Teilen direkt oder in angepasster Form aus [7| iibernommen.
In diesen einleitenden Teilen geht es um eine der wichtigsten Fragen der ange-
wandten Mathematik, ndmlich der Approximation gegebener Funktionen durch
Linearkombinationen einer gegebenen Menge von Basisfunktionen. In diesem
Zusammenhang gibt es drei klassische Vorgehensweisen:

e Approximation durch Taylor-Polynome: Die Basisfunktionen sind Poly-
nome

e Approximation durch Fourier-Reihen: Die Basisfunktionen sind Schwin-
gungen

e Approximation durch Wavelets: Die Basisfunktionen sind hierbei durch
spezielle Eigenschaften definiert, um die Nachteile der ersten beiden Ap-
proximationsarten zu umgehen.

Im Folgenden sollen der Taylor-Ansatz und die Approximation durch Fourier-
Reihen kurz skizziert werden und auf entsprechende Eigenschaften eingegan-
gen werden. Es folgt die Einfilhrung von Wavelets, auf denen unser Hauptau-
genmerk liegen wird. Weiterhin wollen wir den wichtigen Begriff des Wavelet-
Frames einfiihren, weil dieser eine theoretische Grundlage fiir die Konstrukiton
eines Wavelet-Netzwerkes darstellt. Zum Schluss wird fiir einen konkreten Fall
die Frame-Eigenschaft einer sogenannten Waveletfamilie gezeigt werden. Dieses
letzte Ergebnis soll im Abschnitt 4.1 wieder aufgegriffen werden.

2.1 Funktionsapproximation mit Taylor-Polynomen

Zuerst wollen wir die Approximation von Funktionen durch Polynome genauer
betrachten.

Satz 2.1
Seien I C R ein Intervall, das aus mindestens zwei Punkten besteht.
Sein € Ny und

f:I—=R z— f(x)

eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion in I, dann gilt fir a,x € I:

—~ f®(a)
f@) =) @ =) + Run(2),
k=0
ferner existiert zu a,x € I ein & zwischen a und x (also § € |a,x] oder £ €
[z, a]) mit:
FI(E)

) (z —a)™*.

Ry (z) =
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In dieser Aussage wird somit eine gegebene Funktion f mit geeigneten Eigen-
schaften durch folgendes Polynom approximiert:

(g )
;f k;'( o)

Der Approximationsfehler ist durch das Restglied

_ [T

o) = (n+ 1) )

(r—a

beschrieben. Auffillig an dieser Art der Approximation ist die Tatsache, dass
einerseits die Funktion f hinreichend oft stetig differenzierbar sein muss und
andererseits, dass der ,Entwicklungspunkt” a eine entscheidende Rolle spielt.
Genauer gesagt: Eine in einer Umgebung eines Punktes a € R n-mal stetig
differenzierbare Funktion f kann in dieser Umgebung bis auf einen Fehler der
Ordnung o(|z — a|™) durch das Taylor-Polynom n-ter Ordnung

f(a)
k!

k

T.[f,a] : R — R, m»—>i (x —a)
k=0

approximiert werden:

Satz 2.2
Seien I C R ein Intervall, das aus mindestens zwei Punkten besteht, n € Ny,
a €I und

f:I—=>R z— f(z)

eine n-mal stetig differenzierbare Funktion in I, dann gilt fir alle x € 1

"R (g
f(x)zzf—m(x—a)k—i—o(]x—a]") fir = — a.

Mit anderen Worten: Fiir x — a konvergiert die Differenz (und damit der Fehler
der Approximation)

") (g
f) - D e ay

schneller gegen Null als die Funktion
|z — al”.

Dies ist die Stdrke der Approximation von Funktionen durch den Ansatz von
Taylor. Die grofe Schwiche zeigt sich, wenn man einen anderen Punkt x € I,
x # a betrachtet, wie das folgende Beispiel f = sin und a = 0 zeigt.
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Taylor-Polynome der Sinus—-Funktion

T T
T [sin,0
4r T3[sin,0] 1[ ]
1
L i \ -
3 T5[SIH,Q] \
P 1
\
2 \ m
\
\
N \
L \ ~ i
\ \
\ \
0 \ X
\ \
N \
b = \ |
\
\
ok \ i
1
!
3k \ i
\
_ab i
1 1 1 1 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

Um dieser extremen ,Lokalitit“ zu entgehen, kann man versuchen, von Poly-
nomen auf Potenzeihen iiberzugehen. Diese bestehen aber aus unendlich vielen
Summanden und was noch schlimmer ist - Die Lokalitdt kann in einigen Fallen
trotz dieser unendlich vielen Summanden erhalten bleiben.

2.2 Funktionsapproximation mit Fourier-Reihen

Fourier-Reihen bilden das wichtigste Werkzeug der Mathematik zur Approxi-
mation von Funktionen durch Schwingungen; daher ist die Theorie der Fourier-
Reihen zum Beispiel in der Kommunikationstechnik unentbehrlich.

Definition 2.3
Seien L > 0 eine reelle Zahl und

fR—=C
eine Funktion mit

flx+ L) = f(x) firalle z€R,

dann heifft die Funktion f L-periodisch bzw. periodisch mit der Periode L.

Fiir jede L-periodische Funktion gilt offensichtlich
f(x+nL)= f(z) firale ne€Z undalle zeR.

Durch die Transformation

F:R—C, xl—>f<2£x>
™
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wird aus einer L-periodischen Funktion f eine 27-periodische Funktion F. Aus
F' gewinnt man die Funktion f durch

2
fo)=F (%%) fiir alle 2 € R

zuriick. Wir werden uns daher im Folgenden auf 27-periodische Funktionen
beschranken.
> Beispiele:

e Die reellen trigonometrischen Polynome der Ordnung n gegeben durch

f[fR=>R, z~ %—l—z [ay cos(kx) + b sin(kx)], ag,a;,b; ER, i € N
k=1

sind 2m-periodische Funktionen. Da mit partieller Integration gezeigt wer-
den kann, dass

21
/cos(k:a:) sin(lx)dr = 0 firalle k€N

0

2m 2m
/Cos(k:x) cos(lx)dx = /Sin(k:x) sin(l)de =0 fiir alle k,l € Ny, k#1
0 0

2m 2m
/COSZ(kx)dx = /sinz(kx)dx =m fiiralle k€N,
0

0

sind fiir

fR—=R, 2z~ %4—2 ay cos(kx) + by sin(kx)],  ag,a;,b; € R, i €N
k=1

die Konstanten
ao,ai,bi S R, 1 €N
durch f eindeutig bestimmt. Zum Beispiel erhilt man aus der Gleichung
Qo - .
f(z)-cos(mz) = 5 cos(mx)—i-z [ay, cos(kx) cos(max) + by sin(kx) cos(mx)]
k=1

mit m € Ny durch Integration:

2 27
/f(x) cos(mx)dx = wa,, bzw. a, = %/f(a:) cos(mx)dzx.
0 0
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Analog erhélt man fiir n € N:

2

2m

/f(:v) sin(nz)dr = wb, bzw. b, = l/f(:zc) sin(nz)dz.
T

0 0

e Verwendet man in der Abbildungsvorschrift
fR>R, =+ %—i—z [ay, cos(kz) + by sin(kx)], ao,a;b; €R, i €N
k=1
die bekannten Formeln

cos(kz) = = (™ +e ™) keN;

ngMI»—

sin(kz) = (e"* — e *) ke Ny,

so ergibt sich fiir alle x € R:

n n n
—ikx ikx . ikx
flz) = E C_pe + E cpe™ =: E cpe
k=1 k=0

k=—n

mit co = 9@, c_p = % (ax + tbg) und ¢ = % (ax, — ibg), k € N. Diese Beob-

achtung fiihrt zu der Idee, auch komplexwertige trigonometrische Funk-
tionen

fR—=C, z+— cheikx, c €C, ke{-n,...,—1,0,1,...,n},

die auch 2m-periodisch sind, zu betrachten.

Um nun bei komplexwertigen trigonometrischen Funktionen
n
fR—=C, z+— Z e o €C, ke{-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n},
k=—n

durch Integration zu zeigen, dass die Koeffizienten ¢, € C, k € {—n,—n +
1,...,—1,0,1,...,n} eindeutig bestimmt sind, bendtigt man das Riemann-
Integral fiir komplexwertige Funktionen. Seien dazu w,v : [a,b] — R Riemann-
integrierbare Funktionen, dann heifft auch die komplexwertige Funktion

¢:la, b - C, x> u(zr)+iv(x)

Riemann-integrierbar und es gilt

/¢(m)dx iz/bu(x)dx+i/bv(a:)da:.
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Speziell fiir Funktionen
¢:[a,b] = C, x—e™ meZ)\{0}

ergibt sich
b

eMEdy = _—_gima
mn

a

Es folgt fiir a = 0 und b = 27:

b

a

2w

/eim”dx =0.

0

Fiir
fR—-C, z~ Z e eC, ke{-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n}
k=—-n
gilt
f(z)e ™ = Z cre'FTMT fiir alle x € R
k=—n
und somit durch Integration
2w
1 )
Cm =5 /f(x)e””xd:c cm €C, me{-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n}.
T

0

Im Folgenden soll eine gegebene 2m-periodische Riemann-integrierbare Funktion
g durch eine Folge von komplexen trigonometrischen Polynomen approximiert
werden. Daher definiert man

Definition 2.4
Sei g : R — C eine 2m-periodische und iber dem Intervall [0,27] Riemann-
integrierbare Funktion, dann heiflen die Zahlen

27
1 )
g(x)e "™ dx cm €C, meZ

" or
0

Cm

Fourier-Koeffizienten von g und mit

Faulgl R—=>C, z— Z cpet®

die Funktionenfolge (F,[g])n>0 Fourier-Reihe von f.
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Im Allgemeinen konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion g weder gleichmé-
fsig noch punktweise gegen g. Daher muss man auf einen anderen Konvergenz-
begriff, dem der Konvergenz in quadratischen Mittel, ausweichen.

Definition 2.5
Seien

fifn : R=>C

fur alle n € Ny 2m-periodische und dber dem Intervall [0,27w] Riemann-
integrierbare Funktionen, dann heifit die Funktionenfolge (f,)n>0 konvergent
m quadratischen Mittel gegen f, falls

27

tim [ |f(z) ~ fule)dz = 0.

Bei diesem Konvergenzbegriff wird die quadratische Abweichung der zu betrach-
tenden Funktion und ihrer entsprechenden Approximation iiber dem ganzen In-
tervall [0, 27] integriert.

Satz 2.6

Sei g : R — C eine 2m-periodische und tber dem Intervall [0,27] Riemann-
integrierbare Funktion, dann konvergiert die Fourier-Reithe von g im quadra-
tischen Mittel gegen g und fir die Fourierkoeffizienten cy gilt:

lim |c;€|2 /|f )|*d.

n—00
k—fn

Die folgende Abbildung zeigt die 2m-periodische Funktion g mit

1
g|[072ﬂ-} : [0, 27T] — R, T g — §$

und die Funktionen Fi[g], F3[g] und Fip[g] im Intervall [—27, 27].
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Fourier—Entwicklung

15r

05r

Interessant ist, dass die Fourier-Reihe an keiner Stelle gegen die zu approximie-
rende Funktion konvergiert. Die Approximation von Funktionen durch Fourier-
Reihen ist somit eine extrem ,nichtlokale® Methode.

Likt man bei den Fourier-Reihen neben ganzzahligen Frequenzen in e, k € Z,
auch reelle Frequenzen zu, so kommt man zu Fourier-Transformation einer ge-
eigneten Funktion g : R — C:

17 |
§:R—-C, a—— / t)e dt.
g Nor 9(t)

Die Funktionswerte der Fourier-Transformierten ¢ sind Analoga zu den Koeffi-
zienten c; der Fourier-Reihe, wie an der Umkehrformel

1 [ ~ fe%4
g(x) = E_/ g(a)e*da

zu erkennen ist. Auch hier besteht das Problem der ,Nichtlokalitat“: Eine Fre-
quenz « beschreibt kein lokales Verhalten von ¢g (Maxima, Minima, Sprungstel-
len) so, wie ein Argument x von ¢ kein lokales Verhalten von § beschreibt.

2.3 Wavelets

Fasst man die bisher betrachteten Methoden zur Approximation von Funktionen
zusammen, so wird bei der Taylor-Entwicklung die Funktion f als Linearkom-
bination der Basisfunktionen

{1,(x —a),(x—a)? (x—a) ..}
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approximiert bzw. dargestellt, wihrend beim Fourier-Ansatz die Funktion ¢ als
Linearkombination der Basisfunktionen

{..., ez ¢il=a) ] ol gi2 Y

approximiert bzw. dargestellt wird. Wie die Fourier-Transformation zeigt, kann
es auch iiberabzahlbar viele Basisfunktionen

{e"*; a € R}

geben. In diesem Fall kann man nicht mehr von Linearkombinationen sprechen,
sondern man erhélt statt den (un)endlichen Summen

e Taylor: Y %(m —a)® bzw. %(x — a)® mit den Koeffizienten
= -
¥ (a) ’ '
R

n oo
o Fourier: > cpe®™ bzw. > c¢re™™® mit den Koeffizienten
k=—n k=—oc0

2m
= 5= [ gla)e *dx
0

das Integral

1 f |
— g(a)e ““do
o / g(a)

als Darstellung fiir g. Die Grundidee der Wavelet-Transformation basiert nun
auf der Methodik der Fourier-Transformation mit dem Ziel, auch ,Lokalitat®
in der Darstellung der Funktion g durch iiberabziahlbar viele Basisfunktionen
zu erhalten. Bei der Fourier-Transformation erhilt man die Basisfunktionen
eo(x) = €*® durch Variation einer Grundfunktion

$:R—=C, z+— e~

vermoge
o :R—=C, z— ¢(ax).

Bei der Wavelet-Transformation geht man vollig analog von einem Mutter-
Wavelet
Yv:R—-C

aus, fiir das im Prinzip die folgenden Eigenschaften gelten sollen:
o [ lzll(x)ldz < oo

o0

o 7f Y(z)dx =0
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o (&) = 1, also: _T (@) D@)dz = 1.

Diese Eigenschaften implizieren, dass 1 asymptotisch gegen Null konvergiert
bzw. kompakten Triager hat.

> Beispiele:

e Morlet-Wayvelet:

e Meyer-Wavelet:
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e Mexikanerhut-Wavelet:

N6 -

RIR=N -

Ausgehend von einem Mutter-Wavelet der obigen Form erhélt man nun die
Menge der Basisfunktionen durch

1 —b
Qﬁ(x > = Pap; a € R\ {0}, beR .
Vlal a

Der Parameter a steuert die Grofe des Intervalls, in dem das Wavelet

1 xr—>b

7 ()

|al a
relevante Funktionswerte ungleich Null besitzt. Der Parameter b verschiebt die-
ses Intervall auf der x-Achse. Der Skalierungsfaktor

b
Vlal

garantiert, dass die obigen Bedingungen fiir das Mutter-Wavelet auch fiir die
Basisfunktionen gelten. Die Wirkung der Parameter a,b soll an einigen Bei-
spielen anhand des Mexikanerhut-Wavelets im Zeit- und im Frequenzbereich
(Fourier-Transformierte) erldutert werden:
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e a =1, b= 0 (Mutter-Wavelet):

Mexikanerhut-Wavelet, a=1, b=0

Betrag der Fourier-Transformierten, a=1, b=0

0.7 T T T T T

0.6 i

0.5 b

0.4 B

0.3F B

0.1 B

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
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°a= %, b=0
Mexikanerhut-Wavelet, a=0.5, b=0
1.4 T T T T T
1.2}
1+
0.8
0.6
0.4r
0.2
0
—02}
—04}
s 4 =2 o 2 4
X
Betrag der Fourier-Transformierten, a=0.5, b=0
0.35 T T T T T

0.3
0.25
0.2
0.15F
0.1F
0.05
0 I I I I I I
-20 -10 ? 10 20
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Mexikanerhut-Wavelet, a=0.1, b=2
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Mexikanerhut-Wavelet, a=0.2, b=-1

15F

-0.5f

|

-4 -2 0 2 4

X

Betrag der Fourier-Transformierten, a=0.2, b=-1

0.14

0.12

0.1

0.08 -

0.06 -

0.04

/\/\
-20 -10 0 10 20
f

30

40

50



Mathematische Grundlagen 21

e qg=-2b=2:

Mexikanerhut-Wavelet, a=-2, b=2
0.7 T T T T T

Betrag der Fourier-Transformierten, a=-2, b=2

1.4 T T T T T

0.2 b

0
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Mit den Parametern a,b kann man lokale und globale Eigenschaften von g we-
sentlich gezielter erfassen - allerdings um den Preis einer doppelt parametrisier-
ten Menge von Basisfunktionen.

Analog zur Fourier-Transformation erhilt man nun Formeln fiir die Wavelet-
Transformation und ihre Umkehrung: Zu g : R — C ergibt sich die Wavelet-
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Transformierte
WyiR\ (0} xR T, (@b [ gt (2.1)

und die Umkehrformel (an allen Stetigkeitsstellen von g)

1 1
g(x) = a / —Wo(a, b)uy(w)dadb,
R\{0}xR

wobei Cy, eine Konstante ist, die nur von 1 abhéngt.
Fiir den weiteren Gebrauch wollen wir an dieser Stelle noch eine Aussage iiber

die Fourier-Transformierte von 1), 5 herleiten. Fiir die Fouriertransformation gel-
ten die folgenden Beziehungen fiir Verschiebung bzw. Streckung im Zeitbereich:

f(x) o—ef(¢)
fla —1t) o—ee ™ f(£)
J(5) o—slal(ag)
daraus lassen sich die folgenden Beziehungen ableiten:
U(x) o—e(8)
9(z) = 0(=) o—slalth(ag) = §(¢)
PE0) = gla — 1) o—ee™4g(€) = e |alih(ag)
und daraus folgt letztendlich:
Y = ] 20() o—ee i af1 /2 ag) 22)

2.4 Wavelet-Frames

Dieser Abschnitt ist in wesentlichen Teilen direkt oder in angepasster Form aus
Kapitel 4 von [8] iibernommen. Es soll dabei lediglich ein Abriss der komple-
xen Materie gegeben werden, der keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit erhebt,
sondern nur den roten Faden der Argumentation aufzeigen soll. Fiir detaillierte
Ausfiithrungen und Beweise der theoretischen Grundlagen wird auf [8] verwiesen.

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation ermoglicht es jede Funktion aus
L*(R% R) in den Wavelet-Raum abzubilden und zuriick. Jedes Wavelet mit Pa-
rametern a und ¢ lasst sich als ein Vektor im Wavelet-Raum betrachten. Dieser
Raum ist aber in zwei Dimensionen iiberabzdhlbar unendlich. Das bedeutet zu-
néchst noch keinen Gewinn fiir unsere Anwendung. Es stellt sich die Frage, ob
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nicht auch eine geringere Anzahl von Wavelets ausreichend wére um beliebige
Funktionen des L?(R,R)-Funktionenraumes darzustellen. Die Antwort ist ja.
Den entscheidenden Schritt bringen sogenannte Wavelet-Frames.

Aufs knappste zusammengefasst: Ein Frame ist eine Kollektion a. := (a;|i € I)
von Vektoren eines Hilbertraums X, die so reichhaltig ist, dass kein x € X
auf allen a; senkrecht steht. Im unendlichdimensionalen Fall ist das nicht so
leicht sicherzustellen. Die a; brauchen nicht linear unabhéngig (geschweige denn
orthonormiert) zu sein; in diesem Sinne sind Frames im Allgemeinen redundant.
Man konnte auch sagen, ein Frame ist weniger als eine Basis eines Vektorrau-
mes. Man kann zwar jeden Punkt des Vektorraumes als Linearkombination der
Framevektoren darstellen, aber im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beschranken wir unsere Betrachtungen zunéchst auf den eindimensionalen Fall.
Sei 1) ein Mutter-Wavelet. Bei der kontinuierlichen Wavelet-Transformation
wurden alle Wavelets aus der Menge

{vusltus=a 20"ty s e v\ (0} e ) 23)

genutzt um eine beliebige Funktion des Funktionenraumes L? darzustellen. Jetzt
wollen wir uns auf eine Teilmenge davon beschrinken indem wir nur noch fol-
gende diskrete Werte fiir a,, und t,,, zulassen:

A =0" und tp,, =no"p
wobei 0 > 1 und 8 > 0 vorgegebene Konstanten sind und m,n € Z alle ganz-
zahligen Werte durchlaufen. Wir erhalten so die abzéhlbar unendliche Familie

Y. := (Ymn|m,n € Z) (2.4)

wobei .

Uma(0) = 02T = gy (o — )

Man kann nun sagen die Familie . spannt einen Vektorraum von Funktio-
nen auf. Das beeindruckende daran ist, dass unter gewissen Umstinden dieser
Vektorraum dicht im L? Funktionenraum liegt beziiglich der L2-Norm. Mit an-
deren Worten: 1. ist dann ein Frame des L?-Funktionenraumes oder zumindest
ein Frame eines Funktionenraumes, der dicht in L? liegt. Beweisen lisst sich dies
mit Hilfe der Frame Theorie, die hier aber nicht im Detail behandelt werden
soll. Wir beschrinken uns auf die folgende Definition und den folgenden Satz
unter Verweis auf [8].
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Definition 2.7
Sei der Frameoperator T : f — T f definiert iiber die Formel

Tf(m,n) S = f Um n> Wf(anu mn) ((m’n) € Z2)

= f 77ZJab

Der folgende Satz ist ein aus Frametheorie und diskreter Wavelet-Transformation
abgeleiteter Spezialfall. Er ist hier von zentraler Bedeutung:

Satz 2.8
Die Waveletfamilie 1. ist genau dann ein Frame des L?, wenn es Konstanten
0 < A< B gibt, sodass

AFI> < ITAI” < BIFIF vfeL?

dabei bezeichnet || f|| die L*(R)-Norm und ||Tf|| die I*(Z*)-Norm.

Dieser Satz liefert bei einer Waveletfamilie ¢. eine Handhabe fiir den Beweis
der Frameeigenschaft. Genau darauf werden wir im folgenden hinarbeiten.
Sei ¢ : R — C die Fouriertransformierte von 1, also

7 1 I —iax
dla) = EZ (e " da (2.5)

Der Zoomschritt o > 1 sei gegeben. Ein Mutter-Wavelet ¢ heifst fiir die Zwecke
der nachfolgenden Betrachtungen zulissig, wenn die Fourier-Transformierte 1)
die nachstehenden Bedingungen (a) und (b) erfiillt.

(a) Es gibt Konstanten o > 0, p > 0 und C' mit

’ clel™ (gl <1
[P(§)] < { WLHP (¢ > 1 (2.6)

Diese Bedingung ist an sich harmlos und dient in erster Linie zur Einfiihrung
der Konstanten a,p und C. Ist zum Beispiel ¢t € L' und ¢’ von beschrinkter
Variation, so gelten Abschétzungen der Form (2.6) mit o = 1 und p = %
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(b) Es gibt eine Konstante A" > 0 mit

S emOP > A (1< g <o) (2.7)

m=—0oQ

Weil die linke Seite von (2.7) gegeniiber der Streckung & — o¢ invariant ist,
kann man sich auf den Priifbereich 1 < |¢| < o beschrénken. Die Bedingung
driickt aus, dass die Nullstellen von 1ﬂ nicht ,logarithmisch konspirieren® diirfen.
Tnsbesondere darf der Triiger von ¢ nicht in einem einzigen Intervall b, ob|
Platz haben.

Die Konstanten «, p,C und A wollen wir im folgenden als Parameter von 1)
bezeichnen. Wir kommen nun zum zweiten zentralen Satz dieses Abschnitts,
der aus [8], Satz 4.10 {ibernommen ist.

Satz 2.9

Der Zoomschritt o > 1 sei vorgegeben. Es sei ¢ ein zuldssiges Wavelet
mit Parametern o, p,C und A. Dann gibt es Konstanten [y, B' und C',
so dass folgendes zutrifft: Ist der Grundschritt B < By, so ist die Familie
V. = (Ymn|(m,n) € Z*) ein Frame mit Frame-Konstanten

(A= OB, B= (B +CB)

_27T

A
B

Damit ist gezeigt, dass es theoretisch moglich ist, jede Funktion des L*(R, R) mit
einer abzdhlbar unendlichen Familie 1. beliebig genau zu approximieren. Man
kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und sagen, dass sich jede Funktion
des L?(R, R) beliebig genau (im Sinne der L?-Norm) als Linearkombination von
endlich vielen Funktionen aus 1. darstellen lasst. Im néchsten Abschnitt werden
wir einen konkreten Fall betrachten.

2.5 Ermittlung der Frameeigenschaft fiir einen konkreten
Fall

Wir betrachten folgende konkrete Wavelet-Familie ¢. wie in (2.4) mit Mexika-

nerhut Mutter-Wavelet
iﬂ—lm(l _ xQ)e—ﬁ/z

v:R—>R mit ¢(a:)=\/§

und Konstanten:
c=2 , p[=2

Die zu v gehorige Fouriertransformierte lautet:

2 2
g /Ag2emE/2 (2.8)

Y:R—>R mit @z?(g):\/g
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Fiir die Herleitung wird auf [8] verwiesen.

Satz 2.9 trifft keine Aussage iiber die Grofe von fy. Es bleibt uns hier nichts
anderes iibrig als tief in den Beweis von Satz 2.9 einzusteigen um zu einer
Aussage zu unserem konkreten Fall zu gelagnen. Um das Ergebnis dieses (sehr
technischen) Abschnittes vorweg zu nehmen: Ja, v. ist ein Frame des L*(R).
Folglich ist 5y > 2. Das ist ein fiir die Praxis brauchbarer Wert wie wir in den
spateren Kapiteln noch sehen werden. Wére z.B. 5y = 0,01, dann hétte die Fra-
meeigenschaft von Waveletfamilien allenfalls theoretischen Charme, aber keinen
praktischen Nutzen fiir die Verwendung bei Wavelet-Netzwerken. Wir stiitzen
uns bei den folgenden Ausfithrungen im wesentlichen auf [8], Abschnitt 4.4 .

Wir stehen vor der Aufgabe den Term

ITFI* = 1T f )P =) (W f(e™, no™B)

moglichst genau abzuschétzen. Dazu benotigen wir folgende grundlegenden Er-
gebnisse aus der Fourieranalysis:

Satz 2.10 R
Seien f,g : R — C zwei Funktionen mit Fouriertransformierten f und g analog

zu (2.5). Dann gilt:
(f,9) = (f.9)

@/f /

Auch der folgende Satz iiber Fourierreihen soll hier nur zitiert werden.

Satz 2.11

Es sei f : R — C eine periodische Funktion mit Periode L > 0, und es sei
L 2 .

Jy 1f(z)Pdx < co. Dann gilt

_ Z Ck62k7rix/L7 f( / f 72k:7rw:/Ld
k=—oc0

und es ist

L
> laf = [ If@Pd
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Der eigentliche Beweis von Satz 2.9 beginnt hier mit:
Wi(a.t) = [ fla)iuionds

— " [ fe)alag)e s

Dabei gilt die erste Gleichheit nach (2.1), die zweite nach (2.2) und Satz 2.10.
Wir setzen zur Abkiirzung:

9(&) = f(€)d(ag) (2.9)
Damit ergibt sich, ¢t # 0 vorausgesetzt:
2w/t
Wf(a,nt) _ |a|1/2/ eintEZg (54—[2771-) d& (2.10)
0 1

Die Funktion )
=Yy (§+l77r> (2.11)
I

ist periodisch mit Periode 27” Nach den Formeln aus Satz 2.11 kénnen wir daher
(2.10) interpretieren als

12 27 A

Wf(a,nt) = |al TG(_R)

und durch summieren iiber n ergibt sich

ot
S W (a.nt) |a|( )Z|G 2 [ e@pas 1y

Hier wurde zuletzt die in Satz 2.11 angefiihrte sogenannte Parsevalsche Formel
fiir Perlodenlange beniitzt.

Wir untersuchen nun das letzte Integral genauer:

2m /[t 2w/t 7 o9\
[ e@re = [ g (402 ) g (4 17 )a
0 0 k.l
2/t 2m 2m

Hier substituieren wir £ := £ + ZQT’F und erhalten weiter

[ - > / ;(:W 0@ (&4 (6 -0 )ae
g fron (e )
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Tragen wir das in (2.12) ein, so kénnen wir

Z Wf(a,nt) 2”’“‘ Z/ (5 + k%”)dg

notieren. Wir setzen hier

a:=0" t:=0c"F (meZ)

und summieren auch noch iiber m. Es ergibt sich
m m 2m
TSI = Y2 W™ no™5) = 237 Qo (2.13)
m,n k,m

wobei die Q. nach Definition (2.9) von g foltendermafen aussehen:

e [T ) (45

Es wird sich herausstellen, dass in (2.13) die Terme mit k£ = 0 den Lowenanteil
ausmachen. Wir schreiben daher

s = (/ O S e \d§+@> 214

wobei die simtlichen Terme (g, mit k # 0 im Rest ) zusammengefasst sind.
Um den Hauptteil und den Rest gegeneinander ausspielen zu kénnen, bendtigen
wir das folgende Lemma:

Lemma 2.12
Es sei i ein zuldssiges Wavelet mit Parametern o, p, C und A’. Dann gibt es
erstens ein B’ mit

Zw O < B VEeR

und zweitens gilt

Q| < OB || £|I? (2.15)

mit einem C', das unabhdngig von [ ist.

Nach Definition von A’ haben wir dann

2m 2m
B +C' 1+p 2
3 3 — (B + B £l

wie behauptet. Damit ist Satz 2.9, modulo das Lemma, bewiesen.

(A = OB AP < ITF” <
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Fiir unser eigentliches Ziel, ndmlich die Berechnung der Frameeigenschaft fiir
das konkrete Problem des Mexikanerhut-Wavelets wie am Anfang des Kapitels
beschrieben, ist es unumgéinglich auch noch in den Beweis des Lemma 2.12
einzusteigen. Das soll jetzt getan werden.

Um die Summe 3" [)(0"¢)|? nach oben abzuschiitzen, miissen wir die Terme
mit m < 0 und diejenigen mit m > 0 getrennt behandeln und dabei jeweils die
passende Ungleichung fiir 1& verwenden. Es ergibt sich

Z [P(e™EP < sup > |i(o

1<lg|<o S
1
2 m+1 2c - /
<c (z< -3 ) = 7
m<0 m>0

Nun zu (2.15). Wir fassen @, als ein Skalarprodukt auf, wobei wir die vorhan-
denen Faktoren noch passend aufteilen. Nach der Schwarzschen Ungleichung
ergibt sich

. R R 1/2
Qo < ( [1i@rEEolions + 2k7r/ﬁ)\d£)

R R A 1/2
([ 1+ 20/ (e 8D PGl o™ + 2km )1
Substituieren wir hier im zweiten Faktor £’ := & + 2knw /(0™ ), so folgt:

R R . 1/2
Qum| < ( [ iens + 2k7r/ﬂ)|d€> <

([ vi@rtiemeiios ~ommsac)

Die |Qgm| sind nun tiber alle £ # 0 und alle m zu summieren. Fiir die innere
Summe iiber m verwenden wir die Schwarzsche Ungleichung in der Form

Z(@-M)s\/zxm-\/zym

Es ergibt sich

1/2
|Q\<Z</|f \Zw &)|[i(o §+2/m/6)|d§) X

k40
1/2
( J17©P S dtame i - 2k7r/ﬁ)\d€> (2.16)
Die Summen iiber m werden nun nach oben abgeschétzt mit Hilfe der Funktion

q(s) = sup > (e[ (0™E + )| (2.17)
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0.7 T T T T T T T

lIJdamh

Abbildung 1: Fouriertransformierte des Mutterwavelets (¢)

Dabei wiirde es an sich geniigen, das Supremum iiber 1 < [¢| < ¢ zu erstrecken.
Die Ungleichung (2.16) geht damit iiber in

QI < IF17D Va(2kn/B)q(—2kx/B) (2.18)
k#0

An dieser Stelle brechen wir den Beweis des Lemma 2.12 ab. Die bis hierhin
geleistete Vorarbeit geniigt um nun mit dem konkreten Problem zu beginnen.
Die Zulissigkeitsbedingung (2.6) ist fiir das Mexikanerhut-Wavelet ¢ mit Fou-
riertranformierter (&) wie in (2.8) trivialer Weise erfiillt. In Abbildung 1 ist die
Fouriertransformierte @ zu sehen. Sie ist stets reell und positiv. Fiir kleine Werte
von |€] geht sie asymptotisch gegen die Funktion h(x) = vya? mit v = %71'_1/4.
Fiir groke Werte von |£| dominiert der Term e~**/2 d.h. die Funktion fillt sehr

schnell zu Null ab. Weiterhin ldsst sich elementar-analytisch berechnen, dass z@
bei +£4/2 Maxima vom Wert

Dmaz = D(V2) =27 ~ 0,63814 (2.19)

annimmt. Wir wollen nun im Folgenden Konstanten A’ und B’ moglichst scharf
abschitzen, mit denen gilt:

A< Y (oM< B (1<[¢] <o)

m=—0Q
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Abbildung 2: Graph der Hilfsfunktion h(¢)

A" wird fiir die Zulassigkeitsbedingung (b) in (2.7) benétigt. Dabei verwenden
wir Matlab als numerisches Hilfsmittel. Zunfchst kénnen wir uns iiberlegen,
dass es geniigt, den Laufindex m von —100 bis 10 laufen zu lassen. Eine grob-
schldchtige Abschétzung bestétigt, dass wir dadurch an der unteren Grenze
einen Fehler von weitaus weniger als 271% in Kauf nehmen und an der oberen
Grenze weitaus weniger als e 19 Wir konnen diese Fehler folglich vernachlis-

sigen. Die Funktion
10

ne = Y. e
m=—100

wurde fiir unser konkretes Problem an 1000 dquidistanten Stellen im Intervall
[1,2] ausgewertet. Der Graph von h(§) ist in Abbildung 2 zu sehen. Am Graphen
erkennt man bereits, dass das Auffinden des Minimums A’ und des Maximums
B’ ein gut konditioniertes Problem ist. Rundet man die Funktionswerte von
h(§) auf vier Nachkommastellen, so erhédlt man an 21 nebeneinanderliegen &-
Stiitzwerten den kleinsten Funktionswert von A" = 0, 5209 und an 15 nebenein-
anderliegenden ¢-Stiitzstellen den groften Funkionswert B’ = 0,5644. Es kann
folglich von einer Genauigkeit auf vier Nachkommastellen ausgegangen werden.
Mit diesen Konstanten A’ und B’ folgt aus (2.14), dass

2_7T ! R 2 2 2_7T ! r 2
. (A/!f(f)! df+@) <7< (B /|f(£)! dé+@)
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Abbildung 3: Graph der Hilfsfunktion {(¢)

und mit Satz 2.10 erhalten wir
2m , 2m ,
7 (IfIP A"+ Q) < ITfI* < 5 (If1I1* B'+ Q) (2.20)

Auf ahnliche Weise wie B’ soll nun der Term

Sup > d(e™e)]

berechnet werden. Dazu fithrt man die Funktion {(£) ein und sucht

10

zmaxzsmgpl@) mit 1(§) = Y [$(0™)

m=—100

Durch grobe Abschéitzungen kann hier wiederum gezeigt werden, dass die weg-
gelassenen Summanden einen Einfluss von weinger als ca. 27!% haben und somit
vollig zurecht weggelassen wurden. [(§) wurde wiederum an 1000 dquidistanten
Stellen zwischen 1 und 2 berechnet und in Abbildung 3 dargestellt. Der auf vier
Nachkommastellen gerundete maximale Funktionswert /,,,. = 1,2621 wurde an
40 nebeneinanderliegenden dieser 1000 Stiitzstellen angenommen, was uns eine
Genauigkeit von l,,,, auf vier Nachkommastellen versichert.
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Die bis hierher geleistete Vorarbeit ldsst nun die folgenden zwei Abschitzungen
fiir ¢(s) aus (2.17) zu:

q(s) = sgpz [P0 )W (a™E + 5)]
< sgpz (0™ )| Pmaal
= [$rmaa] Sgpz [(a™¢)]

~
= wmam : lmax

2 2
~——r /421, 2621
e

V3
=~ Qmaz = 0, 8054

Diese Abschitzung gilt fiir alle s ohne Einschrinkung. Es kann immer noch
von einer Genauigkeit auf 4 Nachkommastellen ausgegangen werden. Wenn wir
zusétzlich s > v/2 annehmen, dann kénnen wir noch eine bessere Abschitzung
vornehmen, weil ¢(£) fiir € > v/2 monoton fillt und zwar:

0(5) = sup 3 ("I (oE +5)
<sup 3 (o)
= (s sup 3 I (o76)

= @@(3) “ma
= 1(s) - 1,2621

Um nun |@| in (2.18) abschéitzen konnen, werden wir endlich konkret und fithren
D' ein mit

D' => " \/q(2kn/B)q(—2kx/B)

k40

— 23" Valm)a( k)
S 2 Z 7vg(kﬂ-) ' lmaa:\/ Gmaz
=2 V lmam V maz Z \/ l/s(kﬂ—)

_ (km)?

9 00
=2 V lmaac\/ dmax %ﬂvilﬂ Z(kﬂ-)e 4
k=1
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_ (km)?

2
2
~ 2 V lmaz V Qmax ﬁﬂ-_l/Zl Z(kﬂ->e 4
k=1

2
~ 24/1,2621,/0,8052, | —=m1/4 - 0, 26675
v v 7

= 0,5009

Man kann dabei durchaus noch von drei signifikanten Nachkommastellen ausge-
hen. Wir haben in dieser Rechnung die Abschatzungen fiir ¢(s) verwandt. Der
Term e~ (**/4 geht fiir & > 2 so schnell gegen Null, dass fiir eine Berechnung
von vier signifikanten Nachkommastellen in der Summe nur die ersten beiden
Glieder beriicksichtigt werden miissen. Nun kénnen wir an (2.20) ankniipfen
und unsere gewonnenen Ergebnisse verwenden.

2 2
5 (174 =1QN) < 171> < (117 B + Q)
2m
B
= |7 2% (0,5209 — 0,5009) < |TfI* < IfII? %ﬂ (0, 5644 4 0,5009)

2
= % (LFIZ A= LF17 D) < ITAI” < = (LFI° B+ I £1I* D)

= ||f]I*>- 0,06 < |Tf* < |If]|*- 3,35

Damit ist gezeigt, dass die Wavelet-Familie . so, wie sie am Anfang dieses Ab-
satzes definiert wurde, die Frameeigenschaft erfiillt. Dabei wurden teilweise sehr
grobe Abschéitzungen vorgenommen und wie man sieht, hat es zum Schluss nur
ganz knapp funktioniert. Wenn die Wavelets dichter zusammengeriickt werden,
also f < 2 verwendet wird, bleibt die Frameeigenschaft erhalten. Wenn man
bei der Abschiatzung von D’ bei den kleinen Werten von k die ¢(s) nicht nur
abschitzen sondern direkt ausrechnen wiirde, dann hatte man das Potential
auch noch fiir Werte § > 2 die Frameeigenschaft nachzuweisen. Die Intuition
legt nahe, dass By > 3 ist. Ein Beweis dafiir soll hier nicht gefiihrt werden. Wir
haben hier gezeigt, dass das [y in Satz 2.9 in unserem konkreten Fall grofer
als 2 ist und somit in einem ,yerniinftigen“ Bereich liegt. Dadurch wird nahe
gelegt, dass auch bei analog konstruierten mehrdimensionalen Wavelet-Familien
bei einer ,yverniinftigen“ Wahl von £ (in dieser Arbeit wurde in allen Problemen
o =2und 3 =1 verwendet) eine Frameeigenschaft gegeben ist. Wir werden in
Abschnitt 4.1 auf diese Erkenntnis zuriickgreifen.

2.6 Das lineare statistische Modell

Im Zuge der Black-Box Modellierung werden wir Modelle auswéhlen und deren
Parameter anpassen. Bei der Berechnung der Parameter werden wir das lineare
statistische Modell nutzen. In diesem Abschnitt orientieren wir uns stark an
[10], Kapitel 17, wihlen aber teils andere Bezeichner zum Zwecke der Konsis-
tenz dieser Arbeit. Beim linearen statistischen Modell geht man davon aus, dass
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beobachtbare Daten linear von gewissen Parametern abhdngen. Bei konkreten
Messungen treten jedoch zufillige Messfehler auf, sodass die Koeffizienten nicht
unmittelbar bestimmt werden konnen. Lineare statistische Modelle dienen un-
ter anderem dazu, trotz der Stérung durch Messfehler o.A. auf Grundlage der
gemessenen Daten die Koeffizienten und damit den linearen Zusammenhang zu
bestimmen. Ausgangspunkt der linearen statistischen Modelle ist ein statisti-
scher Raum
(R, B", Py peo).

Das Besondere des statistischen Raumes (R",B", Py pco) besteht nun in der
Tatsache, dass iiber Py yco nur der Erwartungswert von Y in Form einer Line-
arkombination der Vektoren vy, ...,v, mit unbekannten Linearfaktoren u € R"
und lediglich die Kovarianzmatrix von Y in Form eines Vielfachen der Einheits-
matrix mit unbekanntem Koeffizienten 6% > 0 bekannt sind. Daher modelliert
man Y durch

Y=Vu+FL,
mit einer Matrix V. = (vy,...,v,) € R™" und einer n-dimensionalen reellen
Zufallsvariablen E. In diesem linearen Modell parametrisiert 6 = (u,5?%) €

R" xR, also die Familie der Zufallsvariablen Y = Y (#) und damit nur mittelbar
die Familie der induzierten Verteilungen Py gcg. Wir fassen zusammen

Definition 2.13
Es sei V € R™ eine Matriz, & € R" und 6> > 0. Ferner sei E eine n-
dimensionale Zufallsvariable mat

E(@,&2)<E) = Q und COV(@@J)(E) = 5'2]:
Dann heifit ein statistischer Raum
(R*,B",Pygee), 0= (4,6°) eR" xRy =0,

mit
Y=Vu+FE

lineares Modell

Die Matrix V € R™" wird als Designmatrix bezeichnet und besteht aus den
Spalten vy, ...,v, € R™. Diese wiederum heifen Regressoren. Die Forderungen
an F stellen sicher, dass

Eus2(Y)=Va und Covgee(Y) =51

gilt. Die Komponenten Y7, ..., Y, von Y haben also i.A. unterschiedliche Erwar-

tungswerte, sind paarweise unkorreliert und haben die gemeinsame Varianz 62.
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2.6.1 Kleinste-Quadrate-Schitzung

Bei linearen statistischen Modellen ist der Verteilungstyp der Zufallsvariablen
Y mit
Y=Vu+FE

im Allgemeinen nicht bekannt. Daher stiitzt man sich bei der Schitzung des
unbekannten Parameters & € R" auf einen starker heuristischen Zugang. Dabei
wahlt man folgende Schitzfunktion w fiir @ unter der Voraussetzung, dass die
Designmatrix V vollen Rang r besitzt. Sei y nun eine Realisierung von Y und
e die zugehorige Realisierung von E. Dann ist

u:R" — R", Y= argmin{HQHg} )
u€R"

wobei arg min, . {||g||;} den eindeutig bestimmten Vektor u(y) € R" bezeich-
net, fiir den die Funktion

lew|s = lly = Vull;

minimal wird. Durch partielle Differentiation nach den Komponenten von u und
durch Losung eines linearen Gleichungssystems erhilt man die explizite Form

u:R" =R, y— (VIV) 'V
somit ist u eine messbare Funktion und wegen
Es2)(w) = Eqe) [(VIV) VY] =1

auch erwartungstreu. Ferner ist u eine lineare Funktion in Y. Damit haben wir
gezeigt:

Satz 2.14
Sei (R", B", Py gcrrxr,) mit Y = Vi + E ein lineares Modell.
Hat die Designmatriz V vollen Rang r, so ist

w:R" =R,y (VIV)T'VTy,
eine erwartungstreve Schatzfunktion fir u mit

u(y) = arg min {lel|;} = arg min {HQ - VﬂHz}
u€R" u€R”

Auf Grund dieser Figenschaften wird die Schitzfunktion u auch als ,,Kleinste-
Quadrate-Schdtzfunktion® bezeichnet.
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2.6.2 Varianz-Schitzung

Da nach Voraussetzung die einzelnen Komponenten FEi, ..., F, des Fehlers £
unkorreliert sind und identische Varianz besitzen, bietet sich als Schéitzfunktion

fiir 62 die Funktion

1

. 1 1 _
SR Ry, g el = el = = ||y - V|,
=1

an. Diese Schitzfunktion hingt aber vom unbekannten Parameter u ab. Da-
her ersetzen wir & durch den Kleinste-Quadrate-Schitzer g aus Satz 2.14 und
erhalten so einen Schitzer S? mit

. N 1 _ 2
SRRy, oy |y = V(VIV)'VTy ||
Fiir E5,52)(5?) gilt:

Bt (5%) = ~Eggan (Y7 [I= V(VIV)IVT] [T- V(VTV) V7] Y)

n

= %Spur [Covasry (I-V(VIV)'VT]Y)]

= “Spur (3% [1 - V(VIV) V7))
1

= 552(71 — )

da [I— V(VTV)~'VT] die lineare Projektion auf Bild(V)* darstellt. Um eine
erwartungstreue Schitzfunktion o? fiir 52 zu erhalten, modifizieren wir S? zu

1
R =Ry, oy ||y - V(VIV) VT (2.21)

Dabei dient o2 als Mak fiir die Giite der Schiitzung des Erwartungswertes Vi
von Y durch V(VTV)~'VvTy.
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3 Wavelet-Netzwerke

Die Wavelet-Theorie ist ein inzwischen weiterentwickeltes Gebiet der Mathe-
matik, fiir das es zahlreiche Anwendungen gibt, wie z.B. in der Numerik und
Signalverarbeitung. Doch obwohl diese reichhaltige Theorie effiziente Algorith-
men zur Analyse, Approximation und Kompression von Funktionen oder Signa-
len hervorgebracht hat, blieb die Anwendung dieser Algorithmen normalerweise
auf Probleme von niedriger Dimension d beschrinkt. Mit Dimension ist hier
die Dimension des Definitionsbereichs des Signals oder der Funktion gemeint.
Typischerweise wurde dabei nur mit d = 1 oder d = 2 gearbeitet. Grund dafiir
war, dass die Konstruktion und Verwaltung einer hherdimensionalen Wavelet-
Basis, also z.B. einer Basis des L*(R% R) zu hohen Rechenaufwand mit sich
gebracht hitte. Um auch hoherdimensionale Probleme bearbeiten zu kénnen,
ist es wiinschenswert, eine Technik zu finden, deren Komplexitit nicht so sehr
von der Dimensionalitit abhangt. Es scheint, dass (kiinstliche) Neuronale Net-
ze fiir solche Zwecke besonders geeignet sind. Mehrere Studien haben sich mit
der Approximation von hoherdimensionalen Funktionen mit Neuronalen Netzen
befasst. Neuronale Netze sind eine besondere Rechenarchitektur, bei der Kno-
ten (Neuronen) in verschiedenen Lagen miteinander verbunden sind. Der Name
stammt von den biologischen neuronalen Systemen, welche die Inspiration liefer-
ten. Allerdings funktionieren die heutigen kiinstlichen Neuronalen Netze etwas
anders als die biologischen. Obwohl einige theoretischen Untersuchungen das
Potential von Neuronalen Netzen zur universalen Funktionsapproximation be-
stitigen, so mangelt es doch an einer effizienten konstruktiven Methode um zum
einen die Struktur des jeweiligen Netzwerkes zu bestimmen und zum anderen
dessen Parameter. Besonders die robuste Modellbildung stellt ein Problem dar.
Durch die Ahnlichkeit der diskreten inversen Wavelet Transformation und Neu-
ronalen Netzen mit einer vergrabenen Schicht (hidden layer) kamen als erste Q.
Zhang und A. Benveniste [1| auf die Idee die Neuronale Netzwerkstruktur und
Wavelets zu verbinden. Es folgten Weiterentwicklungen wie |2],|3|oder [4]. In [1]
wurde das Wavelet-Netzwerk eingefiihrt als eine Klasse von sukzessiv arbeiten-
den Netzen, die aus Wavelets besteht. Diese Art von Netzen bringt verschiedene
Vorteile mit sich. Z.B. stellt die Wavelet-Theorie bessere Theoreme iiber die all-
gemeine Approximationsfahigkeit bereit als die von konventionellen Neuronalen
Netzen. Zudem liefert die Wavelet-Transformation niitzliche Anhaltspunkte fiir
die Konstruktion eines Wavelet-Netzwerkes. Viele Autoren haben unabhéngig
von einander die Zusammenhdnge zwischen der Wavelet Theorie und Neurona-
len Netzwerken untersucht. In [12] hat Martin Prescher sich mit verschiedenen
Netzwerk-Klassen und deren Gemeinsamkeiten und Unterschieden auseinan-
dergesetzt. In dieser Dissertation gehen wir direkt von den Ergebnissen der
Wavelet-Theorie zum Wavelet-Netzwerk, ohne uns tiefer mit Neuronalen Netz-
werken zu beschéaftigen.
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3.1 Die Problemstellung

Wavelet-Netzwerke werden verwendet, um Problemstellungen der folgenden Art
zu bearbeiten:
Gegeben ist ein Trainingsdatensatz der Form:

@JIV = {(x17y1)7 sy (xNayN)}
z; €RYi=1..N
Yi € R,Z =1...N

Er besteht aus N Trainingspunkten, wobei die z-Werte aus R¢ stammen und
die y Werte immer aus R. Wiirde man ein analoges Problem betrachten mit
y-Werten aus dem R¥, so kénnte das Problem immer in & Trainingsdatensiitze
der obigen Art zerlegt werden. Ziel ist es nun eine Funktion

f:R*=R

zu finden, welche die Trainingsdaten moglichst gut approximiert und gewisse
gewiinschte Eigenschaften besitzt. Man betreibt folgende Modellbildung:
Sei f : RY — R eine unbekannte Funktion, dann gelte:

Yi = ]Z(:’U’L) +e; Y(zi,y) € @f[ (3.22)

wobei die x; entweder als definierte Stiitzpunkte angesehen werden kénnen oder
als Realisierung einer Zufallsvariablen X mit einer bestimmten, aber im Allge-
meinen nicht bekannten Verteilung. Die e; fasst man als Realisierungen einer
von X unabhéngigen Zufallsvariablen £ auf mit E(F) = 0. Auch die y; muss
man dem entsprechend als Realisierungen von Zufallsvariablen auffassen. Die
Funktion f wird auch Regressionsfunktion genannt. Dabei gehen wir davon aus,
dass sie einem bestimmten Funktionenraum angehort (z.B. den stetigen, qua-
dratisch integrierbaren Funktionen). Die eigentliche Aufgabe besteht nun darin,
ausschlieklich mit Hilfe der Trainingsdaten OYeine moglichst gute Niherung f
fiir die Funktion f zu finden. Méglichst gut bedeutet in diesem Fall mit einem

moglichst geringen Abstand Hf — f|| in einer L,-Norm. Da uns zur Losung des

p
Problems aber nur die Trainingsdaten zur Verfiigung stehen, miissen wir auf

ein geniigsames, zumeist heuristisch motiviertes Giitekriterium zuriickgreifen.
So ein Kriterium ist zum Beispiel der mittlere quadratische Fehler.

MSE = % ; [k — flap)]) (3.23)

Dieses Kriterium fiir die Giite der Approximationsfunktion f wird uns noch
konkret in den Standardalgorithmen in Kapitel 4 begleiten. In Kapitel 5 wer-
den wir es etwas erweitern und in Kapitel 6 einen ginzlich neuen Ansatz zur
Konstruktion einer Kriteriumsfunktion aufzeigen. f soll in dieser Arbeit stets
ein Wavelet-Netzwerk sein.
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Beispiel 3.1

Fiir die bessere Vorstellung sollen hier denkbare Anwendungsbeispiele fiir ein
Problem dieser Struktur aufgezeigt werden. Letztere erheben keinen Anspruch
auf wissenschaftliche Genauigkeit, sondern dienen nur zur Motivation und In-
spiration.

1. Nehmen wir an, wir haben ein technisches System (z.B. eine Gleich-
strommaschine), dessen Verhalten wir Black-Box-modellieren wollen,
weil es vom normalen Verhalten einer Gleichstrommaschine abweicht.
Als Eingangsgrifien nehmen wir den Strom I und die Drehzahl n. Aus-
gangsgrofe ist die Klemmenspannung U. Man wirde also Messrethen
aufnehmen, wober man I und n in bestimmten Bereichen nach einem
requldren Muster einstellt und dann U misst. Das wdre also ein Beispiel
fiir definierte Stitzpunkte x;. Die e; konnen als Messfehler aufgefasst
werden.

2. Ein weiteres Beispiel fir definierte Stiutzpunkte ist ein Graustufenbild,
wie es in [5] behandelt wird. Ein solches Bild lasst sich immer als abge-
tastete Funktion des L*(R?) auffassen. Die Stitzstellen liegen dabei auf
einem reguldiren Gitter.

3. Probleme, in denen die x; nur als Realisierung einer Zufallsvariablen X
mit irgendeiner (nicht notwendiger Weise bekannten) Verteilung aufge-
fasst werden kinnen, gewinnt man z.B. aus der Natur. Wenn man ver-
mutet, dass eine (schwer oder nicht messbare) Umweltgrifie sich durch
funktionalen Zusammenhang aus anderen (leichter messbaren) Umwelt-
gréflen ergibt, so kann man Trainingsdatenpaare (x;,y;) durch Messung
sowohl der x; als auch der y; erhalten. Ein triviales Beispiel wdre ein
Barometer. Die x; sind der gegenwdrtige Luftdruck und die y; sind ein
Mapf fiir die Sonneneinstrahlung am darauf folgenden Tag.

3.2 Die Struktur eines Wayvelet-Netzwerkes

Sei ¢ : R — R ein Mutter-Wavelet und sei w; € R,a; € R%,t; € R fiir
¢ = 1...n, dann ist

Fuan(z) = Zwﬂ/} [a; * (z — t;)] (3.24)

ein Wavelet-Netzwerk, wobei x fiir das komponentenweise Produkt von zwei
Vektoren steht. t; wird auch als Translation und a; als Dilation der Wavelets
bezeichnet. Die w; sind die Gewichte der einzelnen Wavelets. Mit d bezeichnen
wir die Dimension des Problems. Man sieht also ganz deutlich, dass das Wavelet-
Netzwerk eine Uberlagerung von Wavelets der Dimension d ist. Aber Achtung!
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Die hier gew#hlte Schreibweise weicht in der Rolle der a; ganz entscheidend von
der Schreibweise in Abschnitt 2.4 ab. In der eindimensionalen Wavelet-Familie
(2.3) haben wir durch Skalare a geteilt. Das ist die gingige Vorgehensweise
in der Wavelet-Theorie. Fiir mehrdimensionale Wavelet-Netzwerke sind die a;
Vektoren und die multiplikative Schreibweise wird sich in der Folge als giinstiger
erweisen.

Ein zu (3.24) alternatives Konzept wurde in [1] und [5] verfolgt. Hier lautete
der Ansatz:

fuwan(x) = Zwiw [D;R;(z —t;)]

wobei die ¢; wie in (3.24) die Translation bewirken. Die Diagonalmatrix D; =
diag(a;) hat die gleiche Funktion wie die komponentenweise Multiplikation mit
den a; im oberen Konzept. Allein die Orthonormalmatrix R bewirkt hier den
wesentlichen Unterschied, dass die Wavelets auch gedreht werden kénnen. Das
bringt zusdtzliche Flexibilitdt in das Netzwerk. Fiir Dimensionen hoéher als 2
ist aber die Erstellung und Anpassung einer solchen Orthonormalmatrix sehr
miithsam und aufwéndig. Da in dieser Arbeit ein allgemeines, fiir d Dimensionen
konzipiertes Netzwerk umgesetzt werden sollte, wurde auf das erste, einfachere
Konzept wie in |2] zuriickgegriffen.

Erweiterte Wavelet-Netzwerke

Wavelet-Netzwerke der eben eingefiihrten Form sind eine Linearkombination aus
verschiedenartig gestreckt, gestaucht und verschobenen Versionen eines Mutter-
Wavelets 1. Der Grundgedanke einer Erweiterung ist simpel. Zum eigentlichen
Wavelet-Netzwerk wird noch ein affiner Term hinzugefiigt, sodass

f(ZL‘) = fwav(x) + faff(x)a (325)

wobel fuay (3.24) entspricht und fop(x) = al; 1z + copy ist. Dabei ist aqsp € R?
und c,r¢ € R. Die Definition des affinen Terms f,r; wurde durch |3] inspiriert.
Dort wurde genau genommen ein linearer Term zum Wavelet-Netzwerk hinzuge-
fiigt, d.h. den konstanten Anteil c,¢; haben wir hier eigenméchtig ergénzt. Wir
wahlen in dieser Arbeit das Konzept des erweiterten Wavelet-Netzwerkes, weil
es nur geringe Mehrkosten im Sinne von Rechenaufwand und zusétzlichen Pa-
rametern mit sich bringt, unter Umstanden aber die Funktionenbeschreibung
wesentlich verbessern kann. Zudem ist der affine Anteil f,;; was Konditions-
betrachtungen angeht duferst unbedenklich. Alle Algorithmen, die in dieser
Dissertation eingefiihrt werden, sollen erweiterte Wavelet-Netzwerke im Sinne
von (3.25) erzeugen, bzw. anpassen. Wir werden aber bei den Algorithmen se-
hen, dass die Erweiterung der Netzwerke um einen affinen Term nur wenige
zusitzliche Uberlegungen erfordert.
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3.3 Probleme bei der Konstruktion von Wavelet-Netz-
werken

Die Erstellung eines Wavelet-Netzwerkes ist, wie die Erstellung eines Neuronalen
Netzes, grundsétzlich ein Fall von parameterloser Optimierung. Parameterlose
Optimierung bedeutet mitnichten, dass keine Parameter vorhanden sind. Viel-
mehr bedeutet es, dass a priori nicht feststeht, wie viele Parameter das Netzwerk
letztendlich beinhalten soll. Fiir die Erstellung eines Wavelet-Netzwerkes muss
zunachst einmal ein Mutter-Wavelet ¢ ausgewahlt werden. Damit werden schon
bestimmte Eigenschaften der Funktion f festgelegt. Ist ¢) z.B. k-mal stetig dif-
ferenzierbar, so ist es auch f. Danach muss geklirt werden, welche und wie
viele Wavelets in das Netzwerk aufgenommen werden und wie die Wavelets an
die Trainingsdaten angepasst werden. Die Anzahl der Wavelets ist direkt korre-
liert mit der Anzahl der Parameter. Das geht aus (3.24) hervor. Die Anzahl der
Parameter wiederum ist ein wichtiger Indikator fiir die Robustheit des Netz-
werkes. Insbesondere darf ein Wavelet-Netzwerk nicht mehr Parameter haben
als es Stiitzpunkte N in QY gibt, weil das Netzwerk sich sonst beliebig an die
Trainingspunkte anpassen kann. Das Problem der richtigen Wahl der Parame-
teranzahl nennt sich auch das Bias-Varianz Dilemma. Je mehr Parameter das
Netzwerk hat um so besser kann es sich an die Trainingsdaten anpassen. Die
Gefahr, dass sich das Netzwerk nicht an die eigentliche Regressionsfunktion f
anpasst, sondern sich auf mehr oder weniger beliebige Weise an die Daten an-
passt, steigt ebenso. Man kann auch sagen: Je mehr Parameter, desto schlechter
die Kondition der Modellbildung. In [12] hat sich Martin Prescher ausgiebig mit
dem Bias-Varianz Dilemma befassen. Wir werden noch auf dieses Problem zu-
riickkommen. Bei der Anpassung der Wavelets an die Trainingsdaten kénnen
ebenfalls Effekte schlechter Kondition auftreten, was wir im nédchsten Kapitel
gleich sehen werden.

3.4 Implementierungen in dieser Arbeit

Schwerpunkt dieser Dissertation soll es sein, verschiedene Algorithmen in ei-
nem C#-Programm umzusetzen, die zu gegebenen Trainingsdatensitzen QY
Wavelet-Netzwerke f erstellen. Drei Kapitel dieser Dissertation widmen sich
diesen Algorithmen:

e Kapitel 4: Standardalgorithmen
e Kapitel 5: Verbesserung von Standardalgorithmen
e Kapitel 7: Algorithmen zum neuen Giitekriterium

Dabei sollten alle Algorithmen méglichst allgemein und fiir grundsétzlich be-
liebiges d, also fiir Probleme beliebiger Dimensionalitit geschrieben werden.
Zudem sollten mehrere Beispielprobleme erstellt werden. Zielsetzung war, die
Funktionalitdt aber auch die Probleme verschiedener implementierter Algorith-
men zur Erstellung eines Wavelet-Netzwerkes {iberpriifen und gegeneinander
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vergleichen zu kénnen. Das erforderte es, solche Algorithmen effizient zu im-
plementieren und deren unterschiedliche Ergebnisse so anschaulich wie moglich
zu préasentieren. Fast alle Beispiele wurden auf d = 2 Dimensionen beschriankt,
weil sich Funktionen f : R¢ — R fiir hohere Dimensionen als 2 im Allgemeinen

schlecht veranschaulichen lassen. Als Mutter-Wavelet wurde in allen Fallen die
C*°-Funktion

2
RS R mit v(a)= Gy (d Jeem(-122)  (326)

genutzt. Sie wird auch Mexikanerhut-Wavelet genannt. Der Vorfaktor Cy ist nur
von der Dimension d abhéngig und ist so gewéhlt, dass ||¢||, = 1 erreicht wird.
Dabei ist hier die L?(R? R)-Norm gemeint,.

3.5 Teilaufgabengliederung

Es ist sinnvoll und zweckméfig die Erstellung eines Wavelet-Netzwerkes zu ei-
nem gegebenen Trainingsdatensatz in 3 Schritte zu unterteilen:

1. Erstellen einer Wavelet-Bibliothek
2. Regressorauswahl

3. Regressoroptimierung
Die einzelnen Schritte umfassen dabei folgende Aufgaben

1. Erstellen einer Wavelet-Bibliothek:

Eine Wavelet-Bibliothek ist eine Menge von verschiedenartig gestreckt
bzw. gestaucht und verschobenen Versionen ein- und des selben Mutter-
Wavelets ). Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf das Mexikanerhut-
Wavelet aus (3.26). Ein Wavelet ¢; in der Bibliothek ist dabei eine Funk-
tion

i RY = R mit () = winh [a; x (v — t;)] (3.27)
Wie schon in (3.24) steht dabei = fiir das komponentenweise Produkt
zweier Vektoren. Jedes Wavelet 1, = 1)y, ist dabei charakterisiert durch
seinen Parametervektor 8; mit

0; = (wi,af ,t])", (3.28)

107

wobei a; und t; jeweils d-dimensionale Spaltenvektoren sind. Die Gewichte
w; spielen in der Wavelet-Bibliothek noch keine entscheidende Rolle. Fiir
die anschliellenden Algorithmen kann es aber sinnvoll sein, die Wavelets
in der Bibliothek zu normieren. Ublicher Weise wiihlt man zunichst

Der Ausdruck I1(a;) steht fiir das Produkt aller Komponenten des Vektors
a;. Damit normiert man jedes Wavelet ¢; auf |[¢;]|, = 1. Hierbei steht
||| fiir die L?(R? R)-Norm. Wir werden im Folgenden aber auch andere
Normierungen nutzen.
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2. Regressorauswahl:

In diesem Schritt geht es darum, aus der nun vorhandenen Wavelet-Biblio-
thek die am besten geeigneten Wavelets ¢/; auszuwidhlen. Dabei werden
auch die Gewichte w; der ausgewihlten Wavelets angepasst. Die restli-
chen Parameter der 0;, also die a; und t; werden in diesem Schritt noch
nicht angetastet. Es muss im Zuge der Wavelet-Auswahl auch festgelegt
werden, wie viele Regressoren oder Wavelets ausgewiahlt werden. Grund-
sitzlich besteht die Moglichkeit, Wavelets nacheinander auszuwahlen und
sukzessive dem Wavelet-Netzwerk hinzuzufiigen oder anders herum alle
Wavelets dem Netzwerk hinzuzufiigen und dann eines nach dem anderen
zu entfernen bis eine optimale Zahl erreicht ist. Die Parameter von fqrf
aus (3.25) werden hierbei auch mit angepasst.

3. Regressoroptimierung:

Im vorherigen Schritt wurde das Wavelet-Netzwerk gewissermafen grob
initialisiert. Es wurden Wavelets ausgewéhlt und die Gewichte wurden
so angepasst, dass die Funktion f aus (3.25) sich moglichst gut an die
Trainingspunkte anschmiegt. In diesem Schritt werden jetzt alle Parame-
ter der ausgewéhlten Wavelets moglichst mit einer quasi-Newton-Methode
optimiert. Es eignen sich hierfiir ein Gauk-Newton-Algorithmus oder ein
Levenberg-Marquardt-Algorithmus bzw. abgewandelte Formen davon.
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4 Standardalgorithmen

Zunéchst einmal sollen fiir die eben beschriebenen Teilschritte 1, 2 und 3 Stan-
dardalgorithmen implementiert werden um eine Grundlage zu schaffen. Die Al-
gorithmen zu Schritt 1 und 2 sind dabei Implementierungen der Pseudoalgo-
rithmen aus [2]. Teilschritt 3 wurde mit dem Levenberg-Marquardt-Verfahren
implementiert. Die grundlegende Funktionsweise dieser Algorithmen soll im Fol-
genden dargelegt werden.

4.1 Erstellung einer Wavelet-Bibliothek

Die Wavelet Bibliothek W wird als eine Menge von Regressorkandidaten ange-
sehen. Sie sollte eine endliche Anzahl an Wavelets enthalten, die so klein wie
moglich ist, um Regressorauswahlalgorithmen effizient anzuwenden und so grofs
wie notig, um geniigend Flexibilitat zur Funktionendarstellung zu gewéhrleis-
ten. Bei gegebenem Mutter-Wavelet 1) geschieht die Konstruktion von W, indem
man eine endliche Untermenge der kontinuierlich parametrisierten Funktionen-
familie

d
{(Hai)é plax(z—t)]:aeRLte Rd}
i=1
auswahlt. Wir orientieren uns hierbei an der Idee des Wavelet-Frames wie er
in Abschnitt 2.4 eingefiihrt wurde, nutzen aber gleich die in (3.24) eingefiihrte,
verdnderte Schreibweise. Indem wir

a= (" . .,00™T und t=no"p
setzen, erhalten wir die abzdhlbar unendliche Familie
V.= (Ymn|m € Z,n € Z%)

wobel

xr—no™p

Vo () 1= M 2( ) = o~ 2(c7 ™z — np) (4.29)

O—m
ist. In Abschnitt 2.4 haben wir fiir den eindimensionalen Fall festgehalten, dass
unter gewissen Voraussetzungen diese Familie ein Frame des L?(R,R) bildet.
Das bedeutet, dass man prinzipiell jede Funktion dieses Raumes beliebig genau
als Linearkombination der Funktionen aus 1. darstellen kann. In Kapitel 10 von
[11] hat Ingrid Daubechies gezeigt, dass eine mehrdimensionale Wavelet-Familie,
konstruiert wie in (4.29) mit einem radialsymmetrischen Mutter-Wavelet, bei
geeigneter Wahl von ¢ und S einen Wavelet-Frame bildet. Beispielhaft haben
wir in Abschnitt 2.5 die Frameeigenschaft fiir den konkreten Fall nachgewiesen,
dass 1 das eindimensionale Mexikanerhut-Wavelet ist und ¢ = 2, § = 2 sind.
Eine weitere Betrachtung dieser theoretischen Frameeigenschaften ist hier nicht
lohnenswert. Abzéhlbar unendlich viele Wavelets sind ndmlich zu viele fiir eine
Wavelet Bibliothek.
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An dieser Stelle hort die exakte Mathematik auf und die Heuristik beginnt. Man
trifft hier die Annahme, dass die zu Grunde liegende Funktion f aus (3.22) eine
gewisse Regularitéit besitzt. Man nimmt also an, dass man ganz kleine Wavelets,
also Wavelets mit kleinen Werten fiir m nicht bendtigt. Sehr grofe Wavelets,
also Wavelets mit grofsem m, die einen grofseren Bereich iiberspannen, als den
Bereich der Trainingsdaten, sind auch nicht sinnvoll. Somit kénnen die Werte fiir
m auf eine endliche Teilmenge von Z begrenzt werden. Man kann sich iiberlegen:
Wenn 1. wie oben ein Frame bildet, dann ist auch fiir eine beliebige Konstante
ce Ry und

a=(clto™™ ,cto™™)T und t=cno™p

die abzahlbar unendliche Familie
V. = (Ynlm € Z,n € Z%)

mit
—m

w> _ C—d/QO,—dm/Qw(UTx —nf)  (4.30)

* o —d/2 _—dm/2
Uip(r) = e 02 TS

ein Frame des L?(R%,R). Die beiden Familien ¢). und ¢.* gehen ja gewisserma-
fsen durch Streckung oder Stauchung ineinander iiber. Da wir nun diesen zu-
sdtzlichen Freiheitsgrad eingefiihrt haben, konnen wir festlegen, dass die grofsten
Wavelets in unserer Bibliothek, das heift die Wavelets mit der gréfsten Dilation
o™ bei m = 0 entstehen. Das d-dimensionale Mexikanerhut-Mutterwavelet ist
ein rotationssymmetrisches Wavelet mit dem gesamten R? als Tréiger. Allerdings
fallt es sehr schnell ab fiir ||z|, — co. Aus diesem Grund macht es Sinn einen
effektiven Radius r.ss zu definieren, der fiir einen effektiven Tréger steht. Der
effektive Radius wurde hier so gewahlt, dass fiir das Mutter-Wavelet ¢ wie in
(3.26) gilt

Tefs = max [tp(req) > 0.05¢(0)], (4.31)

reRy

wobei e; ein beliebiger Einheitsvektor ist. Im eindimensionalen Fall ist r.;; ~
3,23. Zuriick zur Wavelet Bibliothek: Die Konstante ¢ wurde nun so gewahlt,
dass die grofsten Wavelets (mit m = 0) alle Trainingsdaten mit ihrem effekti-
ven Tréger iiberdecken konnen. Es wird noch ein Maf fiir die Ausdehnung der
Trainingsdaten bendtigt. Alle x-Werte der Trainingsdaten lassen sich stets mit
einem Hyperquader umschliefen. Die Linge der Diagonale des Hyperquaders
sei dgiqg. Das motivierte folgende Formel fiir c:

C = ddmg/reff (432)

Wie grof o und § gew#hlt wird und bis zu welcher Schicht m,,;, Wavelets ver-
schiedener Dilationen in die Bibliothek aufgenommen werden, muss vom An-
wender vorgegeben werden. Standardméfig wurden im Programm o =2, § =1
und m,,;, = —5 vorgegeben. Wir sind also jetzt soweit, dass wir uns einschrin-
ken auf: m € {mp,...,0}. Was uns noch fehlt sind die Translationen n. Dazu
folgende Vorgehensweise: Es macht nur Sinn Wavelets aus ¢.* in die Bibliothek
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aufzunehmen, die mit ihrem effektiven Tréger auch Trainingsdaten iiberdecken.
Zu diesem Zweck gehen wir Trainingspunkt fiir Trainingspunkt in QY durch
und fiigen in allen Ebenen m jene Wavelets zur Bibliothek hinzu, die mit ihrem
effektiven Trager den Trainingspunkt iiberdecken. Mathematisch geschrieben
bedeutet das folgendes: Fiir ein rotationssymmetrisches Mutter-Wavelet ¢ mit
effektivem Radius repf, 0 > 1,8 > 0, Mypin € Z und der Konstanten ¢ wie in
(4.32) wird eine Wavelet Bibliothek der Form

* O-im
Wsar = {wfnn € .5 Munin <m < 0AI(2y,1:) € OV Txl —nf < reyy

(4.33)
erstellt. Da der praktisch umgesetzte Algorithmus die Trainingspunkte nachein-
ander durchgeht und die zugehorigen Wavelets der Bibliothek hinzufiigt, kommt
es sehr haufig vor, dass ein Wavelet, das in irgendeinem Schritt hinzugefiigt
werden soll, bereits in der Bibliothek vorhanden ist, weil es schon einen ande-
ren Trainingspunkt mit seinem effektiven Trager iiberdeckt. Das heifst, wenn
man ein Wavelet der Bibliothek hinzufiigen will, muss man erst in der Biblio-
thek suchen, ob es vielleicht schon vorhanden ist. Hierzu wurde ein schnel-
ler Suchalgorithmus mit Hilfe des Hashing-Verfahrens implementiert. In der
Wavelet-Bibliothek liegen zum Schluss L € N Wavelets. Diese Bibliothek ldsst
sich jetzt folgendermafsen schreiben:

Waaw = {thi : R = Rl¢hi(2) = wb [a; * (x — t;)]  ,i=1..L} (4.34)

wobei die a; und t; stets d-dimensionale Vektoren sind und * das komponenten-
weise Produkt zweier Vektoren beschreibt.

Bis hierher sind wir im Wesentlichen |2| gefolgt. Da wir aber ein erweitertes
Wavelet-Netzwerk gemifs (3.25) erstellen wollen, miissen wir dariiber hinaus den
affinen Anteil f,;; in (3.25) représentieren konnen. f,ss ldsst sich auf folgende
Art darstellen:

Jars(®) = Yoass(x) + Yrapp(®) + - + Yaars(z)
= Woaff + Wiaff€] T+ -+ Waafrey T

,wobei d die Dimension des Problems ist und e;, ¢ = 1...d die kanonischen
Einheitsvektoren des R? bezeichnen. Die Vi ars mit ¢ = 0...d bezeichnen wir im
Folgenden als affine Terme. Davon inspiriert definieren wir uns die Teilbibliothek
der affinen Terme

Wagr = {ViarslVoars () = Woars A Viass() = wiapre] xVi=1..d} (4.35)

wobei die w; o5y mit ¢ = 0...d zunéchst auf 1 gesetzt werden kénnen, wie es
bereits bei den Gewichten der Wavelets getan wurde. Wie wir in den kommen-
den Regressorauswahlalgorithmen sehen werden, erméglicht diese Darstellung
der affinen Terme eine Gleichbehandlung mit den Wavelets. Wir kénnen die
Teilbibliotheken also zusammenfassen zu

W = Wago U Ways (4.36)
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wobel Wq, wie in (4.34) und W, s, wie in (4.35) aussehen. Im Folgenden wer-
den die Funktionen in W wieder durchgehend indiziert. Wenn also von einem
Y; € W die Rede ist, dann kann sich dahinter sowohl ein Wavelet als auch
ein affiner Term verbergen. Wir wollen dann allgemein den Begriff Regressoren
verwenden. In den folgenden Algorithmen wird grundsitzlich eine erweiterte
Wavelet-Bibliothek in Form von (4.36) betrachtet, wenn nicht ausdriicklich an-
ders verlangt.

4.2 Regressorauswahl

Wie bereits bei der Teilaufgabengliederung in Abschnitt 3.5 beschrieben, er-
folgt nach der Erstellung einer Wavelet-Bibliothek eine Regressorauswahl. Hier-
zu wurden zunéchst zwei Standardalgorithmen implementiert

1. Sukzessive Regressorauswahl mit schrittweiser Orthogonalisierung
2. Riickwértselimination von Regressoren

Beiden Algorithmen liegen einige gemeinsame Gedanken zu Grunde. Unser Aus-
gangspunkt ist eine erweiterte Wavelet-Bibliothek der Form (4.36). Um die wei-
teren Berechnungen leichter zu machen, normieren wir die Regressoren um.

1
N 3
Wneu = wi,neu : wi,ne'u(x) = uiwi,alt(x)7 U; = (Z [wi,alt(xk>]2> ) i=1..L
k=1
(4.37)
Das heift, die Gewichte w; der Regressoren werden mit den so berechneten w;
multipliziert und das Ergebnis wird wieder in den w; gespeichert. Wenn v; ein
Wavelet ist, bedeutet das konkret:

Vinew = Wit la; * (z — ;)] , w; = [Z (¥ [a; * (zx — tz‘)])2]

k=1

wobei z1, ...,z fiir die 2-Werte der Trainingsdaten in QY stehen. Die Reihen-
folge der Nummerierung der ¢; ist dabei willkiirlich. Es gilt nun, die ,besten”
Regressoren aus einer endlichen Menge von Regressorkandidaten auszuwihlen.
Das ist ein klassisches Problem der Mathematik. In unserem Fall sind die Re-
gressoren alle Wavelets und affine Terme aus W. Die Aufgabe besteht nun darin,
die ,besten M < L Regressoren aus W, basierend auf den Trainingsdaten QY
auszuwihlen, um die Approximationsfunktion

fu(z) = Z uihi() (4.38)

zu bilden. Dabei ist I eine M-elementige Teilmenge der Indizes {1,2, ..., L} und
u; € R.
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Problemstellung der Regressorauswahl

Bei gegebener Wavelet-Bibliothek W und Trainingsdaten QY| sei Z,; die Menge
aller M-elementigen Teilmengen von {1,2,..., L}, M < L. Mit dem Ansatz des
mittleren quadratischen Fehlers aus (3.23) besteht das Problem nun darin, jenes
I € T, zu finden, welches folgende Funktion minimiert:

N 2
J(I) = anléll % Z (Z/k - Z%%(%)) (4.39)
k=1 iel

Die Minimierung in w; fiihrt dabei auf das klassische Problem der Minimierung
der Quadrate, also das Lineare Ausgeleichsproblem, fiir jedes I € Z;;. Im Un-
terabschnitt 4.2.3 iiber Akaike’s Final Prediction Error werden wir uns damit
beschiftigen, die Gréfe M zu bestimmen. Im Moment ist es aus didaktischen
Griinden besser, M als gegeben anzusehen. Fiir eine verstdndliche Darstellung
der Algorithmen ist es sinnvoll, folgende Spaltenvektoren zu definieren:

%‘(371)
ile)

wobei ¥; € W und x4, ...,zy die x-Werte der Trainingsdaten (D){V sind. Die 1);
wurden geméf (4.37) so normiert, dass die v; jetzt Einheitsvektoren sind und
somit gilt:

vivi=1,i=1..L

Nun werden alle v;, 2 = 1...L zu einer Matrix V zusammengefasst:

V = {Ul, '--7UL}

Ebenso definieren wir uns den Vektor der y-Werte:

n
Yy = : (4.40)
YN

wobei y1, ..., yn die y-Werte der Trainingsdaten QY sind. Sei span({v; : i € I})
der Unterraum des R™ der durch Linearkombination der Vektoren v;, i € I
aufgespannt wird. Mit den nun eingefiihrten Notationen ist das Problem der
Minimierung von (4.39) dquivalent dazu, M Vektoren v; zu finden, welche den
euklidischen Abstand zwischen Vektor y und dem Unterraum span({v; : i € I})
minimieren. Der euklidische Abstand zwischen einem Vektor y € R und einem
Unterraum des RY ist definiert als der euklidische Abstand zwischen 3 und des-
sen Orthogonalprojetkion auf den Unterraum. Im Prinzip kénnten die optimalen
M Regressoren gefunden werden, indem man alle M-Elementigen Teilmengen
von W untersucht. In der Praxis gibt es aber meist zu viele solche Teilmengen,
als dass dieses Vorgehen in ertréglicher Rechenzeit abgeschlossen werden kénn-
te. Deshalb muss man in der Praxis auf suboptimale, heuristische Algorithmen
zuriick greifen. Im Folgenden werden zwei dieser Algorithmen vorgestellt.
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4.2.1 Sukzessive Regressorauswahl mit schrittweiser Orthogonalisie-
rung

Diesem Algorithmus liegt die Idee zu Grunde, einen Regressor nach dem an-
deren sukzessive auszuwdhlen, sodass man in M Schritten die M Regressoren
Y; mit ¢ € I erhélt. Im ersten Schritt wird das Wavelet 1;, ausgewéhlt, das
am besten zu den Trainingsdaten QY passt. In jedem der folgenden Schritte
1 = 2,..., M wird immer jenes Wavelet ausgewahlt, welches zusammen mit den
zuvor ausgewahlten am besten zu den Trainingsdaten passt. Wenn wir mit den
Vektoren arbeiten, bedeutet es, dass man im ¢-ten Schritt jenes v, auswahlt, das
zusammen mit den schon vorher ausgewiithlten Vektoren den Unterraum des R
aufspannt, der den kleinsten euklidischen Abstand zu y hat. Im Prinzip konnte
man die Aufgabe l6sen, indem man im i-ten Schritt L —i+1 Lineare Ausgleichs-
probleme 16st. Fiir eine genaue Beschreibung des Linearen Ausgleichsproblems
wird auf [9] verwiesen. Das ist aber in der Regel zu rechenaufwéndig. Deshalb
wird eine modifizierte Version dieses Algorithmus verwendet, die deutlich weni-
ger Rechenaufwand benétigt. Sie stammt aus [2].

Nehmen wir an, dass in Schritt ¢ des Algorithmus die ¢ — 1 bereits ausge-
wéhlten Regressoren den Vektoren vy, ,...,v;, , entsprechen. Um nun den i-
ten Regressor auszuwéhlen, miissen wir den Abstand von y zum Unterraum
span(vy,, ..., v, ,,v;) fiir jedes j = 1,...,L und j # [y, ...,l;—1 berechnen. Um
eine effizientere Berechnung zu ermdoglichen, orthogonalisieren wir die v; zu den
schon vorher ausgewihlten Vektoren.

Nehmen wir zunéchst an, dass die Vektoren vy, , ..., v;,_, bereits orthonormalisiert
sind und in wy,, ..., w;, , umbenannt wurden. Dann gilt: span(vy,, ..., v, ,,v;) =

span(wy, ..., wy,_,,v;). Wir berechnen nun fiir jedes j = 1, ..., Lmit j # Iy, ..., [;_1:

pj =v; — [(U]Twll)wll +oot (Ujrwli—lei—l] (441)
4 = (P} ;)" 2p; (4.42)

Nun wollen wir jenes v; oder besser gesagt jenes g; suchen, welches folgende
Funktion minimiert:

J(vj) = J(g;)
=y — (ww, + -, wy,_, + ﬂij)]T ly — (G, wy, + - W, wy,_, + 5q5)]
=y —W,U;]" [y — W,U}]

mit Matrix W; = (wy,, ..., w;,_,, gj)
und Vektor U; = (ty,, ..., ty,_,, 4;)" = (WIW;)'"Wiy =Wy  (4.43)
Der Vektor U; ist das Ergebnis eines Linearen Ausgleichsproblems wie in [9] be-

schrieben. Die letzte Gleichung folgt aus der Orthonormalitat der wy, , ..., w;,_,, g;.
Damit ergibt sich weiter:

J(wg) = y'y + U Wy W,U; = 2U7 Wy
=y"y+U'U; — 20T Wy
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In (4.43) haben wir U; = W;fy erhalten. Deshalb gilt:
J(vj) =y"y + UU; — 2U]'U;
=y'y - UJU;
=yly—(u, + -+ _ +a)

Folglich ist die Minimierung von J(v;) gleichbedeutend mit der Maximierung
von U7 + --- 4 U;,_, + ;. Aus (4.43) wissen wir auch:

w, =wly, k=1,.,i-1
i =q;y

Demzufolge ist ﬂlzl + -+ ﬂlQH unabhédngig von ¢;. Daraus schliefsen wir, dass
die Minimierung von J(v;) gleichbedeutend ist mit der Maximierung von

= (q y)?

Nach M TIterationen sind die Werte von [y, ..., [5; bestimmt. Dann ist
- - T T
Y= [wlu ) wlM] [uln "'7ul1\/1] T YMm = [Uhv "'>UZM] [uln "'>ulM] +Tm
wobei 7y, liblicherweise als Residuenvektor bezeichnet wird. Es gilt also
- - T T
[’U}ll, ceey UJZM] [Ull, vy UIM] = {'Ull7 ey UIM] [ull, ey UZM] (444)

Das Wavelet-Netzwerk soll sich am Ende ergeben zu

also miissen wir letztlich noch die Werte der w;, aus den 4;, bestimmen. Wenn
wir in (4.41) und (4.42) j = [; verwenden, so erhalten wir:

o, = [l w)w, + -+ (vlw,_ )w,_, |+,
1
= [(Wfwy)wy, + -+ (lw,_w,_ ] + (phpu)? a,
1
= [(Ulj;wh)wh +ooet (Uli wli—l)wli—l] + (plj;pli)iwli

a Wy + -+ ai—liwli,l] + a;;wy,
wobei
aki:vl:fwlk, k= 1,...,i—1
Qi = (ngli)%
Man kann nun schreiben:

[wll,...,wlM]A: [’l}ll,...,'UlM] (445)
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wobei A folgende obere Dreiecksmatrix ist:

11 Qa2 Q13
0 ax ag

0 0 ass
0 0
0 0

Q1nm
Q20
a3pr

0 am—1m—1 ap—1m
0 aym

Dann kénnen die w;, errechnet werden, indem man das folgende dreieckformi-
ge Gleichungssystem 16st, welches durch Kombination von (4.44) und (4.45)

entsteht:

Alugy, gy = [Ty e iy, (4.46)
Man beachte, dass in (4.41) die Projektionen

(vawll)wll + -

ot (vjrwli—Q)wli—z

in den vorhergehenden Schritten bereits berechnet wurden. Nur der letzte Term
(v]wy,_, )wy,_, muss im gegenwiértigen Schritt noch berechnet werden. Das ver-
mindert die benotigten Rechenoperationen des Algorithmus erheblich. Der Al-
gorithmus lasst sich in Pseudocode folgendermaken darstellen:
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Algorithmus 4.1
Sukzessive Regressorauswahl mit schrittweiser Orthogonalisierung

Schritt 1: erzeuge

Il = {1, 2, ceey L}
finde
I, = T, N2
1 = argmax(v;y)
und selzte
Uy, = vlle
wll = Ull
a1 = 1
W — =1 L o
p] = Uy, J=1L1.,L j# 1
Schritt ¢ (i = 2,..., M):
ILi=11— i
berechne nun fir jedes 5 € I;
i i—1
pé) = pg ) (Ugrwli—l)wli—1

L=\ {j:p =0}

finde
. 2
l [(p(-’))Ty}
i — argimax o ()
et ()T}
und setze
U
wy, = [(p(f))Tpl(f)] pyY
U, = wgy
Qi = vgwlk, k=1,..,1—1

_1
ai = )]

Schritt M + 1: ldse Gleichung (4.46) um die u;,, i = 1,..., M zu erhalten und

konstruiere .
fM<x) = Z uliwli('x)
i=1
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Dieser aus [2| iibernommene Standardalgorithmus wurde nicht eins zu eins im-
plementiert sondern in etwas abgewandelter Form. In den ersten d + 1 Schrit-
ten wurde keine eigentliche Regressorauswahl vorgenommen sondern es wurden
stets die affinen Terme aus W,y; hinzugefiigt. Diese Terme konnen unter Um-
stdnden die Funktion bereits gut beschreiben und sie ,kosten zusammen nur
d + 1 Parameter im Wavelet-Netzwerk nach (3.25) und zwar fiir die Gewich-
te wiqrp, @ = 0..d. Jedes echte Wavelet ,kostet“ bereits 2d + 1 Parameter -
jeweils d fiir Translation ¢ und Dilation a und einen fiir das Gewicht w. Man
konnte auch sagen: weil die affinen Terme wesentlich ,billiger” als Wavelets sind,
werden sie bei der Regressorauswahl bevorzugt. Zudem wurde abweichend von
dieser Beschreibung bei der Implementierung des Algorithmus bei allen Indizes
mit 0 angefangen. Des weiteren wurden Termteile, die in der Beschreibung wie-
derholt vorkommen, wie (pl(j))Tp(Z) natiirlich nur einmal pro Schritt berechnet.
Da M, anders als oben dargestellt, nicht a priori gegeben ist, muss der Algorith-
mus nicht nur mit M Schritten sondern mit 4,,,, > M Schritten durchlaufen
werden. Es gilt
imaz = max (np(i) < N)
1€N

np(i) =d+1+2d+1)(i—d—1), 1>d+1

Dabei steht np(i) fiir die Anzahl der Parameter des letztendlich entstehenden
Wavelet-Netzwerkes, die sich ergibt, wenn ¢ Regressoren aus W ausgewahlt wer-
den. In ¢ > d+1 Schritten werden d+1 Parameter fiir die affinen Terme benotigt
und 2d + 1 Parameter fiir jedes der i —d — 1 Wavelets. Man schlieftt somit gleich
von vornherein aus, dass Wavelet-Netzwerke entstehen, die mehr Parameter
haben als es Trainingspunkte gibt.

= (2d+1)(i—d—1)<N—-d—1
éi<gjﬁ:i+d+l

= 2+ 1
N-—-d-1

d+1
M+1J+ i

= lmaz = \‘
Im Unterabschnitt 4.2.3 iiber Akaike’s Final Prediction Error werden wir ein
heuristisches Kriterium einfithren mit dem am Ende festgelegt wird, wir grofs M
ist. Dazu werden wir noch den Residuenvektor 7; in Schritt ¢ des Algorithmus
benotigen. Fiir diesen gilt:

Yo=Y
Yi =Y — (Uhull + -+ Uliul)
=y — (wi by, + -+ wyiy,)
= Vi = Vi1 — Wity =1, e (4.47)
)T

Nach 4,4, Schritten ist A eine 4,40 X imae-Matrix und U = (4y, - -+ ,%;,,,, )" ein

Imaz-dpaltenvektor. Wenn am Ende aber nur die ersten M < 4,,,, Regressoren



Standardalgorithmen 55

ausgewdhlt werden sollen, dann reduziert man A auf seine oberen linken M x M
Elemente und U auf seine ersten M Eintrige und 16st damit zum Schluss (4.46).

4.2.2 Riickwiartselimination von Regressoren

Im Gegensatz zum vorhergehenden Verfahren will man das Approximations-
ergebnis in Form von (4.38) erreichen, indem man mit allen Regressoren, also
allen Wavelets und affinen Termen, anfingt und dann in jedem Schritt einen
eliminiert. Dabei wird versucht, das Residuum |||, so wenig wie moglich zu ver-
grofsern. Benutzt man alle Regressoren aus W fiir die Approximationsfunktion,
dann lautet diese:

filz) = Z u ()

Dabei ergeben sich die u; als Losung eines Linearen Ausgleichsproblems wie in
[9] beschrieben zu

-1

(ut,vosur)” = [(v1, ey vr) (V1o vn)] (01, ey o)y (4.48)

Hierbei ist zu beachten, dass die Inversion der Matrix (vy,...,vp)T (vy, ..., v1)
nicht moglich ist, falls sie singulér ist. Dieser Fall tritt insbesondere dann ein,
wenn mehr Regressoren als Trainingspunkte vorhanden sind, also wenn L > N.
Falls die Matrix singulér sein sollte, bricht der Algorithmus mit einer Fehler-
meldung ab. Die Residuen

o (k) = ye — fi(zr), k=1.N

kénnen wieder in vektorieller Form geschrieben werden als
Yo =y — (v1, ey vp) (g, oy ug)t (4.49)
Fiihrt man (4.48) und (4.49) zusammen, erhilt man
v =y"y =y Vo(Vi Vo) 'Viy

wobei die Matrix Vo = (vy, ..., vr) ist. Wenn wir nun ein Wavelet, sagen wir 1),
aus fr(z) entfernen, kann die gleiche Berechnung durchgefiihrt werden und wir
erhalten ein Ergebnis der Form:

Vi_1v-1 =Yy y — y C(v;|Vo) [C(v;[Vo)"C(v;]| Vo)] - C(vj| Vo) "y

Hierbei bedeutet der Operator C' das Komplement einer Matrix. Sei z.B.
U = [U1,U,, Us], dann ist C(U3|U) = [Uy, Us]. Folglich steigt die Summe der
Residuenquadrate durch die Elimination von ¢; aus fr(z) um

J(¥5) = Vi_1v-1 — Vi
— TV (VIVe) " 1VEy — yTC(v;[Vo) [C(v;] Vo) Clv;| Vo) Clv;| Vo) Ty
(4.50)
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Entfernt man aus f(z) das Wavelet ¢);, welches (4.50) minimiert, so erhilt man
fr—1(x). Dieser Schritt wird dann wiederholt ausgefiihrt, sodass sich folgender
Algorithmus ergibt:

Algorithmus 4.2 Rickwdrtselimination von Regressoren
Schritt 0: setzte Vo = (vy,...,vr)

Schritt i (i =1,...,.L—M): Sei I, ={j:j=1,..,Lundj #ly,...li_1}.
finde

i = argmaxy" C(v;| Vi) [O(05[Viea) " C (05| Viea)] T (v Vie)Ty

setze V; = C(vy,

Vi)

Schritt L — M +1: Sei I,y ={j:j=1,...Lundj #1l,..,lp—m}
erzeuge

@)= D upy(x)

JE€IL M1

wobei die uj die Komponenten des Vektors u sind, der sich ergibt zu

u=(Vi_yVi-m)"'"Vi_yy

Der fiir diesen Algorithmus benétigte Rechenaufwand ist betrachtlich. Zum Bei-
spiel miissten im ¢-ten Schritt L — ¢ + 1 Matrizen invertiert werden. Der Re-
chenaufwand fiir Matrixinversionen kann auf folgende Weise reduziert werden:
Fiir eine beliebige Matrix U = [Uy, Uy, Us] bei der Uy, Us, Us Unterblocke von
U sind, ist

vltu, Ul'u, UlU;

u'u= | vlvu, Ufu, UTUs

v, vlv, vlu,
Wir gehen in unserem Fall davon aus, dass U, immer ein Spaltenvektor ist, woge-
gen U; und Us Matrizen sind. Angenommen (UZU)~! wurde bereits berechnet
und genau so partitioniert wie UTU:

Al Az A
(UTU)_l = )\21 )\22 )\23
Azt As2 Ass

Dann gilt:

- -1 [ulu, Ufus 17
(CROREA) _{UgTUl U,

{ A1 Ars 1 _ )\5; { A2 } [ Aot Ao ] (4.51)
)\32

>\31 )\33
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Diese Beziehung kann mit elementaren Mitteln verifiziert werden. Benutzt man
die Beziehung in (4.51), so muss nur V!V, einmal invertiert werden. Die Matrix
[(C’(vj|Vi)T(C’(vj|Vi)}_l kann aus den Unterblcken von (VI'V;)™! gewonnen
werden. Soweit sind wir wiederum der Theorie nach [2] gefolgt.

Wie schon zuvor stehen wir auch bei diesem Algorithmus vor dem Problem,
dass M nicht a priori bekannt ist. Deshalb werden alle Wavelets nacheinander
eliminiert, sodass am Ende nur noch die d 4+ 1 affinen Terme iibrig bleiben. In
jedem Schritt ¢ muss v} v; berechnet werden. Wofiir, werden wir noch im Unter-
abschnitt Akaike’s Final Prediction Error sehen. Bei der praktischen Umsetzung
des Algorithmus wurde wie folgt vorgegangen: Die Invertierung der L x L-Matrix
(VIV;)~! erfolgte in zwei Schritten. Da die Matrix auf jeden Fall symmetrisch,
positiv semidefinit ist und fiir die Inversion auf jeden Fall als positiv definit an-
genommen werden muss, bietet sich zundchst eine Cholesky-Zerlegung an. Das
Verfahren wird in [9] genau erklért. Dabei wird eine L x L untere Dreiecksmatrix

L erzeugt, sodass gilt o
LL" = VIV, (4.52)

Die Inverse der unteren Dreiecksmatrix L ist wieder eine untere Dreiecksmatrix
L~!. Das macht die Inversion sehr einfach. Mit (4.52) ergibt sich

(VEVo) ™! = (ELT) ! = (E7) 'L = (L)L
Das néchste Problem ist, dass in jedem der ¢ Schritte

li = arg max yTC(Uj|VZ'_1) [C(Ujlvi_l)TC(’Uj’Vi_l)} - C(vj\Vi_l)Ty (453)

Jjel;

berechnet werden muss, was |I;| = L — i + 1 Berechnungen des Terms hinter
argmax erfordert. Da die Anzahl der Regressorkandidaten L mitunter sehr grof
sein kann, ist an dieser Stelle eine numerisch effiziente Berechnung dieses Terms
notwendig. Fiir die bessere Verstidndlichkeit der folgenden Ausfiihrungen be-
schrianken wir uns auf den ersten Schritt ¢ = 1. Die nachfolgenden Schritte sind
vom Prinzip her analog, aber die Indizierung wird etwas komplizierter. Hierzu
fithren wir einige neue Grofen ein. Es sei

b= (b1>"' abL)T:ng
b(_j) = (bl,...,bjfl,(), bj+17 ...,bL)T (454)
das heikt bei (-7 wurde die j-te Komponente von b zu Null gesetzt. Sei
Air o Al
A= :(Al,...,AL) :(VgVO)_l
AL1 ALL
A=Ay, d)t, =1, L
AT = (s o Moy 0 Nt s M) Ty Gk =1, L
ACD = (AT AT 0, A AT, =1L

J—1> J+1 > ’
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[ A11 e )\lj—l 0 Alj—‘y-l e AlL i
. 0 :
Aj—11 ANj—ij—1 00 A1 Aj-ir
- 0 0o 0 0o 0 o0 o0 (4.55)
Ajt11 Nivi—1 0 Njyajer o0 Az
0 . :
| AL Arj-1 0 Apjn Arn

oder einfach gesagt: In A7) ist wie A, nur wurden die j-te Zeile und Spalte zu
Null gesetzt. Wir fithren weiterhin ein:

X ¢11 0 i
®; = [Cy|Vo) Clvy|Vo)] " =| - =1L

(bLfll ¢L71L71

Nun fiihren wir die Matrix qbg*k) ein, die alle Elemente aus ¢; enthélt, bei der
aber in die k-te Zeile und Spalte Nullen eingefiigt wurden.

i ¢11 o Cblk—l O ¢lk e ¢1L—1 i
: 0o '
Pr—11 Or—1k-1 0 Op_1k Or—10-1
=1 0 0 O 0 0 0 0 . g k=1,..,L
A R ) R Y A
: g : 0 '
| ¢r-11 Or—1k—1 0 or_1x Or—10-1

—J
(4.56)
Wir wollen (4.54) und (4.56) verwenden um den Term hinter argmin in Glei-

chung (4.53) darzustellen. Dann gilt

-1
y" C(v;Vo) [Clu;| Vo) Clu;[ Vo) C(u[Vo)'y
DT §H) (=)
J

_ 3 (=NT —j 1A D ACEDT| (=g

=HIT[ACD = ATATDATIT Y (wegen (4.51)

DT ACDp(=0) )\j‘jlb(—j)T Agiﬂ Agfj)Tb(—j)

—pENT AP — )\jfjl (Aij(’j))2

=bCIT(Ab — Ajby) — A (ATBD)?
Diese Berechnungen waren alle fiir den ersten Schritt mit ¢ = 1 gedacht. Alle
weiteren Schritte berechnen sich im Prinzip analog. Betrachtet man die letzte
Zeile, so wird der Nutzen all dieser Umformungen deutlich. Der Term hinter
argmin in (4.53) sieht kompliziert aus und muss im i-ten Schritt fiir alle L —

i + 1 der v; berechnet werden. Durch die Umformungen bendétigen wir nun
fiir diese L — ¢ + 1 einzelnen Termberechnungen nur Vektoroperationen und
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keine Matrixoperationen mehr. A wird jeweils aus dem vorherigen Schritt ¢ — 1
iibernommen. Der Vektor b wird durch Herausstreichen eines Eintrages aus
Schritt ¢ — 1 iibernommen. Ab muss nur einmal in Schritt ¢ berechnet werden.
Die Matrix in (4.51) wird nur einmal am Ende des i-ten Schrittes wirklich
ausgerechnet um als A fiir den néchsten Schritt ¢« + 1 Verwendung zu finden.
Wir benétigen noch

v =y'y —y C(v;|Vio1) [C(Uj|Vz‘—1)TC(Uj|Vz‘—1)]_1 C(v;|Vie)y

Da der hintere Term bereits, wie oben gezeigt, berechnet wurde, bleibt der
Rechenaufwand vernachlassigbar.

4.2.3 Akaike’s Final Prediction Error

In den beiden Regressorauswahlalgorithmen wurde bisher noch nicht festgelegt,
wie viele Wavelets letztendlich verwendet werden sollen. Die affinen Terme wer-
den jedoch immer verwendet. Man benétigt in jedem Fall eine Kriteriumsfunkti-
on, die auf der einen Seite die Abweichung des Modells von den Trainingsdaten,
also die Residuenvektoren ~ beriicksichtigt, auf der anderen Seite aber auch die
Komplexitit des Modells bewertet. In dieser Arbeit wurde wie in [2] eine heuris-
tische Kriteriumsfunktion verwendet - Die sogenannte Akaike’s final prediction
error criterion (FPE):

1+n,/N 1

Tepe(f) =75 1—n,/N2N ¢

Fzr) — wl? (4.57)

Mz

Dabei ist f ein erweitertes Wavelet-Netzwerk und n, dessen Anzahl an Para-
metern. Es gilt folglich

n,=d+ 1+ (2d + 1)nyae

Es werden d 4 1 Parameter fiir die affinen Terme ben6tigt und 2d + 1 fiir jedes
der nyq, Wavelets. In einem Schritt ¢ der Algorithmen ist also

14+n,()/N 1

Tees(h) = T3 N el

Vi

Dieses Kriterium wird fortlaufend in jedem Schritt ¢ der Algorithmen berechnet.
Am Ende wird jenes f; ausgewiahlt, welches Jppg(f;) minimiert.
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4.3 Regressoroptimierung mit Levenberg-Marquardt

In den vorangegangenen Regressorauswahlalgorithmen wurde ein erweitertes
Wavelet-Netzwerk f wie in (3.25) erstellt, das die Trainingsdaten bereits gut
approximiert. Diese Funktion f gilt es nun weiter zu verbessern. Bis jetzt wur-
den nur Regressoren ausgewahlt und ihre Gewichte wurden direkt oder indirekt
als Ergebnis eines Linearen Ausgleichsproblems optimal angepasst. Die ausge-
wihlten Regressoren werden nun als gegeben angesehen, aber ihre Parameter
werden zur weiteren Anpassung freigegeben. Hierzu wird ein iteratives Verfah-
ren verwendet. Ein Iterationszyklus besteht dabei aus

1. Anpassung der affinen Terme mit Hilfe eines Linearen Ausgleichsproblems.

2. Sukzessive Anpassung der Wavelets mit Levenberg-Marquardt Schritten.
Das heifst, alle Wavelets werden einzeln und nacheinander angepasst.

Diese Iterationszyklen wurden mehrmals durchlaufen; typischer Weise 50 mal.
Bei den affinen Termen bildet man zundchst den Residuenvektor v und die
Matrix A

Yy — fw(w(xl) 1 ZE{
V= : , A=
Yn — fwav(xN) 1 377]\}

wobei (x;,7;) € OF. Die Funktion f,q, umfasst alle Wavelets und hat eine Form
wie in (3.24). Damit ergeben sich die Gewichte der affinen Terme aus W,z wie
in (4.35) als Losung des Linearen Ausgleichsproblems zu

Wo,aff
w

P = (ATA) AT
wd,aff

Bei der numerischen Umsetzung wird AT A natiirlich nicht invertiert sondern
Cholesky-zerlegt mit anschliefender Vorwérts- und Riickwértssubstitution (De-
tails siehe [9]).

Die Theorie zur Anpassung der Wavelets ist etwas umfangreicher. Betrachten
wir zunédchst die generelle Funktionsweise des Levenberg-Marquardt-Algorithmus.
Sei 0 ein Vektor und F'(0) eine stetig differenzierbare, vektorwertige Funktion.
Dann ist

n(0) = |F(9)|2 = F(6)"F () (4.58)

Das Problem lautet: finde

Min = 1(0rmin) = minn(0) = min || F(0)]|3
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Dieses Problem soll iterativ gelost werden, indem man mit einem 6, beginnt
und eine Folge (6;) konstruiert, fiir die gilt: |F(6i41)]5 < |[F(8,)]> Vi € N.
Sei ferner JF die Jakobimatrix von F'. Dann gilt
gi = 2JF(0,)T F(6;) = Vn(6,)
H; = 2JF(0,)"JF(0;) =~ V*n(6;) (4.59)

Sei weiterhin I die Einheitsmatrix. Dann berechnen wir

[H; + 271
— [JF(Qi)TJF(Hi) + M) IF(6,)7F(6)) (4.60)

Dabei ist A eine sehr kleine Grofe, die sicher stellen soll, dass die Matrixinversi-
on, oder besser die Cholesky-Zerlegung mit anschliefsender Vorwérts- und Riick-
wiartssubstitution, immer gut genug konditioniert ist. Sonst wiirden wir schei-
tern, sobald JF(6;)TJF(6;) nicht vollen Rang hitte. 5( ist dabei die Schrittwei-
te. Jetzt wird normalerweise das Armijo—Goldstein—Verfahren angewandt. Hier
soll nur eine vereinfachte Form beschrieben werden. Nach der Berechnung von
s§°> wird gepriift, ob

n(0; — s”) < n(6,)

Falls nein, wird die Schrittweite so oft halbiert, also sgkﬂ) = sl(»k) /2, bis
k
n(6; — s{) < n(0,)

Dann wird abgebrochen und

Oiy1 = 0; — Sl(-kﬂ)

gesetzt. Damit wird sichergestellt, dass in jedem Schritt ein Abstieg erfolgt.
Das Levenberg-Marquardt-Verfahren ist ein weit verbreitetes Verfahren, das
effiziente Berechnungen zulésst und in der Regel hinreichend schnell konvergiert.
Kommen wir zuriick zu unserem erweiterten Wavelet-Netzwerk f und betrach-
ten wir ein einzelnes, darin enthaltenes Wavelet 1y mit 67 = (w, a”,¢7)”. Dann
gilt

e = wip [a* (x —t)] (4.61)
Wenn wir nun 1)y aus f entfernen, erhalten wir eine Funktion f(), sodass
=19+
Wir schlieffen nun den Kreis und setzen fiir F'(f) in (4.58)
y1 — f(z1) y1 = [ (@) — bolan)

F(0) = f = :
yv — f(on) ynv — [ (@n) — do(xn)
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Dann benétigen wir noch JF(0) und erhalten

Vi bo(z1)
JF(0) = — :
Vi be(zn)

Hierbei miissen wir die einzelnen Gradienten wiederum herunterbrechen zu

% lax (z; —1)]
Voe(z;) = 88—1; = | wVlax(z; —t)] * (z; —t)
au —wV[ax (x; —t)] *a

Letztendlich miissen wir noch einen Schritt tiefer gehen und V¢ (2*) berechnen,
wobei ¢ das Mutter-Wavelet aus (3.26) ist.

V.(x*) =V, 5

Culd |rx*\|§>exp<—m>]

.Z'*T

=V, l(]d(d — a*at)exp(— ;* )}

*T % *T , %
=Cy {(d — x*Tx*)exp(—x 21’ )(—z") + (—2x*)exp(—x 2:6 )
*T % ‘T*T‘/L‘* *
=Cy(—d =2+ 2" 2%)exp(— 5 )

Dabei ist Cy eine Konstante, die nur von der Dimension d abhingt. Wir werden
Cy noch unter (7.105) berechnen. Damit ist alles so weit heruntergebrochen,
wie benétigt fiir die algorithmische Umsetzung. JF(6) muss in jedem Itera-
tionsschritt vollstandig neu berechnet werden. Bei F'(6) muss nur der Anteil
des gerade betrachteten Wavelets neu berechnet werden. Hier ldsst sich mit
etwas Geschicklichkeit viel Rechenzeit einsparen. Es ist moglich jedes Wavelet
mehreren Iterationsschritten zu unterziehen, bevor man zum néchsten Wavelet
iibergeht. Diese Praxis hat sich aber nicht bewihrt.
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4.4 Konditionsprobleme mit Standardalgorithmen

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele betrachtet und die Probleme, die
dort entstehen.

Problem 1: Ein gutartiges Problem

Sei OF = {(x1,11), ..., (xn,yn)} ein Trainingsdatensatz und sei
fiR? SR mit f(z) = (22 — 22)sin(5xy)

Die 441 Vektoren x; liegen dabei auf einem reguléren Gitter mit einem Gitterab-
stand von 0, 1 auf dem Quadrat [—1,1] x [—1, 1]. Weiterhin gilt: y; = f(x;). Die
Trainingsdaten sind dargestellt in Abbildung 4. Nach dem Trainigsdatensatz
wurde eine Wavelet-Bibliothek erstellt, wie in Abschnitt 4.1 beschrieben. Sie
hat eine Form wie (4.33) mit den vorgegebenen Konstanten ¢ =2, § =1 und
Mmin = —d. Auch affine Terme wurden hinzugefiigt, wie in diesem Abschnitt
erkldart. Weiterhin erfolgte eine Vorwértsauswahl von Regressoren, wie in Ab-
schnitt 4.2 beschrieben. Dabei wurden 67 Wavelets ausgewahlt. Das Resultat
sehen wir in Abbildung 5. Die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers

RMSE = VMSE — %; e — F(@)? (4.62)

betragt ca. 0,008 , was nicht viel ist. Die Funktion sieht augenscheinlich glatt
aus und ist offensichtlich eine gute Ndherung an die Trainingsdaten, bis auf die
vier markanten Spitzen. Diese vier Spitzen sind ein Ausdruck schlechter Kon-
dition bei der Modellbildung. Wir benennen dieses Phinomen mit dem Wort
Spiking“. Fiihren wir jetzt noch 50 Iterationen des in Abschnitt 4.3 beschrie-
benen Levenberg-Marquardt-Algorithmus aus, so erhalten wir das Ergebnis in
Abbildung 6. Es ist zu erkennen, dass sich die Glattheit der Kurve etwas verbes-
sert hat. RMSE ~ 0,002 , d.h. dieses Kriterium hat sich noch einmal deutlich
verbessert. Zwei der Spikes sind fast ganz zuriick gegangen, aber die anderen
beiden sind geblieben. Auch bei noch mehr Iterationsschritten dndert sich daran
grundsétzlich nichts. Das heiftt, wir haben das Konditionsproblem beibehalten.
Zugegebenermaifsen konnte man hier das Problem leicht umgehen. Da die Funk-
tion offensichtlich ,gutartig” ist, werden keine so kleinen Wavelet-Kandidaten
ben6tigt. D.h. man kénnte bei der Erzeugung der Wavelet-Bibliothek m,,,;,, ein-
fach grofser wihlen und wiirde damit das Spiking vermeiden.
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Problem 2: Ein realistisches Problem

Sei OF = {(x1,y1), ..., (xn,yn)} ein Trainingsdatensatz und sei
f:R? SR mit f(z)= sin(z?)cos(x,)

Die 500 Vektoren z; sind dabei paarweise unabhéngige Realisierungen eines
Zufallsvektors X, der auf der zweidimensionalen Standardnormalverteilung ba-
siert. Um genau zu sein, wurde folgendermafen vorgegangen:

® Iy, ..., 190 sind Realisierungen von X : X; ~ N ((0,0),I,)

® i1, ..., To0o sind Realisierungen von X5 : Xo ~ N ((0,1), 1)
® Iy, ..., T30 sind Realisierungen von X3 : X3 ~ N ((0,—1),15)
® 2301, ..., Taoo sind Realisierungen von X : N ((1,0),I,)
® T401, ..., T50p sind Realisierungen von X5 : X5 ~ N ((—1,0),I5)

Dabei steht I fiir die 2 x 2 Einheitsmatrix. Zusétzlich fiihren wir Fehlerterme
e; € R, 7 =1...500 ein, mit

® ¢1,...,e50 sind paarweise unabhingige Realisierungen einer Zufallsvaria-

blen E : E ~ N (0,0.12)

Weiterhin gilt: 3; = f(z;) + ;. Die Trainingsdaten sind in Abbildung 7 dar-
gestellt. Nach dem Trainigsdatensatz wurde, genau wie in Problem 1, eine
Wavelet-Bibliothek mit den vorgegebenen Konstanten ¢ = 2 , § = 1 und
Mpmin = —bH erzeugt. Genau wie in Problem 1 erfolgte danach eine Vorwarts-
auswahl von Regressoren. Dabei wurden 45 Wavelets ausgewéhlt. Das Resultat
sehen wir in Abbildung 8. Die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers er-
gibt sich nach (4.62) zu RMSE ~ 0,12 , was an sich nicht schlecht ist. Unter
der hypothetischen Annahme f = f wiirden wir auf Grund der Fehlerterme e;
mit einem RMSE = 0,1 rechnen. Bei bloker Betrachtung des Wertebereichs in
Abbildung 8 fillt auf, dass dieser das Intervall [—1, 1] bei weitem sprengt. Auch
hier haben wir wieder das Spiking Problem. Anders als in Problem 1 ist hier
nicht offensichtlich, dass man keine kleinen Wavelets, d.h. Wavelets mit kleiner
Ausdehnung, benétigt. Zudem sehen wir jetzt, dass auch grofse Wavelets zum
Spiking neigen konnen. Offensichtlich ist RMSFE hier kein hinreichend gutes
Maf fiir die Giite der Approximation f an f. Deshalb haben wir ein Evaluations-
Set QY konstruiert und zwar genau so, wie das Trainigsset. Es basiert auf den
gleichen Verteilungen und der gleichen Funktion f, nur mit anderen, zufilligen
Realisierungen fiir die x; und e; , i = 1, ..., 500. Auch hier wurde die Wurzel des
mittleren quadratischen Fehlers mit dem Wavelet-Netzwerk f analog zu (4.62)
berechnet. Damit ergab sich: Fval — RMSE = 0,47. Fval — RMSE ist ein
zweckméfkiges Mafs fiir die Giite des Wavelet-Netzwerkes f, weil letzteres an den
Stellen ausgewertet wird, die relevant sind. Oder andersherum argumentiert: An
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Abbildung 7: Trainingsdaten Problem 2
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Abbildung 8: f nach Standard-Vorwértsregressorauswahl bei Problem 2
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20 -

Abbildung 9: f nach Standard-Vorwértsregressorauswahl und 50 Levenberg-
Marquardt-Schritten bei Problem 2



Standardalgorithmen 69

x-Werten, die nie oder kaum angenommen werden, weil dort nur eine geringe
Verteilungsdichte der Zufallsvariablen X vorherrscht, darf f ruhig stirker von
f abweichen. Fiihren wir jetzt wieder, genau wie in Problem 1 beschrieben,
50 Iterationen des Levenberg-Marquardt Algorithmus aus, so erhalten wir das
Ergebnis in Abbildung 9. RMSFE ~ 0,08 und Fval — RMSE ~ 0,40 . Da-
mit haben sich diese beiden Kriterien leicht verbessert. Man sieht aber in der
Grafik, dass sich das Spiking teilweise noch weiter ausgeprigt hat. Fiihrt man
weitere Iterationsschritte durch, dann verstérkt sich das Spiking weiter. Auch
FEval — RM SFE wird dann wieder schlechter und steigt iiber eins. Das heifst, wir
haben mit den Standardalgorithmen ein immenses Konditionsproblem.

Problem 3: Ein schwieriges Problem

Sei OF = {(x1,11), ..., (xn,yn)} ein Trainingsdatensatz und sei

2 . x i 0 fiir l’1+l’2§0
f:R*—= R mit f(x)—{l sonst

Die 441 Vektoren z; liegen dabei genau wie in Problem 1 auf einem reguli-
ren Gitter mit einem Gitterabstand von 0,1 auf dem Quadrat [—1,1] x [—1,1].
Weiterhin gilt: y; = f(z;). Die Trainingsdaten sind dargestellt in Abbildung 10.
Nach dem Trainigsdatensatz wurde, genau wie in Problem 1 und 2, eine Wavelet-
Bibliothek mit den vorgegebenen Konstanten ¢ = 2 , 8 = 1 und m,,;,, = —5
erzeugt. Genau wie in Problem 1 und 2 erfolgte danach eine Vorwirtsauswahl
von Regressoren. Dabei wurden 68 Wavelets ausgewéhlt. Das Resultat sehen
wir in Abbildung 11. Die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers ergibt sich
nach (4.62) zu RMSE ~ 0,032. Mit einem besonders guten Resultat war bei
diesem Problem nicht zu rechnen, weil f eine Sprungfunktion ist und f immer
eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion. Die Form der anzupassenden
Funktion korreliert in keinster Weise mit der Form der Regressoren, also der
Form von radialsymmetrischen C'*°-Wavelets. Allerdings ist das Resultat noch
schlechter als erhofft. Man kann extremes Spiking an der Sprungkante beobach-
ten. Auf den Halbebenen auf denen f konstant ist, wird die Funktion durch
das Wavelet-Netzwerk f gut beschrieben. Fiihren wir jetzt wieder, genau wie in
Problem 1 beschrieben, 50 Iterationen des Levenberg-Marquardt-Algorithmus
aus, so erhalten wir das Ergebnis in Abbildung 12. RMSFE =~ 0,010 . Damit
hat sich die Zielfunktion um Faktor 3 verbessert. Das Spiking Problem ist aber
genau so erhalten geblieben. Auch hier zeigt sich deutlich, dass die Minimie-
rung von MSE bzw. von RMSE allein auf ein sehr schlecht konditioniertes
Modellbildungsproblem fiihrt.
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Abbildung 10: Trainingsdaten Problem 3
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Abbildung 11: f nach Standard-Vorwértsregressorauswahl bei Problem 3
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Abbildung 12: f nach Standard-Vorwirtsregressorauswahl und 50 Levenberg-
Marquardt-Schritten bei Problem 3
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Abbildung 13: Entstehung von Spiking

Grund fiir das Spiking

Der Grund fiir das ,,Spiking“ -Phénomen lasst sich am besten anhand von Ab-
bildung 13 erkldren. In dieser Skizze sieht man vier Trainingsdatenpunkte, die
alle recht nahe bei der 0-Linie liegen. Wenn nun ein Regressorkandidat genau
an den Stiitzstellen, das heifst an den z-Werten der Trainingsdaten, sehr kleine
Werte hat, dann entsteht eine gewisse Hebelwirkung. Das Wavelet wird ,heraus-
gehebelt”. Man konnte auch sagen: Die Modellbildung ist schlecht konditioniert.
Es entsteht auf jeden Fall ein schlechtes Modell, denn wie man leicht nachvoll-
ziehen kann, wire im gezeigten Beispiel die Nullfunktion eine wesentlich bessere
Naherung an die Daten als dieses Wavelet.
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5 Verbesserung von Standardalgorithmen

Die gerade beobachteten Konditionsprobleme machen die Notwendigkeit robus-
ter Algorithmen fiir die Erstellung eines erweiterten Wavelet-Netzwerkes deut-
lich. Deshalb wollen wir in einem ersten Ansatz jeweils eine Losung fiir jedes der
drei in der Teilaufgabengliederung unter 3.5 beschriebenen Teilprobleme erstel-
len. Dementsprechend sollen hier die folgenden neuen Algorithmen eingefiihrt
werden:

1. eine Cluster-Bibliothek basierend auf dem K-means Algorithmus

2. ein robustifizierter Algorithmus zur Vorwérts-Regressorauswahl mit nach-
folgender Redundanzreduzierung mit Hilfe der Riickwértselimination von
Regressoren

3. eine robustifizierte Version des Levenberg-Marquardt-Algorithmus

5.1 Eine Cluster-Bibliothek basierend auf dem K-means-
Algorithmus

Bislang wurde bei der Erstellung der Wavelet-Bibliothek wie in 4.1 vorgegangen.
Dabei wurden Wavelets verschiedener Translationen und Dilationen jeweils auf
einem reguldren Gitter angeordnet. Hier soll ein ganz neuer Ansatz verfolgt
werden.

Nehmen wir an, wir wollen die Trainingsdaten Q) in M Cluster (M < N)
aufteilen, d.h. in M lokale Bereiche zusammenfassen. Nehmen wir weiter an,
wir haben M Cluster mit den Clusterzentren

Z=A{z1,20, .z}, 2z €R?

Diese Clusterzentren konnen z.B. mit den x-Werten zufillig ausgewéahlter Trai-
ningspunkte initialisiert werden. Jeder Trainingsdatenpunkt ist genau einem der
Cluster zugeordnet. Diese Zuordnung wird beschrieben durch die Zuordnungs-

funktion
n:{l,.. N} —={1,., M} mit n()=j (5.63)

Das bedeutet der ¢-te Trainingspunkt gehort zum j-ten Cluster.

Das Ziel besteht darin, den mittleren quadratischen Abstand zwischen den z-
Werten der Trainingsdaten und den Clusterzentren der jeweils diesen Trainings-
punkten zugeordneten Cluster zu minimieren. Die Aufgabe lautet also: finde

N
. 2
argin_fei =z
Dem entsprechend fithren wir die Zielfunktion

2

N
L(Zn) =Y ||z = 2 (5.64)
=1
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ein. Natiirlich wire auch hier eine erschépfende globale Optimierung undenkbar
aufwéandig. Wir wollen deshalb ein iteratives Verfahren verwenden, das uns zu
einer suboptimalen Losung fiihrt.

Angenommen Z sei fest vorgegeben, dann sollte die optimale Zuordnungsfunk-
tion (5.63) jedem Punkt das néchstgelegene Clusterzentrum zuweisen, also

1) =arg min ||x; — z;
n(i) gje{l,...,M} [k J”2
Wenn hingegen 7(-) als fest angenommen wird, dann sollten die Clusterzen-
tren z; das arithmetische Mittel der Trainingsdaten sein, die zum j-ten Cluster

gehoren, also
o 2in(i)=j Li

J N

J

wobei N; die Anzahl der zum j-ten Cluster zugeordneten Trainingsdatenpunkte
ist.

Der K-means-Algorithmus fiithrt im Wesentlichen immer wieder alternierend
zwei Schritte durch

1. Zu einer gegebenen festen Menge Z von Clusterzentren wird 7(-) opti-
miert, indem jeder Trainingsdatenpunkt dem (Im Sinne der euklidischen
Norm) ndhesten Clusterzentrum zugewiesen wird.

2. Die Clusterzentren werden erneuert als arithmetisches Mittel der dem
Cluster zugeordneten Trainingsdatenpunkte.

Der Algorithmus konvergiert immer, da die Zielfunktion (5.64) in jedem Schritt
fiallt und nach unten beschrinkt ist. Normalerweise konvergiert er auch schnell
genug. Der Algorithmus ist am Ziel, wenn die Zielfunktion nicht weiter abnimmt.
Hier noch einmal eine kompakte Darstellung des Algorithmus
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Algorithmus 5.1 K-means
Sei M < N und OF gegeben

Schritt 0: initialisiere
Z:(Zl,...,Z]V[), Z; GRd

mit zufillig gewdhlten, paarweise verschiedenen x; aus QY

Schritt ¢, Teil 1: erzeuge oder aktualisiere

n(k) = i — 2;
n:n(k) argje{r{’l.l.{lM}\lxk Zj,

Schritt ¢, Teil 2: aktualisiere

(k=i &
Z:{zj\Nj;AO A zj:%}

J

wobei N; = |n~*({j})| die Anzahl der zum j-ten Cluster zugeordneten
Trainingsdatenpunkte ist

Abbruchbedingung: breche den Algorithmus ab, sobald die Zielfunktion

N
L(Zn) =Y ||ze — 2zqm]l;
k=1

nicht mehr weiter sinkt

Fiir die Erstellung einer Wavelet-Bibliothek wird dieser Cluster-Algorithmus
nun folgendermafen benutzt: Der K-means-Algorithmus, wie eben beschrieben,
wird |N/2| mal durchlaufen, jeweils mit M = 1,..., | N/2]. Immer nach einem
Durchlauf des K-means-Algorithmus wird fiir jedes Cluster j, das mindestens 2
Punkte enthalt

dj = max [l — 2l

berechnet. Danach wird ein neues Wavelet v; der Form

c‘lalj’1
bi(2) = wip[a;* (x —t;)] mit a; = : ot =2

1 4-1
c dj

hinzugefiigt, sofern ein solches Wavelet nicht bereits in der Bibliothek vorhanden
ist. Dabei wurde ¢ = 2, 5 verwendet. Die w; spielen noch keine Rolle und wurden
deshalb willkiirlich zu eins gesetzt.
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Vorteile der Cluster-Bibliothek:

e Auf Grund der Konstruktionsweise entstehen erst gar keine Regressorkan-
didaten, die bei der Regressorauswahl zum Spiking neigen wiirden.

e Bei Problemen hoher Dimension d entstehen bei einer Wavelet-Bibliothek
auf einem reguléren Gitter zu viele Regressorkandidaten. Bei einer Cluster-
Bibliothek ist die Anzahl der Regressorkandidaten per se nicht von der
Dimensionalitdt d des Problems abhangig.

Nachteile der Cluster-Bibliothek:

e Die theoretischen Erkenntnisse der Wavelet-Theorie werden nicht verwen-
det. Die Frame-Eigenschaft einer Wavelet-Familie auf einem reguléren Git-
ter kann nicht als Grundlage angesehen werden wie im Standardverfahren.
Insbesondere Funktionen, die am Rand ihres relevanten, mit Trainingsda-
ten bestiickten Bereiches zu besonders grofsen oder kleinen Werten stre-
ben, konnen mit der Cluster-Bibliothek oft weniger gut dargestellt werden
als mit der Standardmethode.

5.2 Ein robustifizierter Algorithmus zur Vorwarts-
Regressorauswahl

Der hier beschriebene Algorithmus ist eine leicht abgewandelte Form des unter

4.2 beschriebenen Algorithmus zur sukzessiven Regressorauswahl mit schritt-

weiser Orthogonalisierung. Die Kenntnis von Algorithmus 4.1 wird hier vor-
ausgesetzt. Die zentrale Stelle der Regressorauswahl in Algorithmus 4.1 ist die

Zeile: finde )
[(pﬁ-”)Ty}
[; = argmax

G

(5.65)

An genau dieser Stelle muss eingegriffen werden, um Wavelets mit schlechter
Kondition bei der Regressorauswahl zu unterdriicken. Die affinen Terme wurden,
wie bereits beschrieben, gleich als erstes ausgewdhlt. Wir kdnnen uns bei den
folgenden Betrachtungen folglich ausschliflich auf die Auswahl von Wavelets
konzentrieren. Die Grundlage des Algorithmus ist eine zuvor erstellte Wavelet-
Bibliothek der Form (4.34), also ausgeschrieben:

Weaw = {wz R — R‘wz(l’) = w; [ai * (£ — tl)] a=1,.., L}
Wir definieren uns zu den Wavelets v; nun ungewichtete Norm-Wavelets

Weiterhin definieren wir zu jedem Wavelet 1); eine heuristisch motivierte Kon-

ditionszahl x; mit
N

“z:Z@D:(%)Q ,izl,...,L

j=1
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,wobei die z; aus QY stammen. Ein Spiking-anfilliges Wavelet 1;, wie in Abbil-
dung 13, hat ein kleines ;. Ein Wavelet 1;, das Stiitzpunkte dort hat, wo auch
betragsméakig hohe Werte des Wavelets liegen, erzielt ein hoheres x;. Solch ein
Wavelet neigt auch weniger zum Spiking. Man beachte, dass die x;, 1=1,..., L
nur einmal zu Beginn des Algorithmus berechnet werden miissen. Sie kénnen
gewissermafsen als Konditionsindikator der Wavelets 1); aus W,,, betrachtet
werden. Nun dndern wir in Algorithmus 4.1 die Gleichung (5.65) folgenderma-

fsen ab: )
[(pf))Ty}
[; = argmax

j€l; (py))Tpﬁi)

In(k;) (5.66)

Mit dem Zusatzterm In(k;) in (5.66) wird erreicht, dass Wavelets, die zum
Spiking neigen wiirden, benachteiligt werden. Die Motivation fiir den eingebau-
ten Logarithmus ist Intuition. Der Logarithmus ist fiir kleine Argumente sehr
steil und fiir grofse Argumente sehr flach. Bei groferen, gutartigen Wavelets
sollen sich Unterschiede in den k; nicht so sehr auf die Regressorauswahl
auswirken. Die bestmogliche Anpassung an die Trainingsdaten ist hier das
wichtigste Ziel. Bei Wavelets mit kleinem k; tritt durch die Steilheit des
Logarithmus die Anpassung an die Trainingsdaten in den Hintergrund. Die
Vermeidung von Spiking ist hier vorrangig. Dieser abgewandelte Algorithmus
zur Vorwérts-Auswahl von Regressoren wird, wie wir noch sehen werden, gute
Resultate zeigen.

Es ist in fast jedem Fall sinnvoll, nach der Vorwartsauswahl von Regressoren zu-
sitzlich den Standardalgorithmus zur Riickwéirtselimination, wie beschrieben in
Abschnitt 4.2, auszufiihren. Bei der sukzessiven Auswahl von Regressoren kann
es dazu kommen, dass auch solche Wavelets genommen werden, die sich spé-
ter wieder als entbehrlich erweisen. Die bei der sukzessiven Regressorauswahl
gewonnenen Vektoren v; sind in jedem Fall linear unabhéngig. Das heifst die
Riickwirtselimination ist auch immer ausfithrbar. Die Zielfunktion (4.57) wird
durch dieses Vorgehen nochmals minimiert. Unter Umstdnden konnen noch ein-
mal iiber ein Viertel der Regressoren entfallen. Natiirlich steigt in jedem Fall
der mittlere quadratische Fehler, wie definiert in (3.23), aber die Verringerung
der Parameter in f kann zu einer hoheren Robustheit fiihren.

5.3 Eine robustifizierte Version des Levenberg-Marquardt-
Algorithmus

Der hier beschriebene Algorithmus ist eine abgewandelte Form des unter 4.3
beschriebenen Algorithmus zur Regressoroptimierung. Die Kenntnis dieses Al-
gorithmus wird hier vorausgesetzt. Der Eingriff erfolgt bei Gleichung (4.58), die
da lautet:

n(®) = |F@)]; = F()"F(®)
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Hier fiigen wir eine Konditionsstrafe p(f) und eine Konstante c ein, und ersetzten
die Gleichung durch

0(0) = [|E(0)ll5 + cp(6) = F(6)TF(9) + cp(6)

Wie beim Standardalgorithmus bereits beschrieben, umfasst 6 alle Parameter
eines Wavelets wie in Gleichung (4.61), also

vy = wy [ax (z —1)]

Wir fiihren nun, genau wie im robustifizierten Algorithmus zur Regressoraus-
wahl, ein ungewichtetes Norm-Wavelet ein.

Yy =1 la*(z—1t)]

Sei nun
1 1

p(0) = ==
q(0) ;¢;(Ii>4

Dabei stammen die z; aus QY. Die Motivation dieser Konditionsstrafe ist ganz
dhnlich zu Stande gekommen wie bei der Regressorauswahl. ¢(6) ist grof fiir
breite Wavelets, die viele Trainingspunkte mit den Bereichen iiberdecken, wo
sie hohe Werte haben. Diese Wavelets neigen nicht zum Spiking. Wavelets die
zum Spiking neigen, besitzen kleinere Werte ¢(6). Die Funktion y = 1/x ist steil
bei kleinen z-Werten und flach bei groken z-Werten. Das heift, bei ,,gutartigen
Wavelets steht die Verminderung des mittleren quadratischen Fehlers MSFE
im Vordergrund. Bei Wavelets die zum Spiking neigen steht die Verminderung
der Konditionsstrafe p(f) im Mittelpunkt. Urspriinglich stand in der Summe
der Term 1} (x;)?. Die vierte Potenz zeigt aber ein besseres Verhalten. Wir
benétigen weiterhin den Gradienten und eine Ndherung an die Hessematrix der
Konditionsstrafenfunktion. Es gilt:

Va(0) = Y [4i (@) Vi (i)
Vp(0) = —Vq(8)p(0)°
V2p(0) =~ Vq(0)2p(0)V T q(0)p*(0) = 2p(0)°Vq(0) V7 q(6)

Der Nabla-Operator bezieht sich dabei jeweils auf 6. Um diese Grofen auch
tatséchlich zu berechnen, miissen wir noch V;(z;) herunterbrechen:

o}
() = | %
Voibg(xi) = :
KA 8%*

t

0
= | Vo lax (v —1t)]x (v, — 1)
Vo lax(z; —t)] *a

Sl

Q
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Das weitere Herunterbrechen V, ¢ (z*) wurde bereits im Standardalgorithmus
unter 4.3 gezeigt. Mit diesem Wissen im Hinterkopf werden in (4.59) der Gra-
dient von n und die Ndherung an die Hessematrix von n aus dem Standardal-
gorithmus folgendermafen ergéinzt:

gi = QJF(Qi)TF(Qi) - VEI(Q)P(Q)Q = Vn(0:)
H; = 2JF(0,)" JF(6:) + 2p(0)*Vq(0)Vq(0)" ~ V*1(6;) (5.67)

Das weitere Vorgehen entspricht genau dem Vorgehen im Standardalgorithmus,
wie beschrieben in 4.3.

5.4 Ergebnisse der robustifizierten Algorithmen

In diesem Abschnitt werden die gleichen Beispiele betrachtet wie unter 4.4 mit
den Standardalgorithmen.

Problem 1: Das gutartige Problem

Der Trainingsdatensatz und die Funktion f wurden bereits im Abschnitt 4.4 ein-
gefiihrt, in welchem die Resultate der Standardalgorithmen besprochen wurden.
Der Trainingsdatensatz ist in Abbildung 4 graphisch dargestellt. Zur Verbesse-
rung der Ergebnisse gegeniiber den Standardalgorithmen, wurden hier zwei der
drei verbesserten Verfahren angewendet. Die Wavelet-Bibliothek wurde noch
herkémmlich erstellt, wie beschrieben in 4.1. Sie hat eine Form wie (4.33) mit
den vorgegebenen Konstanten 0 = 2, § = 1 und m,,,;,, = —5. Auch affine Terme
wurden, wie in diesem Abschnitt beschrieben, hinzugefiigt.

Bei einem Trainingsdatensatz auf einem reguldren Gitter ist es sinnvoller auch
eine Wavelet-Bibliothek auf einem regulidren Gitter zu verwenden als einen
Cluster-Algorithmus. Danach erfolgte die neue, in 5.2 eingefiihrte, robustifizierte
Vorwirtsauswahl von Regressoren. Dabei wurden 64 Wavelets ausgewihlt. Das
Resultat sehen wir in Abbildung 14. Es ergibt sich eine Wurzel des mittleren
quadratischen Fehlers von RMSE ~ 0,012. Die Funktion sieht augenscheinlich
glatt aus und ist offensichtlich eine gute Naherung an die Trainingsdaten. Das
Spiking wurde erfolgreich unterdriickt. Fiihrt man noch eine Riickwértselimina-
tion von Regressoren durch, vermindert sich die Zahl der Wavelets von 64 auf
60. RMSFE steigt nur leicht, aber nicht in den ersten drei Nachkommastellen.
Augenscheinlich dndert sich nichts. Fiihren wir jetzt noch 50 Iterationen des
in 5.3 beschriebenen, verbesserten Levenberg-Marquardt-Algorithmus aus, so
erhalten wir das Ergebnis in Abbildung 15. Es ist zu erkennen, dass sich die
Glattheit der Kurve weiter verbessert hat. RMSE =~ 0,002 , d.h. wir errei-
chen hier die gleiche Giite wie mit den Standardalgorithmen. Spiking ist nicht
zu erkennen. Auch bei noch mehr Iterationsschritten dndert sich daran grund-
sdtzlich nichts. Das heifst, wir sind bei diesem Problem mit den verbesserten
Algorithmen erfolgreich. In diesem Fall gibt es nichts zu beanstanden.
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Abbildung 14: f nach robuster Vorwartsregressorauswahl bei Problem 1
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Abbildung 15: f nach robuster Vorwértsregressorauswahl + Riickwértselimina-
tion und 50 verbesserten Levenberg-Marquardt-Schritten bei Problem 1
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Problem 2: Das realistische Problem

Hier war OY = {(x1,%1), ..., (xn,yn)} ein Trainingsdatensatz mit N = 500
Trainingsdatenpunkten. Weiterhin war

f:R? SR mit f(z) = sin(z?)cos(z,)

Die 500 Vektoren x; waren dabei Realisierungen eines Zufallsvektors X, der auf
der Standardnormalverteilung basierte. Die genaue Verteilung wurde bereits un-
ter 4.4 beschrieben. Des weiteren gab es bei dem Problem zuféllige Fehlerterme
e; € R, ¢ = 1...500, die unabhingige Realisierungen einer normalverteilten
Zufallsvariablen mit Erwartungsgswert 0 und Varianz 0, 1% waren. Es gilt der
Zusammenhang: y; = f(z;) + ¢;. Die Trainingsdaten sind dargestellt in Abbil-
dung 7.

Bei diesem Problem kamen alle drei robustifizierten Algorithmen zur Anwen-
dung. Nach dem Trainigsdatensatz wurde, anders als in allen bisherigen Proble-
men, eine Cluster-Bibliothek erzeugt. Der zugehorige Algorithmus wurde in 5.1
beschrieben. Besonders bei statistisch verteilten Trainingsdaten ist ein solcher
Ansatz nahe liegend. Die erzeugte Bibliothek umfasst 710 Wavelets.

Im néchsten Schritt wurde eine robuste Vorwirtsregressorauswahl geméaf 5.2
ausgefiithrt. Dabei wurden 36 Wavelets ausgew#hlt. Im Anschluss erfolge noch
eine Riickwértselimination von Regressoren. Dabei wurde die Anzahl der Wa-
velets noch einmal auf 22 reduziert. Die Wurzel des mittleren quadratischen
Fehlers RMSE stieg dadurch leicht von 0,22 auf 0,24. Der mittlere Quadra-
tische Fehler beim Auswertungsset Fval — RMSE stieg dabei von 0,273 auf
0,278. Die Verschlechterungen durch den Wegfall von Wavelets sind also durch-
aus zu vernachléssigen. Unter der hypothetischen Annahme f = f wiirden wir
auf Grund der Fehlerterme e; mit einem RMSE = 0,1 rechnen. Das Resultat
sehen wir in Abbildung 16. Die Konturen der Funktion sind bereits gut erkenn-
bar. Auch der Wertebereich ist im Rahmen. Spiking ist nicht zu erkennen.
Fiihren wir wiederum 50 Schritte des verbesserten Levenberg-Marquardt-Algo-
rithmus durch, so erhalten wir das Ergebnis in Abbildung 17. Dabei fallt RM SE
auf 0,147 und Fval — RMSE auf 0,212. Die Funktion sieht augenscheinlich
besser aus als zuvor. Der mittlere quadratische Fehler des Auswertungsdaten-
satzes ist ungefihr doppelt so hoch wie sein theoretisches Minimum aufgrund
der Fehlerterme e;. Das ist bei der gegebenen Funktion f und der Verteilung der
Trainingsdaten ein zufriedenstellendes Resultat. Dass das Wavelet-Netzwerk f
in den Ecken der Darstellung sehr hohe bzw. niedrige Werte annimmt, stort
dabei nicht. Wie man in Abbildung 18 erkennt, gibt es an diesen Stellen keine
Trainingsdaten. Da der Auswertungsdatensatz auf der gleichen Verteilung be-
ruht, sind diese Stellen aber auch nicht relevant. Das Ergebnis kann sich also
sehen lassen.
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Abbildung 18: wie Abbildung 17 nur mit Trainingsdaten
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Problem 3: Das schwierige Problem

Bei diesem Problem war O = {(x1,1), ..., (xn,yn)} ein Trainingsdatensatz
auf einem reguliren Gitter mit einem Gitterabstand von 0,1 auf dem Quadrat
[—1,1] x [-1,1] und

72 . sy )0 fir x14+a2,<0
f:R* =R mit f(m)—{l const

Weiterhin gilt: y; = f(z;)

Die Trainingsdaten sind dargestellt in Abbildung 7.

Analog zu Problem 1 fanden zwei der drei robustifizierten Algorithmen Anwen-
dung. Nach dem Trainigsdatensatz wurde eine herkommliche Wavelet-Bibliothek
mit den vorgegebenen Konstanten o = 2, f = 1 und my,;, = —b erzeugt. Bei
Trainingsdaten auf einem reguldren Gitter ist ein Cluster-Algorithmus nicht
zweckmaifig. Daher wurde auf die herkdmmliche Wavelet-Bibliothek zuriickge-
griffen.

Darauf folgte aber eine robuste Vorwirtsregressorauswahl, wie in 5.2 beschrie-
ben. Dabei wurden 70 Wavelets ausgewahlt. Bei der folgenden Riickwartseli-
mination wurde diese Zahl auf 61 reduziert. Der mittlere quadratische Fehler
RMSE stieg von 0,035 auf 0,040. Das Resultat sehen wir in Abbildung 19.
Dafiir, dass f eine Sprungfunktion ist und f immer eine stetige Funktion sein
muss, ist das Resultat verbliiffend gut. Vor allem wenn man bedenkt, wie es mit
den Standardalgorithmen in Abbildung 11 aussah, ist die Verbesserung wesent-
lich. Spiking ist so gut wie nicht vorhanden. Bis auf eine leichte Welligkeit bei
den Fliachen approximiert f die Stufenfunktion sehr gut.

50 Schritte des robustifizierten Levenberg-Marquardt-Algorithmus fiithren zu
dem Ergebnis in Abbildung 20. RMSE =~ 0,006 . Wie man sieht, kommt
das Spiking-Problem trotzt des robusten Algorithmus wieder zuriick. Aller-
dings nicht in so ausgeprigter Form wie beim Standardalgorithmus. Es wurde
folglich eine Verbesserung erzielt, auch wenn das Optimum noch nicht erreicht
ist. Zumindest sind die Flichen glatter geworden. Bei der Bewertung bleibt
zu beachten, dass das Mexikanerhut-Wavelet prinzipiell ungeeignet ist um eine
Stufenfunktion anzupassen. Es besteht allerdings die Vermutung, dass sich der
Levenberg-Marquardt-Algorithmus noch besser robustifizieren ldsst.
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Abbildung 19: f nach robuster Vorwértsregressorauswahl + Riickwirtselimina-
tion bei Problem 3

Abbildung 20: f nach robuster Vorwértsregressorauswahl + Riickwirtselimina-
tion und 50 verbesserten Levenberg-Marquardt-Schritten bei Problem 3
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6 Ein neues, statistisches Giitekriterium

Kapitel 6 und 7 bilden das Herzstiick dieser Dissertation. Darin soll ein grund-
legend neues Verfahren zur Erstellung von Wavelet-Netzwerken vorgestellt wer-
den. Es basiert auf einem neuartigen, statistisch fundierten Giitekriterium zur
Regressorauswahl. Die bisher betrachteten Verfahren zur Erstellung von Wavelet-
Netzwerken bestanden stets aus drei Schritten.

1. Erstellung einer Wavelet-Bibliothek
2. Regressorauswahl
3. Regressoroptimierung

Dabei wurden im Zuge der Regressorauswahl heuristische Kriterien zur Auswahl
des néchst besten oder Abwahl des néchst schlechtesten Wavelets herangezogen.
Die Standardalgorithmen zielten ausschlieflich auf eine maximale Verbesserung
oder minimale Verschlechterung des mittleren quadratischen Fehlers ab. Bei
den verbesserten Algorithmen wurde dieses Kriterium mit einfachen Mitteln
leicht modifiziert. Die anschliefsende Regressoroptimierung erfolgte jeweils nach
der gleichen, oder eine ganz #hnlichen Kriteriumsfunktion. Leider stand die
Robustheit der Modellbildung auch bei den robustifizierten Algorithmen auf
keiner soliden mathematischen Grundlage.

Deshalb werden wir in diesem Kapitel ein ganz neues, statistisches Giitekriteri-
um einfiihren und im n#chsten Kapitel zwei dazugehorige Algorithmen zur Re-
gressorauswahl vorstellen. Dabei wird sich herausstellen, dass wir bei geschick-
ter programmtechnischer Umsetzung fast keine Effizienzeinbufen gegeniiber den
bisherigen Algorithmen in Kauf nehmen miissen. Einziger Wermutstropfen an
diesem neuen Konzept ist, dass das neue Giitekriterium keine (hinreichend ef-
fiziente) algorithmische Implementierung einer Regressoroptimierung zulésst.
Das heift, einmal ausgewdhlte Wavelets konnen nur noch in ihrer Gewichtung
variiert, aber nicht mehr gestreckt oder gestaucht werden. Diese Einschrankung
kann jedoch durch eine neue, umfangreichere Wavelet Bibliothek hinreichend
kompensiert werden, die ebenfalls im nichsten Kapitel eingefiihrt werden soll.
Zunichst aber konzentrieren wir unsere Betrachtungen auf das neuartige, sta-
tistische Giitekriterium.

6.1 Vereinbarungen

Das statistische Modell

Wir haben in Kapitel 3 die Grundlagen fiir die hier betrachteten Wavelet-
Netzwerke gelegt. Insbesondere wurde unter 3.1 auf die Problemstellung und
unter 3.2 auf die Struktur von Wavelet-Netzwerken eingegangen. Aus didak-
tischen Griinden werden hier einige dieser Konzepte noch einmal wiederholt,
wobei neue Betrachtungen gleich einfliefen.
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Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gegeben ist ein Trainingsdatensatz
der Form:

@i\f = {(xlvyl)v"-a(xNuyN)}
z;, €RYi=1..N
yi € Rii=1..N

Dabei legen wir die Modellannahme zu Grunde, dass es eine uns nicht bekannte,
wahre Funktion f : R? — R gibt und ein w € €2, sodass

yi = f(v:)) + Ay, i=1.N (6.68)

Hierbei sollen die Ay; als Realisierungen von unabhingigen, jeweils N(0,5?)
verteilten Zufallsvariablen AY; : Q@ — R angesehen werden, also Ay, = AY;(w).
Somit konnen auch die y; als Realisierungen von Zufallsvariablen Y; : 2 — R an-
gesehen werden. Dieses Grundkonzept werden wir spéiter noch weiter auspragen.

Bei den folgenden Betrachtungen werden wir viele verschiedene, aber verwandte
Bezeichner antreffen, wie z.B. AY; und Ay;. Um dabei nicht den Uberblick zu
verlieren, legen wir Bezeichnerkonventionen fest und fiihren Bezeichnerfamilien
ein.

Bezeichnerkonventionen:

Bezeichner fiir Schreibweise Beispiel
Zufallsgrofen Grofsbuchstaben AY;
Realisierungen Kleinbuchstaben Ay;
Vektoren (auker z; € R?) mit Unterstrich Ay
wahre Grofen Kleinbuchstaben mit Tilde | y
Abweichungen von wahren Gréfsen | mit Delta AY;
Matrizen Fett gedruckt \%
Die Bezeichnerfamilie [y]:
Skalare i=1..N Vektoren
Zufallsgroken |Y; = 7, + AY; Y = g + AY
~ \/': ~~~ ~ ~~
Flas) ~N(0,62) }'1 " ]71 -‘ A}’l
E : : (6.69)
vl o] Lan]
Realisierungen v =10+ Ay y =y+ Ay
—~ ~ ~ =~
Yi(w) AYi(w) Y (w) AY (w)

Die Varianz 62 € RT betrachten wir ebenfalls als einen wahren, uns nicht be-
kannten Parameter. Wir suchen nun einen mdéglichst guten Schitzer f : R4 — R
fiir f, den wir allein aus dem Trainingsdatensatz O ermitteln miissen. Deshalb
kann man in unserem statistischen Modell die Funktion f selbst als Realisierung
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einer Zufallsfunktion F : Q — L*(R% R) ansehen. Es bietet sich wieder an, eine
Bezeichnerfamilie [f] zu griinden, die viele Parallelen zur Bezeichnerfamilie [y]
aufweist.

Die Bezeichnerfamilie [f]:

Skalare (z € RY) Funktionen € L*(R% R)
Zufallsgroken | F(z) = f(x) + AF(2) F=f+AF 6.70
Realisierungen | f(x) = f(x) + Af(:t) f =75+ Af (6.70)
<~ ~~ -~
F(w)(@) AF(’U«')(I) F(w) AF(w)

Zur Veranschaulichung empfiehlt es sich etwas vorzugreifen und einen Blick auf
den unteren Teil von Abbildung 21 zu werfen. Wir werden spéter noch genauer
auf die Grafik eingehen. An dieser Stelle sei nur noch darauf hingewiesen, dass
zwar

gi = flz;), i=1.N (6.71)

aber im allgemeinen

v # f(z;), i=1..N und

Die Wavelet-Bibliothek

Die Begriffe Wavelet-Familie und Wavelet-Frame wurden in Kapitel 2, Mathe-
matische Grundlagen eingefiihrt. Sei v. eine (abzéhlbar unendliche) Wavelet-
Familie und

Waw C 9.

Waaw = {¥1, -, YL}
¥ RES R, i=1.L
[ill, =1, i=1..L

Die Wavelet-Bibliothek stellt eine endliche, aber grofse Menge von Wavelets
zur Verfiigung, sodass span(W.,) C L?*(R% R) uns genug Flexibilitit gibt,
um verschiedenartigste Schitzer-Funktionen f als Linearkombination der ;
darzustellen. Wir definieren weiterhin

Yi(1)
V=(vy,...,v;) mit v, = : i=1.L (6.72)
vi(zN)
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6.2 Statistischer Raum und Hypothesen

Da |[Wyay| = L im allgemeinen sehr grof, und insbesondere grofer als unsere
Anzahl von Trainingsdatenpunkten sein wird, miissen wir eine Teilmenge der
Wavelet-Bibliothek W, auswihlen. Der Schitzer f soll schlieklich als Linear-
kombination dieser Teilmenge gebildet werden. Dazu nutzen wir das Konzept
des Statistischen Raumes. Zu unserem Messraum (2, F) sei W eine Menge von
Wahrscheinlichkeitsmafen auf F. Der Zufallsvektor

Y Q- RY

sei F — BN-messbar, wobei BY fiir die N-dimensionale Borelsche o-Algebra
steht. Sei ferner

={(7.8)If € *(®"R),5* e R*} (6.73)

eine Parametermenge. Seinen nun die Py g mit 6 € © Wahrscheinlichkeitsmafe
auf (RY, BY), mit denen die Komponenten Yj,...,Yy von Y paarweise unab-
hédngig und

Y; ~ N(f(z;),6%) fiir i=1.N

sind. Anders formuliert, sind unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl Py » die
Y, = f(z;) + AY; mit AY; ~ N(0,5?) (6.74)

und AY; paarweise unabhéngig.

Das Grundkonzept des statistischen Raumes ist nun die Annahme, dass es ein
wahres 6 € © gibt und damit eine wahre Verteilung Py g die Y zu Grunde liegt.
Diese kennen wir aber nicht. Deshalb stellen wir Hypothesen auf, also Annah-
men iiber 6, die wir dann mit einem Giitekriterium gegeneinander vergleichen.

Definition 6.1 Hypothese Hj,

Sei (RN, BN Py ) der Statistische Raum des Zufallsvektors Y = (Y1,...,Yn)T
mit den Y; nach (6.74) und © aus (6.73). Sei ferner Wiya, = {11, ..., 01} eine
Wavelet-Bibliothek und I, C {1,...,L} mit |I.| = r < L. Dann stellen wir die
Hypothese H;, auf, dass

f € span{y;)i € I}

Anders ausgedrickt: Fir 0 = (f,52) € © gilt: Fir alle i € I, gibt es ein
u; € R, sodass
flx) = meﬂz(ﬂ?)
i€,

und damit }

mit unabhingigen und identisch N(0,5?) verteilten Zufallsvariablen AY;.
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Wir gehen also in jeder Hypothese davon aus, dass die wahre Funktion f in
einem sehr eingeschrinkten Funktionenraum liegt. Entscheidend dabei ist, dass
jede Hypothese ihre eigenen Parameter @; und &2 hat, die aber nicht bekannt
sind.

Anders formuliert: Eine Hypothese H;_ l&sst nicht nur ein einziges 6 zu sondern
eine, wenn auch sehr eingeschrinkte, Teilmenge von ©. Unter einer Hypothese
Hj, werden wir den Schétzer f auch aus dem span {¢;|i € I,} wihlen. Dann
miissen nur noch geeignete Schitzer u; fiir die wahren Parameter @; gefunden
werden. Auch fiir 62 werden wir einen Schiitzer finden. Es sei noch erwihnt,
dass der Parameterraum © bei Weitem nicht vollstdndig durch Hypothesen
abgedeckt wird, da die f € L*(R4,R) dafiir aus einem viel zu groken Funk-
tionenraum kommen. Man kénnte den Parameterraum © auch gleich weiter
einschriinken, indem man f € span(Wiya) fordert. Aber selbst in diesem Fall
wiirde © im Allgemeinen nicht vollstindig durch Hypothesen abgedeckt werden
kénnen.

)

| | | | | |
e \,,,1__,,,,1,,,,L,,,,\ ,,,,, [
| | ) | | |
| | /wl / | 1/2 | | |
| | | | | |
| 1 | 2 3 | | | 4 |
; T
| | | | |
| | 1 | | |
| | | | | |
| | | | | |
/\\/ /\\/ /\\/ /\\/
()

Abbildung 21: Beispiel einer einfachen Hypothese Hj, mit zwei Wavelets



Ein neues, statistisches Giitekriterium 91

Beispiel 6.2

Um das Konzepl der Hypothesen etwas anschaulicher zu machen, wurde in
Abbildung 21 ein einfaches Beispiel graphisch dargestellt. Gegeben ist ein ein-
dimensionales Problem (d = 1) mit vier Punkten, zu sehen als rote Kreuze.
Der Trainingsdatensatz ist

(O)le - {(xla 91)7 (x27 yQ)a (1'3, 1113)7 (ZL’4, 7;/4)}

Gesucht ist eine Funktion f, die den funktionalen Zusammenhang zwischen
den vier x - und y - Werten auf sinnvolle Weise nachbilden soll. Es werden
hierzu verschiedene Hypothesen aufgestellt, die in einem spdteren Schritt ver-
glichen werden sollen. Genau eine dieser Hypothesen ist in Abbildung 21 zu
sehen. Diese Hypothese nennen wir hier

Hp, mit I,=1{1,2}

Das heifit, wir nehmen an, dass die wahre Funktion f, eine Linearkombina-
tion der Wavelets 1y und 1y ist. Im konkreten Beispiel handelt es sich um
Mezikanerhut - Wavelets. 1, entspricht dem Mutter-Wavelet ¢ und 1y ist um
den Wert t = 1 nach rechts verschoben. Die konkrete Wahl der Wavelets st
fir das Hypothesenkonzept aber nicht von Bedeutung. Wichtig ist, dass f nun
durch zwei (gedachte) Parameter 4y und g bestimmt ist mit

J = i1 + tgthy

Die Funktion f wst nur eine gedachte Funktion, die zu keinem Zeitpunkt ge-
nau bestimmt werden kann. Sie ist zu Vorstellungszwecken in die Grafik ein-
gezeichnet worden. Ebenso gedacht ist die wahre Standardabweichung &, die
durch Fehlerbalken in der Grafik angedeutet wurde. Wir benétigen die bei-
den gedanklichen Konstrukte aber um die y-Werte aus unseren vier Trainings-
datenpunkten als Realisierungen von Zufallsvariablen aus einem statistischen
Modell gemdf (6.68) anzusehen. Anders verhdlt es sich mit dem Schatzer f.
Zu einem gegebenen Trainingsdatensatz OF und einer Hypothese Hy wird eine
konkrete Funktion

[ = w1 + ugthy

zugeordnet. Dazu werden die Grifien u; und us so gewdhlt, dass

Z lvi — f(%‘)]z

minimal wird. Sollte sich unsere Beispielhypothese Hy, am Ende als beste her-
ausstellen, so wirde die in der Grafik dargestellte Funktion f als Lisung aus-
gegeben.
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Da die Indizierung der v; € W, beliebig vertauschbar ist, werden wir zunéchst
zur Vereinfachung festlegen, dass o0.B.d.A

I ={1,...r}
& fE span {1, ..., Y. }

Sei weiterhin mit den v, aus (6.72)
vV, = VI'r = (217 "'>Qr)

Dabei hat V, stets vollen Rang, weil Hypothesen Hj, , bei denen diewv, i =1...r
linear abhéngig sind, gar nicht erst betrachtet werden sollen. Mit der Definition
der v; in (6.72) folgt insbesondere, dass die ;, ¢ = l...r linear unabhéngig
sein miissen. Denn waren die 1); linear abhangig, so wéren es auch die v,. Unter
der Hypothese H; hat der Schitzer f : RY — R fiir f die nun folgende Form:

flz) = Zuzwz(z)

Die u; werden dabei alleinig aus dem Trainingsdatensatz QY gewonnen, weshalb
wir sie wiederum als Realisierungen von Zufallsvariablen U; : 2 — R auffassen
kénnen. Wir griinden wieder eine Bezeichnerfamilie [u| in Analogie zur Bezeich-
nerfamilie [y| aus (6.69)

Die Bezeichnerfamilie [u]:

Skalare i=1...r Vektoren
Zufallsgrofen U, = u; + AU; U = a + AU
~~ ~~ ~—
UY] '&1 A[/‘rl
: : : (6.75)
U, . AU,
Realisierungen | u; = u; + Au; u =u+ Au
~~ —~~ ~— —~—
Ui(w) AU, (w) Uw) AU(w)
Wir fassen hier kurz zusammen:
) = 3 wii(a)
i=1
fl@) =) ()
i=1
Af(x) = Augly(z) (6.76)
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Diese Gleichungen sind hier fiir die Realisierungen aus [f| und [u| formuliert,
gelten aber in identischer Form auch fiir die entsprechenden Zufallsgrofen.
Wir definieren weiterhin das Residuum +; an einem Trainingsdatenpunkt und
den Residuenvektor v und berechnen mit (6.72)

=yi — f(x)
{ f(z1)
= : (6.77)
f(zn)
r zwz 1‘1) r
=y : =y—> wy,=y-V,u
= upbi(xy) =1
Wir wollen v nun so wihlen, dass HZ H ) minimal wird, also
u = argmin ||,
= argmin [ZTI]
= argmin [QTQ — QQTVTQ + QTVZVTQ}
0=V, [y y—2y"Viu+u"VIV,1
& 0=-2V/y+2VIV,u
su=(VIV,)"'Vy (6.78)

Probleme dieser Art bezeichnet man als lineare Ausgleichsprobleme. u ist ein
Maximum-Likelihood-Schatzer fiir o unter der Hypothese H;_, was wir hier aber
nicht beweisen wollen. Mit (6.77) folgern wir noch, dass

T=y—-V.(VIV,)"'V]y

und damit

lall; = "y =y Ve (VIV,) VT (6.79)
Wir fahren fort mit ) und

(6.71 ( 76) und schliefen, dass
f ( 1) e | Wati(a) r

=1

[«
Il
Il

f(ﬂUN) =1 anbi(ry)
Daraus folgt unmittelbar, dass
a=(ViV,)"'V]j
und mit (6.78) folgt letztlich, dass
Au= (VIV,)"'VIAy (6.80)

Die Gleichung gilt in identischer Weise fiir die zugehorigen Zufallsgrofen der
Bezeichnerfamilien [y| und [u]
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Ein Schitzer fiir &2

Wir haben bis jetzt zu einem gegebenen Trainingsdatensatz QY unter der Hypo-
these Hj den Schitzer u bestimmt. Damit sind ebenso der Schétzer f und der
Residuenvektor v bestimmt. In unserem statistischen Modell kommen Messfeh-
ler AY; mit dem Erwartungswert Null und der Varianz &2 vor. Diese Varianz 62
konnen wir unter der Hypothese H; durch eine sogenannte Stichprobenvarianz
oder auch empirische Varianz o2 schitzen. Mit (6.69) ergibt sich

[

02 = VaTemp(V;) = Vare,,(AY;) = N

(6.81)

mit ||y Hz aus (6.79). Die Formel fiir die Stichprobenvarianz wurde in Abschnitt
2.6.2 hergeleitet. Sie basiert auf dem linearen statistischen Modell. Dabei ist
o? ein erwartungstreuer Schitzer fiir 62 innerhalb einer Hypothese H; . Es sei
vorweg genommen, dass diese Stichprobenvarianz im Rahmen der Hypothe-
senauswahl Probleme bereiten kann. Auf letztere Probleme und deren Losung
kommen wir in Abschnitt 7.10 zuriick.

6.3 Die Modellunsicherheit einer Hypothese H;

In diesem Abschnitt wollen wir ein Kriterium fiir die Robustheit eines Mo-
dells nach der Hypothese H; beschreiben. Grob gesagt, bezeichnen wir hier ein
Modell als robust, wenn der Schitzer f im Mittel nur wenig von der wahren
Funktion f abweicht, also E(|AF|2) klein ist. Mit Hilfe von (6.76) und der
L*(R% R)-Norm berechnen wir

1851 = [ (ar@) axa)

:/ ZAUMZ(?C) dA(x)
_ / ZAuiwi(x) : ZAujwj(w)] dA(z)
=303 Ana / iy (2)dA ()

-

Dij
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Dabei steht A fiir das d-dimensionale Lebesgue-Mafs. Um diese Gleichung noch
etwas schoner schreiben zu kénnen, definieren wir uns

Pir - Pir
Po—| i o | omit = ()= [
DPr1  Prr R4

wobei (-, -) das Skalarprodukt in L?(R¢, R) ist. Mit (6.75) erhalten wir schlieklich
IAf]l; = Au"P, Au

An dieser Gleichung sieht man sofort, dass P, positiv semidefinit ist. Weil die
Y; 1 = 1..r linear unabhéngig sind, folgt mit (6.76) sogar, dass P, positiv
definit sein muss. Betrachten wir die zugehorigen Zufallsgrofen der Bezeichner-
familien [f] und [u], so erhalten wir analog

|AF|2 = AUTP,AU

Diese Art der doppelten Betrachtung sollten wir bei allen weiteren Uberle-
gungen im Hinterkopf behalten. Das nichste Etappenziel wird es sein den
Erwartungswert E(]|AF|5) zu berechnen, aber bis dahin ist noch ein gewis-
ser Weg. Stammen die v; aus einer orthonormalen Wavelet-Basis ., dann
ist P, = E, also die Einheitsmatrix. Orthonormale Wavelet-Basen koénnen
z.B. mit dem Haar-Wavelet, den Battle-Lemarié¢-Wavelets, den Daubechies-
Wavelets oder dem Meyer-Wavelet konstruiert werden. Das fiir unsere Bediirf-
nisse besonders geeignete Mexikanerhut-Wavelet kann hingegen keine orthonor-
male Wavelet-Basis bilden. Deshalb ist P, fiir uns leider keine Einheitsmatrix.
Wir wenden nun (6.80) an und erhalten

|AF|E = AYTV,(VIV,)'P,(VIV,) VI AY (6.82)

By

Die N x N-Matrix By ist dabei symmetrisch, positiv semidefinit, weil P, sym-
metrisch, positiv definit ist. Damit ist By diagonalisierbar. Es gibt also zu By
einen vollstdndigen Satz von paarweise orthogonalen, normierten Eigenvektoren
04, ..., 05, die man zur orthonormalen Matrix

O =(0y,...,0y)
zusammenfasst und eine Diagonalmatrix
AN - 0
D=| : . :
0 - Ay
mit den zugehorigen Eigenwerten A, ..., Ay in entsprechender Reihenfolge, so

dass
By = ODOT
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Nun betrachten wir den von AY abhingigen Zufallsvektor

1
¢=| : | =0"AY
Oy
Da die Komponenten von AY, also AYy, ..., AYy paarweise unabhingig und je
N(0,52) verteilt sind und O eine orthonormale Matrix ist, sind auch die Zu-
fallsvariablen @, ..., @y paarweise unkorreliert und N (0, 52) verteilt. Fiir einen

Beweis sei auf [10] verwiesen. Nun haben wir alle Bausteine zusammen um
E (||AFH§) zu berechnen. Dabei beginnen wir mit (6.82):

E(|AF];) =E

Da man Matrizen in der Spur vertauschen kann, ergeben sich folgende Verein-
fachungen

Spur(D) = Spur(ODO?)
= Spur(By)
= Spur [(V,.(V]V,)"'P (V] V,)'V]]
= Spur [P,(VV,)™']
Somit erhalten wir schliefslich

E(|AF|3) = &*Spur [P,(V]V,)~'] (6.83)

Damit ist das Etappenziel erreicht und ein Kriterium fiir die Modellunsicherheit
der Hypothese Hj, gefunden. Dabei kann der Ausdruck Spur [P, (VIV,)™!]
direkt, und spiter auch effizient, berechnet werden. 2 ist unbekannt und wird
durch die empirische Varianz o2 geschiitzt werden miissen.

6.4 Bewertung von Hypothesen

Unser Ziel ist es nun jede Hypothese H; durch ein einziges Giitekriterium zu
bewerten um schlieflich die beste Hypothese auswihlen zu kénnen. In dieses
Giitekriterium miissen zwei Aspekte einfliefen

e Moglichst gute Anpassung des Modells an die Trainingsdaten

o Moglichst gute Modellsicherheit
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Wir haben es also mit einer Auspriagung des Bias-Varianz-Dilemmas zu tun.
Die Anpassung an die Trainingsdaten, genauer gesagt, die Anpassung der wah-
ren Funktion f an die Trainingsdaten spiegelt sich in 62 wieder. Die Modellsi-
cherheit, also die Anpassung des Schitzers f an die wahre Funktion f messen
wir, wie eben gezeigt, mit E(|AF|3). Da diese zwei Grofen aus ,yverschiede-
nen Welten“ stammen, miissen wir in die Trickkiste greifen um beide sinnvoll
miteinander zu verbinden. Hier kommt das Konzept des Pseudo-Tréigers zum
Einsatz.

Das Konzept des Pseudo-Tragers

Hinter dem Konzept des Pseudo-Triigers stehen zwei Uberlegungen. Zum einen
wollen wir eine Funktion f finden, die nichts anderes als eine Linearkombinati-
on von gestreckten, bzw. gestauchten und verschobenen Versionen eines Mutter-
Wavelets ist. Dieses Mutter-Wavelet ist bei uns das d-dimensionale Mexikanerhut-
Wavelet aus (3.26), also

2
VRIS R mit () = Oy (d - ] enp(—1012)

Dieses Mutter-Wavelet fillt fiir ||z|| — oo sehr schnell gegen Null ab. Es hat also
einen quasi kompakten Trager. Folglich wird auch f stets einen quasi kompakten
Tréager besitzen.

Die zweite Uberlegung ist, dass nur solche Wavelets 1; aus Wy, ausgewihlt
werden, die geniigend Trainingspunkte x; im Bereich ihres quasi kompakten
Tréagers aufweisen. Daraus folgt, dass unser Schitzer f auferhalb des Bereiches
der Trainingsdaten sehr schnell gegen Null abfallen wird. Deshalb betrachten
wir die grobe Umgebung der Trainingsdaten als Pseudo-Trager unseres Wavelet-
Netzwerkes f. Natiirlich ist das kein mathematisch genaues Konzept. Es ist
aber leider alternativlos. Sei 7' C R? dieser Pseudo-Triger. T sei borelsch und
sinnvoller Weise zumeist kompakt. Insbesondere sollten alle z; aus OF in T
liegen. Die gute Nachricht ist, dass wir fiir die folgenden Betrachtungen lediglich
die Grofe 7 = |T'| = A(T) benétigen, wobei A das d-dimensionale Lebesgue-Maf
darstellt. Uber die konkrete Gestalt des Pseudo-Trigers miissen wir uns also
keine Gedanken machen. Wir miissen lediglich seine Grofe 7 grob abschétzen
und sie zusammen mit dem Trainigsdatensatz QY vorgeben.

Zusammenfiihrung beider Aspekte

Wir wollen im Folgenden feststellen, wie stark eine Abweichungsfunktion A f
des Schiitzers f von der wahren Funktion f an einem einzelnen Punkt im Mittel
ausschliagt. Wie im letzten Abschnitt beschrieben, sind signifikante Ausschlige
nur im Bereich des Pseudo-Triigers zu erwarten. Sei X : Q — R? eine Zu-
fallsvariable, die auf dem Pseudo-Triger T C RY gleichverteilt und von den
bisher betrachteten Zufallsvariablen unabhiingig ist. Man kann sich X als einen
statistischen Auswertedatenpunkt vorstellen.
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Uns interessiert dabei der Erwartungswert

Ey {(Aﬂmﬂ—ﬁ | arera

TCR4

/ AF (@) dA(2)

S e

Dabei ist A das d-dimensionale Lebesgue-Mafs. Nun miissen wir eine Naherung
machen, die aber verantwortbar ist, weil wir erwarten, dass Af auferhalb des
Pseudo-Tragers sehr schnell gegen Null geht.

By | (as00) ] ~ 2 [1ar@P )

R4

1
=~ [ Afll;
-

Diese Betrachtung gilt wie gewohnt in analoger Weise fiir die Zufallsgréfe AF,
also

By | (arc0) ] ~ L 1ari;

Bilden wir jetzt noch den Erwartungswert iiber AF, so erhalten wir mit (6.83)

E RAF(X))Q} — Eap (]EX [(AF(X))QD

E[|AF],)]

~
~

N = e

&*Spur [P.(VIV,)™]

Wir haben nun ein Maf fiir die mittlere Abweichung des Schitzers f von der
wahren Funktion f an einem zufélligen Punkt. Nun gehen wir noch einen Schritt
weiter und definieren eine Zufallsvariable AY : Q — R, die N(0, 52)-verteilt und
von den bisherigen Zufallsvariablen unabhéngig ist. Sei damit die abhingige
Zufallsvariable
Y = f(X)+AY

Das Paar X.,Y kann man als einen statistischen Auswertedatensatz ansehen,
mit dem wir nun endlich die Giite der Hypothese Hj, testen wollen. Die Finale
Frage ist: Wie stark werden weitere Realisierungen von Datenséitzen unter der
Hypothese H;, im Mittel von dem gefundenen Schétzer abweichen.
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Diese Frage definiert uns das Ideal-Kriterium K mit
~ [ /.. S\ 2
K=E (Y-F(X)) ]
. SN2
)+ AY — J(X) - AF(X)) }

(7
—E <AY AF(X )2]
(

AY) } — 2 [AVAF(X)] +E {(AF(X)ﬂ

= Var(AY) — 2E [A } [AF( )] + E {(AF(X)>1

x%&QSpur(P, (VIv,)—1)

Wenn wir nun zusammenfassen und 62 durch den erwartungstreuen Schitzer
o? schiitzen, so erhalten wir

1
K ~ &2 (1 + —Spur [PT(VTTVT)_I})
T

~ o? (1 + %Spur [PT(V;,FVT)_l})

Mit diesem Ergebnis konnen wir uns zufrieden geben und definieren das real
berechenbare Kriterium K = K(H;,) als

K = o? (1 + %Spur [PT(VTTVT)l]> (6.84)

Mit dieser Formel fiir das Kriterium K sind wir am Ziel dieses Kapitels ange-
kommen. Der Zweite Summand in der Klammer lésst sich als Modellunsicher-
heitsfaktor auffassen, den wir mit MU F' bezeichnen wollen. Es gilt also

K=0*(1+ MUF) (6.85)
mit ]
MUF = =Spur [P,(VI'V,)™!]
T

Die empirische Varianz o2 gibt in etwa wieder, wie gut sich die Funktion f an
die Trainingsdaten anpasst. Der Faktor MUF ist ein Mals fiir die Robustheit
des Modells an sich. Er macht eine Aussage dariiber, wie sich die Funktion f
zwischen den Trainingsdaten verhélt, wenn die Trainingsdaten selbst wackeln.
Wir sehen weiterhin, dass die Varianz-Schitzung von kritischer Bedeutung ist,
weil sie auch mit dem Modellunsicherheitsfaktor multipliziert wird. Am Ende
des néichsten Kapitels werden wir darauf zurtick kommen. Nun erst einmal zum
ndchsten Schritt! Die Aufgabe der Regressorauswahl muss es sein, eine Hypothe-
se H; zu finden, die K minimiert. Im néchsten Kapitel werden dazu geeignete,
effiziente Algorithmen vorgestellt.
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7 Algorithmen zum neuen Giitekriterium

In diesem Kapitel wird es darum gehen, die Idee des neuen, statistisch mo-
tivierten Giitekriteriums K aus Kapitel 6 in Algorithmen zur Konstruktion
von Wavelet-Netzwerken umzusetzen. Dabei werden wir unsere Anstrengungen
auf das Mexikanerhut-Wavelet konzentrieren, wie es in (3.26) eingefiihrt wur-
de. Alle Algorithmen werden zunéchst fiir reine Wavelet-Netzwerke beschrieben
und spiter auf das Konzept eines erweiterten Wavelet-Netzwerkes angepasst.
Die Ergebnisse der hier eingefiihrten Algorithmen sollen prasentiert werden um
Stiarken aber auch Schwachpunkte dieses neuen Ansatzes aufzuzeigen. Im letz-
ten Abschnitt dieses Kapitels werden wir noch eine kleine, finale Modifikation
des Giitekriteriums vornehmen, welches in Kapitel 6 eingefiihrt wurde. Damit
werden wir eine Schwiiche des Konzeptes kompensieren.

7.1 Eine rekursiv erzeugte Wavelet-Bibliothek

In diesem Abschnitt wollen wir einen erneuten Ansatz zur Konstruktion einer
umfangreichen Wavelet-Bibliothek wagen. In Abschnitt 4.1 sind wir im Wesent-
lichen vom Wavelet-Frame

. = (Ymnlm € Z,n € 2%

mit
Ymn(T) = oMy, (U_mx — nﬁ)

ausgegangen. Danach haben wir die Parameter m und n auf sinnvolle Weise
beschrankt, sodass eine endliche aber hinreichend groke Wavelet - Bibliothek
entstand. Auffillig daran ist, dass im mehrdimensionalen Fall stets nur rotati-
onssymmetrische Wavelets entstanden. Das geniigt nach [11], Kapitel 10 auch,
um die Frame - Eigenschaft von 1. zu gewéhrleisten. Auch bei der Einfiihrung
einer Cluster-Bibliothek in Abschnitt 5.1 haben wir uns auf rotationssymmetri-
sche Wavelets beschrankt. An dieser Stelle wollen wir einen Algorithmus einfiih-
ren, der eine breitere Palette von Wavelets zur Verfiigung stellt. Ausgangspunkt
unser Uberlegungen ist ein d-dimensionales Mutter-Wavelet. Wir ziehen hier zur
Veranschaulichung wieder das Mexikanerhut-Wavelet aus (3.26) heran, mit

UrRUS R mit () = Cald ||z =

Dabei ist C; eine Konstante, die nur von der Dimension d abhingt. Wir werden
Cy spater, unter (7.105) noch konkret berechnen. Mit diesem Mutter-Wavelet
wollen wir eine Wavelet-Bibliothek

Wwav = {¢17 "'7¢L}

aufbauen. Jedes darin enthaltene Wavelet hat die Form

YRS R mit (x) = ()29 [ * (x — t,)] (7.86)
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Dabei sind a; € R%, die ¢; € R, TI(.) steht fiir das Produkt aller Komponenten
eines Vektors und * fiir das komponentenweise Produkt zweier Vektoren. Die
Gewichte w; haben wir implizit schon auf w;, = H(ai)% gesetzt, um |[[1)]|, =
1 zu gewahrleisten. Ziel dieses neuerlichen Ansatzes ist es, bei den a; mehr
Variationen in den verschiedenen Dimensionen ins Spiel zu bringen als bisher.

7.1.1 Der eindimensionale Fall

Der Fall d = 1 ist kein Argument fiir diesen neuen Algorithmus. Es wird da-
rin keine Verbesserung gegeniiber den schon behandelten Wavelet-Bibliotheken
erzielt. Wir betrachten ihn aus rein didaktischen Griinden. Hat man das Prin-
zip im eindimensionalen nachvollzogen, lasst sich die Konstruktionsweise sehr
leicht in mehrere Dimensionen iibertragen. Ansatz der Uberlegungen ist wieder
ein Wavelet-Frame. Betrachten wir dazu Abbildung 22. Darin sehen wir vier
Abbilder von ein und dem selben Koordinatensystem. Fiir alle eingezeichneten
Wavelets 1; gilt

[eilly =1

Jedes Wavelet 1); ist somit durch das Parameterpaar (a;,t;) € R? eindeutig
bestimmt zu

1
Ui = aivlai(z — ;)] (7.87)
Die Idee des Wavelet-Frames war es nun, die Parameterpaare (a;,t;) mit einem
o > 1und B > 0 derart zu beschrinken, dass nur noch

m

a;=0c " und t;=nc™pB, m,n€
und somit nur noch Wavelets der Form

i = Y = 0 F (0772 — )

zuléssig waren. An diesem Konzept orientieren wir uns auch hier, wandeln es
aber leicht ab. Dabei wollen wir uns auf den Fall 0 = 2 beschrinken, § aber
variabel lassen. Wir legen uns hier fest auf

a=ct.27m (7.88)

und ebenso darauf, dass zwei benachbarte, Wavelets 1, und ; mit gleicher
Dilation a; = a; den Abstand

‘tk — tl’ =C- ZmB (789)

haben sollen, wobei ¢ eine noch zu bestimmende Konstante ist.
Wir betrachten nun die Werte x4, ..., xy aus dem gegebenen Trainingsdatensatz
OY. Dazu finden wir stets zwei Werte Zin, Tmae € R, sodass

Toin < Ti < Tmae LUr alle 7 =1...N.

Nun legen wir fest, dass sich an diesen beiden Stellen zwei benachbarte Wavelets
im Sinne von Gleichung (7.89) befinden sollen, also ¢, mit t; = 2;,;,, und 1o mit
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wroot

L 2

L 2

L 2

Abbildung 22: Eine eindimensionale, rekursiv erstellte Wavelet-Bibliothek

L 2
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to = Timaz- Alle Wavelets mit gleicher Dilation a(m) geméf (7.88) bezeichnen
wir als eine Schicht. ¥; und s sollen die Schicht mit m = 0 bilden. Damit
konnen wir Gleichung (7.89) auflésen zu

Tmaz — Tmin
5
Fiir das Beispiel in Abbildung 22 wurde g = 1 gewahlt. Ausgehend von v; und
¥9 kann nun rekursiv eine Wavelet-Bibliothek aufgebaut werden. Dabei wird
ein Rekursionsschritt wie folgt durchgefiihrt:
Sei 1); ein Wavelet der Schicht m, bestimmt durch seine Parameter a; und t;.

Dann werden ausgehend von 1); zwei benachbarte, neue Ableger-Wavelets 1y
und 1; der Schicht m — 1 erzeugt, mit

1
ar =a; =c - 2-(m=1 " und by =t £ 50 oMl

Man erkennt, dass (7.88) und (7.89) erfiillt sind. Den Rekursionsschritt kann
man in gleicher Weise wieder mit den Ablegern 1, und v; durchfiihren und
so weiter. Die Rekursion wird abgebrochen, wenn eine Schicht m = m,,;, er-
reicht ist. Zudem erkennt man, dass sich ¥, und v, als Ableger eines einzelnen
Wavelets 1),.,,+ der Lage m = 1 auffassen lassen mit

Tmin + Tmax

-1 —1
Qroot = C -2 und troot = 9

Es sei erwiahnt, dass es sinnvoll ist, der Bibliothek nur Wavelets hinzuzufiigen,
die Trainingsdaten in bestimmten Bereichen aufweisen. Damit ist gemeint, dass
man zum Beispiel nur Wavelets 1; gemafs (7.87) zulésst, fiir die gilt:

3(z;,9;) € OF : () > %max ((R)] (7.90)

Dabei ist max [¢;(R)] = 1;(¢;), also der maximale Wert, den 1); annehmen kann.
Der Faktor 1/2 ist hier willkiihrlich gewéhlt, wurde aber auch im Programm so
umgesetzt. Dieses Vorgehen zielt lediglich darauf ab, Wavelets die wenige Trai-
ningsdatenpunkte abdecken oder zum Spiking neigen, in der Bibliothek vermie-
den. Die Wavelet-Bibliothek bleibt kleiner, wird aber nicht schlechter.
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Die wesentlichen Uberlegungen formulieren wir nun in algorithmischer Form:

Algorithmus 7.1 Rekursives Erstellen einer Wavelet Bibliothek

Seien Tomin, Tmaz € R gegeben, mit Tin < 3 < Toae fir alle x; aus einem
Trainingsdatensatz Q. Sei ferner ein Mutter-Wavelet 1) : R — R gegeben,
ein € R und ein my;, € Z.

Rekursionsanfang: Sei

Dann st

d]root = anot”vb [aroot(aj - troot)]
mat "
Lmi X
Uroot = C 1+ 27 und  troor = w

das Wavelet der Schicht m = 1.

Rekursionsschritt Sei
WV; ein Wavelet der Schicht m, eindeutig bestimmt durch seine Parameter
a; und t;. Wenn m > Mpyin, dann fige zwei Wavelets 1y, und 1 der
Schicht m — 1 mait

1
ap=a; =c t-27m1  ynd teyy =t £ 50 .om=1g.

der Wavelet-Bibliothek hinzu. Wende dann den Rekursionsschritt auf 1y,
und 1y an.

7.1.2 Der mehrdimensionale Fall

Im mehrdimensionalen Fall wollen wir d-dimensionale Wavelets 1);, parametri-
siert wie in (7.86), erzeugen. Jedes Wavelet ist dabei eindeutig bestimmt durch
seine Parameter

;1 i1

a; = : und t; =
Qid lia

Ein 5 > 0 sei wiederum vorgegeben. Um nun Paare von (a;,t;) zu erzeugen, be-
trachten wir zunéchst jede Dimension einzeln. Das heifst, wir erzeugen zunéchst
Paare (a;1,t;1), genau wie im eindimensionalen Fall. Zur ersten Komponente
der z - Werte z1, ..., vy € R? aus dem Trainingsdatensatz QY gibt es stets zwei
Werte 2,51 und 0,1 mit

Tmin,1 S Ti1 S Tmazx,1 firalle i=1..N
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Ganz analog zu Algorithmus 7.1 errechnen wir dann ein ¢; und damit ein erstes
Wertepaar (@root.1, troot.1). Auch die Rekursionsschritte verlaufen vollig analog.
Wir erhalten dadurch eine Komponentenmenge

Kl = {(a’i,lati,l)‘i = ]'pl}

Mit der gleichen Vorgehensweise erhalten wir in den anderen d Dimensionen
Komponentenmengen Ko, ..., K3. Wir bilden nun das Kartesische Produkt

K=K x Ky x..xKy

dieser Mengen. In jedem Element von K stecken nun alle Informationen, die
ein d - dimensionales Wavelet 1); bestimmen. Dabei haben wir alle moglichen
Kombinationen von Dilationen und Translationen aus der Betrachtung in den
einzelnen Dimensionen hergestellt. Bei der programmtechnischen Umsetzung
kann man den Algorithmus 7.1 so erweitern, dass man einen ersten Baum fiir
die erste Dimension erstellt (wie in Abbildung 22) und an jeden Knoten des
Baumes, einschliefslich der Wurzel, einen Baum fiir die zweite Dimension an-
héngt und an jeden Knoten der angehdngten Baume wiederum einen Baum
fiir die dritte Dimension und so weiter. Auf diese Weise ldsst sich der gesamte
Algorithmus geschickt in eine einzige rekursive Funktion packen. Auf die Aus-
fiihrung aller technischen Details sei hier verzichtet, da auf diesem Algorithmus
nicht der Schwerpunkt liegen soll. Die Idee sollte jedoch klar geworden sein.
Analog zu (7.90) ist es ratsam, der Wavelet-Bibliothek auch diesmal nur Wave-
lets hinzuzufiigen, die Trainingsdaten in bestimmten Bereichen aufweisen. Das
erreicht man wiederum mit einer Forderung wie:

Dabei ist max [¢;(R?)] = 1;(¢;), analog zu (7.90). Wir vermeiden somit von
vornherein Wavelets, die zum Spiking neigen.

7.2 Betrachtungen zum Mexikanerhut-Wavelet

Dieser Abschnitt befasst sich ausschlieflich mit dem mehrdimensionalen Mexika-
nerhut-Wavelet. Das Mutter-Wavelet hat die Form

iRT SR mit ¢(x) = Cyld — [|Jz)|P)e 212 (7.91)

Dabei ist C; eine nur von der Dimension d abhéangige Konstante, die dafiir sorgt,
dass

1]l =1

ist, wobei [|-]|, die L?*(R¢, R)-Norm darstellt. Von diesem gemeinsamen Mutter-
Wavelet werden viele verschiedene gestreckte, bzw. gestauchte und verschobene
Versionen 1); : R? — R benétigt.
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Dazu brauchen wir die Parameter

(075} til
a; = : € Ri und ¢; | e R?
Qig tia
sodass )
Y R - R mit  y(x) = H(a;) 29 [a;(x — t;)] (7.92)

ist. Dabei haben wir schon einige neue Schreibweisen vorweggenommen, die wir
fiir die weiteren Betrachtungen offiziell einfithren wollen. Seien [ und m zwei
Spaltenvektoren geméfs

by my
I=|:]|eR? und m=| : | eR?
ld mq

Dann definieren wir das Produkt von zwei Spaltenvektoren komponentenweise,

also
L ma lymy

Im=101-m]| : . : =
ly Ma lamg
Darauf aufbauend definieren wir die Potenz eines Spaltenvektors ebenso kom-
ponentenweise, also zum Beispiel
i
B=1-1-1=|:
la

Das Produkt der Komponenten eines Vektors wollen wir schreiben als

Somit ist nicht nur (7.92) erklirt sondern auch eine fiir uns praktische Schreib-
weise geschaffen. Durch den Vorfaktor I1(a;)2 in (7.92) ist sichergestellt, dass

il =1

Ziel dieses Kapitels ist es p;; € R als Funktion von a;, ¢;, a; und ¢; zu berechnen
sodass

pij = pijlai ti, a5, ;) = (Yi, ) = /Tﬂi(iﬁ)%(ﬂﬁ)d}\(x) (7.93)
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wobei A fiir das d-dimensionale Lebesgue-Mafk steht. Dieses uneigentliche Inte-
gral existiert stets, weil es das Skalarprodukt im L?(R? R) ist. Eine numerische
Integration wére hier sehr zeitaufwendig und wiirde zu unverhéltnisméafigen
Verzogerungen in jedem Algorithmus fiihren, der die p;; bendtigt. Zudem ist
eine numerische Integration immer nur eine Ndherung an den wahren Wert des
Integrals. In diesem Kapitel soll deshalb das Integral in (7.93) analytisch gelost
werden, sodass am Ende ein algebraischer Ausdruck fiir p;; zur Verfiigung steht.
Dieser Ausdruck ist nicht leicht herzuleiten und wird sehr komplex sein. Wir
werden jedoch am Ende sehen, dass er recht effizient berechenbar ist. Die Herlei-
tung von p;; erkldren wir sukzessive in mehreren Schritten. Am Anfang werden
einfache Integrale berechnet, mit Hilfe derer dann immer komplexere Integrale
ausgewertet werden bis schliefilich das Integral des Skalarproduktes p;; aufge-
16st werden kann. Am Ende jedes Abschnittes steht eine Zusammenfassung der
wichtigen Ergebnisse.

7.2.1 Grundlegende Integrale

In diesem Abschnitt berechnen wir Integrale der Form

1,2
/x”e 2% dx

—0o0

fiir die ganzzahligen Werte n = 0...4 als Grundlage fiir die weiteren Uberlegun-
gen.
Wir beginnen mit

/eéxQdJ}: / /e‘ém%e_éwgdxgdxl
—00 \xleszeR
_ / o1l gy
\EERQ
co 2w
= //%eérzdgpdr
r=0 ¢=0
o0
= 27T/r-e_§r2dr
r=0
= /27 [—e‘érzro
0

—\2r (7.94)
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Im néchsten Schritt wollen wir die Integrale

o0 o0

_1.2 _ 1.2
/(E2€ 2" dr und /:1746 2 dx

—0o0 —00

berechnen. Dies geschieht mittels Produktintegration mit der Formel

/udv:uv—/vdu

Damit und mit (7.94) berechnet sich wie folgt

o0 o0
_ 1.2 _ 1.2
/x2e 2% dmz/(—x) (—:B e 2% >d:v
~—
—0o0 —0o0 U
dv
o0 [o.¢]
_ 1,2 _ 1.2
=|—x -e 2" — —1 e 2% dx
N~ —~
u v —0 —oco du v

Dieses Ergebnis konnen wir im nichsten Schritt nutzen und erhalten auf analoge
Weise

/ZE46_2$ dx = / (—x3) (—x e 2% )dx
~ —
- e u dv
o0 oo
= [—x3 . 6_5””2] — / ~ 322 e 3%y
~— —_—— ——
U v —0  —00 du v
=3V 27
Die letzten beiden Integrale
o0 [o¢]
/ ¢ e 2@ dy = / e 2% dy = 0
—0oQ — 0o

sind Null, weil die Integranden ungerade Funktionen sind. Die Ergebnisse dieses
Abschnittes sind also

1 fir n=0
x 0 fir n=1
/ a"e 2% dr =21 -{ 1 fiir n=2 (7.95)
e 0 fir n=
3 fiir n=4
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7.2.2 Mehrdimensionale Integrale

Wir gehen nun iiber zur nichsten Komplexitéitsstufe und stellen uns ein Re-
pertoire von mehrdimensionalen Hilfsintegralen zur Verfiigung, die wir spéter
bendtigen werden. Sei

Uy
U= : eR? und f:R? =R
Uq

Wir werden hier Integrale der Form

/ Flu)e 31y
u€Rd
betrachten. Dabei ist du eine Kurzschreibweise fiir dA(u) mit dem d-dimensionalen

Lebesgue-Mals A. Bei den hier betrachteten Integralen kénnen wir stets in
Riemann-Integrale auflésen. Das heifst im folgenden wird stets gelten

/ Flu)e= 3B gy

ucRd

= / / f(u) .6_%u3dud...€_%u§dul

U1=—00 Ug=—00

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnittes erhalten wir das erste benoétigte
Integral

d o
—Liull? _ 1,2 d
/ e 2llulz gy, = | | / e 2"du; = V2r
=1

ueRd U;=—00

Wir fithren nun die beiden Variablen
a1 by
a= : € R‘i und b= | : | eR?
Qq by

ein. Mit den am Anfang dieses Kapitels eingefiithrten Schreibweisen berechnen
wir fiir die ganzzahligen Werte n = 0...4 nun

_ L2
/ lau™ | e~z ll2qy
ueRd
d
_ Lyju2
= E / azulte”2Mzdy
(2

=1 ucRd
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d 2 d o0
1 1
= Zai / u?e’ﬁu?dui H / e‘iuﬁduj
=1 U;—=—00 J;iuj:—oo
i siehe (7.95) o i
1 fir n=0
. 0 fir n=1
=la]V2r -¢ 1 fiir n=2 (7.96)
0 fir n=3
3 fir n=4
Wir benoétigen fiir den spateren Gebrauch noch Integrale der Form
/ lau?] [bu? e~z lilz gy
u€Rd
Dabei interessieren uns genau genommen nur die drei Falle (p,q) = (1,1),

(p, Q> = (1’2)5 und (p, Q) = (272)'

/ lau? | |bu] e 3140 gy
u€R?
d d

L2
:E E /aibjufuge 2llullz gy,

=1 ]:luERd

4,j=1
i#j uER?

ueRd

d d
_1 2 1 2
= E / aibjuuje 2wl gy E / abiul ezl gy
i=1

d o0 [e.9]

L U; =—00 U;=—00
7 7 J
#J A

siehe (7.96)

0 fiir p =1

. 1 fir p+q=2
+lab] V21 - ¢ 0 fir p+qg=3
3 fir p+qg=4

0 fiir ¢ = 1

V2 flirp=2 V2 fiir g = 2

d

1,2 1,2

_ P —5u? q,—5u3
= E a;b; / u e 2tidu, / uze 2% duy H /

lab| fir p=1Ag=1

=/ 27Td . 0

fiir p=1Ag=2

la] |b] +2|ab] fir p=2Aqg=2
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Wir fassen die wichtigen Ergebnisse dieses Abschnittes wieder zusammen

/ e_%nungdu =/ 27rd

ucRd

/ Lau™| e~ 213y :\/ﬁd-{ LO fiirn =1

a|l fir n=2

u€Rd
|ab] fir p=1Ag=1
/ lar®) [bud | e 2l gy —V2r - 0 fir p=1Ag=2
ueRd la] |b] +2|ab] fir p=2Aqg=2
(7.97)

7.2.3 Das Skalarprodukt zweier Wavelets

Nachdem uns nun komplexere Hilfsintegrale zur Verfiigung stehen, nehmen wir
uns die p;; vor. Konkret heikt das

DPij = <¢i71/1j>
- / Ga(w); ()

zeRd
Die v; und t; konnen wir geméf (7.92) ausdriicken und erhalten weiter

bij = / IT (a;)

zcRd

—11 (a;)% 11 (a;)

[N
N

Y la; (x — ;)] (a;)2 ¢ [a; (x —t;)] dx

N|=

/ Ca (d = llas (x = 1) l3) =21 C=ECy (d — fla, (x — 1)) 7219t ade
z€ER?

= Cgll (aiay)
| =L@ =t]) - (0= L6} o = g2y e et o g

zcRd

=

(7.98)

An dieser Stelle widmen wir unsere gesamte Aufmerksamkeit dem letzten Expo-
nenten. Es gilt diesen auf eine Form zu bringen, sodass wir die zuvor berechneten
Teilintegrale anwenden konnen. Konkret wollen wir das x auf geeignete Weise
so substituieren, dass

_% ? 4 e| £ —% (a2 (@ — £)?] + |a2 (x — £,)%]] (7.99)
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Dabei soll ¢ ein beliebiger konstanter Vektor sein. Dazu substituieren wir kon-
kret
x:=0(u— p)

mit geeigneten 6, u € R? und die vorherige Forderung wird zu

Luz + CJ . Laf [0 (u— ) — t-]2 + a? [0 (u—p) — tj]QJ

= |af [6u — (6p + t; O+ a? [ou — (6p + tj)]zj

= |(a} +a3) 6% -u* — 26 [a] (Op+1;) —I—a? (bp+t5)] -u

1
=1 =0

a? (Op +t;)° +a’ (O + t;)° (7.100)

C

Durch Koeffizientenvergleich konnen nun die Werte § , ¢ und ¢ bestimmt werden.
Durch Vergleich des Koeffizienten vor u? erhalten wir

5= (a2 +a?) 2 (7.101)

Dabei erkennt man, dass alle Komponenten des Vektors ¢ echt positiv sind. Den
Wert p erhalten wir durch Vergleich des Koeffizienten vor u

éé[ (6p+t;) + a5 (6 + t)]
= (a + a3) °u+ 0 (alt; + a’ty)
1

Damit konnen wir auch den Ausdruck fiir ¢ noch etwas vereinfachen zu

:af(é,u—kt) (5,u+t)
= 6% [0} + a3] [a] 5u+t) a?(5u+tj)2]
=6 [a} Op—+1t:)" +af (o +1;)°

+aja; (5,u+t) + aja’ (5u+t)]
=67 [a} Op+1t:)" +2ala3 (6p + &) (6p0 + t;) + af (Sp +t5)°
+ ala; (Op+t:)? —2a7a3 (Op +t;) (Op + t;) + aja? (5,u+t)}
2
=6 || af (bp+t)+al(Sp+t;) | +aial (6pu+t;—op—t;)?
=0 (siehe 7.100)

= §%a2a?t (7.102)
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wobei ¢ = t; — ¢; ist. Wir haben nun die Substitution der z durch u fertig
vorbereitet und die Hilfsgrofen 6, p und ¢ bestimmt. Damit wollen wir an
das letzte Integral in (7.98) ankniipfen. Wenn wir die Integrationsvariable x
substituieren, folgern wir aus (7.99), dass

:v—5(u—u)
=dr =11
also /f dx—/f
z€R4 u€eRd

Der Faktor I1(§) kommt daher, weil sich die Integrale iiber R? in d in einander
geschachtelte Riemann-Integrale auflosen lassen, worin je eine Komponente von
x durch die zugehorige Komponente von 6(u — u) substituiert wird. Wir greifen
nun Gleichung (7.98) wieder auf und schreiben weiter

pij = C21I <§]%>

/(d—Laf(x—t)J) (d— a2 (x—t;)*]) e L+l T (5) du

ucRd

=it (safa) et | [ enillay

ueR?
| —d2v/27% nach (7.97)
+ / —d|a? (z — t:)? + ai (x — tj)zj ezl gy
ueRd =|u2-+c| nach (7.99)

=h

dW%d—d/ 2| ezl au—d- |¢f /e—étuszum

u€Rd u€eRY
—_——
L =dv27® nach (7.97) =v2r% nach (7.97)

— 2 <5a§ ) 3l [—d- le] var' + h} (_7.103)

J
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Bis hierhin haben wir schon wesentliche Teile von p;; berechnet. Wir miissen
nur noch A auswerten.

"= / [af (x = 1) - [a? (2 — tj)Qje_%LUQJd“

u€eRd p(u)

Dabei konzentrieren wir uns zunéchst einmal auf p(u), eine Art Polynom. Wir
werden diesen Ausdruck durch Ausmultiplizieren jetzt so in Summanden zerle-
gen, dass die einzelnen Summanden integrierbar sind.

p(u) = |af (z — )| - [af (& — ;)"
=[a} [6 (u—p) = t:]*] - [aF [0 (u = p) = ;)]
= |af [6u — (6p + ti)m - a2 [ou— (Op + tj)m

Dabei kénnen wir gleich noch die Ausdriicke d1+¢; und dp+¢; anders darstellen,
sodass kein p mehr darin vorkommt. Mit ¢ = ¢; — ¢; gilt

2( 2 2 2(2 , 2 2( 2 2 2 27
op+t; = =06 (ajt; + ajtj) + 6% (af + aj) ti=29 (ajti - ajtj) = —d%ajt
Analog gilt
op+t; = —0% (ajt; + a?tj) + 6% (a] + a?) t; =06 (ajt; — ajt;) = 6%ajt
Nach diesem kurzen Einschub berechnen wir p(u) weiter

p(u) = |af [6u+ (52a§ﬂ2J : La? [6u — (52a?ﬂ2J

= [0%aiu® + 20°aiadtu + 54a§aﬁ2J

2.2 2 3 2 27 4 4 9272
- [0%aju” — 26%a;ajtu + 6 aiajtJ

p(w) = [0%a7w’ | - [0%aju’)
+ 62022 - |~26%2a2Ful
+ |0%ata?] - |§tatal |
+ [20%a2atu] - 020202
+ [20%a2a2tu] - | —20%a2a%tu)
+ [26%2a2tu] - | 0*ala? |
+ [5ta2al?| - | 5%
+ [51a2alt®| - | ~20%a2aFul
+ [ §a2alt’| - |o'atadt’|
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Wir haben nun p(u) so in neun Summanden zerlegt, dass wir das Integral

h = /p(u)e_étu2jdu

u€R4

in neun Integrale aufteilen konnen von denen jedes Einzelne eine bereits be-
kannte Form geméf (7.97) besitzt. Damit kénnen wir nun h berechnen

h=2r' - ([5%a2] - [5%a2] +2 [5*a2a?] +0
+ |02 - |o'ataZt’| +0
+ —45%%?# +0
+ [da2alt’| - |0%a2] +0
+ _54a?aﬁ2J : _54a?a?f2J)
=vort ([0 + |tatal®|) - ([0%2) + |0'ala???)
+2 |0'a2a?] — 4| o%alal?’ |

Da wir nun h berechnet haben, kénnen wir an (7.103) anschliefen und endlich
pi; ausdriicken

py = {1 (aa)Var'e ) [—d - |e] +2 |§'ata] — 4 | alalf’|
+ (Wa?j + Lé‘la?aﬁw) , Qéz a?| + { 54@;&?%2 J)} (7.104)

An dieser Stelle fallt auf relativ einfache Weise der Parameter Cy aus (7.91) ab,
denn fiir ¢, = 1y = 1) ist

P2 = (Y, ¢) =1
In diesem Spezialfall ist
0 1
z:tlthZQ: und alzagzl: :
0 1
Damit berechnen sich §? nach (7.101) und ¢ nach (7.102) zu
1/2 0
=(ai+ay) =] : und c=6%a2d3 =0=| :
1/2 0

Wenn wir das nun in Formel (7.104) einsetzen, erhalten wir

iy i (3 ()

d? + 2d
R e
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Umgestellt nach Cy ergibt sich

2z (7.105)

Vd? +2d

Zuletzt fassen wir alle Teile zusammen und erhalten das zentrale Ergebnis die-
ses Abschnittes

e

Cy=m"

Das Skalarprodukt p;; zweier d-dimensionaler, normierter Mexikanerhut-
Wavelets 1; und v; ist

pij = (Vi ¥j)
= C3{/1 (5*a2a2) v/2r 3 [P ate
[-a- |2a2a?| +2|6'a22] 4| Fata?)]
+ (1) + [saa?]) - (18] + [sata?])]  (r.100)

wobei a;, t;,a;,t; € R? die zugehorigen Dilations- und Translationsvektoren

. - -1 _d .
smdundt:tj—ti,éz(a?—l—a?) und Cy=m 4.\/cl22+72dlSt'

7.2.4 Rechenaufwand fiir das Skalarprodukt zweier Wavelets

Im letzten Abschnitt haben wir einen algebraischen Ausdruck fiir das Skalarpro-
dukt p;; zweier normierter Mexikanerhut-Wavelets gefunden. Dieser Ausdruck
sieht zunédchst sehr komplex aus. Der numerische Rechenaufwand lasst sich den-

noch stark begrenzen. Die Konstante C3 - \/ﬁd hdngt nur von der Dimension d
ab und muss daher nur ein einziges Mal pro Trainingsdatensatz berechnet wer-
den. Wie die komplexeren Terme in der Formel fiir p;; berechnet werden, zeigt
Abbildung 23. Dabei sind die gegebenen Grofen blaue Rechtecke [ Zwischen-
groken sind erdfarbene Kreise oder Ellipsen und Ergebnisterme sind lachs-
farbene Ellipsen = . Alle Ergebnisterme werden in der Formel fiir p;; benotigt.
Zur Berechnung einer Zwischen- oder Ausgangsgrofe sind genau d Multiplika-
tionen notwendig. Bei der Berechnung von #* sind zusitzlich d Subtraktionen
durchzufiihren. Bei 62 sind es statt Multiplikationen d Divisionen und eben-
so viele Additionen. Insgesamt sind also zum Erreichen der Ergebnisterme 12d
Multiplikationen/Divisionen und 2d Additionen/Subtraktionen notwendig. Fiir
die Summenbildung der Ergebnisterme (|-]) werden 7d Additionen bendtigt
und fiir das Produkt II(6*afa?) sind es d Multiplikationen. Der restliche Re-
chenaufwand belduft sich auf eine Berechnung von /-, eine Potenz von e, acht
Multiplikationen und vier Additionen.

Zusammengefasst ergibt sich also
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a1 a2
2
aj
2 2 2
0°a 62a2a’ 62a3
4 4 927 4.2 472
) alaQt dta2ajt

2
62a3a’

l

6
) a1a2

|

4.2 2
d*ajas

Abbildung 23: Schritte zur Berechnung von p;;

Der numerische Aufwand zur Berechnung des Skalarproduktes zweier Wavelets
pij = (¥i, ;) umfasst

12d + 8 Multiplikationen /Divisionen

9d + 4 Additionen/Subtraktionen

eine vierte Wurzel

eine Potenz von e
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7.3 Efhziente Matrixinversion

Die numerische Inversion einer invertierbaren r x r-Matrix S, bendtigt im all-
gemeinen eine Anzahl von Rechenschritten der Ordnung O(r?), ist also sehr
rechenaufwendig. Im Abschnitt 7.5 werden wir sehr viele Inversionen von spe-
ziellen Matrizen S, ; mit gréferen Werten fiir » durchfithren miissen, wodurch
wir sehr schnell ausufernde Rechenzeiten erhalten wiirden. An dieser Stelle soll
gezeigt werden, wie unter den besonderen Rahmenbedingungen, die wir in den
Abschnitten 7.5 und 7.7 noch vorfinden werden, der Rechenaufwand fiir eine
Matrixinversion zunéchst auf die Ordnung O(r?) reduziert werden kann. Sei

V, e R mit V,=(v,...,v,)
wobei die v, linear unabhéngige Spaltenvektoren sind mit
v, ER" i=1...r und r<n
Somit hat V, vollen Rang und die r x r-Matrix S, mit
S, =VIV,

ist symmetrisch, positiv definit und somit invertierbar. Wir nehmen nun an,
dass die Matrix A, = S, ! bereits berechnet wurde. Wir erhalten nun einen
zusétzlichen Spaltenvektor v, ; und damit eine Matrix

Vr+1 = (VT7Q7'+1) = (217 R 7Qr72r+1)

mit der wir wiederum eine Matrix S, berechnen kénnen mit

S, VIiy,
Sri1 = V;F+1Vr+1 = ( A VAR H )

Qr—i—l T yr+lyr+1

Unter diesen speziellen Voraussetzungen gilt es nun die inverse Matrix
A.;1 =S,/ effizient zu berechnen. Zunichst substituieren wir

sodass

(
Awﬁ=($3%>+(§)-(§)T (7.107)

wobei ¢ ein r-elementiger Spaltenvektor ist und 0 ein r-elementiger Nullvektor.
Somit suchen wir (berechenbare) Ausdriicke fiir ¢ und d.
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Man beachte, dass d nicht Null sein kann. Da k., - k., = —k,oy - (—kl.,)
konnen wir 0.B.d.A festlegen, dass d < 0 ist. Es muss nun gelten

S, a A, O el cd
ET“:ST“'A’"“:(CLT b)[( 0" 6)*(0‘% gdﬂ

_ E, 0 S,cct +actd S,cd + add
“\d"A, 0O aTec” +bc”d aed + bdd

Dabei steht E jeweils fiir die Einheitsmatrix. Nun betrachten wir die einzelnen
Komponenten dieser Matrixgleichung und erhalten die vier Einzelgleichungen

I : 0=S,cc” +ac’d

Il : 0=S,cd+ add

I : 0" =d"A, +a"cc” + bc'd
1% 1 =a’cd + bdd

Gesucht sind ¢ und d. Der Rest ist bekannt. Das Gleichungssystem ist somit
iiberbestimmt. Erweitert man Gleichung IT mit ¢’ /d von rechts, so erhilt man
Gleichung I. Gleichung I muss nicht weiter betrachtet werden, da sie automa-
tisch erfiillt ist, sobald Gleichung II erfiillt ist. Wir formen Gleichung IT weiter
um und erhalten

1< 0=S,c+ad
& c=—dANa (ITa)

Wenn IV - ¢! bedeutet dass beide Seiten von Gleichung IV von rechts mit ¢

multipliziert werden und IIa” bedeutet, dass beide Seiten von Gleichung Ila
transponiert werden, dann erkennt man, dass

(IV- " —1la") /d =111

Das bedeutet Gleichung III muss nicht mehr betrachtet werden, weil sie auto-
matisch erfiillt ist, sobald die Gleichungen II und IV erfiillt sind. Nun setzten
wir Gleichung ITa in IV ein und erhalten

MainIV : 1=—aldA,ad+ bdd
1
=
“ b—aTAa
-1
sd=—m——— (V)

Vb—alAa

weil wir uns bereits auf d < 0 festgelegt haben. Somit kénnen wir V berechnen
und danach ITa um d und ¢ zu bestimmen. Zusammengefasst erhalten wir

c\ 1 Aa
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Es soll an dieser Stelle auch erwihnt werden, was passiert wenn die Matrix V.,
nicht vollen Rang hat. Wir betrachten dazu den Term

T _ T T TN \-1vyT
b—a Ava =010 — 0 Ve(Vo Vo) T Vi

= HQT+1 - Vr<V7TVr)_1Ver+1|{§ >0
Anschaulich gesprochen, ziehen wir die Projektion von v, ., auf den durch V,
aufgespannten Unterraum des R™ von v, ; selbst ab und bilden dann die Norm.
Diese Norm ist genau dann Null, wenn v, ,; selbst in dem durch V, aufgespann-
ten Unterraum liegt, also genau dann wenn V,; singulér ist. In diesem Fall
wiirde bei der Berechnung von k,_; eine Division durch Null auftreten. Wie wir
sehen, ist bereits jetzt die Anzahl der benétigten Rechenoperationen nur noch
von der Ordnung O(r?).

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes wie folgt zusammen:

Algorithmus 7.2

Seir+1 < n und sowohl V,, € R™" mit V, = (vy,...,v,) als auch

Vi € R mit Vo = (Vi v,q) = (v, .-+, 0,41) haben vollen Rang.
Sei ferner

A, = (VIV,)™t  gegeben und
Ay = (VI Vo)™t gesucht.

Dann brauchen wir keine Matrizinversion durchzufihren sondern berechnen

—v7T _ T
1.6, =V, Uy und b= 0,10,

g b= M
CoErtl \/b—alAa, ' —1

A, 0
3. A1 = ( o 6) +Er+l&17:+l

Sollte V11 einmal nicht vollen Rang haben, dann (und nur dann) ist
b—alA,a, =0 und A,y existiert nicht.
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7.4 Das Prinzip der sukzessiven Regressorauswahl

Ausgangspunkt der anstehenden Betrachtung ist eine Wavelet-Bibliothek wie
unter Abschnitt 3.5 beschrieben, also:

chw = {¢17 -~-71/]L}

Im Idealfall wiirde man die Potenzmenge P(Wy,,) bilden. Jede r-elementige
Teilmenge von W,,,, kann durch eine Indexmenge I, C {1,..., L} mit |[,| =7 <
L beschrieben werden. Solange dabei r < N ist, also nicht mehr Wavelets in der
Teilmenge sind als es Trainingsdatenpunkte gibt, ldsst sich jeder solchen Teil-
menge eine Hypothese H; gemél Definition 6.1 zuordnen. Zu jeder Hypothese
konnten wir weiterhin das Kriterium K geméf (6.84) berechnen und letztlich
die Hypothese mit dem geringsten Kriterium auswahlen. Fertig wére das op-
timale Wavelet-Netzwerk. Leider ist dieses Vorgehen fiir grokere Werte von N
und L nicht praktikabel, weil die Anzahl der auszuwertenden Hypothesen und
somit der Rechenaufwand exponentiell mit N, bzw. L wéchst.

Fall ‘ Anzahl der Hypothesen Hj,
L<N =2F
L>N > 2N

Ein einfacher, pragmatischer Ansatz, dem Problem des ausufernden Rechenauf-
wands zu begegnen, ist das Verfahren der sukzessiven Regressorauswahl. Dabei
werden die Wavelets eines nach dem anderen hinzugewéhlt. Auf jeder Stufe des
Verfahrens geht man davon aus, dass bereits » Wavelets ausgew#hlt sind, die
als gesetzt betrachtet werden konnen. Welche Wavelets der Bibliothek W4,
ausgewahlt wurden, ldsst sich am besten mit einer injektiven Funktion

m:{1,...,r} = {1,.... L}

festhalten. Dabei wurde das Wavelet (1) als erstes und das Wavelet 1,y als
letztes ausgewdhlt. Nun wird unter den noch nicht ausgewéhlten Wavelets je-
nes dazu genommen, welches zusammen mit den schon gesetzten Wavelets die
beste Hypothese Hy, ., abgibt. Wir erweitern also den Definitionsbereich von 7
auf {1,..,7 + 1} und legen 7(r + 1) fest. Somit sind wir von Stufe r zu Stufe
r+1 gelangt. Wenn keine Verbesserung der bestehenden Hypothese mehr erzielt
werden kann, wird abgebrochen. Zur Veranschaulichung hier ein Beispiel
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Beispiel 7.3
Wir betrachten den vereinfachten Fall einer Wavelet-Bibliothek mit vier Wa-
velets, also

Waaw = {11, %2, 93, %4}
1. Stufe: Vergleich der Hypothesen
Hyy = K =56
Hiy = K =32
Hizy = K =46
Hyy = K =43
Auswahl der besten Hypothese: Hyay, also w(1) := 2

2. Stufe: Vergleich der Hypothesen
Hp1y = K =35
Hpy3y = K =3.0
Hpqyy = K =17
Auswahl der besten Hypothese: Hiaay, also m(2) := 4

3. Stufe: Vergleich der Hypothesen
Hi41y = K =18
Hip43y = K =23
Keine Verbesserung gegeniber Hyo 4y maglich.

Ergebnis: Hya gy, d.h. die Wavelets vy und v, wurden ausgewdhlt. w(1) = 2
und 7(2) = 4.

Fiir wie viele verschiedene Hypothesen H;_ die Kriteriumsfunktion K letztend-
lich berechnet werden muss, steht nicht a priori fest, sondern hingt davon ab,
wie viele Wavelets gewahlt werden. Bezeichnen wir jede Berechnung von K als
einen Schritt, dann sind auf einer Stufe r» demzufolge L —r Schritte nétig, bevor
man zur nichsten Stufe kommt. Werden am Ende 7 von L Wavelets ausgewihlt,
dann ist die folgende Anzahl von Schritten, bzw. Auswertungen notig:

iL—r
r=0

Das sind grofenordnungsméfig L - 7 Auswertungen. Natiirlich ist nicht zu er-
warten, dass die Methode der sukzessiven Regressorauswahl die global bestbe-
wertete Hypothese hervorbringt, wie es bei einer Auswertung aller denkbaren
Hypothesen der Fall wire. Sie fiihrt aber im Allgemeinen zu hinreichend guten
Lésungen unter vertretbarem Aufwand.
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7.5 Sukzessive Regressorauswahl mit Konditionsbetrach-
tung

Dieser Abschnitt baut direkt auf das statistische Kriterium fiir die Giite von
Wavelet-Netzwerken auf, wie es in Kapitel 6 eingefiihrt wurde. Ziel ist es, das
eben beschriebene Prinzip der sukzessiven Regressorauswahl mit dem Giite-
Kriterium K aus (6.84) effizient umzusetzen. Ausgangspunkt ist eine Wavelet-
Bibliothek W4, wie sie vorzugsweise durch Algorithmus 7.1 erstellt wurde.
Nun betrachten wir die Formel

1
K, =o? (1 + =Spur [P, (V] VT)‘l]) (7.109)
T
Dabei ist hier
Uiy (1)
V.= (v, 0,) mit v = : ji=1l.r (7.110)
Un(i) (2n)

1 <¢w<1>71¢7r(2>> o (Pr(1), Urr))

(Vn(2)s Ur(1)) (Vn(2)s Vn(r))

und P, = (7.111)

<w7r(7")71/}77(1)> <w77(7")7¢7r(2)> 1

Dabei bezeichnet (i;,1;) das Skalarprodukt p;; zweier Wavelets, wie in Ab-
schnitt 7.2 berechnet. Die Diagonalelemente sind eins, weil die Wavelets nor-
miert sind. Fiir die Stichprobenvarianz o2 gilt

[\

[
2

o, = .

" N-—r
mit 7y =y-— V.(VIV,)"'Viy

Dabei ist 7, der Residuenvektor, der sich als Lésung des Linearen Ausgleich-
problems ergibt.
7.5.1 Rahmenalgorithmus

Unser Algorithmus zur sukzessiven Regressorauswahl soll den Folgenden Rah-
men haben
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Algorithmus 7.4 Rahmenalgorithmus Regressorauswahl
K rnsmem = (& eh
Finnen = (& eh
r:=0; — Abgeschlossene Stufe
— duflere Schleife iber die Stufen r:
loop
—innere Schleife iber die noch nicht gewdhlten Wavelets
fori=1..L i#n(1),....i # m(r) loop
Kiest := Kriteriumsfunktion|n (1), ..., 7(r),d]; — gemafs (7.109)
if Kiest < Kipnen then

w(r+1) :=1;
e Ktest;
end if;
end loop;
Zf Kinnen < Kaussen then
r.=r+4+1;
K rnpimem = Kinnen;
else
Algorithmus_zu_ Ende();
end if;
end loop;

Grundsitzlich ist es kein Problem, zu einem gegebenen Trainingsdatensatz QY
und einer ausgewihlten Menge von r Wavelets, indiziert durch I, C {1,..., L}
mit |[.| =r < L, einen Ausdruck der Form (7.109) auszuwerten. Allerdings ist
der Rechenaufwand zur Auswertung von K, erheblich, besonders bei groferen
Werten von 7. Hierbei schléigt vor allem die Inversion der r X r-Matrix VI'V,. zu
Buche. Dieser Rechenaufwand lésst sich jedoch erheblich reduzieren, wenn man
im Rahmen der sukzessiven Regressorauswahl einige Grofen geschickt wieder-
verwendet, die bereits zuvor berechnet wurden. Wie genau das vonstatten geht
werden wir nun ausfiihren.

7.5.2 Effiziente Berechnung der Kriteriumsfunktion

Wir gehen nun davon aus, dass wir im Zuge der sukzessiven Regressorauswahl
bereits die Stufe r abgeschlossen haben, d.h. wir haben bereits die » Wavelets
Y1), -, Yu(r) in genau dieser Reihenfolge ausgewahlt. Damit ist bereits eine
Matrix V, mit vollem Rang gemif (7.110) vorhanden, sowie eine Matrix P,
geméf (7.111). Weiterhin gehen wir davon aus, dass eine Matrix A, bereits
berechnet wurde und vorliegt, fiir die gilt

A, = (VIV,)!

Diese Matrix ist symmetrisch und positiv definit. Im eben beschriebenen Rah-
menalgorithmus werden in der inneren Schleife alle noch nicht ausgewiahlten
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Wavelets ¢ durchlaufen. Dabei wird in jedem Durchlauf eine Kriteriumsfunkti-
on K, i der Form

. . 1 . o -
Ky =62, (1 + ~Spur [PTH(V;‘,FHVTH) 1])

berechnet. Die Punkte iiber den jeweiligen Gréfen bedeuten, dass diese von dem
jeweiligen ¢ in der inneren Schleife abhdngen. Wir wihlen diese Schreibweise
um eine Doppelindizierung zu vermeiden und die Lesbarkeit zu erleichtern. Wir
schreiben also

b =1
wenn wir nun einen Vektor g_ir einfithren mit
<¢> %(1)>
b, = :
<¢7 ¢w(r)>

,dann erhalten wir fiir jedes Wavelet 7 in der inneren Schleife des Rahmenalgo-
rithmus eine Matrix P, ; mit

P,,.+1: |: pT —1’!‘

-

Dabei liegt die Matrix P, schon berechnet vor und hat eine Form wie in (7.111).
Auch bei der Berechnung von D, machen wir uns zu Nutze, dass bereits eine
Stufe vorher, beim gleichen i in der inneren Schleife, ein P, berechnet wurde.
Damit ist

. Z—jr—l

BT <1/}7 ww(r)>
und das Skalarprodukt zweier Wavelets muss in jedem Durchlauf der inneren
Schleife effektiv nur einmal ausgewertet werden. Auf die Berechnung dieses Ska-
larproduktes und den damit verbundenen Rechenaufwand wurde in Abschnitt
7.2 eingegangen. Natiirlich miissen dafiir alle bereits erfolgten Auswertungen
gespeichert werden. Wenden wir uns nun der notwendigen Matrixinversion in
der inneren Schleife zu. Zunéchst fithren wir den Vektor © und die Matrix Vr—i—l

ein mit i
¢(l’1)
: und  V,ip = (V,,0)

|-
I

()
Dabei miissen die Vektoren v fiir jedes Wavelet nur ein mal vor Beginn des

Algorithmus berechnet werden und liegen somit fiir den wiederholten Gebrauch
vor. Nun wollen wir die Matrix

Ar-i-l = (V;ﬂ-lvrﬂ-l)_l
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berechnen. Dazu greifen wir auf die Ergebnisse aus dem Abschnitt 7.3 iiber
effiziente Matrixinversion zuriick. Wir fiihren ein:
: T @, T
1.) .=V, 0= ( T ) und b=20v"v

v.v

T

wobei nur v’ 9 in jedem Durchlauf der inneren Schleife berechnet werden muss.

Alle anderen Grofen konnen aus der letzten Stufe iibernommen werden. Nun

bendétigen wir
: 1 Aa,
) bm e (24
b—al'Aa,

Dabei konnen wir den Ausdruck A,a, noch geschickter berechnen, wenn wir uns
auf der letzten Stufe beim gleichen Wavelet in der inneren Schleife den Term
A,_1a,_; gespeichert haben und ebenso den Vektor k. am Ende der letzten
Stufe. Es gilt ndmlich

— Ar—l Q T\ . Qr—l _ AT—lQT—l T
ATQT—K of O)+k,«kr} (QMJ—( 0 +k.k, a,

Dabei haben wir (7.107) verwendet. Auf diese Weise sparen wir sehr viel Re-
chenaufwand in der inneren Schleife des Rahmenalgorithmus. Der notwendige
Aufwand zur Berechnung eines Er 41 ist somit nur linear von r abhangig und
nicht quadratisch. Nun kénnten wir also

- A, 0O LT
3) A= ( o o ) + Kby g

berechnen, was wir aber de facto in der inneren Schleife nicht tun miissen, wie
wir gleich sehen. Dazu betrachten wir nun den Term

Spur PT‘+1(V7T+1VT+1)_1:|
:Spur(PT+1AT+1)
[ Pr p Ar Q 3 0
=Spur _( ]_jf —17" ) : {( 0" 0 ) +E7'+1Er+1}:|
P.A. O
:Spur ( TA 0 ) + Pr+1kr+1kr+1:|

=Spur(P,A;) + Spur(Pr+1Er+1Ef+l)
=Spur(P;A;) +E7:«F+1Pr+lkr+1
——_——

bekannt

Das bedeutet, dass wir das Ergebnis Von Spur(P,A,) am Ende jeder Stufe spei-

chern miissen. Die Berechnung von k,, HPerT 41 wiirde grokenordnungsmafig
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72/2 Operationen erfordern, womit sie zum grokten Zeitfaktor in der inneren
Schleife des Algorithmus werden wiirde. Wir kénnen den Rechenaufwand aber
erheblich reduzieren. Dazu schliisseln wir den Term noch weiter auf zu

T . B 1 T P, ]—.)7“ Ard,
Er+1PT+lET+1 - m . ( QT A’r _1 ) < QZ—‘ 1 ) ( _1 )
1

-7
~Tghg LGP 2 A, )

und darin noch weiter

aTAP, A, = iF [( Bt 2 ) +MZ] P, [( Bt 2 ) + w?] ,

=a AP A ga, 24k, KT P, ( A1,y )
—— 0

-~

A o
+a k, kI'Pk, kla,
T

Dabei wurde der Term 1* zum jeweiligen Wavelet bereits in der letzten Stu-
fe berechnet. Die Terme 2* und 3* mussten nur einmalig nach Abschluss der
letzten Stufe berechnet werden, stehen also in der inneren Schleife bereits zur
Verfiigung. Somit sind in der inneren Schleife nur noch Additionen und Mul-
tiplikationen von Vektoren notwendig. Aufwendige Matrixoperationen kénnen
vermieden werden. Wichtig ist nun noch die Stichprobenvarianz ¢2,, in jedem
Durchlauf der inneren Schleife zu bestimmen. Dabei ist

2

2 ‘LH 2
T+1_N—(r+1)

wobei iH ) der Residuenvektor ist, der sich folgendermafen als Losung eines
Linearen Ausgleichproblems ergibt

Y1 =Y Vr+1(Vf+1Vr+1)_1VTT+1Q
Damit ergibt sich

2 . . .
i Hg =y'y—y' Ven A Viy

. A O \%3
ZQTQ_QT<VT72> [( OT 0 ) +kr+1kr+1} ( 1)77; )Q

TV A, VT - yTVT+1kT+1kT+1VT+1y

(kr+1Vr+1y)

2
aus der letzten Stufe bekannt und
2

VT
Vr+1y— ( U%g)
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wobei V.,y bereits aus der letzten Stufe bekannt ist und QTQ fiir jedes Wavelet
nur einmal vor dem Algorithmus berechnet werden muss. Damit ist auch der

2
r+1H sehr gering. Haben wir nun all
2

diese Teilterme berechnet, fiigen wir die Komponenten nur noch zusammen
und erhalten in jedem Durchlauf der inneren Schleife ein Kriterium

Rechenaufwand zur Ermittlung von Hl

: . 1 : e
Ky = 62, (1 + ~Spur [PTH(V,T Vi) 1])

7.5.3 Algorithmische Aufbereitung

Nun wollen wir die eben gemachten Uberlegungen noch in eine Form umschrei-
ben, die eine direkte algorithmische Umsetzung erlaubt. Grundlage ist der Rah-
menalgorithmus aus Abschnitt 7.5.1. Dabei fiigen wir an drei Stellen Berech-
nungen ein und zwar

1. Berechnungen im Vorfeld des Algorithmus
2. Berechnungen fiir alle Wavelets in der inneren Schleife

3. Berechnungen nach Abschluss der inneren Schleife

Berechnungen im Vorfeld des Algorithmus

Die folgenden Berechnungen sollten im Vorfeld des Algorithmus gemacht wer-
den, damit im Algorithmus selbst auf die bereits berechneten Grofen zuriick-
gegriffen werden kann. Als erstes berechnen wir einmalig

|2

Danach berechnen wir fiir jedes Wavelet ¢ = 11, ..., 1, die Ausdriicke

2

=y'y
2

P (1)

V= : und damit 0"y sowie B::Q [

Y(zn)
Berechnungen fiir alle Wavelets in der inneren Schleife
Die folgenden Berechnungen konnen erst ab » = 1 durchgefiihrt werden. Die

Auswahl des allerersten Wavelets muss gesondert betrachtet werden. In der
inneren Schleife, in der wir iiber alle noch nicht ausgewahlten Wavelets ¢ = ¢/

laufen, berechnen wir
. Z—.)r—l
p = .
- <77Z)7 ¢ﬂ(r)>
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Wir berechnen weiterhin

und

Avd, = ( At ) + kK a,

Damit berechnen wir weiter
or T Ty 1T A a4
a. AP A =a, (AP A qa, o + 20, kK, P, ( 0 )
+a 'k kTP k k

—T —r—Tr T’TT‘

und damit weiter
1

SPUF(PTHATH) := Spur(P,A,) + ———
~——— b—a, Aa,

bekannt

. [Q::FATPTATQT — 2" A + 1]
Es folgt die Berechnung von

. 1 Aa,
ki = T < _I )
\/ b - QZATQT

Beim Ausprogrammieren des Algorithmus reicht es zunichst aus, in der inneren
Schleife nur den Vorfaktor zu berechnen, da der Vektor A, a, bereits berechnet

vorliegt. Nun bendétigen wir noch
2 B ]'{:T V Yy 2
9 41 Q Q

und konnen damit schlieflich

&

o~

~r

. 2
el = |

2

Lr+1

1 .
_ =z hl
N—(r+1) (1 + TSPUI" [Pr+1Ar+1]>

berechnen. Von den Ergebnissen der eben dargestellten acht Berechnungen miis-
sen die ersten vier, also pr a, , Aya, und aF A, P, A.a, 7u jedem Wavelet fest
gespeichert werden, weil sie auf der nichsten Stufe be1 eben diesem Wavelet
wieder bendtigt werden. Die anderen vier Grofen, also k., Spur(P,.1A,11),
’ 17““ Hz
kleinerem Kriterium K gab. Nur wenn die gerade aktuelle Hypothese die bislang
beste ist, also wenn KTH das bislang kleinste gefundene Kriterium ist, miissen
diese vier Grofsen solange gespeichert bleiben bis, eine noch bessere Hypothese
gefunden wird. Fiir den allerersten Durchlauf der inneren Schleife, also den Fall

= 0 werden die ersten drei Groften einfach noch nicht berechnet und blei-
ben somit Vektoren der Dimension Null. Die restlichen Berechnungen bleiben
sinngeméfs.

KrJrl =

und Kr+1 kénnen verworfen werden, falls es bereits eine Hypothese mit
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Berechnungen nach Abschluss der inneren Schleife

Grundlage ist wieder unser Rahmenalgorithmus. Direkt nach dem Abschluss der
inneren Schleife miissen zwei Fille unterschieden werden. Entweder es wurde
kein Wavelet gefunden fiir welches K,,; < K, war. In diesem Fall wird der
Algorithmus beendet. Falls jedoch ein solches Wavelet w = Yr(r41) gefunden
wurde, miissen noch einige Gréfen berechnet, bzw. iibernommen werden bevor
es zur nichsten Stufe geht. Dabei beziehen sich im Folgenden alle Grofen mit
Punkt auf die Groben dieses zuletzt ausgewdhlten Wavelets.

yr+1 = Q
VTy
T I T
Vr+1g T l QTQ_:|
ro P
Py = { 1_77? —17“ ]
Er+1 = ET+1
A O
Ay = ( o 0 ) + kb
Spur(Pr+1Ar+1> = Spur(PrAr) + E7T+1Pr+1kr+1
2 2
‘Z'I"f'l 5 ’ZT—H )
Kr+1 =N

Somit haben wir alle Grofen errechnet, die wir auf der néchsten Stufe in
den Durchldufen der inneren Schleife bendtigen. Auch die Zwischenergebnisse
P, k., und EfHPTH@T 41 sollten zu diesem Zweck explizit gespeichert wer-
den.

7.6 Riickwartselimination von Regressoren

Bisher haben wir einen Algorithmus beschrieben, der nacheinander Wavelets
auswéhlt. Ein einmal ausgewdhltes Wavelet war dabei fiir immer gesetzt. Nun
kann es aber vorkommen, dass ein am Anfang gewidhltes Wavelet iiberfliissig
wird, weil spiter dazu gewahlte Wavelets die Funktion schon besser beschrei-
ben. Um bereits ausgewihlte Wavelets auch wieder aussortieren zu koénnen,
fiihren wir nun einen Algorithmus zur Regressorelimination ein. Dieses Vorge-
hen ist in gewisser Weise komplementér zur sukzessiven Regressorauswahl. Die
Voraussetzung dabei ist, dass wir bereits » Wavelets bzw. Regressoren aus der
Wavelet-Bibliothek

Wwav = {wb ceey wL}
ausgewahlt haben. Das heifst, wir haben bereits eine Ausgangshypothese Hj,

gemal Definition 6.1, der auch schon ein Kriterium K, zugeordnet ist. Eben-
so gehen wir davon aus, dass die vorhandenen Wavelets in einer Reihenfolge
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ausgewahlt wurden, welche durch die injektive Funktion
m:{1,..,r} = {1,.... L}

beschrieben wird. Auf jeder Stufe des Eliminations-Algorithmus versuchen wir
nun ein Wavelet zu eliminieren und zwar so, dass das Kriterium K mdglichst
klein wird. So gelangen wir von Stufe r auf Stufe r — 1. Wurde zum Beispiel
das Wavelet 1)r(2) eliminiert, so muss auch der entsprechende Eintrag aus der
Funktion 7 gestrichen werden, und die anderen Eintrage riicken nach, also

(i) =n(i+1)Vie{2,...,r — 1}

Danach wird der Definitionsbereich von 7 auf {1,...,r — 1} reduziert. Zur Ver-
anschaulichung ziehen wir wiederum ein einfaches Beispiel heran

Beispiel 7.5
Wir betrachten den vereinfachten Fall einer Wavelet- Bibliothek mit vier Wa-
velets, also

Wwav = {%7 %7 ¢37 ¢4}

Daraus wurden die Wavelets 15,135,104 in dieser Reihenfolge ausgewdhlt, also
(1) = 2;m(2) = 3;7(3) = 4 und wir haben die Ausgangshypothese
H{27374} =K =23

3. Stufe: Vergleich der Hypothesen
Hps = K =30
Hpgy = K =17
Higay = K =26
Auswahl der besten Hypothese: Hys 4y, also w(1) := 2 und 7(2) := 4

2. Stufe: Vergleich der Hypothesen
H{Q} = K =32
H{4} =K =43

Keine Verbesserung gegeniber Hyo 4y maglich.

Ergebnis: Hya gy, d.h. die Wavelets vy und v, wurden ausgewdhlt. (1) = 2
und 7(2) = 4.

Wenn wir die Riickwértselimination von Regressoren verwenden, um das Ergeb-
nis einer vorausgegangenen sukzessiven Regressorauswahl zu verbessern, dann
ist der Rechenaufwand wenig kritisch.
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7.7 Regressorelimination mit Konditionsbetrachtung

Damit dieser Algorithmus kompatibel mit dem in Unterabschnitt 7.5 beschrie-
benen Auswahlverfahren ist, muss die gleiche Kriteriumsfunktion zu Grunde
gelegt werden, also

1
K, = o? (1 + =Spur [P,,(VTTVT)‘l]) (7.112)
T
genau wie in (7.109).

7.7.1 Rahmenalgorithmus

Dabei soll unser Algorithmus zur Riickwértselimination den folgenden Rahmen
haben

Algorithmus 7.6 Rahmenalgorithmus Regressorelimination
-1, K, und 7 sind bereits gegeben

Kaussen = KT}

Kinnen = KT

— duflere Schleife, die r rickwdrts zdhlt:
loop

— innere Schleife diber alle ausgewdhlten Wavelets
for 3 =1...r loop
Kiest := Kriteriumsfunktion|r(1),...,7(j — 1), 7(j + 1), ..., 7w(7)];
— gemafs (7.112)
Zf Ktest < Kinnen then
jbest = j
e — Ktest;
end if;
end loop;
Zf Kz'nnen < Kaussen then
(k) :=7n(k+1) fir k = jpest, -, 7 — 1
r.=r—1,;
K rnpimem = Kinnen;
else
Algorithmus _zu_ Ende();
end if;
end loop;

Wie bereits bei der sukzessiven Regressorauswahl ist es grundsétzlich kein Pro-
blem den Ausdruck Kje.s; geméfs (7.112) auszuwerten. Allerdings kann auch hier
der Rechenaufwand den Rahmen sprengen, da insbesondere die Inversion der
r X r - Matrix VI'V, fiir grofe r zu rechenintensiv wird. Dieser Rechenaufwand
lasst sich jedoch erheblich reduzieren, wenn wir zum einen auf Groben zuriick-
greifen, die bei der vorangegangenen Regressorauswahl schon berechnet wurden
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und zum anderen auch Grofen innerhalb dieses Algorithmus geschickt wieder-
verwenden. Dariiber hinaus ist es auch moglich die mitgefiihrten Grofen der
sukzessiven Regressorauswahl so weiterzufiihren, dass im Anschluss an eine Re-
gressorelimination wieder neue Regressoren ausgewihlt werden kénnen. Unser
Fernziel ist also, dass sukzessive Regressorauswahl und Regressoreliminierung
alternierend ausgefiihrt werden kénnen um somit ein moglichst gutes Ergebnis
zu finden.

7.7.2 Effiziente Berechnung der Kriteriumsfunktion

Wir gehen nun davon aus, dass wir uns auf Stufe r befinden, d.h. wir haben
bereits r Wavelets 1), ..., ¥r() in einer Reihenfolge die durch die Funktion 7
bestimmt ist. Damit ist bereits eine Matrix V, mit vollem Rang gemif (7.110)
vorhanden, sowie eine Matrix P, geméf (7.111). Weiterhin gehen wir davon
aus, dass eine Matrix A, mit

A, = (VIV,)™!

bereits berechnet wurde und vorliegt. Diese Matrix ist symmetrisch und positiv
definit. Im oben beschriebenen Rahmenalgorithmus wird in der inneren Schlei-
fe iiber alle bereits ausgewihlten Wavelets j geschliffen. Dabei wird in jedem
Durchlauf eine Kriteriumsfunktion f(r_l der Form

- 1 . -
K,.1=362, (1 + —Spur [Prl(Vf_lVT1)1]> (7.113)
T

berechnet. Die Tilden iiber den jeweiligen Grofen bedeuten, dass diese von dem
jeweiligen j in der inneren Schleife abhéngen. Wir wihlen diese Schreibweise
um eine Doppelindizierung zu vermeiden und die Lesbarkeit zu erleichtern. Wir
schreiben also ~
Y = Yn(j

Fiir die weiteren Berechnungen wollen wir noch zwei neue Schreibweisen einfiih-
ren, die besonders niitzlich sind, wenn es darum geht ein Wavelet zu eliminieren.
Fangen wir mit der Matrix V, aus (7.110) an und fiihren dazu die Matrix V?
sowie V ein mit

V.= (v, 0,)
VS = (ylv "'ayj—17Q7Qj+17 "'7Q7~)

V; = (le "'79]‘—17@]‘4—17 '-'>Qr)

In VY ersetzen wir alle Eintriige der j-ten Spalte durch Nullen. Bei V. entfernen
wir die j-te Spalte ganz. Natiirlich hangen die beiden Ausdriicke vom jeweiligen
j ab, also davon, welches Wavelet ausgeschlossen werden soll. Wir konnten somit
auch schreiben

V,. =V,
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Bei den quadratischen r x r-Matrizen wie P, oder A, gehen wir dhnlich vor.
Nur dass wir hier die j-te Zeile und Spalte durch Nullen ersetzen oder Lischen.
Wenn also

P11 - DPir
Pri - DPrr
dann ist
pu - py—1 0 pyiy 0 i
) } . 0 . ) .
Pi—i1 - Pi—ij-1 0 pioiipr - Djoar
Pl= 0o 0" 0 o0 0 0" 0
Pi+1ir o Pivj—1 0 Divijpr o0 Divar
: - : 0 . ) .
Pr1 T Prj—1 0 Prj+1 o Prr
und
pun 0 Prj-1 Pij+1 - Pir
p-— | Pi-uv ot Pim-t Pi-tj+r 0t Pi-ir
" Pi+11 0 Djglj-1 Dj+ij+1 ccc Djtir
Pr1 0 Prj-1 Prj+1 - DPrr

Ganz analog verhilt es sich mit A, und den dazugehérigen Matrizen A% und
A . Wenn wir die Definition von P, gemif (7.111) betrachten und nun ein
Wayvelet eliminieren, dann wird klar, dass

P, =P

Allerdings ist es fiir A nicht so einfach, den

Ay = (VZ_IVT_1>1 — (V;TV;) £ A

Wenn nun
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dann iibernehmen wir die schon fiir Matrizen eingefiihrten beiden Schreibweisen
auch fiir Vektoren. Somit sind

[ A ] ] _
e A1k
Aj—1k \.
=1 0 und A = | U fir k=1
s >\j+1k
j+1k .
)\:k B >\rk .

Diese Schreibweisen sollen natiirlich auch fiir andere Vektoren entsprechend
gelten. Wie wir bereits bei den Standardalgorithmen in Gleichung (4.51) gesehen
haben, hat das Entfernen des Wavelets v (; folgende Auswirkung auf die Matrix
A:

- N -1

A= (VILVea) = A =007y

Um nun in der inneren Schleife des Rahmenalgorithmus fiir alle j = 1...r den
Ausdruck K, effizient auszuwerten, miissen wir genauer auf die Ausdriicke
-1 und Spur(P,_1A,_;) eingehen. Dabei fangen wir mit &,_; an. Wir wissen,

dass
2

5y = Al (7.114)
TN —(r—1) '
Wenn
by
by=1: |=Vly
b,
,dann gilt

by =Viy=VTy=0

Damit lasst sich nun die Summe der Residuenquadrate wie folgt berechnen

5, = vy =V (VELVL) VL
— Ty —b_ A ib_,
— Ty — b (AT = AN AT b
=Ty — bTATE ) (TE) (7.115)

Dabei ist
b, TACL = BUAD, — 26,07 — B2,

Wenn wir das nun in (7.115) einsetzen, dann erhalten wir

il Hi = yTy — BTAD, + 20,0 Th + 02y + A (A7)

2
—T3— - Ty —\2
= HLHQ + 200570 + 05N + A (A7)
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Somit kénnen wir nun &,_; gemif (7.114) berechnen. Um K,_; aus (7.113)
bestimmen zu konnen, muss noch der folgende Ausdruck berechnet werden:

Spur 157,_1({7?71{774_1)*1] = Spur(f’T_lAT_l)
= Spur [P, (A, — A A7 A7)

= Spur (P A7) — A;'Spur(Py A A7)
= Spur (PYAY) — XA TPIAS

= Spur (P, A,) = 2p7A; + pyiAi; — A A TPA;

Der einzig rechenintensive Teil an dem letzten Ausdruck ist die Auswertung von
A;TP; A; . Das ist aber weitaus weniger kritisch als bei der Vorwérts - Auswahl
von Regressoren, da hier in der inneren Schleife nur die bereits ausgewéhlten
Wavelets durchlaufen werden und nicht alle Wavelets der Bibliothek.

Mitgefiihrte Grofien

Bei der Vorwirtsregressorauswahl haben wir zu jedem Wavelet der Wavelet-
Bibliothek W, die Vektoren pr, a, , Ara, und den Skalar QfATPrArQT be-
rechnet. Mit jedem neu dazu gewiihlten Wavelet mussten diese Grofen fiir alle
Wavelets aktualisiert werden. Da wir im Endeffekt den Algorithmus zur sukzes-
siven Regressorauswahl und den Algorithmus zur Regressoreliminierung alter-
nierend ausfithren wollen, miissen wir alle Gréfsen fiir jedes Wavelet ©; € W00
anpassen, sobald wir ein Wavelet 1.(;) eliminiert haben. Dabei streichen wir
den j-ten Eintrag aus

<¢,¢w(1)>
p = : sodass P, =P

(e

Ganz dhnlich verhélt es sich mit a,, denn
4, ,=V,0=V o=a fir i=1.L

Dabei sei noch einmal daran erinnert, dass der Punkt iiber einer Grofse nur eine
Abkiirzung fiir einen Index ¢ ist. Demnach berechnen wir fiir alle = 1...L

Ay, = (A7 =N NT) ar
= Ay = NN a
= (Avi,)” = Ay — AT A A Ty

= (M) = A7 - (any + A0 0)

J
[

~\~
¢
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Dabei steht a, ; fiir den j-ten Eintrag von a,.. Es fehlt noch die Grofe

a’ (AP A ia = (M) = AT P [(Ava,)” — A

. N1 p— Co\— N —T1— Co\— 29\ —T1— 1\ —
- (ATQT) Pr (ATQT) - 20Aj Pr (ATQT) tc Aj Pr Aj
Dabei ist

T

(ArQr>_T P (ArQr>_ = (ArQr)T P, (ArQr) —2 (ATQr)j I_);T (ArQr)_ - (ATQr)i Djj

Man beachte, dass die rechenintensiven Ausdriicke AJ-_TP; und A;TP; Aj_ nicht

vom Wavelet ) abhéingen und somit nur einmal berechnet werden miissen. Wie
man sieht, reduziert sich der Rechenaufwand pro Wavelet auf vektorwertige
Operationen. Das heifst, eine Multiplikation oder Addition von r x r - Matrizen
kann vermieden werden.

7.7.3 Algorithmische Aufbereitung

Nun miissen wir die eben gemachten Uberlegungen noch in eine Form bringen,
die eine direkte algorithmische Umsetzung erlaubt. Wir wollen also den Rah-
menalgorithmus aus Abschnitt 7.7.1 mit Leben fiillen und betrachten dazu die
folgenden drei Aspekte:

1. Voraussetzungen fiir den Algorithmus
2. Berechnungen in der inneren Schleife

3. Berechnungen nach Abschluss der inneren Schleife

Voraussetzungen fiir den Algorithmus

Der Eliminations-Algorithmus setzt voraus, dass bereits eine Auswahl von » Wa-
velets (1), ..., ¥r(r) aus der Wavelet-Bibliothek W, stattgefunden hat. Dabei
legt die Funktion 7 eine Reihenfolge fest. Zudem miissen wir verlangen, dass
die folgenden Ausdriicke bereits berechnet vorliegen:

V, gemif (7.110)
A, = (V?Vr)_l
P, gemif (7.111)
K, geméif (7.112)
Spur(P,A,;)

2
&

—T

2
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Weiterhin gehen wir davon aus, dass zu jedem Wavelet ¢; € W4, die folgenden
Vektoren berechnet wurden:

p

-r
a,
ATQT
a' AP A,
Diese drei Vektoren und der Skalar werden zwar fiir die Regressorelimination
nicht bendtigt, miissen aber mitgefiihrt werden, um anschliefsend wieder neue
Regressoren effizient hinzuwéhlen zu kénnen.

Berechnungen in der inneren Schleife

Sei

Folgende Berechnungen miissen in der inneren Schleife fiir alle j = 1...r ausge-
fithrt werden.

Spur (ISHA,_Q = Spur (P,A,) — 207X, + pjihis — At A TP A

|

2 2
- L —Ty— 2 -1 (y—T7—)2
3L, = ol + 20278 4 B+ X (7))

2

5/7'—1

K, 4= % (1 + %Spur [PrlAr1}>
Wenn diese drei Grofben fiir ein j berechnet wurden, kénnen sie sofort wieder
verworfen werden, falls es bereits eine bessere Hypothese mit kleinerem Krite-
rium K gab. Nur wenn die gerade aktuelle Hypothese die bislang beste ist, also
wenn K,_; das bislang kleinste gefundene Kriterium ist, miissen die drei Grofen
so lange gespeichert werden, bis eine noch bessere Hypothese gefunden wird.

Berechnungen nach Abschluss der inneren Schleife

Wir befinden uns nun im Rahmenalgorithmus am Ende der inneren Schleife.
Dort werden zwei Félle unterschieden. Entweder es wurde ein Wavelet 1-(;) ge-
funden, dessen Entfernung ein Kriterium K,_; < K, hervorgebracht hat oder
eben nicht. Falls nicht, wird der Algorithmus beendet. Falls jedoch ein solches
Wavelet 1)-(;) gefunden wurde, miissen noch einige Grofen berechnet und iiber-
nommen werden, um die Eliminierung abzuschlieffen und alle mitgefiihrten Gro-
fsen auf den aktuellen Stand zu bringen. Dabei beziehen wir uns im Folgenden
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mit unseren Kurzschreibweisen wie X, X? und X~ stets auf dieses j:

Vr,1 = V;
Pr—l = PT_
A=A =200 -7

Spur(P,_1A,_1) := Spur (Pr_1AT_1>

‘ 2

Weiterhin fithren wir die folgenden Grofen fiir alle Wavelets v; € W4, also
fiir alle ¢ = 1...L fort:

v

Lr—1

2
K,y =K,

]jr—l = I—')’I
Qr—l Q;
Arrinq = (Ava,)” = A - (ang + XA ar)

(.

v~
¢

al AP A b, = (Aa,) Py (Avd,) = 2(Ava,) p " (Avd,)”

=Jj

— (Ava,); pjj — 260 TP (Av,)” + EXTPIAS

Somit haben wir alle Grofsen berechnet, die fiir das weitere Vorgehen des Elimi-
nations-Algorithmus und eines eventuell anschliefenden Regressorauswahl-Al-
gorithmus benétigen. Im Falle einer anschlieffenden, weiteren Regressorauswahl,
miissen die vier Groken p , a,, A,a, und a’ A, P.A.a, im ersten Durchlauf nicht
mehr berechnet werden, da sie bereits vorliegen. Im Folgenden werden die Vor-
wirtsauswahl und die Regressorelimination immer alternierend ausfiihren, bis
die Kriteriumsfunktion K weder durch Hinzuwahl eines neuen, noch durch Ab-

wahl eines bereits ausgewédhlten Regressors mehr verbessert werden kann.

7.8 Erweiterung der Algorithmen

Bislang wurde nur das Konzept aus Kapitel 6 umgesetzt mit einer reinen Wavelet-
Bibliothek und zwei zueinander kompatiblen Algorithmen zur Vorwartsregresso-
rauswahl und zur Riickwértselimination. In diesem Abschnitt wollen wir beide
Algorithmen auch fiir erweiterte Wavelet-Netzwerke nutzen, die in Abschnitt
3.2 eingefiihrt worden sind. Auferdem werden wir zwei zusétzliche Stellgrofen
in die Algorithmen einzufiithren, um die Robusheit noch besser zu kontrollieren.
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Erweiterung des Wavelet-Netzwerkes

Bereits die Standardalgorithmen in Kapitel 4 und die verbesserten Algorithmen
in Kapitel 5 wurden auf erweiterte Wavelet-Netzwerke angewendet. Das soll nun
auch hier moglich werden. Wir wollen also eine Funktion

f(iL’) = fwav(l') + faff(m)

wie eingefiihrt in (3.25) erhalten. Hierbei ist f,q, ein reines Wavelet-Netzwerk,
wie bislang betrachtet und furr(z) = al; ;2 + cop5. Um dieses Konstrukt in
die bestehenden Algorithmen zu integrieren, fiihren wir die Teilbibliothek der
affinen Terme ein, wie schon in (4.35) beschrieben, also

Wasr = {CiasslVoars(®) = woars A Viass() = wiapref £ Vi=1..d}

Das konkrete Ziel ist es dabei, die v; 577 in den Algorithmen genau so verwenden
wie ordindre Wavelets. In beiden Algorithmen mit dem neuen Giitekriterium K
ergibt sich aber ein wesentliches Problem, und zwar genau an der Stelle wo das
Skalarprodukt p;; zweier Wavelets in L?(R? R?) berechnet werden soll. Keiner
der affinen Terme befindet sich in diesem Funktionenraum. Wie also soll man
pi; wahlen, falls ein oder zwei ,junechte Wavelets” im Spiel sind? Betrachten
wir zundchst den Fall eines echten Wavelets v; und eines affinen Terms. Wir
betrachten das Integral

/ Vo.afs(2)Yj(x)dr = woapy - / Yj(z)dr =0
R4 Rd

, wobei dx wie gewohnt als Kurzschreibweise fiir d\(x) dient. Weiterhin gilt fiir
1 =1...d:

[ ass@rsi@de = [ wiagiele wip o« (o= )] do
Rd

Rd

= /wi,affeiT(f +15) - wiv [a; x x] dx
Rd

= /wwffe;frx cw [a; *x x]de =0

Rd

Die letzte Gleichheit gilt deshalb, weil das Mexikanerhut-Mutter-Wavelet ¢/ in
allen d Komponenten von z eine gerade Funktion ist. Mit diesen Betrachtungen
liegt es nahe, p;; = 0 zu wéhlen, wenn ); fiir einen affinen Term steht und ), fiir
ein echtes Wavelet. Im Falle von zwei affinen Termen wire ein entsprechendes
Integral nicht definiert. In diesem Fall lehnen wir uns etwas aus dem Fenster
und wihlen ebenfalls p;, ; = 0. Ist also W eine erweiterte Wavelet-Bibliothek
geméfs
W = Waya U Woys
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und sind ¥;,¢; € W, dann wihlen wir in den beiden betrachteten Algorithmen
jeweils
Dii = { <¢27w]> fiir wz € Wwav und wj S Wwav
ij —

0 sonst

Welche Konsequenz hat dieses Vorgehen anschaulich? Wackelt man an den Trai-
ningsdatenpunkten, dann wackeln auch die Gewichte der Wavelets und der af-
finen Terme. Allerdings schligt sich nur die Stirke des Wackelns der echten
Wavelets im Modellunsicherheitsfaktor MUF nieder, der in (6.85) eingefiihrt
wurde, nicht aber das Wackeln der affinen Terme. Dieses Manko ist jedoch ver-
tretbar, beriicksichtigt man, dass die Anpassung der affinen Terme fast immer
sehr gut konditioniert ist. Bei der Implementierung der Algorithmen sind wir
genau so vorgegangen wie hier beschrieben.

Modellunsicherheitsfaktor und minimale Standardabweichung

Wie wir im néichsten Abschnitt sehen werden, kann es vorkommen, dass sich ein
Wavelet-Netzwerk ,zu gut“ an gegebene Trainingsdaten QY anpasst. Man kann
auch sagen, es findet ein Overfitting statt. Dieses Verhalten ist unerwiinscht, weil
dabei trotz guter Anpassung des Wavelet-Netzwerkes an die Trainingsdaten ein
schlechteres Modell entsteht. Betrachten wir deshalb die Kriteriumsfunktion K
gemif Gleichung (6.85), also

K=0*(1+MUF)

mit der Stichprobenvarianz o2 und dem Modellunsicherheitsfaktor MUF. An
beiden Grofen wollen wir nun ansetzten. Ein Ansatz besteht darin, den Model-
lunsicherheitsfaktor schlichtweg zu begrenzen, indem man in den Algorithmen
fordert, dass

MUF < MUF, 4,

Bei der sukzessiven Regressorauswahl wichst MU F' mit jedem zusédtzlichen Wa-
velet. Bei der Regressoreliminierung wird MUF' mit jedem aussortierten Wa-
velet auch wieder kleiner. Die Regressorauswahl wird also beendet, wenn man
MU F,,,, liberschreiten wiirde. Etwas anders wollen wir bei der Beschrinkung
von o2 vorgehen. Eine solche Beschrinkung kann unter Umstinden Sinn ma-
chen, wenn man davon ausgeht, das die wahre Varianz 62 nicht unter einer
gewissen Schranke liegt, also

gilt. In diesem Fall haben wir das Kriterium K leicht abgewandelt zu

K* = 0% 4+ min(0”,6.,,) - MUF

Mit diesem abgewandelten Kriterium wird zwar eine weitere Anpassung an die
Trainingsdaten stets ermoglicht, es wird aber verhindert, dass ein grofer Mo-
dellunsicherheitsfaktor durch eine zu klein geschétzte Stichprobenvarianz kom-
pensiert wird. Beide Ansédtze wurden im Demonstratornetzwerk implementiert.
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7.9 Ergebnisse der statistischen Algorithmen

In dieser Sektion werden die gleichen Beispielprobleme betrachtet wie in Ab-
schnitt 4.4 mit den Standardalgorithmen und in Abschnitt 5.4 mit den heuris-
tisch verbesserten Algorithmen. Dadurch soll ein finaler Vergleich ermoglicht
werden.

Problem 1: Das gutartige Problem

Fiir den Trainingsdatensatz und die zu Grunde liegende Funktion f sei wie-
derum auf Abschnitt 4.4 verwiesen, wo die Resultate der Standardalgorith-
men beschrieben wurden. Der Trainingsdatensatz ist in Abbildung 4 graphisch
dargestellt. Diesmal wurde die neu entwickelte, rekursiv erstellte, reichhalti-
ge Wavelet-Bibliothek aus Abschnitt 7.1 mit den Parametern § = 0.5 und
Mmin = —6 eingesetzt. Orientiert man sich zu Vorstellungszwecken an Abbil-
dung 22, entspricht dies der doppelten Dichte an Wavelets und einer Abstufung
bis zur Ebene m = —6. Auch affine Terme wurden beigefiigt. Eine so reichhaltige
Bibliothek ist von Nutzen, da die Wavelets nur noch ausgew#hlt und in ihrer Ge-
wichtung angepasst werden, nicht aber mehr gestreckt oder verschoben. Bei der
folgenden alternierenden Regressorauswahl mit Konditionsbetrachtung wurden
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Abbildung 24: f nach statistischer Regressorauswahl bei Problem 1
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168 Wavelets ausgewéhlt, bei einer Begrenzung des Modellunsicherheits-Faktors
MUF auf 1. Das Ergebnis sehen wir in Abbildung 24. Es ergibt sich eine Wurzel
des mittleren quadratischen Fehlers RMSE = 0,0003. Das heifst die Trainings-
daten wurden noch einmal um Faktor zehn genauer approximiert als bei den
bisherigen Algorithmen. Lasst man die Beschrankung des Modellunsicherheits -
Faktors fallen, wéihlt der Algorithmus 398 Regressoren aus, erreicht einen Wert
von MUF ~ 7,7 und RMSE =~ 3 % 107® und bricht die Auswahl von weite-
ren Wavelets auch nur aus numerischen Griinden ab. Optisch entsteht kaum
ein Unterschied. Dieses Verhalten ist bedenklich, lisst sich aber damit erkli-
ren, dass die zu Grunde liegenden Trainingsdaten sich ,zu gut* durch Wavelets
approximieren lassen. Entfernt man die Schicht der kleinsten Wavelets aus der
Wavelet - Bibliothek, beschriankt sich also auf m,,;,, = —5, werden 240 Wave-
lets ausgewdhlt. Dabei erhalten wir RMSE ~ 0,00014 und leider immer noch
einen Modellunsicherheits-Faktor von MUF ~ 7, 3. Die Funktion in Abbildung
24 wird augenscheinlich noch etwas glatter, also besser. Dass das Konzept der
alternierenden Regressoraus- und Abwahl seine Berechtigung hat, zeigt sich sehr
eindrucksvoll im folgenden Diagramm. Darin ist abgebildet, wie viele Wavelets
der Algorithmus jeweils alternierend dazu gew#hlt und aussortiert hat:

Start
—25
-8
—4
-1
—1
—2

.—H
T Ende
Eine nochmalige Reduzierung der Wavelet-Bibliothek auf m,,,;, = —4 reduziert

schlieflich die Modellunsicherheit auf MUF = 2,2 bei einer Auswahl von nur
62 Wavelets. Die Anpassung an die Trainingsdaten wird jedoch etwas schlechter
auf RMSE ~ 0,0030. Was folgern wir aus diesem Verhalten? Hat eine Wavelet-
Bibliothek zu viele und zu kleine Wavelets, dann ist sie in der Lage sich an fast
alles beliebig gut anzupassen. Das ist nicht gewollt, da somit auch eine An-
passung an alle moglichen Fehler erfolgt. Daher sollte eine Wavelet-Bibliothek
nur so viele Schichten wie nétig erhalten, was letztlich der Anwender vorgeben
muss. Fiir eine bessere Losung sei zunédchst auf Abschnitt 7.10 vertrdstet.
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Problem 2: Das realistische Problem

Dieses Problem ist fiir unseren Algorithmus der alternierenden Regressoraus-
wahl mit Konditionsbetrachtung wohl das relevanteste von den dreien, weil wir
hierbei eine zu Grunde liegende Funktion f und normalverteilte Fehler haben.
Dabei ist O = {(z1,41), ..., (zny,yn)} ein Trainingsdatensatz mit N = 500
Punkten und

f:R? SR mit f(z)=sin(z?) cos(z)

Die 500 Vektoren x; waren zufillige Realisierungen eines Zufallsvektors X,
wie unter Abschnitt 4.4 beschrieben. Die y; wurden wieder erzeugt nach der
Formel g; = f(xl) + e;, wobei die e; wiederum Realisierungen von paarwei-
se unabhiingigen N(0;0, 12)-verteilten Zufallsvariablen waren. Die Trainingsda-
ten sind dargestellt in Abbildung 7. Analog zum ersten Problem wurde auch
hier eine reichhaltige, rekursiv erstellte Wavelet-Bibliothek mit den Parametern
B = 0.5 und my,;, = —6 zu Grunde gelegt. Diesmal wurde der alternierende
Regressorauswahl-Algorithmus mit Konditionsbetrachtung ohne Einschrinkun-
gen angewendet. Dabei wurden 79 Wavelets ausgewahlt. Der Modellunsicherheits-
Faktor von MUF = 0,2 und eine Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers
von RMSFE =~ 0,082 wurden erreicht. Das entspricht einer, aus den Trainings-
daten geschétzten, Standardabweichung von 0, 9. Das Ergebnis sehen wir in Ab-
bildung 25. Die Giite dieser Anpassung lésst sich mit dem Auswertedatensatz
OY bestimmen, der nach der gleichen Funktion f und den gleichen Verteilungen
wie der Trainingsdatensatz QY erstellt wurde, nur mit anderen Realisierungen
fiir die (z;,y;). Dabei erhielten wir Eval — RMSFE = 0, 2. Das stellt eine leichte
Verbesserung gegeniiber den bisherigen Algorithmen dar. Wir erkennen aber
auch die rote Uberhéhung am rechten Rand in Abbildung 25. Zeichnet man in
den Graph des Wavelet - Netzwerkes noch die Trainingsdaten aus QY ein, so
erhilt man Abbildung 26. Dabei wird deutlich, dass im Bereich der Uberhéhung
fast keine Trainingsdaten vorhanden sind. In der Abbildung sieht man zwei der
fiinf Datenpunkte, welche diesen Hiigel verursachen. Das Anpassungsproblem
ist in diesem Bereich offensichtlich schlecht konditioniert. Dieses Verhalten des
Algorithmus ldsst die Schlussfolgerung zu, dass er keine geeigneteren Wave-
lets findet. Bei den gewdhlten Wavelets wiegt scheinbar die Verbesserung des
Varianzschétzers o2 schwerer als die Verschlechterung des Modellunsicherheits-
Faktors MUF'. Dieses Resultat ist leider nicht génzlich befriedigend. Allerdings
sind im Auswerte-Datensatz, wegen der gleichen Verteilung, auch nur wenige
Datenpunkte im Bereich des Hiigels zu erwarten und somit nur geringe Fehler.
In den Bereichen mit vielen Datenpunkten funktioniert die Anpassung gliick-
licher Weise sehr gut. Erweitert man die Wavelet-Bibliothek um zwei Ebenen
(Mmin = —8), so werden auch hier zu viele Wavelets ausgewéhlt und das Netz-
werk passt sich ,zu gut” an die Trainingsdaten an. Wir werden dieses Problem
in Abschnitt 7.10 wieder aufgreifen und losen.
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Abbildung 25: f nach statistischer Regressorauswahl bei Problem 2

Abbildung 26: f nach statistischer Regressorauswahl bei Problem 2
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Problem 3: Das schwierige Problem

Beim dritten und letzten Problem bestand die Aufgabe darin, eine Stufenfunk-
tion mit einem Wavelet - Netzwerk anzupassen. Dabei lagen die x - Werte
der Trainingsdatenpunkte auf einem regulidren Gitter mit Gitterabstand 0,1
auf dem Quadrat [—1,1] x [—1,1]. Die y - Werte waren 0 fiir x; + 25 < 0
und 1 sonst. Der Trainingsdatensatz wurde graphisch dargestellt in Abbildung
10. Analog zu den letzten beiden Problemen wurde eine reichhaltige Wavelet-
Bibliothek rekursiv erzeugt, wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Dabei wurden die
Parameter § = 0.5 und m,,;, = —6 gewahlt. Danach wurde eine alternierende
Regressorauswahl mit Konditionsbetrachtung durchgefiihrt, wobei der Modell-
unsicherheitsfaktor MUF auf 1 begrenzt wurde. Dabei wurden 190 Wavelets
ausgewdhlt und es wurde eine Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers von
RMSFE =~ 0,0013 erzielt. Das Ergebnis sehen wir in Abbildung 27. Verzichtet
man auf die Begrenzung der Modellunsicherheit, so bricht der Algorithmus erst
nach 408 Wavelets mit RMSE =~ 6-1078 bei einem Modellunsicherheits-Faktor
von MUF = 7 aus numerischen Griinden ab. Augenscheinlich dndert sich fast
nichts. Dieses Verhalten der Uberanpassung deuten wir als Indiz dafiir, dass wir
zu viele Wavelets zur Verfiigung gestellt haben. Nehmen wir aus der Wavelet-
Bibliothek die Schicht der kleinsten Wavelets heraus und reduzieren uns somit

Abbildung 27: f nach statistischer Regressorauswahl bei Problem 3
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Abbildung 28: f nach statistischer Regressorauswahl bei Problem 3

auf m,,;, = —5, ist das Verhalten ein ganz anderes. Bei der anschliefsenden
alternierenden Regressorauswahl mit Konditionsbetrachtung und ohne weitere
Einschrankungen, erhalten wir das Ergebnis in Abbildung 28. Dabei wurden
die Trainingsdatenpunkte mit eingezeichnet. Diesmal wurden nur 67 Wavelets
ausgewahlt und eine Abweichung RMSE =~ 0,074 von den Trainingsdaten bei
einem Modellunsicherheits-Faktor MUF ~ 0.28 ausgewihlt. Das Ergebnis hat
deutlich weniger Uberschwinger, passt sich jedoch in den Ebenen auch schlechter
an die Trainingsdaten an.

Probleme hoherer Dimension

Das Programm wurde grundsétzlich fiir Probleme beliebiger Dimensionalitét
ausgelegt. Das Problem ist lediglich, dass sich eine Funktion f : R — R
mit d > 2 graphisch nicht mehr darstellen lisst. Es wurde auch ein fiinf-
dimensionales Modellproblem mit statistisch verteilten x-Werten und einem
statistischen Fehler untersucht. Dieses Problem erzielte bereits bei den Standar-
dalgorithmen hinreichend gute Ergebnisse und war daher von weniger Interesse
in dieser Arbeit. Der limitierende Faktor bei Problemen hoher Dimensionalitét
ist zum einen die Wavelet-Bibliothek, zum anderen sind es die Trainingsda-
ten. Der Umfang einer Wavelet-Bibliothek auf einem reguléren Gitter steigt



Algorithmen zum neuen Giitekriterium 148

exponentiell mit der Dimension. Eine Cluster-Bibliothek ist eine erste Lésungs-
moglichkeit. Allerdings kénnen damit nicht alle Funktionen gut beschrieben
werden. Bei Problemen héherer Dimension sollten auch geniigend Trainingsda-
tenpunkte (z;,1;) € OF vorhanden sein um nicht in ein Sparse-Data-Problem
zu kommen. Nur als Gedankenspiel: wiirde man im R® in einen fiinf dimensiona-
len Hyperquader die gleiche Trainingsdatendichte einbringen wollen, wie in den
hier betrachteten R2-Problemen, dann miissten bei einem reguliren Gitter von
Stiitzstellen z; an jeder Kante in jeder Dimension 21 Datenpunkte eingefiihrt
werden. Mit anderen Worten: man wiirde 21° ~ 4.000.000 Trainingsdatenpunk-
te bendtigen. Es gilt folglich weiterhin: ,;There’s no free lunch®.

7.10 Verbesserung der Varianz-Schatzung

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass die implementierten Algorithmen
durchaus passable Ergebnisse erzielen. Ein Problem hat sich jedoch durch alle
Beispielprobleme gezogen: Sobald man die Wavelet-Bibliothek zu grof wihlt,
also zu viele Schichten einrichtet, passt sich das Wavelet-Netzwerk ,zu sehr an
die Trainingsdaten an. Dabei werden zu viele Wavelets ausgewahlt. Betrachten
wir noch einmal die Kriteriumsfunktion K aus (6.85), also

K =0?(1+ MUF)

Dabei kam ¢% aus (6.81) gemif

2
o Varemp(Y:) = Varemy(AY;) = ]}\lfl—k

mit Hl”; aus (6.79) gemif

Il =5y — 4"V, (VIV,) " VTy

Bei der sukzessiven Regressorauswahl steigt MU F' mit jedem zusétzlichen Wa-
velet, wogegen o2 fillt. Im Prinzip wihlt der Algorithmus neue Wavelets hinzu,
solange die geschiitzte Varianz o2 schneller fillt als der Modellunsicherheitsfak-
tor MU F steigt. Die Beobachtungen aus dem letzten Abschnitt legen nahe, dass
die Varianz-Schatzung nach unten verfilscht wird, wenn die Wavelet-Bibliothek
zu grofs ist. Dieses Phénomen lésst sich plausibel erkldren. Befinden wir uns in
einer Hypothese Hj, , wie sie in Definition 6.1 eingefiihrt wurde, dann haben
wir die ,schone Welt® eines linearen statistischen Modells mit N Dimensionen
und r Freiheitsgraden. Dieses Modell wurde in Abschnitt 2.6 eingefiihrt. Die
r Freiheitsgrade sind dabei die Gewichte w; der gewéhlten r Wavelets. Die d-
dimensionalen Parameter-Vektoren a; und ¢; der Wavelets sind innerhalb einer
Hypothese Hj_ fest. Betrachten wir hingegen die Menge aller Hypothesen und
die dazugehorigen Auswahlalgorithmen, dann wihlen wir ja eine bestimmte Hy-
pothese und damit auch bestimmte Parameter a; und ¢; und zwar gerade so,
dass K minimal wird. Betrachten wir eine Wavelet-Bibliothek

Wwav - {¢Z|Z - 1L}
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, wie sie im Abschnitt 7.1 konstruiert wurde. Stellen wir uns nun vor, wir wiirden
die Wavelets immer dichter zusammen riicken lassen und immer mehr Zwischen-
schichten einziehen. Dann wiirde W,,,, auch immer mehr Wavelets enthalten, al-
so im Grenzfall wieder zu einer kontinuierlich parametrisierten Wavelet-Familie
werden. Der Algorithmus zur Regressorauswahl konnte in diesem Grenzfall die
Parameter-Vektoren a; und t; vollig frei wahlen. Er wahlt genau jenes Wave-
let mit den a; und ¢; aus, die zum besten Kriterium K fiithren. Somit hétten
wir pro Wavelet 1; nicht nur einen freien Parameter w; sondern gleich 2d + 1
freie Parameter. Nun haben zwar keine kontinuierliche Wavelet-Familie und die
a; und t; sind keine vollig frei wahlbaren Parameter. Jedoch besteht Wahlfrei-
heit dieser Parameter innerhalb des Reservoirs von W,,,,. Wir wollen daher q;
und t; als semi-freie Parameter bezeichnen. Je mehr Wavelets eine Bibliothek
enthilt, als um so freier konnen sie angesehen werden. Unter einer Hypothese
H; findet durch die r freien Parameter w; zwangsliufig eine ,Uberanpassung®
an die Trainingsdaten statt. Dieser Uberanpassung durch die freien Parameter
kompensiert man in der Stichprobenvarianz

2

S ol
N —r

durch den Nenner N — r. Erst dadurch wird die Stichprobenvarianz im linea-
ren statistischen Modell zu einem erwartungstreuen Schitzer. Ebenso findet im
Zuge der Hypothesenauswahl eine Uberanpassung an die Trainingsdaten durch
selektive Auswahl der semi-freien Parameter-Vektoren a; und t; statt, also durch
die selektive Auswahl einer bestimmten Hypothese. Als Losungsansatz schlagen
wir hier eine Abwandlung der Stichprobenvarianz o2 vor, die diesen zusitzlichen
Parametern Rechnung trigt. Es sei

U
T N—r(2d-E+1)

mit £ € [0,1]. Dabei ist £ ein Maf fiir die Freiheit der semi-freien Parameter-
Vektoren a; und t;. Wir sind auf Nummer sicher gegangen und haben einige
Test mit & = 1 angestrengt. Das heifst, wir haben alle Komponenten der d-
dimensionalen Vektoren a; und ¢; wie freie Parameter im linearen statistischen
Modell angesehen. Dabei wurden sehr gute, robuste Ergebnisse erzielt. Es wur-
den weniger Wavelets ausgewahlt und die Anpassung an die Trainingsdaten im
Sinne des mittleren quadratischen Fehlers wurde schlechter. Auch bei grofen
Wavelet-Bibliotheken waren keine fehl- oder Uberanpassungen zu verzeichnen.
Eine Beschriankung des Modellunsicherheitsfaktors MU F' nach oben oder der
Varianz o2 nach unten wurde nicht mehr benétigt. Natiirlich weicht uns bei
diesem heuristischen Eingriff in die Formel fiir die Stichprobenvarianz das sché-
ne mathematische Fundament des linearen statistischen Modells gehorig auf.
Wir halten den Eingriff dennoch fiir wohl begriindet, vertretbar und empfeh-
lenswert. Der Anderungsaufwand an den bestehenden Algorithmen ist minimal.
Mit diesem Resultat geben wir uns zufrieden und beenden den Arbeitsteil der
Dissertation.

(7.116)
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8 Fazit und Ausblick

Die Probleme bei der Verwendung von Standardalgorithmen zur Black-Box-
Modellierung mit Wavelet-Netzwerken sind an den vorgestellten Beispielen sehr
deutlich geworden. In einem ersten Ansatz wurde bei allen Konstruktionsschrit-
ten eingegriffen und es wurden robustere Alternativen vorgestellt. Damit konn-
ten teilweise erhebliche Verbesserungen erzielt werden. Die Cluster-Bibliothek
hat sich fiir einige Probleme bewihrt, fiir andere weniger. Sie ist besonders fiir
statistisch gestreute Datensitze zu empfehlen. Ein Nachteil ist der Verlust des
theoretischen Unterbaus der regulidren Bibliothek. Sehr gute Ergebnisse zeigte
die robustifizierte Vorwirtsregressorauswahl. Dabei trat nur eine geringe Ver-
schlechterung des mittleren quadratischen Fehlers gegeniiber dem Standardalgo-
rithmus auf. Auch der verbesserte Levenberg-Marquardt-Algorithmus verzeich-
net nur geringe MSE-Einbufsen und erhéht die Robustheit deutlich. Allerdings
konnte er das Spiking im schwierigen Problem nicht verhindern. Diese ersten
Verbesserungsansétze waren rein heuristisch motiviert. Mit der Einfiihrung des
neuen Giitekriteriums K wurde die robuste Regressorauswahl erstmals auf ein
solides mathematisches Fundament gestellt. Auf diesem Fundament wurde ein
kombinierter Algorithmus errichtet, der alternierend Regressoren hinzuwéhlen
und abwihlen kann. Er verbindet die Vorteile einer sukzessiven Regressoraus-
wahl und einer Riickwértselimination von Regressoren. Die geschickte algorith-
mische Umsetzung ermoglicht eine anndhernd gleich effiziente Berechnung wie
mit den Standard-Algorithmen trotz hoherer Komplexitat der Kriteriumsfunk-
tion. Das Problem der verfilschten Varianz-Schitzung kann gut kompensiert
werden. Die erzielten Testergebnisse {iberzeugen. Diese Arbeit bietet gleichwohl
Ansitze fiir weitere Entwicklungen. Es wére schon, einen Algorithmus zur Re-
gressoroptimierung mit dem hier eingefithrten Giitekriterium K zu gewinnen.
Die Schwierigkeit ist dabei, dass in jedem Schritt zumindest ein Gradient und ei-
ne Approximation an die Hessematrix dieser Zielfunktion bestimmt werden miis-
sen. Deshalb hat man hier mehr Einschrankungen als bei der Regressorauswahl.
Weiterhin wire es interessant, Wavelet-Netzwerke mit anderen Mutter-Wavelets
zu testen. Der programmiertechnische Zusatzaufwand bei dem gegebenen De-
monstrator hielte sich in Grenzen. Summa summarum sollte das Potential von
Wavelet-Netzwerken deutlich geworden sein. Mit Hilfe des neuen Giitekriteri-
ums K gibt es ein mathematisch fundiertes, konstruktives Verfahren, welches
auch das Verhalten des Modells zwischen Trainingsdaten beriicksichtigt. Hinzu
kommen noch vorteilhafte mathematische Eigenschaften des fertig trainierten
Wavelet-Netzwerkes, auf die in dieser Arbeit nicht eingegangen wurde. Diese
Eigenschaften werden z.B. bei der Gesichtserkennung in [5| verwendet.

Dennoch: Black-Box-Modellierung, auch mit Wavelet-Netzwerken, ist kein All-
heilmittel. An einer grofen Anzahl von aussagekriftigen Trainingsdaten fiihrt
kein Weg vorbei. Probleme hoher Dimension bleiben stets schwierig. Ein fiir
den Laien verwendbares Tool fiir Anwendung auf universelle Probleme ist nicht
absehbar. Wann immer klassische Modellierung zumindest in Teile méglich ist,
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sollte man versuchen diese einzubringen. Gleiches gilt fiir Informationen iiber
Randbedingungen. Mit den richtigen Algorithmen sind Wavelet-Netzwerke sehr
gut zur Black-Box-Modellierung geeignet. Hat man jedoch die Wahl, bleibt eine
klassische Modellierung dem Black-Box-Ansatz vorzuziehen.
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