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1. Einleitung

Die Anforderungen an die dynamischen Eigenschaften der Maschinen und
Antriebe sind in den letzten Jahren stindig gewachsen. Gleichzeitig werden
immer hohere Erwartungen an die Mdoglichkeiten der Materialreduzierung
gestellt. Diese Umsténde fiihren dazu, da immer &fter bei den Projektierungs-
aufgaben die nichtlinearen Arbeitsbereiche der Maschinen und Anlagen be-
riicksichtigt werden miissen.

Der Zwang, einen starken Einflu8 der Nichtlinearitdten in einem dynamischen
System zulassen zu miissen, verlangt, da3 die unerwiinschte Entstehung von
nichtlinearen Phdnomenen wie die sog. Grenzzyklen (Dauerschwingungen)
oder chaotisch schwingenden Bewegungen verhindert werden mufl. Diese
schwierige Aufgabe kann abhingig von der Problemstellung und der Beschaf-
fenheit des nichtlinearen Systems mit unterschiedlichen Methoden gelost wer-
den. Alle diese Methoden unterliegen jedoch grofleren oder kleineren Ein-
schrankungen hinsichtlich der Moglichkeiten ihre Anwendung auf unter-
schiedliche Klassen der nichtlinearen Systeme. Deshalb wird fiir die Ausle-
gung der Systemparameter ein leicht zu handhabendes und dabei wirkungs-
volles Werkzeug fiir moglichst viele Klassen der nichtlinearen dynamischen
Systeme benoétigt, mit dem die nichtlinearen Phdnomene eines Systems ent-
deckt und unterdriickt werden konnen. Den Vorstellungen des Ingenieurs
kommt fiir solche Aufgabenstellungen die Methode der Harmonischen Balan-
ce in einer besonderen Weise entgegen. Der Grund dafiir liegt in ihrer physi-
kalischen Néhe zu den Schwingungsphédnomenen und in einer verhiltnismafig
leichten mathematischen Handhabung.
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Weiterhin zeigt diese Methode eine sehr hohe Effizienz bei Systemen mit nicht
verdanderbaren Strukturen, die z.B. mit der leistungstarken Hyperstabilitétsheo-
rie (vgl. , Teil 1 und ) nicht analysiert werden kénnen, da eine
entsprechende Anpassung an die Voraussetzungen fiir die Anwendung dieser
Methode nicht durchgefiihrt werden kann. Bei der Beriicksichtigung von eini-
gen wenigen Harmonischen 146t sich die Harmonische Balance als ein zuver-
lassiges und handliches Werkzeug anwenden.

Ein weiterer Grund fiir die Notwendigkeit der erneuten Auseinandersetzung
mit den Moglichkeiten dieser Jahrzehnte alten Methode liegt in der rasanten
Entwicklung der Standardsoftware-Paketen fiir mathematische Berechnungen
(z.B. Mathematica, MAPLE V u.a.). Durch diese Standardprogramme kann
der Umgang mit komplexen nichtlinearen Systemen mit mehreren Nichtlinea-
ritdten enorm vereinfacht und die Entwicklungszeiten wesentlich verkiirzt
werden.

Diesen Schwerpunkten versucht die vorliegende Arbeit Rechnung zu tragen.
Sie stellt Algorithmen fiir eine verhdltnisméBig leichte Implementierung der
oben genannten Aufgaben vor.

Fiir die Durchfiihrung der notwendigen Berechnungen wurden in dieser Arbeit
unterschiedliche Programme verwendet. Fiir die symbolischen Aufgaben und
numerische Berechnung der Nullstellen in Polynomen wurde die Software
MAPLE V eingesetzt. Fiir die Simulation des Systemverhaltens und die nume-
rische Ermittlung der Beschreibungsfunktion ist MATLAB bzw. SIMULINK
genutzt worden.
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1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

Die Methode der Harmonischen Balance ist ein wirkungsvolles Ingenicur-
werkzeug vor allem zur Unterdriickung von Grenzzyklen in nichtlinearen
Systemen. Seit Jahrzehnten wird sie bei Problemstellungen mit unterschiedli-
chen Schwerpunkten angewendet. Auch in den letzten Jahren wurden Beitrdge
veroffentlicht, die weitere Anwendungsmoglichkeiten aufzeigen, z.B.:

. 1995 stellen L.J. Heyns und J.J. Kriiger in eine Erweiterung des
Verfahrens fiir die Stabilitdtsuntersuchung von Grenzzyklen vor. Die vor-
gestellte Methode soll fiir die Feststellung der chaotischen Bewegungen in
Systemen geeignet sein, in welchen von sinusférmigen Eingangssignalen
an den nichtlinearen Gliedern ausgegangen werden kann.

* 1996 beschrieben A. Tesi, E.A. Abed, R. Genesio und H.O. Wang in
die Anwendung der Harmonischen Balance fiir die Analyse der ,,period-
doubling*““-Bifurkationen .

Im Hintergrund der klassischen Anwendung der Methode stellen sich jedoch
viele Fragen, auf die in diesem Abschnitt eingegangen werden soll.

Die iibliche Betrachtungsweise bei der Anwendung der Harmonischen Balance
stellt in den Mittelpunkt das Phdnomen der sog. Dauerschwingung. Ein solcher
Zustand des Schwingungsgleichgewichts wird als gegeben angenommen (vgl.
u.af3] Abs.4.1, Abs.1.4 u.a.). Von dieser dem System unterstellten Tatsa-
che ausgehend, wird versucht, die Amplitude und Frequenz der Schwingung
ndherungsweise zu ermitteln.

Wie ein Zustand der Dauerschwingung im System entstehen kann, wird bei
dieser klassischen Betrachtungsweise jedoch nicht untersucht.
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Die grundlegende Frage, die bei der iiblichen Anwendung der Harmonischen
Balance gestellt wird, lautet:

Kann in einem nichtlinearen System eine sogenannte Grenzschwingung auf-
treten, und wenn ja, wird sie sich fir t - co im System erhalten konnen.

Bei der Durchfiihrung einer solchen Aufgabe fiihrt die eigentliche Berechnung
in ihrer einfachsten Form, bei Vorhandensein einer nichtlinearen Funktion
fyr(e), zu der Anwendung der Beschreibungsfunktion N(A) (vgl. , u.a. ),
die aus

fur(e= A sin(«t)) oder fy(e=A &) (1.1)

gewonnen wird. Bei der Betrachtung beispielsweise eines Standardregelkreises
wie im Beispiel 1.1 dargestellt, wird verlangt, daB8 die lineare Ubertragungs-
funktion G(s) die sog. TiefpaB-Eigenschaften erfiillt.

Auch die Nichtlinearitét fy;(e) mufl bestimmten Anforderungen geniigen. Erst
dann darf die Funktion fy; (e=Asin(wx)) aus genutzt werden. Diese Eigen-
schaften konnen z.B. gemiR Abs.4.1 oder gepriift werden. Sind sie
erfiillt, dann darf bei der Analyse des Standardregelkreises die Anwendung der
Gleichung der harmonischen Balance der Form

G(jw) =-1/N(A) (1.2)
erfolgen.

Beispiel 1.1

G(s)

v

Bild 1/1 Nichtlinearer Standardregelkreis
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fyr(e) aus Beispiel 1.1 ist eine symmetrische Begrenzungskennlinie mit toter
Zone. Fiir sie gelten die Gleichungen mit b =6 und zr =3.

fa(e) =0 fiir zr<e<zy
fai(e) = e - zr sgn(e) fiir zr<le|<zr+b (1.3)
fyr(e) = b sgn(e) fiir le|>zr+b

Fiir G(s) gilt im Beispiel 1.1 die Gleichung

_(10,5-5s)
G(s) = —2> >
(s) (+3)° (1.4)
Laut [3]] Abs.4.1 muf} fy.(e) folgende Bedingung erfiillen:
> fyr(e) ist symmetrisch zum Ursprung, d.h. fy (-e) = -fy(e), und mo-

noton steigend.

Die Funktion erfiillt die gestellten Anforderungen. Fiir ihre Be-
schreibungsfunktion gemaf gelten die Gleichungen Sie konnen
entnommen werden.

N(A) = %[arcsin (b;ij — arcsin (ZA—TJ + (15)
b+ T b + T ’ T T ’ .
o [T ) v

2
N(A)Zl—3 arcsin | 2o |+ 21 |1 [ 2o .
Tt A A A

Ebenso mufl gemaf Abs.4.1 von dem linearen Teilsystem G(s) die Erfiil-
lung folgende Bedingungen gefordert werden:

fiir zr < A < zr+b.

> G(s) = R(s) ¢ mit einer rationalen Funktion R(s) = Z(s)/N(s),
T, 2 0 und speziell bei einem Standardregelkreis G(0) > 0.
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Die Funktion erfiillt offensichtlich diese Anforderung.

Pole von R(s) liegen links der j-Achse der komplexen Ebene mit der
Ausnahme eines einfachen Pols in s = 0.

Die Funktion von Beispiel 1.1 erfiillt diese Bedingung, da sie
den dreifachen Pol in —1 besitzt.

Der Frequenzgang G(jw) besitzt einen geniigend starken Tiefpaficha-
rakter, d.h. G(jw) féllt mit wachsendem w geniigend stark ab. Diese For-
derung ist sicher erfiillt, wenn Grad Z(s) < Grad N(s)-2 ist. Ist wy die Fre-
quenz der Grenzschwingung gemal so wird verlangt, daf} sic im Be-
reich der ,,Knickfrequenz von G(jw) liegt, d.h. fiir alle W > s mull der
Frequenzgang G(jw) fallen.

G(jw) und —1/N(A) sind fiir b=6 und zr=3 in Bild_1/2 raphisch dar-
gestellt. Das untersuchte System von Beispiel 1.1 erfiillt somit die
Voraussetzungen flir die Anwendung der Gleichung Gemél
Bild 1/2}a) existiert kein Schnittpunkt von —1/N(A) und G(jw). Damit
kann erwartet werden, dafl im System keine Grenzschwingungen ent-
stehen konnen.

a) b) ;

-IN(A).; a8 B I :

/ N mfo .
II | “kein | :
w=1.33 | Schnittpunkt :

\r G(j)

i T
Begrenzung b=6
Tote Zone z1=3 oo

a) Ortskurven von G(jw)
b) Frequenzkennlinie JG(jw)[]

Bild 1/2 Untersuchung des Regelkreises Beispiel 1.1 gemél der
Gleichung
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Die in Bild 1/3 dargestellten Simulationsergebnisse widerlegen diese Aussage.
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Bild 1/3 Simulationsergebnisse des Regelkreises von Beispiel 1.1 fiir b=6
und z=3

Durch die Anderung der Begrenzung von b=6 auf b=5,9 wird die —1/N(A)-
Kennlinie nach links verschoben. Der Abstand zwischen G(jw) und der Funk-
tion —1/N(A) wird groBer und die Untersuchungsergebnisse von [Bild 1/3
stellen sich ein. Die Simulationsverldufe fiir b=5,9 sind in Bild 1/4 |dargestellt.
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Bild 1/4 Simulationsergebnisse des Regelkreises von Beispiel 1.1 fiir b=5,9
und zt =3

Die folgenden Beispiele verdeutlichen die angesprochenen Probleme.
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Beispiel 1.2 (vgl. auch Abschnitt 7.1)

Mit der klassischen Methode der Harmonischen Balance soll eine Federkon-
stante Ky in einem Schwingkreis mit der Struktur von [Bild 1/1 husgelegt wer-
den. Fiir das lineare Teilsystem G(s) soll die Ubertragungsfunktion ver-
wendet werden.

1
G(s) —7(14_5)3 (1.6)

Die nichtlineare Funktion stellt eine in argestellte Federschaltvor-
richtung mit Begrenzung b und einer Hysterese dar, welche durch eine mitge-
koppelte Stellvorrichtung Vg/(1+sTs) erzeugt wird. Wegen der Messung der
Federauslenkung u muf3 eine Verzégerungszeitkonstante Ty, beriicksichtigt
werden. Es muf3 gepriift werden fiir welche Werte der Federkonstante Ky der
Regelkreis nach einer beliebigen Anregung und Umschaltung auf w = 0 eine
Schwingung ausfiihrt.

w e Cr v
— Kr G(s) w
+ +
- T
_ Vs
1 +STS 1+STM

Bild 1/5 Nichtlineare Federschaltvorrichtung mit Begrenzung und Aus-
gangmitkopplung

Die linearen Teile der Federschaltvorrichtung kénnen G(s) zugeschlagen wer-
den. Damit kann im Standardregelkreis G(s) durch G(s) aus und u =
fyr(e) durch die Begrenzungskennlinie u = fy (eg) von Bild 1/5 prsetzt werden.

G (s)ZKF[ L Vs J (17)
g (1+5) (I+sT(1+sT,)
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Der Regelkreis soll fiir b=9, Kg=2, Vg=2, Ts=0.5 und Ty=0.1 untersucht wer-
den.

Das durch [1.6)]und [1.7)] beschriebenes System erfiillt damit fast vollstindig
alle Bedingungen fiir die Anwendung der klassischen Methode der Harmoni-
schen Balance. Lediglich die in Abs.4.1 geforderte Eigenschaft G,(0)>0 ist
nicht erfiillt. Es gilt G4(0)<0. Die Untersuchung des Systems gemaB|(1.2)|ist in

Bild 1/6 Hargestellt.

a) b)
G(jw) 3 [G(wE  wgs=0.58
Ke=2 o | e
N K2
{ GSi{wes=0.58} - E'IIHl I-",I
| / /g,ggwﬁ J
_I/NA) Ky=0.8 :J}JI b1
O e . \
\\-‘ W ]C-' f |
¥ I !
—"'J S, | I (,:]

a) Ortskurven G,(jw) Beispiel 1.2
b) Frequenzkennlinie 0G,(juw)U]

Bild 1/6 Untersuchung des Regelkreises gemif der Gleichung|(1.2)

Die Beschreibungsfunktion der Begrenzungskennlinie |(1.8) kann beispielswei-
se |3]|entnommen werden.
N(A) = 1, fir [A|<Db

N(A) = i{arcsin (%j + % 1- (%) } fiir |A|>b. (1.8)

Jetzt mul3 noch gepriift werden, ob die gefundene Grenzschwingung (Pkt. GS)
stabil oder instabil ist. Die Priifung kann gema0 [3] oder erfolgen.
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Demnach soll das System einen stabilen Grenzzyklus GS; erzeugen. Tatséch-
lich jedoch entsteht im System keine Schwingung. Die entsprechende Simula-

tion des Systemverhaltens ist im [Bild 1/7 Hargestellt.

30

25 \e(t)

20

15

w(t)

10

0 20 40 60 80 100
Time (second)

Bild 1/7 Simulationsergebnisse zu Beispiel 1.2 mit Kg=2

Bei einer Verdnderung des Parameters Ky von 2.0 auf 0.8 (vgl. auch Bild 1/6
a) weist die klassische Anwendung der Harmonischen Balance eine tatsdchlich
vorhandene Grenzschwingung GS, aus. Sie ist in [Bild 1/8 flargestellt

30
(v
20

w0 {\[\
\ ANANARAN
NAFRIRVENE
VIV VYV

0 20 40 60 80 100
Time (second)

Bild 1/8 Simulationsergebnisse zu Beispiel 1.2 mit Kg= 0.8

Die Beispiele 1.1 und 1.2 verdeutlichen, daf} die zuldssigen Bedingungen fiir
die klassische Anwendung der Methode noch nicht ausreichend untersucht
wurden. Es ist nicht moglich, Aussagen hinsichtlich der tatsichlichen Tief-
paBeigenschaften der Ubertragungsfunktion G(jw) iiber die zu ermittelnde



1.1 MOTIVATION UND ZIELE DER ARBEIT 19

Frequenz (g vorab zu treffen. Weiterhin liefert eine solche Anwendung der
Methode unzuverlassige Hinweise zum Vorhandensein der Grenzschwingun-
gen im System.

Es ist davon auszugehen, dal? das Eigentliche dieser Methode
mit anderen Gesetzmafdigkeiten zusammenhéangt und das Vor-
handensein der Tiefpalieigenschaften nicht entscheidend fir
ihre Anwendung ist.

Ahnliche Phénomene treten auch bei Untersuchungen von Regelkreisen mit
irreguldren Ubertragungsfunktionen, die wie im Beispiel 1.3 keine TiefpaB3ei-
genschaften aufweisen.

Beispiel 1.3

Die Schwingungseigenschaften des Standardregelkreises von Bild 1/1 mit G(s)
i

gemiB ) und fy;(e) gemiB sollen analysiert werden. Die Untersu-
chung wird mit Hilfe von durchgeﬁihrt und ist in [Bild 1/9 Hargestellt.
G(S) = w (1.9)
(2+53)
u =ty (e) = 2sgn(e) .10
0
. TA
SUN(A) = - =
—— ! 0
=00 [} w |
' : v

kein Schnittpunkt \ . E G(jw)

keine Grenzschwingung

Bild 1/9 Untersuchung des Regelkl-reises Beispiel 1.3 gemil der Gleichung
1.2)
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Aus Bild 1/9 peht hervor, dafl im System keine Schwingungen entstehen diir-
fen. Die Simulationsergebnisse von Bild 1/10 peweisen das Gegenteil.

w(t)

e() \
1 /
0

0 5 10 15 20
Time (second)

Bild 1/10 Simulationsergebnisse des Regelkreises von Beispiel 1.3.

Bei der Betrachtung der aufgefiihrten Beispiele drangen sich viele Fragen auf:
» Wie entsteht ein Zustand der Dauerschwingung in solchen Systemen?

» Warum liefert die Methode der harmonischen Balance mit N(A) gemél
in vielen anderen Fillen bei Nichterfiillung der Tiefpaeigenschaften
korrekte Ergebnisse?

» Welche Klassen von nichtlinearen Systemen kdnnen mit der Methode der
Harmonischen Balance analytisch und welche numerisch untersucht wer-
den?

» Welche Harmonischen miissen bei der Untersuchung beriicksichtigt wer-
den, wenn die Ubertragungsfunktion G(jw) Resonanzstellen aufweist?

» Wann koénnen chaotische Bewegungen mit Hilfe der Harmonischen Ba-
lance zuverlissig aufgedeckt werden?
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Das Ziel der Arbeit ist es, eine zufriedenstellende Antwort auf die oben auf-
gefiihrten Fragen zu geben. Weiterhin soll sie die Liicke zwischen den vielen
vorhandenen ,,Berechnungswerkzeugen™ und ihre Anwendung auf Systeme
mit mehreren Nichtlinearititen schlieBen. Die Arbeit soll zeigen, dafl es mog-
lich ist, fiir sehr viele Typen der nichtlinearen Systeme mit Kennliniengliedern
u = f(e) zuverldssige Ergebnisse zu erhalten. Die TiefpaBeigenschaften des
Systems brauchen dabei nicht beriicksichtigt zu werden. Die Berechnung der
Beschreibungsfunktion soll anders als bei ihrer klassischen Anwendung nicht
mit e=A;sin(wt) bzw. wie in @ Abschnitt 5 ,,Two-sinusoid-input describig
function” mit e=Asin(w,t+d,)+Bsin(wgt+dp) sondern mit dem Eingangssignal

1.11)|d]rchgefiihrt werden.
€= A0+A1Sin((ﬂt)+2f(An,wn,t) (1.11)

Durch die geeignete Wahl der zu beriicksichtigenden héheren Harmonischen
(AL, W,,1) in soll erreicht werden, daf3 die Ergebnisse der Anwendung
der Harmonischen Balance zuverléssig sind. Damit kdnnen eindeutige Aussa-
gen erwartet werden. Nicht zuletzt soll in dieser Studie geklart werden, wann
das dynamische System keine TiefpalReigenschaften zu erfiillen braucht.

Dariiber hinaus soll der Entstehungsvorgang einer Dauerschwingung oder
einer chaotischen Bewegung (d.h. einer Dauerschwingung, die fiir t— oo eine
verdnderliche Frequenz und Amplitude aufweist) durch die Erweiterung der
Erkenntnisse bei der Anwendung der Harmonischen Balance erldutert und
analysiert werden.

Ferner sollen daraus resultierende Aspekte der Anwendung der Harmonischen
Balance bei Systemen mit mehreren nichtlinearen Gliedern umfassend darge-
stellt werden.
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1.2 Aufbau der Arbeit

Hauptmerkmal dieser Studie ist die Ausarbeitung eines moglichst einfachen
Verfahrens im Frequenzbereich fiir die praktischen Untersuchungen der Eigen-
schwingungsphidnomene in verkoppelten nichtlinearen Systemen. Die Methode
der Harmonischen Balance schlief8t eine wichtige Liicke in der Reihe der Be-
rechnungswerkzeuge des Ingenieurs fiir die Untersuchung solcher Systeme.

Im Kapitel 2 dieser Arbeit wird aus der allgemeinen nichtlinearen Differenti-
algleichung mit zeitinvarianten Parametern eine geeignete Struktur fiir die
Untersuchung des Systems im Frequenzbereich abgeleitet.

Kapitel 3 stellt eine erweiterte harmonische Betrachtung der transienten Vor-
génge in nichtlinearen Systemen vor. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird
der Umgang mit einem linearisierten System erldutert. Aus dieser Perspektive,
die das Verhalten des Systems fiir die Frequenz w— o wiedergibt, werden in
dem darauf folgenden Abschnitt das transiente Verhalten des Systems im Fre-
quenzbereich analysiert. Damit 148t sich das fiir die Schwingungsphdnomene
relevante Ubertragungsverhalten der nichtlinearen Glieder so formulieren, daB
sich daraus die Beziehungen fiir die Ubertragung jeder einzelnen Harmoni-
schen im Frequenzbereich zu einem beliebigen Zeitpunkt angeben lassen.

Mit den im Kapitel 3 abgeleiteten Zusammenhéngen lassen sich im Kapitel 4
die Anforderungen an die Beschreibungsfunktion formulieren, die eine zuver-
lissige Aussage iiber ihr harmonisches Ubertragungsverhalten ermoglicht.
Damit wurden die Voraussetzungen fiir die von den sog. Tiefpaleigenschaften
des Systems unabhingige Untersuchung des Systems geschaffen.

In Kapitel 5 wird der Zusammenhang zwischen der Harmonischen Balance
und dem Verhalten der Trajektorien im Zustandsraum erldutert. Nach der
Herleitung der Gleichung der Harmonischen Balance im Abschnitt @ und
ihrer Losung in wird der Vergleich dieser Losung mit den Werten der
Beschreibungsfunktion im Abschnitt durchgefiihrt. Damit lassen sich diese
Zustinde in einem nichtlinearen System definieren, die eine geschlossene
Trajektorie hervorbringen konnen.
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Im Kapitel 6 wird schlielich die Vorgehensweise bei der Untersuchung der
Stabilitdt der im Kapitel 5 gefundenen Zustinde vorgestellt. Weiterhin wird
kurz auf die sogenannten Bifurkationen, Anderungen des Systemverhaltens,
eingegangen sowie auf die Moglichkeiten der Entstehung von chaotischen
Schwingungen in nichtlinearen Systemen.

Kapitel 7 enthdlt einige ausgewihlte praktische Anwendungsbeispiele, die
eine Umsetzung der vorgestellten Algorithmen in der Praxis erleichtern sollen.

Im Kapitel 8 werden die wesentlichen Merkmale und Ergebnisse der vorlie-
genden Arbeit zusammengefalit, und es erfolgt ein Ausblick auf mogliche
Weiterfiihrungen der dargestellten Gedanken.

Der Anhang enthilt eine Ubersicht der verwendeten Syntax fiir die Gleichun-
gen und Symbole. Ein Literaturverzeichnis beschlieBt die vorliegende Ar-
beit.






25

2. Nichtlineare dynamische Systeme

Alle reellen Systeme sind global gesehen nichtlinear. Die mathematische Dar-
stellung ihrer funktionellen Zusammenhdnge fiihrt in der Regel auf Systeme
von nichtlinearen Differentialgleichungen mit iiberwiegend zeitinvarianten
Parametern (vgl. . Die letzteren sollen genauer in dieser Arbeit ana-
lysiert werden.

w(t) y(®)
—P F(y(n)’y(n-l)’."’y,w(m),w(m-l)’".’w) =0 [—» @.1)
Bild 2/1 Allgemeine Darstellung eines zeitinvarianten nicht- linearen
Systems

Fiir die Variablen der nichtlinearen Funktion F aus gelten folgende Glei-
chungen:

y® = d“y( w® = d“w(t) .
dt* dt*

22)

Abhingig von der ZweckmaBigkeit fiir die gesetzten Ziele der Analyse kann
eine von vielen moglichen Ersatzstrukturen fiir die Untersuchung
des nichtlinearen Systems [(2.1)] gewahlt werden. Im Hinblick auf die leichte
mathematische Handhabung der in der Gleichung [2.1)]tatséichlich
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vorhandenen nichtlinearen Beziehungen sollen fiir die Ersatzstruktur nur ein-
deutige nichtlineare Funktionen der Form

u=F (e) (23)

angestrebt werden. Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, daB die Herleitung der
Beziehung fiir die nichtlinearen Systeme gemé&f immer dann mdg-
lich ist, wenn alle Funktionen[(2.3), die nicht eindeutig sind und Hysteresever-
halten aufweisen, eindimensional sind. D.h. u in ist nur von einer Varia-
blen e abhdngig.

2.1 Geeignete Struktur nichtlinearer Modelle

Bei der Aufstellung von Ersatzgleichungen fiir |[(2.1)|und Herleitung der nicht-
linearen Funktionen konnen alternativ drei Moglichkeiten der Umwand-
lung der Gleichung genutzt werden:

> Erstens konnen die vorhandenen Mehrdeutigkeiten in den nichtlinea-
ren Beziehungen herausberechnet werden (vgl. Bild 2/2 ).

> Zum zweiten werden lineare Subsysteme aus der Gleichung [2.1
substituiert.
> Im dritten Schritt miissen die impliziten Zeitableitungen der Varia-

blen in den nichtlinearen Funktionen substituiert werden

Weitere Hinweise und Erlduterungen fiir die Mdglichkeiten der Vereinfachung

der Gleichung konnen [5]][[8] und [9]]entnommen werden.
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Beim Vorhandensein von mehrdeutigen nichtlinearen Funktionen kann
nach @ oder [8]]ein allgemeingiiltiges Ersatzschaltbild mit eindeutigen Be-
ziehungen gemiB [Bild 2/2 hind Bild 2/3 hngegeben werden.

flerow)zy

Lo /
© eth(u)
i : A«nu)) 0

Bild 2/2 Mehrdeutige und asymmetrische Kennlinie einer nichtlinearen
Funktion.

Eine mehrdeutige Kennlinie wie in Bild 2/2 |dargestellt kann demnach immer
in eine Ersatzbeziehung siehe Bild 2/3 pmgerechnet werden.

e*=e-P(u)sgn(e),
€ I ? fi(e*)
T duysen(e)
. 7 | Y

Bild 2/3 Ersatzschaltbild fiir die in|Bild 2/2) dargestellte Kennlinie

In wird gezeigt, dall durch eine geschickte Einfilhrung von neuen Varia-
blen die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung umgeformt
werden kann. Damit wird erreicht, da die impliziten Zeitableitungen in den
nichtlinearen Funktionen substituiert werden.
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Um diese Umrechnung vorzunehmen, werden zuerst fiir die Zeitableitungen
der Variablen w und y neue Variablen gemiB [2.4)]eingefiihrt. Es gilt:

d"y
- v —
Yo=Y an
,.’...., oy
Y. =Y = at
2.4
w o=w™ = d"w o
! dt™
) ,_, -
W, =W=—
dt
Mit ergibt sich fiir [2.1)|die Gleichung
F(yn: """ ,Y1aYsza """ ,WI,W):O (2.5)
Aus [2.4)]folgt weiter das Gleichungssystem
Y2=¥1 e > ¥Yn = ¥na 2.6)

Aus bis geht hervor, daf3 eine nichtlineare Funktion gemaf
Bild 2/4 |

durch ein in Bild 2/4 dargestelltes System eindeutig wiedergegeben ist.

wit) o G, (s) =7‘(S) =s' mit i =1,...,m
W(t) G g > iw W S
' w(8) wi JFOu¥e¥s | y(h)
Yy ] . =0 >
Y G, (s) [ "
Iy o Yi(s) . .
q G, (s) :W:SJ mit j=1,.,n
s

Bild 2/4 Ersatzsystem mit stationdren nichtlinearen Kennlinien.
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In der Beschreibung eines Systems konnen jetzt die nichtlinearen Bezie-

hungen gesondert beriicksichtigt werden. Somit 148t sich fiir jedes dyna-
mische nichtlineare System mit zeitinvarianten Parametern eine in|Bild 2/5

dargestellte Ersatzstruktur angeben.

r

fu@®

A

dynamisches lineares Subsystem

nichtlineares System

Bild 2/5 Ersatzstruktur fiir ein dynamisches nichtlineares System.

Die Funktionen fy (e) stellen eindeutige nichtlineare Kennlinienglieder dar.

2.2 Aufstellung der Systemgleichungen

Das in Bild 2/5 [dargestellte System 148t sich weiter umformen. Eine vollstin-
dige Struktur, die sich fiir die Analyse des Systems im Frequenzbereich her-

vorragend eignet, zeigt Bild 2/6

> H(s) >
h
W V(s) W@ o ) oty
R(s)

Bild 2/6 Allgemeine Struktur des nichtlinearen Systems
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Fir die Beschreibung des Systems wird angenommen, dafl die Laplace-
Transformierten der einzelnen Vektoren w(t), u(t), e(t) und y(t) existieren. Die-
se Festlegung ist nur formell erforderlich, um die Elemente der linearen Matri-
zen H, F, V und R zu definieren. Dadurch ist eine einfache Beschreibung des
Systems moglich.

Um eine iibersichtliche Schreibweise zu erreichen, wird auf die ibliche
Schreibart der transformierten Grofen in Grofbuchstaben sowie auf den Ope-
rator ,,s“ verzichtet. Jedes Element der Matrix H, F, V und R stellt eine lineare
Differentialgleichung dar.

Damit gelten fiir das in Bild 2/6 dargestellte System folgende Gleichungen:
en) = VagWan + RomUmn @7

Y = HxgWen T FoomUm, 28

Um,1) = fNL(m,l)(el, €2,...€n)s 29)

Fiir die einzelnen Grofen gilt:

* n= Anzahl der Eingénge der nichtlinearen Glieder e,

* m = Anzahl der Ausgénge der nichtlinearen Glieder u,
* = Anzahl der Systemeingénge w,

* k= Anzahl der Systemausginge y,

e Vektoren : W(q,l), e(n,l), ll(m,l), y(k,l)a

° Matrizen . V(n,q)a H(k,q)a R(n,m): F(k,m) R fNL(m,l)'

Die Elemente von R, V, H und F sind bei reellen Systemen rationale Funktio-
nen, die im Weiteren vorausgesetzt werden. Es ist offensichtlich, daB3 die
nichtlinearen dynamischen Eigenschaften des Systemverhaltens im Zustands-
raum vor allem auf die in dargestellte Struktur beschrankt werden
konnen (vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen in Kapitel 5 und 6).
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Der EinfluB von H und R auf das Systemverhalten kann mit den bekannten
Methoden fiir lineare Systeme untersucht werden (vgl. u.a.).

In einem allgemeinen Fall wird fiir w = const. die Gleichung vorausge-
setzt.

yfﬂ(‘ﬁ-l{v(s)v:}J # const . (2.10)

Wegen wird V(s) in der weiteren Analyse der nichtlinearen Systeme
berticksichtigt. Gilt jedoch fiir w = const. und t - 0 v = const., dann kann V(s)
bei der Analyse weggelassen werden.

w—s V(s) %N E& fu(® Y

A

A
<

R(s)

Bild 2/7 Wesentliche Teilstruktur eines nichtlinearen Systems

Das in dargestellte System bildet die Grundlage fiir die weiteren Un-
tersuchungen des Systems im Frequenzbereich. Daraus lassen sich die Bezie-
hungen der Harmonischen Balance (vgl. Kapitel 4) herleiten. Zuerst soll je-
doch prinzipiell auf das Verhalten der in diesem Kapitel beschriebenen nicht-
linearen Systeme eingegangen werden. Anschliefend soll im Abschnitt aus
der Sicht der Frequenzanalyse auf die Eigenschaften der transienten Vorgénge
und somit indirekt auf das Verhalten im Zustandsraum eingegangen werden.
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3. Das Systemverhalten und die Entstehung
von Schwingungen

In ihrer klassischen Darstellung, wie in oder vorgestellt, liefert die
Methode der Harmonischen Balance immer wieder brauchbare Ergebnisse
auch dann, wenn die TiefpaBBbedingungen nicht erfiillt sind. Warum diese
Ubereinstimmung mit dem tatséichlichen Systemverhalten in diesen Fillen so
gut ist muf erst untersucht werden.

Die Kapitel 3, 4 und 5 stellen eine erweiterte Betrachtungsweise fiir die Analy-
se der Phdnomene der Harmonischen Balance in nichtlinearen Systemen vor.

Um mehr Versténdnis fiir das Systemverhalten zu erlangen, muf3 vordergriin-
dig die Frage gestellt werden, wie ein Zustand einer Dauerschwingung iiber-
haupt entstehen kann. Mit den so gewonnenen Erkenntnissen kann dann der
bewidhrte Einsatz der Harmonischen Balance und der Beschreibungsfunktion
fiir eine erweiterte Analyse des Systemverhaltens erfolgen.

Der erste Einblick in das Verhalten eines in [Bild 2/7 Hargestellten nichtlinea-
ren Systems ist moglich, wenn folgende Untersuchungen des Systems durch-

geflihrt werden:

> Bestimmung der stabilen und instabilen Bereiche des Systems,
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> Berechnung der singuldren Punkte des Systems d.h. dieser Zu-
stinde, fiir die x =0 gilt, wobei x flir den Vektor der Zustands-
variablen steht.

Die Bestimmung dieser Zustinde eines nichtlinearen Systems ist ausfiihrlich in
der Literatur beschrieben. Beispielsweise konnen die notwendigen Untersu-
chungen geméf Abs. 1.4 oder 2.2.4 bzw. anderen Literaturquellen ent-
nommen werden. In diesem Zusammenhang soll darauf hingewiesen werden,
dafl diese Berechnungen nicht mit der Berechnung der Stabilitéit gleichzuset-
zen sind. Jene wird separat im Kapitel 6 durchgefiihrt.

Die erste Einsicht in die stabilen und instabilen Bereiche des nichtlinearen
Systems kann mit Hilfe der Theorie fiir lineare Systeme erfolgen. Im Abschnitt
3.1 soll auf entscheidende Aspekte ihrer Anwendung niher eingegangen wer-
den.

3.1 Lineare Betrachtung nichtlinearer Differen-
tialgleichungen mit Kennliniengliedern

Ublicherweise wird bei der linearen Betrachtung nichtlinearer Differen-
tialgleichungen an die Linearisierung der nichtlinearen Kennlinie u = fy;(e) im
Arbeitspunkt (einem stationdren Zustand) gedacht. Dabei werden die fiir t— oo
giiltigen Werte e, beriicksichtigt, um die fiir die Linearisierung notwendigen
Differentialquotienten zu bilden. Damit 146t sich die nichtlineare Kennlinie fiir
die Anderungen Ae um den Arbeitspunkt als eine lineare Funktion dar-
stellen. Einzelheiten hierzu konnen z.B. Abschnitt 2.7 entnommen werden.

5| of
Au = — 1 Ae,.
3[5]

1

Um jedoch zu beurteilen, wie sich ein nichtlineares System in einem Zeit-
intervall t, bis t,+At, mit At — 0 verhalten wird, muf} anders vorgegangen wer-
den. Diese Sichtweise des Systemverhalten, die wegen 4t -0 zugleich das
Verhalten flr w- codarstellt, ermoglicht eine andere lineare Betrachtung der
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nichtlinearen Differentialgleichungen, welche einen wichtigen Einblick in die
Systemeigenschaften erdftnet.

In jedem beliebigen Zustand des nichtlinearen Systems und zu jedem beliebi-
gen Zeitpunkt t, (Wegen der Integrationsvariablen t wird hier die Variable t,
verwendet.) gilt fiir eine eindeutige Kennlinie u = fy;(e) mit einer Eingangsva-

riablen e die Bezichung

u="f ) =e Ky (e) (3.2)

Damit kann in t, der Zustand einer nichtlinearen Differentialgleichung fiir
t,+At, mit At - 0 durch eine lineare Differentialgleichung beschrieben werden.
Ebenso gelten fiir nichtlineare Glieder mit mehreren Eingangsvariab-len e,
€,,..., €, Zu einem beliebigen Zeitpunkt t, einer eindeutigen Funktion u=fy (e,
€2,..., €y) die Gleichungen Jede der Gleichungen in definiert den
gleichen Wert von u, weil u in t, fiir alle Eingangsvariablen gleich ist. Mit

— fa (e Cun) L

u e, = Ky (e))ey,
¢
fo(e.,€, s, €
u= NL( Itx > ~29°°* ntx) ez - KNL]Z (ez)ez,
e, (3.3)
yererens ,
o (€1 5 €0 5eees €
u= NL( Itx > ¥ 2tx 2°°°> n)en:KNLln(en)en

(&

n

ist das Ubertragungsverhalten zwischen dem Ausgang u und den einzelnen
Eingéngen e, e,,..., ¢, definiert. Das gemeinsame Wirken der Einginge auf
den Ausgang wird durch die Addition der linken und rechten Seiten von
ermittelt. Damit ist es moglich fiir nichtlineare Funktionen mit mehreren Va-
riablen in t, eine lineare Ersatzfunktion abzuleiten. Fiir u gilt damit die Glei-
chung
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1
u = H(K e (€)e, + Ky (ey)e, +o + Ky, (en)en) (3-4)

In t, ist das Systemverhalten eindeutig durch bis bestimmt. Es kann
erwartet werden, dall das System, in der Zeit von t, bis t,+At, mit At - 0 d.h fiir
W - oo sich als ein lineares System mit bestimmten Anfangsbedingungen und
linearen Ersatzverstirkungsfaktoren Ky, aus {3.2)]bzw. [3.3)|pbrhalten wird.
Fiir die nichtlinearen Glieder mit i=1,2,...,n Eingénge und k=1,2,....m Ausgén-
ge gilt damit die in [Bild 3/T Hargestellte Struktur und die daraus resultierende
Gleichung [3.5)}

n n

Ky (€9)e; = Z K "xw €; (3.5)
i=l i=1

u, =

mit K 'y = Kno(e)/n und Kyii(e;) geméB

e *
—— ¥ K ul u
e . . i ) 1
1 . :
> Ko | o ‘e -
1> ——p] K +

KNLHTI\\ ) - NL1n
: " P " : : :
s > e, o +
e, Ky, K'nime u,
’~ mn .
€, K*
4’ NLmn +

Bild 3/1 Ersatzstruktur eines Kennliniengliedes mit mehreren Eingangs-
und Ausgangsvariablen

Diese Zusammenhinge lassen sich noch weiter im Zeitbereich darstellen. Zu
diesem Zweck werden die Gleichungen des nichtlinearen Systems in eine
zustandsraumrelevante Beschreibung iiberfiihrt.
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Bezogen auf die Vektoren w und r stellt das nichtlineare System (vgl.
) eine Serienschaltung von zwei linearen Subsystemen dar. Das nachfolgende
Subsystem kann als eine Reihenschaltung eines ,,Verstiarkungsfaktors® Ky (e)
gemiB mit einer linearen Zustandsstruktur, welche durch die Riickfiih-
rung der Grofle r gekoppelt ist, angesehen werden. Wegen bis kén-
nen die nichtlinearen Beziehungen in der Form dargestellt werden.

u=Fy (e)=Ky.(e)e (3.6)

Fyi(e) ist dabei eine Matrix der nichtlinearen Funktionen. Fiir sie gilt gemif

und die Gleichung

Ky (©) Ky, (© 0 0
Ill nl s > .oy veey ceey eaey
Kz (€ Ktz +n (€
Ky.(e)= 0, 0, NL2;1| ( )’ " NLz(n.mz)( )’ 0 .. 0
2 2
(3.7

Bei der Durchfiihrung der Berechnungen ist an dieser Stelle die Einfiihrung
von fiktiven nichtlinearen Funktionen, die einen 0-Wert liefern, empfehlens-
wert (vgl. hierzu und Abschnitt 2.1.2). Damit wird die Dimensions-
gleichheit der nichtlinearen Ein- und Ausginge und in der Folge die ge-
wiinschten quadratischen Matrizen der Systembeschreibung erreicht. Fiir e in

gilt weiter die Gleichung

e=v-+r (3.8)

Fiir v und r kdnnen in Abhéngigkeit von w und u sowie der Zustandsvariab-len

x, von V und xg von R die Gleichungen und |(3.10) angegeben werden
(vgl. hierzu auch Abschnitt 2).



38 3. DAS SYSTEMVERHALTEN UND ... SCHWINGUNGEN

x,=Ax, +B w

vavw

v=C.,x,+D w G

o N
r=Ru <:> Yo S AgXe *Bu (3.10)

r=C.x; +D_u

A,, B,, C,, D, sowie Ay, Br, Cr und Dy stellen die bekannten Matrizen der
Zustandsraumdarstellung eines linearen Systems dar.

In kann fiir €[(3.8)] fiir v aus[(3.8] die Gleichung|(3.9] und schlieBlich fiir
r aus die Gleichung [3.10)|eingesetzt werden. Daraus entsteht

u=K,,;C,x, +KD,w+K;Cpx; +K D;u (G.11)
Mit|3.12)

H, =1-K D) 'K 3.12)

gilt flir die Gleichung

u=H_ ,C,x, +H;C;x; +K ;D,w (3.13)

Die Darstellung ist nur dann moglich, wenn Hy existiert. D.h. die De-
terminante det(1-Ky;Dr) # O ist. Dieser Fall kann bei einem realen System
vorausgesetzt werden, weil sonst gar kein eindeutiger Zusammenhang zwi-
schen Ein- und Ausgangsgrofien bestehen wiirde. Weitere Ausfiihrungen hier-
zu konnen beispielsweise , Abschnitt 9.1 und 9.3 entnommen werden. Eine
zZu dquivalente_Ausgangsgleichung des nichtlinearen Systems ist in
Blockschreibweise in[ 3.14 ) angegeben.

u= (HC, HNLCR)(XVJ-i-(HNLDv)(W)

X g (3.14)
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Analog kann aus bis [(3.10) mit A, = Ag + Bg Hyp Cr die Gleichung
[3.15)]hergeleitet werden.

Xv Av 0 Xv BR (w)
= +
X p B;H,,C, A,)(x; B;H, D, 315

Enthélt das System nur nichtlineare Glieder mit einem Eingang, dann ist der
Einsatz der Ersatzverstirkungsfaktoren gemaf3 plausibel. In diesem Fall
werden die Stabilititsbereiche des nichtlinearen Systems durch die Untersu-
chung des linearen Systems mit Ky, als Parameter durchgefiihrt. Die Ersatz-
verstiarkungsfaktoren Ky ersetzen dabei die nichtlinearen Funktionen. Die bei
dieser Untersuchung gewonnenen Informationen ermoglichen zusammen mit
der Untersuchung der Ruhelagen des Systems die erste Beurteilung der Sy-
stemeigenschaften. Die Vorgehensweise 146t sich an einem Beispiel verdeutli-
chen.

Beispiel 3.1
Es soll ein Standardregelkreis von [Bild 1/1 juntersucht werden, welcher eine in
Bild 3/2 dargestellte nichtlineare Funktion enthilt. Fiir G(s) gilt
-1 + +0.1
G(s) = 50(s+3)(s+0 )2
(s+1D)(s+100)(s+2)
Die stabilen und instabilen Bereiche des Regelkreises kdnnen z.B. durch die

Anwendung des Nyquist-Kriteriums auf den Frequenzgang des offenen Krei-
ses festgelegt werden.

(3.16)

a) | !FNL(e) b) Fu(©)

&=C

a) nichtlineare Kennlinie Fy;(e)= 10 arctan(e’/100)
b) Ersatzverstirkungsfaktor Ky (e)= (10/e) arctan(e*/100)

Bild 3/2 Nichtlineare Funktion zu Beispiel 3.1
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Die Untersuchung muf} fiir 0<Ky;<1,9 gemaB [Bild 3/2 p) durchgefiihrt wer-
den. Sie ist in [Bild 3/3 Hargestellt.

a) b
| ) Fu(©)
KniG(jo) U e
{ 2
15
/ 1
0.5
) - = . e
Haabile | bl 1 stabile 20
Bereich Bereich Bereich
instabile instabile
Bereich Bereich

a) Frequenzgang des offenen Kreises
b) Ersatzverstirkungsfaktor Ky (e)= (10/e) atan(e*/100)

Bild 3/3 Ermittlung der stabilen und instabilen Bereiche des Regelkreises
Beispiel 3.1

Fiir Knp>1,47 weist der Verlauf von G(jowyKyp) um den Punkt (-1,0) auf ein
instabiles Systemverhalten hin. Die stabilen und instabilen Bereiche sind in
Bild 3/2 |b) gekennzeichnet. Die singuldren Punkte des Systems konnen
3/4 entnommen werden. Sie sind fiir alle Schnittpunkte von u=(w,-¢)/G, mit u
= Fai(e) = 10 atan(e’/100) gegeben wobei Gy=G(s=0) ist.

u=Fnr(e)

u=(wy-e)/G,

mit Go=G(s=0) 10 atan(e*/100)

_"_'.
Bild 3/4 Graphische Darstellung der e- und u-Werte der singuldren Punkte
des Regelkreises von Beispiel 3.1
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Aus Bild 3/4 ] [Bild 3/3]und|Bild 3/2 |kann die grundlegende Beurteilung des
Systemverhaltens erfolgen:

1.

Fiir kleine e und w, kénnten im System stationére Zustdnde ohne Schwin-
gungen auftreten, weil es solche Ky O(0 ... 1,47) gibt, die auf ein stabiles
Systemverhalten fiir w — oo deuten. Gleichzeitig sind diese Ky fiir kleine e
moglich. Das heifit, dal es um die Ruhelage = 0 (alle Zustandsvariablen
sind gleich 0) einen stabilen Bereich gibt, wo solche w, = const. existie-
ren, daB das System die in [Bild 3/4 jangezeigten Zustinde annchmen
konnte. Moglicherweise fiihrt das System in diesem Bereich eine Schwin-
gung mit einer festen Frequenz w aus.

Fiir groBBere Werte von e und w, existieren bezogen auf w - o0 sowohl
stabile als auch instabile Bereiche im Systemverhalten. Somit koénnen
Grenzschwingungen nicht ausgeschlossen werden. Moglicherweise kon-
nen auch stabile Ruhelagen ohne Grenzschwingungen fiir groe Werte
von e erreicht werden.

In [Bild 3/5 [sind die entsprechenden Simulationsergebnisse dargestellt. Sie
bestitigen die Aussagen vom Punkt 1 und 2.

20 (1-8.0
s g
SW(t)_lgsl{\ll[\Hll!\\!\\ \l\l
e
) VAL AT

Y

Time (second)

Bild 3/5 Die Simulationsergebnisse des Regelkreis von Beispiel 3.1
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Bei Systemen, die nichtlineare Funktionen mit mehreren Variablen enthalten,
mul} die lineare Untersuchung der stabilen und instabilen Bereiche die Ersatz-

struktur von [Bild 3/1 |periicksichtigen. Die Zusammenhénge lassen sich am
Beispiel eines in Bild 3/6 dargestellten Regelkreises nachvollziehen.
Beispiel 3.2

Im Regelkreis von [Bild 3/6 |stellt die nichtlineare Funktion ein Produkt e der
Variablen e; und e, mit einer Begrenzung B=9 der Ausgangsgrofie u fiir

|6162|29.
|u—> Gs) |

v

Bild 3/6 Regelkreis mit einem Kennlinienglied mit zwei Eingangsvaria-
blen.

Fiir G(s) gilt die Gleichung [3.17),

600 (s + 48)(s +1.5)(s + 0.1)
(s +1)(s +20)(s +100)(s + 2)° 617

G(s) =

Die einzelnen Verstirkungsfaktoren gemif konnen |(3.18) und {3.19)|
entnommen werden. Der Index t, wird dafiir verwendet, diese Variablen zu
kennzeichnen, welche als Parameter mit dem Wert in t, in die Gleichung des
Verstarkungsfaktors eingehen. Es gilt:

<9

Kai(e) = P —2% —¢ . fiir den linearen Bereich ‘ele2lx

(3.18)

Bsgn(e,e,) _ 9sgn(ee,)

29

Kyn(e) = fiir die Sattigung ‘elezlx

€ €
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W _ G

Ky n(ey) = =¢,, fir den linearen Bereich e e,|<9
2 2
s . (3.19)
Koy o(ey) = Do80EC)  9S80(&C) i e Siitigung [e,, e,| 29
ez ez

Aus den oben aufgefiihrten Gleichungen fiir die Verstirkungsfaktoren geht
hervor, dafl sich Kyp;; und Kyppp fiir -o0<e;,e,<+o insgesamt in folgendem
Bereich verdndern konnen:

Kyn(e)t (_ °°n+°°) und Ky ,(e,)U (_ °°’+°°)‘ (3.20)

Nach der Beriicksichtigung der Beziehung fiir n=2 ist der Regelkreis fiir
folgende Verstiarkungsfaktoren zu priifen:

K'spir O(-00,400) und Ky O(-00,+00). 321)

Die Untersuchung der Stabilititsbereiche kann jetzt beispiclsweise durch die
numerische Berechnung der Pole des geschlossenen Regelkreises erfolgen. Fiir
die Berechnung gilt die in Bild 3/7 flargestellte Ersatzstruktur.

G(s)

v

Bild 3/7 Ersatzstruktur fiir die Untersuchung der Stabilitétsbereiche

Die Gleichung enthilt die Ubertragungsfunktion Gy(s)=y/w des ge-
schlossenen Regelkreises von Bild 3/7
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6,0 Z,(s) _ 60(4K,, =3K3, ) +48)(s +1.5)(s +0.1) (3.22)

CNLG) (s+DEH20)(s+100)6 +2)° 240K, (s +48)6 +1.5)(s+0.1)

Jetzt kann die charakteristische Gleichung von Gy(s) d.h. Ny(s)=0 untersucht
werden. Dadurch werden die stabilen und instabilen Bereiche des Systems d.h.
die Polverschiebung in Abhéngigkeit von K'ni12 sichtbar gemacht. Der Wert
K xiin wirkt sich nicht auf die Stabilititsbereiche aus, da er die charakteristi-
sche Gleichung von Gg(s) weder iiber die Pole noch iiber die Nullstellen des
Systems beeinfluf3t.

In[Bild 3/8Jst die fiir die Untersuchung relevante Verteilung der Realteile der
Pole O(s;) des Systems von Beispiel 3.2 enthalten. Positive Realteile kdnnen
fir alle K*Nm < -1.165 ausgewiesen werden. Daraus geht hervor, dafl das
System fiir all e; und e,, welche K*Nm < -1.165 erzeugen, einen instabilen
Charakter fiir w - cod.h. fiir t, bis t,+At, mit At - 0 aufweisen wird.

O(s)

*
T h > I<NL]2

A

[}
[}
[}
: 8
instabil <}:{:# stabil

WP

Bild 3/8 Realteile der Pole U(s;) des Systems von Beispiel 3.2 in Abhén-
gigkeit von K

~
z
I
i
—_
—_
QN
(9]
iJn

NL12

Die moglichen stationdren Werte €, €30, Yoo VON €1, € und y der singuldren
Punkte konnen unter Beriicksichtigung von |3.5),(3.18) und |(3.19) berechnet
werden.




3.1 LINEARE BETRACHTUNG NICHTLINEARER DIFFERENTIALGLEICH. 45

Damit gilt fiir den linearen Bereich d.h. fiir |ejw€./<9 mit K*Nm:elm/Z,
K'\p11=e2/2 und G(s=0) = lim, _ o G(s)) die Gleichung

1728 Si= _ 1296 S2o

Yo = 2 2w, (3.23)

8000 +1728 %

Fiir die Begrenzung d.h. fiir |e;.,6,,[29 gilt

1728 9Sgn(elw62m) _1296 9Sgn(elw62w)
- €20 2¢., (3.24)
Yo osen(ene.)
8000 +1728 ———=>—=2~
2e,,

Fiir w,, gilt : wWe, = W(t —» ) = const.

Die in dargestellte Simulation bestitigt die Richtigkeit von und
Wegen |eiwess| = [(-0.6)(0.919) < 9 (vgl. Bild 3/9 }h) gilt fiir y., die
Gleichung . Mit w=2.0 ergibt sich fiir y,, der Wert —0.149. Ebenso gilt
fiir der Wert y=-4.86 wobei w,=10.0, €.,=-3.0 und e,,=5.94 ist (vgl.
Bild 3/9 b).

a b
), )
3 15
We=10/0
— 10
2 Weo=2.0 . _ o —5.94
1 €, =0.919
0
w— -J.U
0 Yo 520149 s <) =
-1 C1o0=.=0.0. -10 !Jr, Yo~
2 -15 !
-20
-3 ]
-25 V
“ -30
-5
0 100 200 300 0 10 20 30 40
Time (second) Time (second)

Bild 3/9 Stationdre Zustinde des Systems von Beispiel 3.2
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Mit der weiteren Analyse der Gleichungen (3.18)|und [3.19){und der Beriick-
sichtigung der Ergebnisse fiir die Untersuchung der singuldren Punkte und des
Verhaltens des Systems fiir w — oo lassen sich weitere Schliisse ziehen:

1.

Fir w=0 existiert, wegen ;=0 und damit u=0, eine Ruhelage des
Systems im Nullpunkt. Weiterhin kann das System fiir kleine el auch
kleine e2 erzeugen, welche K > -1.165 ergeben. Damit kann erwartet
werden, daf3 sich fiir genligend kleine Ansteuerung des Systems ein statio-
nérer Zustand ohne Grenzschwingungen einstellen kann. Die in
a) dargestellte Simulation bestdtigt diese Aussagen.

Fiir groBBere Werte von w zeigt das System zuerst einen instabilen
Charakter, weil K*Nm < -1.165 wird. Mit dem wachsenden Werten von e2
oder el bzw. w bewegt sich K*Nm auf den Wert 0 zu und das System
wird wieder stabil. Damit entstchen moglicherweise Schwingungen im
System. Fiir genligend groBe Werte von w kdnnten deswegen auch statio-
nidre Zustinde ohne Grenzschwingungen entstehen.

Die Simulationsverldufe von [Bild 3/10 feigen die mdglichen Grenzschwin-
gungen und die Auswirkung von w(t) auf den stationéren Zustand bei gréferen
Werten von w.

60
40 \ 1\\ \ \y(t)
” w(t)=5.0 w(t)=10.0
0 ] ]
-20 / // // { /
-40 i J !
0 10 20 30 20 =

Time (second)

Bild 3/10 Simulationsverldufe zu Beispiel 3.2
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Die in diesem Abschnitt vorgestellte Betrachtung eines nichtlinearen Systems
ermoglicht die Analyse des Entstehungsvorganges einer potentiellen Schwin-
gung, wenn stabile und instabile Bereiche im System fiir w — o vorkommen.

Allerdings ist es moglich, sich bei Systemen mit vollstindig stabilem Bereich
fiir w - o0 die Schwingungsphénomene fiir andere Frequenzen vorzustellen.

Deswegen muB bei der Schwingungsanalyse mit Hilfe der Harmonischen Ba-
lance, eine solche Beschreibung der einzelnen Grofle im System angestrebt
werden, die fiir einen transienten Vorgang eine Untersuchung des Systemver-
haltens im Frequenzbereich ermdglicht. Gleichzeitig muf3 gewahrleistet wer-
den, daB das Ubertragungsverhalten der linearen und nichtlinearen Glieder in
einem beliebigen Zeitaugenblick t, fiir alle Frequenzen 0<w<oco genau wie bei

W - o eindeutig analysiert werden kann. Die grundlegenden Zusammenhénge
hierzu sind im Abschnitt beschrieben.

3.2 Harmonische Betrachtung transienter Zeit-
vorgange

Nach der Auslenkung aus einer Ruhelage soll das Systemverhalten untersucht
werden. Fiir t<0 gilt in einer Ruhelage:

alle f(t<0) = f;, = const. (3.25)

Wenn der momentane Zustand des nichtlinearen Systems fiir ein beliebiges
t=t, untersucht werden soll, dann ist fiir t{J(0 ... t;) nur ein Ausschnitt aus ei-
nem Verlauf f(t) fiir t(0 ... o) zu betrachten.
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Der transiente Vorgang kann unter diesen Voraussetzungen in dem Zeitinter-
vall tO(0 ... t,) als Fourierreihe dargestellt werden. Die physikalische Bedeu-
tung der Fourierreihe ist z.B. in ausfiihrlich beschrieben. Es soll darauf
nicht ndher eingegangen werden. Fiir diese Arbeit stellt sich nur die Frage,
welche Besonderheiten fiir die Analyse der Ubertragungseigenschaften der
linearen und nichtlinearen Glieder im Frequenzbereich beriicksichtigt werden
miissen. Im Folgenden wird die Verwendung der Fourierreihe fiir die Analyse
des transienten Vorganges sowie ihre daraus resultierende physikalische Deu-
tung kurz vorgetragen.

Geniigt die Zeitfunktion f(t) im Intervall t=t, bis t; mit t,[J(0 ... t,) den Di-
richletschen Bedingungen, dann ist sie in diesem Zeitintervall durch eine Fou-
rierreihe beschrieben. Da die Fourierreihe fiir die Sprungstellen in t=t,
den Wert {(f(t,+0)+ f(t,-0))/2}liefert, muB3 in der hier stattfindenden Betrach-
tung dieser Umstand in t= t, und t=t, beriicksichtigt werden. In t, und t, besitzt
die Reihe Sprungstellen, die dem tatsichlichen Verlauf von f(t) nicht
entsprechen. Sonst ist f(t) fiir t= t,+0 bis t,-0 eindeutig durch [3.26)| abgebildet.
Ein so abgebildeter Abschnitt der Funktion f(t) wird weiter als f,(t) bezeich-
net.

£ (9= % +3 (A cos(n2muAt, - t,)) + Ag sin(n2mut, -t,)))
n=1
Agy = t it ]’f(t)cos(nzm/(tx -t,))dt n=012.. @32
b 0 t,
Ay, = . it ]f(t)sin(r]2T[t/(tX -t,))dt n==L2..
X 0ty

Fiir die Periodendauer Ty gilt: Ty =t - t,.

Es ist offensichtlich, daf diese Fourierreihe die Zeitfunktion f(t) nur in einem
einzigen Augenblick namlich in t, und nur fur t/ZAt, ... t,) korrekt beschreibt.
Mit der wachsenden Zeit t verldngert sich die Periodendauer Ty von [3.26)]und
die Amplituden und Phasenverschiebungen der einzelnen Harmonischen ver-
andern sich.
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Bei den linearen Gliedern wird die Auswirkung des Frequenzganges G(jw)
und des Eingangssignals u der Ubertragungsfunktion G(s)=r(s)/u(s) auf ihr
Ausgangssignal r betrachtet. G(jw) bietet eine wichtige Mdglichkeit, den Ge-
halt der Harmonischen in r darzustellen.

Unter der Voraussetzung, daB u(t) als Fourierreihe gegeben ist, existiert
fiir u(t) die Laplacetransformierte u(s) = £{ u(t)}.

Die Anwendung der Laplacetransformation liefert folgende Beziehung:

1(t) = £141(s)} = £'{ G(s) u(s) + Fan(s)}, (327

wobei die Funktion Fan(s) die Anfangsbedingungen einbezieht. Im weiteren
mul} die Verschiebung der Zeit um t, in [3.27)|beriicksichtigt werden.

Mit s=jw gilt fir tO(t, ... t,) folgende Beziehung:

fo-0 (0 = D(TUU,, + U, G0, ) sintoe (1-1,))
+O{(U,, + U G0, costn, (1=t D) + B0 = 328)

= 1p(t-to) + ri(t-to)

wobei ry(t-t,) der harmonische Anteil ist, r,(t-t,) als eine Restfunktion bezeich-
net werden kann und Ug,, U, die Fourierintegrale aus fiir u darstellen.

r(t-t,) soll bei stabilen Systemen fiir t » o gegen einen konstanten Wert stre-
ben und kann geméif berechnet werden.

r(t-to) = £ {U(s)G(s) )+Fan(s)} - ta(t-to) (3.29)

Beispiel 3.3 veranschaulicht den Umgang mit den einzelnen Zeitintervallen
und harmonischen Funktionen.
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Beispiel 3.3.
Ein Integrator G(s)=R(s)/U(s)=1/s befindet sich in der Ruhelage = 0 und wird
zum Zeitpunkt t=0 durch das Eingangssignal u(t)=1+sin(t) angesteuert. In
t,=10 sek sollen die Amplituden und Phasenverschiebungen der ersten Harmo-
nischen des Ausgangssignals r(t) und r,.(t) fiir die Frequenz w,=21V5 sek’
berechnet werden.
Das Ausgangssignal r(t) kann durch die Anwendung der Laplacetransformati-
on berechnet werden. Es gilt r(t)=t+1-cos(t). Mit und der Anwendung
des Frequenzganges G(jw) gilt:

Tox(t) = y(tty) + T(E=5) + (t-t)e Ug/2+ 2 AUns /M@0 ) (3.30)

n=1

ru(t-to) stellt den harmonischen Anteil des Signals ro(t) dar.

Die obigen Funktionen sind in Bild 3/11 dargestellt.

4 r(t),u(t),rox(t)

187 ro—x(t)
164 Wo=2TV5s , Txo=3s
14 /
124
103
8 /
6_
g: /7( u(t)=1+sin(t)
i

on 2 4 5] t 3 10 12 14 t/Sek.
o tx

Bild 3/11 Funktionen u(t), r(t) und ry4(t) vom Beispiel 3.3

Aus der Perspektive der Entwicklung eines transienten Vorgangs in die Fou-
rierreihe kann gesagt werden, daB3 der Vorgang fiir T,=t,=0 mit der Frequenz
w=00 beginnt. Mit der wachsenden Zeit t, wird w=27vt, kleiner. Fiir t, — o
gilt schlieBlich w=0.
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Die oben vorgefiihrte Betrachtungsweise gilt auch bei nichtlinearen Kennlini-
engliedern. Da sie nicht von der Frequenz w abhingig sind, entstehen an ihren
Ausgéngen nur harmonische Anteile.

Fiir die nichtlinearen Glieder kann jetzt eine sehr wichtige Aussage formuliert
werden.

Das Ein- bzw. Ausgangssignal des nichtlinearen Gliedes
kann fir t=t, und we=277(t,-tg) in die Fourierreihe (3.26)
entwickelt werden. Diese Fourierreihe stellt im Allgemeinen
eine , Fenster" -Funktion dar, welche die Aussagen tber das
Ubertragungsverhalten des Signals der untersuchten Fre-
quenz ayo liefert.

(3.31)

In einem Zeitaugenblick t=t, 148t sich die Ubertragungsfunktion Gni(oxo)(s) der
Harmonischen wy zwischen dem Eingang e und dem Ausgang u eines nichtli-
nearen Kennliniengliedes geméf [3.32)|angeben.

G (s) = £{um} = E{waoKNutx) sin(@ot Y, + 6, i
NL (@) £, } E{E, sin(w,t+y, )}

_ sKie,) Sin(Vtx + ¢l) + o Ky, COS(Vtx + ¢t) (3.32)
ssin(y, ) +w,, cos(y, )

In haben die einzelnen GroBen folgende Bedeutung:

Euxo:  Amplitude der Harmonischen w,, des Eingangssignals e(t) in t,.

Kni(to: Verstirkungsfaktor der Harmonischen o des Eingangssignals e(t) in
t,.

Yt ®u: Phasenverschiebung der Harmonischen wyo im Ausgangssignal u(t) in
ty, bezogen auf't,.
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Yix: Phasenverschiebung der Harmonischen w,, des Eingangssignals e(t)
in t,, bezogen auft,.

Diese Beschreibung des transienten Vorganges fiir ein nichtlineares System
hat den Vorteil, daB sie in einem beliebigen Zeitaugenblick t, dem System fiir
die Zeit von t, bis (t;+to) eine Wiederholung des Signalverlaufs vom Intervall
ty bis t unterstellt. D.h. vom System wird erwartet, daf} es eine Schwingung
mit der Periodendauer Ti=t,-t, ausfiihren wird. Ob das System tatsichlich
dem ihm unterstellten Verlauf folgen wird, mufl noch spéter untersucht wer-
den.

Aus geht hervor, daB die Analyse der Eigenschwingungen im System
nur dann erfolgreich durchgefiihrt werden kann, wenn alle Verstarkungsfakto-
ren Ky und Phasenverschiebungen ¢y fiir eine beliebige Harmonische
W, =2TV(ts-tp) in die Untersuchung einbezogen werden.

Weiterhin gilt fiir gemil die Gleichung

€n,1) = €m,h(t-to) T € 1)(t-to) (3.33)

e@m, nh(t-tg) stellt den Vektor der harmonischen Anteile und e, 1)(t-tp) die Rest-
funktionen des Vektors e, 1) dquivalent zu |(3.28),

Mit den Gleichungen und 14Bt sich ein wichtiger Satz fiir

die Analyse des Systemverhalten formulieren.

Streben in einem durch (2.7), (2.8) und (2.9) beschriebenen
nichtlinearen System fiir t, - oo alle gemaf (3.33) definierten
Signale ey, 1) (t-t;) gegen einen konstanten Wert, dann lafdt
sich die Aussage Uber das Systemverhaltens fiir eine beliebi-
ge Harmonische w=(217(t:-ty) und t,[](ty..0) nur dann tref-
fen, wenn alle gemaf3 (3.32) definierten Verstérkungsfaktoren (3.34)
Kni(t Und die dazugehorige Phasenverschiebungen ¢, fur
einen beliebigen Verlauf von eg;, an den nichtlinearen
Kennlinien angegeben werden kdnnen.
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Gleichzeitig ergibt sich aus eine weitere SchluBfolgerung, die in
zusammengefalt ist.

Die linearen Ubertragungsfunktionen in den Gleichungen
(2.7) und (2.8) missen entweder stabil sein, oder bei Vor-
handensein von Polen der einzelnen Ubertragungsfunktionen
der Matrizen R und V auf oder rechts der [+#Achse der kon+
plexen Ebene, miissen die Gleichanteile der in (3.33) ge (3.35)
nannten Signale e, y(t-tp) fur t - co gegen einen konstanten
Wert streben.

Im néchsten Kapitel soll gepriift werden, unter welchen Bedingungen und fiir
welche Klassen von nichtlinearen Kennliniengliedern die Berechnung aller
K (g und @t gemaid @Iméglich ist. In den nachfolgenden Kapiteln wird
dann das Zusammenwirken zwischen den einzelnen Kennlinien-gliedern und
den Elementen der Matrix R untersucht.
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4. Beschreibungsfunktion

Bei der klassischen Anwendung der Beschreibungsfunktion wird zuerst das
Eingangssignal eines nichtlinearen Gliedes definiert. Aus der Festlegung des
Eingangssignals werden dann die Bedingungen fiir das zu untersuchende Sy-
stem abgeleitet.

In dieser Arbeit wird dagegen ein anderer Weg begangen. Fiir das im Kapitel 2
definierte System werden folgende Fragen gestellt:

Wie muf3 die Beschreibungsfunktion definiert sein, um alle fir
die Grenzschwingungen und chaotischen Bewegungen relevan-

ten Ky (o und ¢, gemaf’ (3.32) zu erschliefien?

bzw. fiir praktische Anwendungen heifit es:

Welche Klassen von nichtlinearen Systemen mit Kennlini-
engliedern kénnen ohne Riicksicht auf die Tiefpafbedingungen
untersucht werden?

Eine solche Analyse wird nur dann moglich sein, wenn es gelingt, fiir ein
nichtlineares Kennlinienglied alle relevanten Verstérkungsfaktoren und Pha-
senverschiebungen gemél fiir eine beliebe Harmonische wy, zu berech-
nen.
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4.1 Definition der Beschreibungsfunktion

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang der Harmonischen zwischen dem
Ein- und Ausgangssignal e bzw. u der nichtlinearen Glieder dargestellt wer-
den. Die vollstaindige Analyse des Systems muf3 deshalb fiir alle W=wy, von 0
bis co durchgefiihrt werden. In Kapitel ist die Analyse des Ubertragungs-
verhaltens der nichtlinearen Glieder fiir w,y— o vorgestellt. In diesem Ab-
schnitt soll das Verhalten der nichtlinearen Glieder fiir 0<w<co analysiert
werden.

Die Beziehung zwischen u und e beschreibt der gebrauchliche bekannte Be-
griff ,,Die Beschreibungsfunktion®. Diese Definition wird jetzt erweitert. Dazu
sollen die Gleichanteile Eo/2 und Uy/2 sowie jede n-te Harmonische von u und
e beriicksichtigt werden. Fiir die weiteren Uberlegungen wird festgelegt, daB
die Funktionen ihre Giiltigkeit nur fiir t;<t<t, besitzen. In t; kann somit fiir
W, =2T7(t:-ty) folgende Beziehung aufgestellt werden:

e, (t)= % + Z (Esnsin(r]ooxot) + Ecncos(r]ooxot)) “4.1)
n=l
_U - .
u,(t) = 70 + Z (U5nsm(r]oox0t) + UchOS(nwxot)) 4.2)
n=1

Fiir die einzelnen Koeffizienten Ucy, Usy, Ecy, Egq, Ug und E, gelten die be-
kannten Fourierintegrale (vgl. z.B. 44.1.1).

ex(t) aus 14t sich in der Form darstellen.
E
€ (t _tx) = 70+ ESlein(wXO (t -tx )) + + ECIXCOS((DXO (t - tx ))
2 “3)

+ Z (ESHXSin(rI(DxO(t - tx)) + ECnxcos(nwxo(t - tx)))
n=2

Da Ugy, Ugy, und Uy in[(4.2) nur von Eg, Egy,, E¢ und nicht von der Frequenz
w,o abhdngen, gelten fiir und entsprechend und |145) Mit
diesen Gleichungen lassen sich die harmonischen Auswirkungen
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von allen Eingéngen U=1...n auf einen Ausgang &=1...m darstellen.

E . = .
ey (X) = (;w + ESlx(U)Sln(X) + 22 (Es,zx(u)sm(nx) + Ecqchos(ﬂx)) “4)
=
U © .
Ug s (X) = ;(‘;’ + Z (Us,;xmsm(nx) + chxmcos(nx)) 4.5)
=

Die Einbeziehung unendlich vieler Harmonischer fiir die Definition der
Beschreibungsfunktion ist zwar fiir die praktische Anwendung ohne Bedeu-
tung, sie ermdglicht jedoch eine vollstindige Beschreibung und Analyse der
entsprechenden Zustinde im System.

Mit (4.1)|und [4.2)|bzw. (4.4)|und {4.5)|14Bt sich die Definition 4.1 formulie-
ren. Sie besitzt ihre Giiltigkeit fiir nichtlineare Kennlinienglieder mit mehreren
Ein- und Ausgangsvariablen.

In und werden die Indizes U und & wegen der Ubersichtlichkeit der
Schreibweise weggelassen.

Definition 4.1
Ideale Beschreibungsfunktionen N..:.,) der ersten Harmonischen eines
Kennliniengliedes ist definiert als Verhéltnis des komplexen Wertes der er-
sten Harmonischen des Ausgangssignals U zu der ersten Harmonischen
des zugehorigen Eingangssignals €cy).

UCl +jUSl - USlx +jUCl

Noizov) (€00) = -
= )( ) E. +JEg, E

= =N,, + Ny (4.6)

Six

Die Definition der idealen Beschreibungsfunktion in gibt die Verhiltnis-
se einer Harmonischen aus der komplexen Ebene und im Zeitbereich nach

wieder.
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Die Gleichung beschreibt die Zusammenhinge im System fiir 0<tyy<oo.
Weiterhin miissen noch die Verhiltnisse fiir w,,=0, d.h. firr die Gleichanteile,
formuliert werden. Sie sind in der Definition 4.2 festgehalten.

Definition 4.2
Ideale Beschreibungsfunktionen Ny, des Gleichanteils eines Kennli-
niengliedes sind definiert als Verhéltnisse des Gleichanteils U, eines Aus-
gangssignals U« zu dem Gleichanteil Ey des zugehdrigen Eingangssignals
em(u).

AP (e.) = ?z 4.7

Bei Kennliniengliedern mit mehreren Eingangsvariablen werden fiir die Be-

rechnung eines Ausgangssignals ug gemil der Fourierintegrale alle
Eingangsvariablen e der nichtlinearen Funktion einbezogen und somit in
und beriicksichtigt.

Mit und kann bei einem System, bei dem die TiefpaBbedingungen
nicht erfiillt sind, die entscheidende und wichtigste Frage gestellt werden:

Welche Harmonischen miissen unbedingt berticksichtigt werden, damit

gewahrleistet ist, daf? alle Ng., und alle komplexen Zahlen N.,+jN
gefunden werden kénnen?

Wie die weiteren Untersuchungen im Kapitel 5 und Kapitel 6 zeigen, lassen
sich die fiir die Untersuchung relevanten Werte sicher finden. Gegebenenfalls
kann eine Aussage getroffen werden, ob die vorgenommenen Berechnungen
sichere Ergebnisse geliefert haben.
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Bei einer nichtlinearen eindeutigen Kennlinie mit einem Eingang und einem
Ausgang gelten fiir die Koeffizienten Uy, Ucyx und Ugpe von u., aus m (4.5)| die

Gleichungen [4.8)]bis [4.

1 2n

Ug, = g f (e, (x))cos(nx)dx, n=0,0,2.. (4.8)

1 @gm .
und Ug, = p L fy (e, (x))sin(nx)dx, n=12.. . (4.9)
sowie U, = % . (4.10)

Die Funktion fyi(e) kann in einer ausreichend groBen Umgebung er eines
beliebige Punktes e, d.h. fiir e,0(ep-e1/2 , eyter/2), in einer Fourierreihe ent-
wickelt und mit einer endlichen Zahl der Harmonischen ausreichend gut ange-
ndhert werden. fy(e) sowie dariiber hinaus e,(t) fiir tO(t, ... t;) geniigen den
Dirichletschen Bedingungen. Damit gilt fiir die GroBe e, in den Integralen
4.8)] [4.9) unter Beriicksichtigung endlich vieler Harmonischer die Gleichung
4.11)

€w(t) = en(t) @11

wobei m fiir eine endliche Anzahl der Harmonischen von e, steht. Jetzt kon-
nen die zu integrierenden Funktionen in und im Bereich von 0 bis
21als stetige Funktionen angesehen werden. Gemél dem ersten Mittelwertsatz

der Integralrechnung gelten fiir[(4.8)] und die Gleichungen und
[4.13)]

U, =2fy (e, (x,))cos(Nx,), N=0,.2.. *12)
Ug, =2f (e, (xp))sin(nx,), n=12.. (4.13)

wobei Xy und xg im Intervall von 0 bis 21 liegen.
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Nun muf3 noch folgende Frage beantwortet werden:
Welche Funktion
e(x) = E + Egisin(x) + Egpsin(2x) + Ecocos(2x)+ Egzsin(3x)+....

kann statt e,,(x) eingesetzt werden, um die gleichen Werte von Ug;, U¢; und Uy
der ersten Harmonischen und des Gleichanteils zu erhalten?

Dabei muf3 fiir die im allgemeinen unterschiedlichen Werte Xq, und xp die
rechte Seite von und den gleichen Wert wie bei ey(Xq) und en(xp)
liefern. Die Werte E, E;; miissen wegen und [(4.7)hls feste unverinderli-
che Werte angesehen werden. Die Abstimmung auf die Werte ey(Xq) und
em(Xp) kann somit mit Hilfe von Eg,, Ecy, Eg ... erfolgen.

Die Berechnung von U, und Us, aus|(4.8] und[(4.9] bzw. [(4.12) und {4.13)]
wird nur dann moglich sein, wenn mindestens noch zwel weitere Variable aus
der Menge {Es,, Ecs, Ess....}, neben Ey und Eg,, beriicksichtigt werden. Somit
konnen die Beschreibungsfunktionen [4.6)] und [(4.7) nur dann gefunden wer-
den, wenn e,(x) gemiB einer der Gleichungen {4.14)[zusammen gesetzt wird.

a)  e(x)=Ej+ Egsin(x) + Eg;sin(Nx) + Eg,sin(Ux)
b)  e(x) = Eq + Egsin(x) + Egysin(nx) + Ecycos(Ux) (4.14)

c)  e(x)=Eg+ Egsin(x) + Ecncos(nx) + Ecycos(Ux)

Die Gleichungen (4.12)|und [4.13)|liefern damit die notwendige Vorausset-
zung fur das Eingangssignal e(x).

Die Verwendung eines beliebigen Signals gemif fiir die Berechnung
der Integrale und garantiert nicht, daB3 alle im System relevanten
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Kyiio und ¢y, angezeigt werden. Der Grund dafiir liegt darin, dafl sich mit
[4.14)] [4.12)] und [(4.13)] zwar alle Integralwerte [(4.8) und [4.9)] angeben las-
sen, die Berechnung von [4.8) und [(4.9] mit|(4.14] kann aber trotzdem diese
Werte nicht liefern. Aus diesem Grund muf3 die Wahl des fiir die Berechnung
der Beschreibungsfunktion geeigneten Eingangssignals gemal3 indivi-
duell fiir eine Nichtlinearitit durchgefiihrt werden.

In jedem Fall liefern die Gleichungen [4.12)|und [(4.13)| alle moglichen Werte
der Integrale und. Damit geben sie einen Anhaltspunkt fiir die wei-
tere Analyse einer nichtlinearen eindeutigen Kennlinie (vgl. Abschnitt 4.2).

Zusitzlich muB ein weiterer wichtiger Fall in der Uberlegung beriicksichtigt
werden. Zwar konnen alle moglichen Ky ) und ¢y durch die Berechnung von
und angezeigt werden, die Integrale[(4.8)] und liefern jedoch
mit nicht alle moglichen Werte, die am Ausgang eines nichtlinearen
Gliedes entstehen konnen. Wie dieser Umstand behandelt werden muf3, wird in
Kapitel 5 und Kapitel 6 erlautert.

Aus diesem Grund soll vor der Auswahl des geeigneten Eingangsvektors das
Zusammenwirken einer Nichtlinearitét mit den linearen Ubertragungsgliedern
des nichtlinearen Systems analysiert werden.

Deswegen wird fiir die Berechnung der Beschreibungsfunktion prinzipiell die
Gleichung b) mit Nn=v=2,3,4,... verwendet. Die Herleitung dieser Zu-
sammenhénge wird in Kapitel 5 vorgetragen.

Die in diesem Abschnitt angesprochenen Probleme werden im folgenden Ab-
schnitt am Beispiel einer Nichtlinearitét erldutert. Weitere Auseinandersetzung
mit der Wahl des geeigneten Eingangssignals wird im Abschnitt durchge-
fiihrt.
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4.2 Berechnung der Beschreibungsfunktion und
Fehlerabschatzung

In diesem Abschnitt soll am Beispiel einer in Bild 4/1 dargestellten Begren-
zungskennlinie der Umgang mit der Berechnung der in den Gleichungen
und definierten Beschreibungsfunktion erldutert werden.

i

fai(e)

Bild 4/1 Begrenzungskennlinie

Mit Hilfe des in Bild 4/2 fargestellten Eingangssignals soll die praktische
Auswirkung auf die Werte der Integrale[(4.8} und[(4.9) bzw. vor allem auf die
Beschreibungsfunktionen [4.6)|und [4.7)|gezeigt werden.

()
L Ty
= —
.-"'-'-f...

Bild 4/2 Beispiel eines Eingangssignals e(t) und des entsprechenden Aus-

gangssignals u(t) der Kennlinie von [Bild 4/1

Das in [Bild 4/2 [dargestellte Signal 146t sich mit x=Tt/5 in die Fourierreihe
(4.15)|zerlegen.
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327 . 27 . 9 .
e(x) = 5 + ?sm(x) —E[sm(Zx) + Esm(3x) +... (4.15)

Das dazugehorige Ausgangssignal liefert nach der Zerlegung in die Fourierrei-
he die Beziehung

u(x) = % +16.47 sin(x) +1.36 cos(x) —7.41sin(2x) —0.88 cos(2x) +... (4.16)

Mit [4.15)| und [4.16)] gelten fiir die ideale Beschreibungsfunktion und
|4.7E|die Werte

(16,47 + j1,36)

=1,92 +j0,16
.17

Ny (e(x) = ? D§ = 1,48

Im Vorfeld der Anwendung von in der Berechnung von {4.6)]und

muB eine Uberlegung erfolgen, die den Einsatz der richtigen Harmonischen N
und U liefert.

In dem vorliegenden Fall miissen die Integrale und fiir die Begren-
zungskennlinie von [Bild 4/T pnalysiert werden. In dieser Untersuchung sollen
die moglichen Minimal- und Maximalwerte der Integrale und fiir
die erste Harmonische d.h. fiir N=1 geschitzt werden. Daraus soll der Aufbau
des Ersatzeingangssignals abgeleitet werden.

Liegt das Eingangssignal der Kennlinie im Bereich von —10 bis 10, dann weist
sie einen linearen Charakter auf. Der Wert des Integrals betréigt fiir n=1
in diesem Fall 2Es, und [4.8) wird 0.

Die grofiten Integralwerte und ﬁir N=1 koénnen bei einer Begren-
zungskennlinie dann erreicht werden, wenn das Ausgangssignal der Kennlinie
einen rechteckigen Verlauf aufweist. Die Fourierzerlegung eines solchen Ver-
laufs wiirde fiir die erste Harmonische einen Wert von 20(4/m) liefern.
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Ein solches Signal kann aber nur mit einem Rechtecksignal mit der Amplitude
von Minimum 10 am Eingang der Kennlinie entstehen. Damit wiirde fiir die
Amplitude der ersten Harmonischen des Eingangssignals der Wert 10(4/1)
gelten. Die Beschreibungsfunktion wiirde dann einen reellen Betrag von hoch-
stens 2 liefern. Dieser Wert ist mit dem Wert der Verstdrkung im linearen
Bereich der Kennlinie gleich.

Komplexe Werte der Beschreibungsfunktion konnen nur dann erwartet wer-
den, wenn im Eingangssignal eine Erhohung der ersten Harmonischen und
eine entsprechende Verschiebung der hoheren Harmonischen erfolgt. Damit
wiirde sich auch gleichzeitig der Betrag der Beschreibungsfunktion reduzieren.
Aus den oben genannten Griinden und wegen der Mdoglichkeit einer gezielten
Signalbeeinflussung von e(x) links und rechts des Maximums der ersten Har-
monischen empfiehlt sich fiir die Berechnung der Beschreibungsfunktion der
Begrenzungskennlinie das Signal a) aus mit N=2 und v=3. Fiir e(x) gilt

damit die Gleichung|(4.18)

e(x) = E + Egisin(x) + Egpsin(2x) + Eg;sin(3x) (4.18)
Die Berechnung der Werte Uy, U, und U, des Ausgangssignals
u(x) = Uy + Ug;sin(x) + Ugicos(x) +... (4.19)

liefert fiir Ey =3/2 und Eg; = 27/Tt gemiB mit Eg,[0(-10..10) und Eg;0(-
10..10) die in[Bild 473 |Bild 4/4 Jind [Bild 4/5 Enthaltenen Werte.

Bild 4/3 U, in Abhéngigkeit der Eingangsamplituden
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10 10

Bild 4/4 Us, in Abhéngigkeit der Eingangsamplituden

Bild 4/5 U, in Abhéngigkeit der Eingangsamplituden

Diese Werte Eg, und Ec;, in[Bild 4/3 | Bild 4/4 hnd Bild 4/5 | welche zugleich
Uy=20/9, Ug;=16.47 und U¢;=1.36 aus|(4.16) hefern kénnen numerisch her-
ausgefiltert werden. Sie gentigen der Glelchung 4.17)] Fiir e(x) gilt damit:

e(x) = 1.5 + 8,59sin(x) — 6,02sin(2x) + 2,58sin(3x).






67

5. Harmonische Balance

5.1 Einfuhrung

Schon 1937 verwendeten N.M. Krylow und N.N. Bogoljubow (vgl. Ab-
schnitt 4.1) den Begriff ,,Harmonische Balance®, um das von ihnen entwik-
kelte Verfahren zu beschreiben. Darin wurde die Dauerschwingung als gege-
ben angenommen und durch eine harmonische Schwingung angenéhert. Diese
Betrachtungsweise hat sich in der Literatur durchgesetzt, vgl. hierzu, oder

In den drei nachfolgenden Kapiteln soll diese Sichtweise ergénzt werden. Von
Interesse ist in diesem Zusammenhang die Einbindung der transienten Vor-
génge in die Betrachtung der Zustéinde der Harmonischen Balance eines nicht-
linearen Systems. Fiir den Trajektorienverlauf im Zustandsraum muf} eine
Verbindung mit der Harmonischen Balance hergestellt werden, die sich durch
folgende Frage ausdriicken 1463t:

Welche Trajektorien des Systems werden durch die Harmo-
nische Balance aufgedeckt und welche Eigenschaften im
Zustandsraum lassen sich daraus ableiten?

Bevor jedoch der Kern dieser Frage beantwortet wird, sollen die Ergebnisse
von Kapitel 3 und Kapitel 4 kurz zusammengefalt werden.
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Im Abschnitt beschreiben die Gleichungen [3.14) und [3.15)] das System
von Bild 2/7 Jim Zustandsraum. Die Dynamikmatrix dieses Systems driickt die
nichtlineare Abhéngigkeit der Ableitungen der Zustandsvariab-len von dem
Vektor der Eingangsgrof3en w und den Zustandsvariablen selbst aus.

Weiterhin wurde im Abschnitt bewiesen, dal jedes Stiick einer beliebigen
Trajektorie zwischen der Zeit t, bis t,, vorausgesetzt die ihr im Zeitbereich
entsprechende Funktion geniigt den Dirichletschen Bedingungen, durch die in
angegebene Fourierreihe und die Restfunktion r,(t:-t,) beschrieben ist.
Durch diese Betrachtung der Trajektorie in einem ,,Zeitfenster” von ty bis ty
und die Priifung, ob fiir t— oo die Funktion r(t,-t,) gegen einen konstanten
Wert strebt, kann die Analyse der Voraussetzungen fiir eine geschlossene
Trajektorie des Systems mit einer beliebigen Frequenz wy¢=2TV(t,-t,) durchge-
fithrt werden.

Dariiber hinaus wurde fiir wy, die Gleichung hergeleitet, welche in je-
dem beliebigen Augenblick t, und fiir jede Frequenz 21vt, <t < oo die Uber-
tragung dieser Frequenz durch ein nichtlineares Glied eindeutig beschreibt.
Mit den weiteren Ausfiihrungen zu der Berechnung der Beschreibungsfunktion
im Kapitel 4 wurden die Voraussetzungen fiir die getrennte Betrachtung der
einzelnen Harmonischen der Trajektorienabschnitte des Systems geschaffen.
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5.2 Zustand der Harmonischen Balance in nichtlinea-
ren Systemen

Aus den Gleichungen bis kann eine lineare Abhingigkeit des
Vektors e von dem Vektor der Zustandsvariablen abgeleitet werden. Die Be-

ziehung ist in dargestellt.

e=(CVCR)(XVJ+DVW+DRu
.1

Xr

Damit kann durch die Untersuchung von e aufgedeckt werden, ob die Trajekt-
orien des Systems im Zustandsraum geschlossene Kurven bilden. Daraus kon-
nen die notwendigen Bedingungen fiir ihre Existenz formuliert werden. Die

Untersuchung erfolgt im System von Bild 5/1

W—> V(S) v, e* g fNL(E) u

A\ 4

A
<

R(s)

Bild 5/1 Ein nichtlineares System zur Untersuchung der Harmonischen
Balance

Das durch [2.7)] bis beschriebene und im [Bild 5/1 Hargestellte System
besitzt geschlossene Trajektorien, wenn es zum Zeitpunkt t, solche Anfangs-
bedingungen Xq des Vektors der Zustandsvariablen xg:(xv,xR)T gibt, dal} fir w
= const. das System in der Zeit t von ty bis t, den Zustand x4 erneut erreicht.
Damit gilt fiir x, und t[{ t, ... t,) die Gleichung
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X ©
X, (t0t,.1,)) = 7@ + Z(xm cos(N2m/(t, - t,)) + X g, sin(n2me/t, - to))) (5.2)

n=l

Xg0, Xgcn und Xgsq sind Koeffizienten der Fourierreihe, welche durch die be-
kannten Fourierintegrale definiert sind.

Wihrend der Zustandspunkt die eschlossene Trajektorie durchlauft, gilt fiir
den Vektor e wegen [3 i [3.6)] P]lund [5.2)]die Gleichung [

)

e(tO,. t))—7° +3 (e cos(n2m/, -1,)) + Eg sin(n2mu/t, -1,)))  6.3)

n=1

Die Vektoren E, E¢, und Eq, sind Koeffizienten der Fourierreihe, die gemif

m definiert sind.

Definition 5.1:

Harmonische Balance in einem nichtlinearen System und
in einem Zeitaugenblick t, ist ein solcher Zustand des Sy-
stems, welcher eine geschlossene Trajektorie fiir die Zeit t,
<t <t, im Zustandsraum beschreibt.

Bei dem praktischen Umgang mit dem Zustand der Harmonischen Balance ist
es nicht erforderlich, alle seine Harmonischen in [(5.3)] zu analysieren, da die 1.
Harmonischen der Trajektorienabschnitte und ihre Stabilitét (vgl. auch Kapitel
6) von Bedeutung sind.



5.2 ZUSTAND DER HARMONISCHEN BALANCE 71

Weiterhin ist vordergriindig bei der Anwendung der Harmonischen Balance
nur das Verhalten des Systems fiir t— o von Interesse. D.h. es werden nur
diese ,transienten Zustdnde gesucht, welche fiir t - co erhalten bleiben. Diese
Sichtweise erleichtert den praktischen Umgang mit den Zustdnden der Harmo-
nischen Balance und beeintrichtigt die Leistungsfahigkeit dieser Methode in
keiner Weise. Damit kann eine weitere weniger allgemeine Definition 5.2 der
Harmonischen Balance aufgestellt werden. Dabei wird fiir die einzelnen Gro-
Ben die Index ,,yp“ verwendet, um die Giiltigkeit der Gleichungen fiir t, <t <
t, zu kennzeichnen.

Definition 5.2:

Harmonische Balance in einem nichtlinearen System ist ein
Zustand des Systems, in dem fiir t - oo und fiir alle w = const
bei den eingeprigten GroBien e(t) = eus(t) in der Form
_E, . . . .
e[IB(t) - 7 + Z(D{Esn + JEcn}SIH(rlth) + D{Esn + .]Ecn}cos(rlth)) (54)
n=l
fiir e (t) aus Bild 5/1 die Bezichung

e(H=e (H=e (1) (5.5)

erfullt ist.

Fiir die Ausgangssignale der Kennlinienglieder ergeben sich im Zustand der
Harmonischen Balance ebenso Fourierreihen

u ()= Ll + i(UCncos(r]ooxt) + US”sin(nth))

0 (5.6)
HB 2 e

Weiterhin gilt fiir es(t) die Gleichung
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eI[B (t) = vIlB (t) + rIIB (t) (5.7)

Um alle Zustdnde der Harmonischen Balance fiir t - o0 zu ermitteln, miissen
alle moglichen Verldufe von ryp(t) und vyp(t), die einen solchen Zustand er-
zeugen konnen, gefunden werden. D.h. es miissen alle stationdren Losungen
eines linearen Differentialgleichungsystems, unter der Beriicksichtigung diver-
ser Anfangsbedingungen, gefunden werden. Das zu 16sende Gleichungssystem
enthdlt zwei Eingangsgrofien: einen konstanten Vektor w und den Vektor der
harmonischen Schwingung u. Die AusgangsgroBe ist durch den Vektor e,
der in beschrieben ist, gegeben. Damit 146t sich eine allgemeine Form des
zu erwartenden Verlaufs der GroBen ryp(t) und vyp(t) angeben. Sie ist

und zu entnehmen.

0 =1+ 2 (DR(10,)(U, + U, sin(ne,0 + )
n= .

+ D{R(Nw,)(Uy, + U, )} cos(Nw, 1)) + 1 (1)
und

v =v,+ Y (O{(V, +iV,)}sin(nw, o) +
n=1

+ D{(VSH + chﬂ )} COS(ﬂth)) + Vtransient (t) (5-9)
= VO + Vrest (t)

Wobei Vignsiend(t) gemif [3.27)|bis[(3.29)| ermittelt werden kann.

Im Prinzip ist es ohne Bedeutung fiir den Zustand der Harmonischen Balance,
ob die einzelnen Elemente von R und V stabil oder instabil sind und ob
Frest(t - ) = Vi(t » 00) = konstant gilt. Entscheidend ist nur, ob der Verlauf
VON I'egi(t — 00) und vt — ) solche Bedingungen im System entstehen lassen
kann, daf3 sich die in enthaltene Beziehung einstellt.
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VO + Vrest (t) + r() + rrest (t) = fe-rest (t) = const. (510)

Um den Ausdruck fiir f. .y zu erhalten, ist es notwendig davon auszugehen,
daB das System vor dem Ubergang in den Zustand der Harmonischen Balance
zum Zeitpunkt ty bestimmte Anfangsbedingungen besal3. In einem allgemeinen
Fall hingt dadurch der Vektor f. . von den Anfangsbedingungen u(-ty)=u_y,
r(-to)=r_10, W(-tg)=W_ und v(-ty)=v_x sowie von der Frequenz w, =2TV(t,-t,) ab.

Fiir f, . gilt damit [(5.11)

T T)

- T T
fe—rest(t" ‘ ) - fc-rest(t’ ('Ox 7u—t0 ’ r—to ’W—to 2 V—IO (5. 1 1)

Mit gilt schlieBlich fiir [5.7)|die Gleichung

e (©=f o (t)+ Y (DRG0, )(U,, +jU,,)}sin(nw, 1) +
n=l (5.12)

+ D{R(jnw (U, +jU,,)} cos(nw 1))

Der harmonische Anteil von [(5.9] muB in der Analyse nicht explizit beriick-
sichtigt werden, da nur die Giiltigkeit von|(5.10) gefordert wird und nur der in
dargestellte Signalverlauf von Interesse ist. Dariiber hinaus muf} ggf. bei
der Aufstellung der Gleichungen bis beriicksichtigt werden, daf3
die einzelnen Elemente von V einfaches imagindres Wurzelnpaar aufweisen
konnen. In diesem Fall entstehen im System Schwingungen, die durch V ver-
ursacht werden. Solche Systeme miissen prinzipiell wie fremderregte Systeme

behandelt werden. Aus diesem Grund werden sie in dieser Arbeit nicht explizit
behandelt.

Die Gleichungen [5.6)]bis[(5.9)] beschreiben den Einfluf von linearen Ubertra-
gungsfunktionen auf den Zustand der Harmonischen Balance. Fiir die voll-
stindige Darstellung des Zustandes miissen noch die Beziehungen zwischen
den Eingangs- und Ausgangssignalen der nichtlinearen Glieder formuliert
werden.
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Die Abhéngigkeit des Ausgangssignals eines nichtlinearen Gliedes von seinem
Eingangssignal wird im Zustand der Harmonischen Balance durch die in der
Definition 5.3 festgelegten Harmonischen Verstrkungsfaktoren ausgedriickt.

Definition 5.3 :

Komplexe Zahlen Z(E,U)Os Z(E,U)la Z(E,U)z, Z(E,U)ﬂ’ Z(E,U)oo R
die im Zustand der Harmonischen Balance die Gleichung
(5.13) erfiillen, werden Harmonische Verstarkungsfaktoren
eines nichtlinearen Kennliniengliedes genannt.

E, - . .
u e®= (2)0 Ziuo*D, (D {Z g o (E g +JE ) S sin(neo, 1) +
n=l (5.13)

+ D{Z(E,um (E(U)sr] + jE(u)cn )}COS(nth))

Mit &=1,2,...,m und m Anzahl Qer Ausgénge sowie U=1,2,...,n und n=Anzahl
der Eingénge des nichtlinearen Ubertragungsgliedes stellt die Gleichung (5.13)
die Auswirkung eines U-ten Eingangs auf den §-ten Ausgang dar.

In den Abschnitten und werden die entsprechenden Zusammenhén-
ge fur die Kennliniengliedern mit einer und mehreren Eingangs-variablen
hergeleitet. Damit wird es moglich sein, im Abschnitt die Losung der Glei-
chung der Harmonischen Balance zu berechnen.

5.2.1 Nichtlinearitaten mit einer Eingangsvariablen

Enthélt das nichtlineare System nur Kennlinienglieder mit einer Eingangsva-
riablen, dann kann in v=¢ und &=1,2,...,m=n gesetzt werden.
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Durch den Vergleich von mit [5.12)|ergeben sich fiir die einzelnen Har-
monischen Verstirkungsfaktoren folgende Gleichungen:

7 _ Uy
®0 g 5.14
0(8) G.14)
7 _ U(E)sn + JU(E)cn (5.15)
&n — . .
E &) * JE (g)en

Mit Hilfe der Harmonischen Verstérkungsfaktoren und kann die
vollstdndige Gleichung der Harmonischen Balance aufgestellt werden. In

[5.12)| wird |(5.15) eingesetzt, um den Vektor UgytjUe verschwinden zu las-
sen. Es gilt:

Be S (DUE,, + B bsin(no, 0+ DE,, + B} cos(no,0) =
n=1

=1 + Y (O{R(iNw,)Z,(E,, +iE,)} sin(nw,t) +
n=l (5.16)
+ D{R(jnw,)Z, (E,, +JE,,)} cos(nw,t))

wobei 1 die Einheitsmatrix und Zy, = diag( Zy, Zoyy, --- Zmyn ) ist. Durch den

5 2
Vergleich der rechten und der linken Seite von|(5.16} ergeben sich mit E, =
Eq, + jE., folgende Gleichungen:

f _E, _ 0 (5.17)
2

e —rest

(R(nw,)Z,-DE, =0 mit n=1,2,..,» (5.18)
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Die Beziehungen [5.17)] und [(5.18)] stellen die eigentlichen Gleichungen der
Harmonischen Balance dar.

Liegen alle Pole von R und V links der [-Achse, dann ergibt sich fiir diese
Matrizen die Gleichung

V,=V(s=0), R,=R(s=0) (5.19)

Durch die Beriicksichtigung von und Zy = diag( Z1y, Z2)0s - Zmp ) in
und kann die Gleichung in umgewandelt wer-den.

V, +(R,Z, - 1)% =0 (5.20)

5.2.2 Nichtlinearitaten mit mehreren Eingangsvariablen

In diesem Abschnitt soll die Gleichung der Harmonischen Balance fiir nichtli-
neare Systeme mit k nichtlinearen Gliedern aufgestellt werden. Jedes nichtli-
neare Glied kann n, Eingidnge aufweisen. Aquivalent zu [(5.14)| und {5.15)|
lassen sich die Beziehungen [(5.21)] und [5.22)| herleiten. Sie beschreiben die
Harmonischen Verstarkungsfaktoren zwischen dem &-ten Ausgang und dem
K,-ten Eingang. Mit &=1,2,... .k und K,=1,2,...,n gilt:

U

_ You® 521
Z (8,ky)0 ( )
0(ky)
7 _ Yem *iVem _ Uen (5.22)
&Ko) :
B Y iEwpen Ewon
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Fiir einen Ausgang & eines k-ten nichtlinearen Gliedes mit ny Eingéingen lassen
sich weiter die Beziehungen (5.23)|aufstellen.

Uen =ZemBans Uen =ZeanBan Uen = ZenonEaon (5.23)

Durch die Addition der rechten und linken Seiten von und Division
durch ny entsteht die Gleichung

1 1

+ Z(EVZ)HE(Z)"] toot Z
ny ny

(&n @&nnEmn EnonBaon (524

:LZ
ny

Nach der Aufstellung von fiir alle &=1,2,...,m konnen diese Beziehungen
in der Gleichung zusammengefafit werden.

U,.| = MnZnEn mit n=1.2,.., o (5.25)

M, ist eine Diagonalmatrix. Jedes Element dieser Matrix enthélt die Anzahl
der Eingénge ng, die auf einen Ausgang & (§=1,2...m) wirken. Fir M,, gilt die
Gleichung [5.26)

/n, 0 .. 0 .. 0
0 I/n, . 0 .. 0
(5.26)
0 0 .. lng .. 0
0 0 .. 0 .. 1/n

m

Die Matrix Z, ist jetzt keine Diagonalmatrix mehr. Die Strukturverdnderung

von Z, kann entnommen werden.
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Zom o Zwy 0 e 0 . 0 .0
10 0 Zy o Zopmyy - O O (5.27)
0 o 0 0 v 0w Zpwar o Zion

Aquivalent zu [(5.17) und [(5.18) lassen sich jetzt die Beziehungen [5.28)] und
herleiten.

E
fc—rcst - 70 =0 (5.28)
(R(_]I']OJX M nZn -I)E” =0 mit n=1,2,.., « (5.29)

Liegen alle Pole von R und V links der [I-Achse, dann ergibt sich fiir diese
Matrizen die Gleichung Damit kann zu umgerechnet wer-

den.

E
V0+(R0MnZ0-1)7°=0 (5.30)

5.28)|und [5.29)|bilden die allgemeine Form der Gleichung der Harmonischen
Balance fiir nichtlineare Systeme.
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5.3 Losung der Gleichung der Harmonischen Balance

In den Gleichungen und sind diese Anforderungen des Systems
an das Vorhandensein von geschlossenen Trajektorien im Zustandsraum ent-
halten, die sich aus der linearen Systemstruktur ergeben. Weiterhin muf3 be-
dacht werden, da8 am Anfang der Untersuchung die Harmonischen n > 1 nicht
interessant sind. Der Grund dafiir liegt darin, da3 die notwendigen Vorausset-
zungen fiir die Existenz der geschlossenen Trajek- torien zuerst fiir N=1 vor-
liegen miissen, bevor sie fiir die hdheren Harmonische zutreffen. Deswegen
soll die Gleichung [(5.29)|fiir =1 analysiert werden.

In sind die Harmonischen Verstiarkungsfaktoren Z,, die Frequenz wy
sowie die Fingangssignale E, unbekannte Gréflen. Sie miissen ermittelt und
spater ihre Werte mit den tatsdchlich auftretenden Werten an den nichtlinearen
Gliedern (den Werten der Beschreibungsfunktion) verglichen werden.
enthilt das zu untersuchende Gleichungssystem.

(R(jo )M, Z, -1DE, =0 (5.31)

Unter der Annahme, daB Z; und w, bekannt sind, 148t sich {5.31)|wie ein Sy-
stem von n linearen Gleichungen mit n Variablen E|,E,,...E, betrachten. Ein
solches Gleichungssystem kann nur dann eine nichttriviale Losung besitzen,

wenn [5.32)[erfiillt ist.

det (RGW M, Z, -1) = £,(0,,Zy,) s Z iy, ) =0 (5.32)

(n.J),
Aus 148t sich ein beliebiger Harmonischer Verstirkungsfaktor Z;, als
Funktion der Frequenz w und restlichen Verstiarkungsfaktoren ausrechnen.

Mit i=1,2..n als Anzahl der Eingénge und j=1,2,..k Anzahl der Ausgénge der
nichtlinearen Glieder gilt fiir Z;j,; die Gleichung [5.33)



80 KAPITEL 5 HARMONISCHE BALANCE

Ziijy, = 0(@0 Z s Ziigongs Lo, s Ziaio,) (5.33)

Gleichung kann in eingesetzt werden. Damit wird der Rang der
Matrix R(jw)M,Z;-1 kleiner n und das Gleichungssystem besitzt eine
nichttriviale Losung. In einem allgemeinen Fall ist eine der Variablen
E,E,,...E, frei wihlbar und die Gleichung 146t sich nach E; aufldsen
(vgl auch GauBalgorithmus in [18]] Abschnitt 2.4.4.3).

Wird die Variable E; zu der frei wihlbaren Variablen bestimmt, dann gilt fiir
die Losungsmenge der EingangsgroBen E,,E,,...E, die Gleichung

Bi = Ee et (G Zatay, v Zissn > Zis o voos Zini,)
Ba = Be Bea (U, Zan, s Zoosogs Zision oo Zinir)
E =F, fiei wahlbr -

Een= B¢ e Wa, Zaay, s Zaijn, s Zaijt, sees L), ) (534)

Eu = Ee Ui (W, Zty, eees Ziion, s Ziisjiy, seees Zinier, )

Um die durch[(5.33) und [(5.34)| beschriebenen Zusammenhinge zu illustrieren,
wird im folgenden eine allgemeine Losung der Gleichung der Harmonischen
Balance fiir ein System mit zwei nichtlinearen Gliedern mit je einem Eingang
und einem Ausgang behandelt. Das nichtlineare System besitzt gemaf
eine in [5.35)]dargestellte Gleichung der Harmonischen Balance.
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(Rn(ij) RIZ(ij)J (le 0 J _ (1 OJ [EIJ - (Oj 439
R, (iw) Ry(iw) 0 Z, 01 E, 0

Mit kann aus der Harmonische Verstarkungsfaktor Z,, als Funk-
tion von w, und Z;, berechnet werden. Z,, ist in dargestellt.

7. = R, (jw)Z, —1
2 ) ) ) ) .
R, (0 )R, (i0)Z;, =R, (jo )R, (jw,)Z;, =Ry, (jo,)

(5.36)

Jetzt kann Z,, aus in eingesetzt werden, woraus sich die Bezie-
hung (5.37)|fiir E, ergibt.

E.=E R, (jw )+ (RZI (1w )Ry, (oo ) =Ry (i, )R o, (o, ))Zn
2~ 5
R,y (jw,)

Das Resiimee aus den Gleichungen |(5.12),[(5.33) und|(5.34) 148t sich in fol-
genden Sétzen zusammenfassen:

(5.37)

Ein nichtlineares System kann nur dann geschlossene
Trajektorien fiir t—oc im Zustandsraum aufweisen,
wenn gewihrleistet ist, dal fiir den Vektor fe g (t,...)
aus (5.11) fir w = const. die Gleichung (5.38) gilt.

f._.(t,..) =const. (5.38)

Damit kann fiir die Gleichanteile der Zustandsvariablen
Xg0/2 aus (5.2), (3.6) und (3.14) die Gleichung (5.39)
hergeleitet werden.

(5.39)

0
£2 = const .

Fiir die harmonischen Anteile der Eingangssignale der nichtlinearen Glieder
gilt folgende Aussage:



82 KAPITEL 5 HARMONISCHE BALANCE

Ein nichtlineares System kann nur dann geschlossene
Trajektorien mit der Umlaufzeit T,=2T7w im Zustands-
raum aufweisen, wenn:

1. die nichtlinearen Glieder des Systems die durch
(5.33) vorgegebenen Faktoren Z, liefern,

2. die Faktoren Z; bei den durch (5.34) vorgegebenen
Eingangssignalen E; und fiir eine beliebige Fre-

quenz aj entstehen konnen. (5.40)

d.h. die Beschreibungsfunktion die Z;-Werte fiir die
Eingangssignalen E; aus (5.34) liefern kann.

5.4 Vergleich mit den Werten der Beschreibungsfunk-
tion

Die weitere Vorgehensweise bei der Uberpriifung der Bedingungen fiir die
Entstehung von geschlossenen Trajektorien im Zustandsraum resultiert aus

den Gleichungen und|(5.34), die mit die Anforderungen des li-

nearen Teils des Systems an die nichtlinearen Glieder beschreiben.

Diese Bedingungen miissen bei der Untersuchung der Zustéinde der Harmoni-
schen Balance mit den entsprechenden Werten der Beschreibungsfunktion

verglichen werden.
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Gemal Kapitel 4 wird davon ausgegangen, daf} sich bei der Berechnung der
Beschreibungsfunktionen N(; ;) bis N, mit Hilfe der in festgelegten
Eingangssignale alle Werte, die das nichtlineare Glied liefern kann, berechnen
lassen. Damit lassen sich alle Z - Variablen aus[(5.33) durch die dazugehéri-
gen Beschreibungsfunktionen ersetzten. Fiir die Gleichung [5.33)] gilt damit
die Gleichung 5.41)

Zij = (0, Ny Ny N japses N ) (5.41)
Gleichzeitig kann fiir die Berechnung von die Gleichung beriick-
sichtigt werden. Dabei wird als Eg ein beliebiges Eingangssignal z.B. E; ge-
nommen. Fiir diesen Fall gilt folgende Aussage:

In einem nichtlinearen System kann nur dann ein Zustand der
Harmonischen Balance entstehen, wenn folgende Bedingun-
gen erfiillt werden:

e Die Berechnung der Beschreibungsfunktion liefert einen
Wert N j, der mit dem Wert Zj, gemil (5.41) identisch (5.42)
ist.

*  Der Wert N, ist mit (5.43) und (5.34) berechnet wor-
den.

E; = Eefp (@ N s N N ey N) (5.43)

Eine weitere Einschrdnkung der Werte Zj, aus :(5.41 ], fiir die ein Zustand der
Harmonischen Balance moglich ist, liefert der Betragsvergleich der einzelnen
Elemente der Matrix R fiir die erste Harmonische wund die néchste Harmoni-

sche nw. Dabei entspricht n der Harmonischen n und v aus Bei der
Berechnung der Beschreibungsfunktion mufd der hdchste Wert aus dem Be-
tragsvergleich bercksichtigt werden.
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Fiir die Berechnung einer Beschreibungsfunktion N ;, muf3 damit der Betrags-
vergleich fiir folgende Ubertragungsfunktionen beriicksichtigt werden:

KV(j,l):[Rj,l(jn(*:) [/[R]J(_] (A.) [,
K27 R 2(jnw) VIR »(jw) L,

(5.44)
Kv(in=Rjn(nw) VIR () L.
Fiir das Signal am Eingang j gilt mit die Gleichung
Ej(n) < Maximum(KV(j,l), e s KV(j,n)) Ej(l) (5.45)

Eine weitere Moglichkeit, den zu untersuchenden Bereich der Zustinde der
Harmonischen Balance zu begrenzen, ergibt sich aus dem Vergleich entspre-
chend Daraus 146t sich die grofite Frequenz ymax) ermitteln, die bei
dem Betragsvergleich beriicksichtigt werden mufl. Damit kann unter Umstén-
den der Wert Maximum(Ky ), ... , Kyn) reduziert und damit ein kleinerer
Amplitudenbereich bei der Berechnung der Beschreibungsfunk- tion beriick-
sichtigt werden.

In Beispiel [7.2]wird diese Vorgehensweise angewendet.
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6. Stabilitatsanalyse

Auf den ersten Blick stellt sich die Methode der Harmonischen Balance als ein
Verfahren dar, das primér auf die Ermittlung von Grenzschwingungen, also
geschlossenen Trajektorien im Zustandsraum, hinzielt. Die Untersuchung des
Stabilitdtsverhaltens aller im System moglichen Grenzschwingungen soll die
Riickschliisse auf das Verhalten der Ruhelagen des Systems ermdglichen vgl.
z.B. . Dieser Blickwinkel kann jetzt erweitert werden.

6.1 Definitionen der Stabilitat

In den vorangegangenen fiinf Kapiteln wurde gezeigt, wie das Ubertragungs-
verhalten des Spektrums der Frequenzen w von den Eigenschaften der linearen
und nichtlinearen Glieder abhéngt. Damit konnte die Bedeutung des Zustandes
der Harmonischen Balance fiir das Systemverhalten insgesamt dargestellt
werden. In diesem Kapitel kann jetzt die Beurteilung der Stabilitit dieser Zu-
stinde sowie ihre Tragweite fiir die verschiedenen Verhaltensmuster der
nichtlinearen Systeme vorgestellt werden.

Bevor jedoch die eigentliche Aufstellung der fiir die Beurteilung der Stabilitét
notwendigen Kriterien erfolgt, soll eine diesen Kriterien zugrunde liegende
Definition der Stabilitdt formuliert werden.

Prinzipiell erscheint es mdglich, die Stabilititsdefinition fiir die Anwendung
der Harmonischen Balance sowohl im Sinne der Ljapunowstabilitit als auch
der Ubertragungsstabilitit (BIBO-Stabilitit vgl. z.B. oder der absoluten
Stabilitit nach V.M. Popow (vgl. z.B. Band 1I, Abschnitt 5)
zu formulieren. Alle diese Definitionen bringen jedoch gewisse Nachteile mit
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sich, wenn sie aus dem Blickwinkel der Harmonischen Balance betrachtet
werden.

Die Definition der BIBO-Stabilitét 148t die unterschiedlichen stationdren Zu-
stinde auBer Acht und beschriankt sich auf die Aussage beziiglich des be-
grenzten Ausgangssignals bei einem begrenzten Eingangssignal. Diese Be-
trachtung fiihrt dazu, daB3 eine genauere Unterscheidung zwischen den diversen
Verhaltensmustern der stabilen nichtlinearen Systeme nicht moglich ist. Der
Grund dafiir liegt darin, da alleine die BIBO-Stabilitdtsdefinition bei den
linearen Systemen zu der Bedingung fiihrt, daB3 alle Nullstellen der charakteri-
stischen Gleichung der Ubertragungsfunktion des Systems negative Realteile
haben miissen.

Ahnlich verhilt es sich mit der Definition der absoluten Stabilitit nach V.M.
Popow. Sie beschriinkt sich auf die global asymptotische stabile Ruhelagen des
nichtlinearen Systems. Eine solche Betrachtung der Zustinde der Harmoni-
schen Balance wiirde die Mdglichkeiten dieser Methode unnétig einengen.

Die Stabilitdtsdefinition nach Ljapunow bezieht sich dagegen auf die Stabilitét
der Ruhelagen im Zustandsraum des Systems. Damit sind bei dieser Betrach-
tung die Gleichungen [3.14) und [3.15)| zu beriicksichtigen. Sie stellen eine
nichtlineare Abhéngigkeit der einzelnen Vektoren des Systems dar. Um diese
Abhingigkeit genauer zu betrachten, ist eine zusétzliche Untersuchung des
Zustandsraumes einzufiihren, welche aber aus der praktischen Sicht bei der
Anwendung der Harmonischen Balance nicht erforderlich ist.

Vor allem ist es bei der Anwendung der Harmonischen Balance wiinschens-
wert, zwischen unterschiedlichen Verhaltensklassen der stabilen Systeme
differenzieren zu kénnen.

Zusitzlich miissen, auf Grund der ,,harmonischen Eigenschaften™ des Systems,
fiir die Stabilitdtsanalyse die vorhandenen Stabilitétskriterien fiir die linearen
Systeme herangezogen werden. Aus diesen Griinden ergeben sich fiir den
praktischen Einsatz der Harmonischen Balance die Stabilitidtsdefinitionen 6.3
bis 6.6 sowie die Definitionen des Ruhezustandes und des stationdren Zustan-
des 6.1 und 6.2.
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Ein anderes wichtiges Anliegen bei der Anwendung der Harmonischen Balan-
ce ist die Einbeziehung der Eingangssignale e an den nichtlinearen Gliedern in
die Stabilititsbetrachtung. Aus den Gleichungen und 1aBt sich die

Gleichung [6.1)]ableiten.

(I_DRKNL)e_DVW:(CVCR)(XVJ (6.1)

Xr

Ist der Vektor w = const., dann gilt fiir nach der Differentiation der linken
und rechten Seite nach der Zeit die Gleichung

d _ .

L (-p,K,e)=(C,Cr)x, 62)
dt Xy

Mit [(6.2)]ist es ersichtlich, daB fiir e = const. die linke Seite von gleich 0
wird. In diesem Fall kann aus unter der Voraussetzung, daf3 ker [ CyCr ]
=0 ist, die Gleichung [6.3)]hergeleitet werdren.

éz({‘vj:xgzo (6.3)

Damit kann in den Stabilititsdefinitionen und bei der Formulierung der Stabi-
litdtskriterien der Vektor e statt x, verwendet werden.

Definition 6.1: Ein Ruhezustand (w, ywo) eines nichtlinearen Systems ist ein
solcher Zustand des Systems, bei dem fiir alle t > t; und einem Vektor der
Systemeingénge w = const = w, die Systemausginge konstant bleiben (es gilt
also y = const = y,). Aulerdem muf fiir alle Eingangssignale der nichtlinea-
ren Glieder die Gleichung erﬁillt sein.

e=0 bzw . e = const . 64)
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Definition 6.2: Ein stationarer Zustand (wo,y.w(t)) eines nichtlinearen System
ist ein solcher Zustand des Systems, bei dem es fiir t — o und einem Vektor der
Systemeingéinge w = cons = w, einen solchen beliebigen reellen Vektor K
gibt, dal} fiir die Systemausginge y = yyo(t) die Gleichung und fir die
nichtlinearen Eingéinge e = ey(t) [6.6)] erfiillt ist.

vy, <K (6.5)

eM(t) <K 6.6)

Mit den Definitionen 6.1 und 6.2 ist beispiclsweise eine Grenzschwingung
zwar ein stationdrer Zustand, nicht aber ein Ruhezustand des Systems. Jeder
Ruhezustand ist damit auch ein stationdrer Zustand, aber nicht umgekehrt.
Diese Unterscheidung wird oft bei der Betrachtung des Stabilitdtsverhaltens
der nichtlinearen Systeme (vgl. z.B. Abs. 1.4) unterlassen, ist aber bei der
Analyse eines Systems mit der Methode der Harmonischen Balance von Be-
deutung.

Mit der Beriicksichtigung dieser Besonderheiten des Systemverhaltens im
Zustandsraum lassen sich folgende Stabilitdtsdefinitionen formulieren.

Definition 6.3: Ein nichtlineares System heifit global asymptotisch stabil,
wenn es fiir das System fiir einen beliebigen Vektor w, im System nur einen
einzigen Ruhezustand (wy, yywo) geméB Definition 6.1 gibt und das System fiir t
> tp und t— oo aus jedem beliebigen Anfangszustand der Zustandsvariablen
X,(to) gegen den Ruhezustand (wo, Ywo) strebt.

Definition 6.4: Ein nichtlineares System heiflit asymptotisch stabil, wenn es fiir
das System fiir mindestens einen beliebigen Vektor w, im System mehrere
Ruhezustéande (wo, Y1wo))»---» (Wo, ¥nwoy) mit n>1 gemdf Definition 6.1 geben
kann und im iibrigen fiir jeden Vektor w, ein Ruhezustand (w, y1wo)) entsteht.
Weiterhin strebt das System fiir t > t; und t — o aus jedem beliebigen Anfangs-
zustand der Zustandsvariablen x,(ty) gegen einen dieser Ruhezustinde.
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Definition 6.5: Ein nichtlineares System heif3t stabil (aber nicht asymptotisch),
wenn das System nicht (global) asymptotisch stabil ist und fiir einen beliebi-
gen Vektor w, zumindest aber flir den Vektor wy = 0 fiir t > t; und t— oo aus
jedem beliebigen Anfangszustand der Zustandsvariablen x,(t;) das System
einen stationéren Zustand (wo,Ywo(t)) geméB Definition 6.2 annimmt.

Fiir stabile Systeme gemaf Definition 6.5 gibt es bekanntlich unterschiedliche
stationdre Zustinde. Damit ist es erforderlich die Definition 6.6 einzufiihren.

Definition 6.6: Ein gemif der Definition 6.5 stabiles System weist €in chaoti-
sches oder ein Grenzschwingungsverhalten auf, wenn fiir t > ty und t— oo fiir
den stationéren Zustand (w,ywo(t)) die Gleichung oder zutrifft.

Fiir das Grenzzyklusverhalten gilt:

Yo

Yy, (O = 5

Z (YCncos(r](.oxt) + Y, sin(Nw, t)) 6.7)
n=1

mit der Frequenz w=2T1V(t,-to).

Fiir das chaotische Verhalten gilt:

Yo ®

Y, .
Yo, =3 +Z(ch(t)cos(nwx<t)t)+st(t)sm(nwx(t) 0))<K<o (63

n=1
wobei K ein beliebiger reeller Vektor ist.

Die Gleichung enthéilt die Beschreibung aller moglichen Ursachen fiir die
Entstehung chaotischer Bewegungen im System. Einerseits kann das System
z.B. keinen konstanten Gleichanteil Yy(t) = const. erzeugen, weil es fiir (- oo
und fiir kleinere Signalwerte instabil ist und bei steigenden Amplituden stabil
wird.
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Zugleich ist das System nicht in der Lage einen stabilen Zustand der Harmoni-
schen Balance herstellen. Vielmehr ,,wandert” das System von einem Zustand
in den anderen und erzeugt damit den harmonischen Anteil von Solche
Verhalten der nichtlinearen Systeme konnen den Beispielen 7.2 und 7.3 ent-
nommen werden.

Wenn jetzt mit der Hilfe der Harmonischen Balance die Stabilitit des nichtli-
nearen Systems gemdf einer der Definitionen 6.3 bis 6.6 nachgewiesen wer-
den soll, dann mufl gewéhrleistet sein, dal die Harmonische Balance alle in
den Stabilitdtsdefinitionen moglichen Zusténde beriicksichtigt. Das ist in der
Tat der Fall, denn mit [(6.1] bis[(6.3] wurde gezeigt, daB fiir ker[CyCr] = 0 aus
die Betrachtung des Vektors der Eingangssignale der nichtlinearen Glie-
der e zu den gleichen Aussagen fiihren mufl wie beim der Zustandsvektor X,.

6.2 Stabilitatskriterien

Fiir die Durchfiihrung der Stabilitétsanalyse eines nichtlinearen Systems lassen
sich die bekannten Stabilitétskriterien fiir die linearen Systeme heranziehen.
Dabei werden die Kriterien im Sinne von Ljapunow zugrunde gelegt. Die
Einzelheiten hierzu kénnen z.B. , oder anderen Literaturquellen
entnommen werden.

Wie im Kapitel 3 gezeigt wurde, kann das Ubertragungsverhalten des Systems
fiir jede Frequenz 0 < w < co durch die Beriicksichtigung von anstelle
der nichtlinearen Funktionen untersucht werden. Mit [(3.32) gilt somit fiir das

nichtlineare System die Struktur von Bild 6/1

Die Ubertragungsfunktion Gy von [Bild 6/1 |gilt nur fiir das Verhalten eines
spektralen Signals der ,,Fenster“-Funktion mit der Frequenz w = w) = Wy
gemil Gleichung [3.32)
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Gni=
W—>» V(S) v, € f(S, w, KNLs u »-
T G W)
x> ¥tx
r
R(s) =

Bild 6/1 Eine zum nichtlinearen System dquivalente Darstellung fiir die
spektralen Signale 0 < w, < oo

Mit [4.4)]bis [4.6)|gilt fiir Gy, von Bild 6/1 veiter die Gleichung

GNL: GNL(S9 ('QU N(e)s Vtx) = GNL(Ss ('Qu KBF(e)> ¢BF(e)9 ytx) (6'9)

Dabei steht Kgr(e) fiir die Betrdge der Beschreibungsfunktionen[IN(e)[J und
(I)Bp(e) fiir den Winkel zwischen ihren reellen und imaginédren Teilen <(N,,N;),
Vtx entspricht der Gleichung @ Mitl@ 1aBt sich gemaf Mhie
Gleichung [6.10)] bzw. [6.11)] herleiten. Se gilt nur fir das Verhalten des
spektralen Sgnals der ,, Fenster” -Funktion aus Abschnitt 3.2 mit der Frequenz
O< < oo,

u=G, (1-RGy)'Vw (6.10)

u=G, w (6.11)

Die Gleichung und ist nur dann giiltig, wenn (1-RGy, )" existiert,
die Determinante det(1-RGyr) # 0. Bei einem realen System kann angenom-
men werden, dafl diese Bedingung erfiillt ist, weil sonst kein eindeutiger Zu-
sammenhang zwischen den Ein- und AusgangsgroBen vorhanden wire. Weite-
re Bemerkungen hierzu lassen sich in Abschnitt 9.1 und 9.3 finden.

Bei der Gleichung handelt es sich um eine allgemeine gekoppelte
Struktur eines ,linearen” MehrgroBensystems. Solche Systeme werden in der
Literatur ausfiihrlich behandelt (vgl. z.B. [[5], [27]). In einem allgemeinen
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Mehrgréfenfall miissen alle Elemente der Matrix G, auf ihre Eigenschaften
untersucht werden. Die Untersuchungsergebnisse der einzelnen Ubertragungs-
funktionen liefern das Gesamtbild des Systemverhaltens. Damit brauchen fiir
die vollstindige Betrachtung des Gesamtsystems nur die Kriterien fiir ein
Element der Matrix G, aufgestellt werden.

Fiir wy, — oo gilt fiir die nichtlinearen Glieder nicht mehr die Gleichung
(6.9)]

sondern (3.2)]oder Fiir Gleichanteile, d.h. fiir w, = 0, miissen statt
die Gleichungen und [4.14)|beriicksichtigt werden.

Um die Stabilitdtskriterien fiir das gesamte System formulieren zu konnen,
muf} vorher die Stabilitit der einzelnen Zustinde der Harmonischen Balance
definiert werden. Die Vorgehensweise bei der Analyse eines einzelnen Zu-
standes wird im Abschnitt p.2.T]vorgestellt.

6.2.1 Stabilitat der Zustande der Harmonischen Ba-
lance.

Wurde bei der Untersuchung der ersten Harmonischen gemdfl Abschnitt
und nachgewiesen, daf3 ein Zustand der Harmonischen Balance im System
entstehen konnte, so muB}, durch den Vergleich mit der Beschreibungsfunkti-
on, seine Existenz gepriift und anschlieBend seine Stabilitdtsuntersuchung
durchgefiihrt werden. Sie soll feststellen, ob dieser Zustand zu einer Dauer-
schwingung fithren oder in einen anderen Zustand wechseln wird. D.h. es muf3
untersucht werden, ob es eine solche Frequenz w geben kann, da} die erste
Harmonischen der ,,Fenster”-Funktion gemaf fiir diese Frequenz und
fiir t — oo erhalten bleibt.

Fiir ein nichtlineares System von [Bild 6/1 kann dementsprechend ein Zustand
der Harmonischen Balance als Punkt Xy von Bild 6/2 Hargestellt werden.
Dieser Punkt entsteht als ein Schnittpunkt von N ; aus und Zg; aus
und erfiillt zu einem Zeitpunkt t, und fiir ein Zeitintervall t,—T, (d.h. fiir
w=21VT,) die Beziehung [(6.12)] und [6.13). Diese Gleichungen und

6.13)|kdnnen entsprechend der Ausfithrungen im Abschnitt 5.4 aus [5.41)| bis
5.43)|abgeleitet werden.
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Zuerst werden fiir den gesamten Bereich der Eingangsvariablen E alle Werte
der Beschreibungsfunktionen N, ;) bis N1y und Nji1y bis Ny berechnet.
Damit konnen die Schnittpunkte von N, entsprechend und Z; nach
[5.33)]ermittelt werden. Dann wird Egy(j zu der frei wihlbaren Variablen be-
stimmt, womit N;; mit einem Vektor Eg entsprechend {4.14)]berechnet wer-
den kann.

Fiir die Uberpriifung des Schnittpunktes Z;;, = N;; muB ein Vergleich der
Werte Egj -1 bis Egj-=n) von mit den Werten in den Vektoren E; bis
E, erfolgen, welche fiir die Berechnung von N; ;) bis Njj.;y und Ngjy bis
Nmn im Punkt Z;; = N verwendet wurden. D.h. ein Schnittpunkt Z;; =
Nii,j stellt nur dann einen Zustand der Harmonischen Balance dar, wenn
erfullt ist.

Ny =f(E;) =2

(= 6.12
5 =F@Z LN NG ) N Ni) @12

Eg, = Eg fp (W= N

Sl Sli)

anos Nejens N oo Nmny) 613)

In und|(6.13] gilt (m,n) aus und {=1,2, ... j-1, j+1, ... n. Egy; ent-

spricht der Amplitude der ersten Harmonischen des j-ten Eingangssignals.

Om(N;), 4
Um(Z,5) Z 5 =T(@=0, Ny By )5 N oy By )N oy By Ny Ey)
beliebige
Parametrierung
von Zj mit
W, N1y, - 5Nijo,
N, (E.
Nij1)» -+ >Nemn) an(Eq)
beliebige
Parametrierung
von N j mit Eg;
Oe(Ng ;). 0e(Z )

Bild 6/2 Zustand der Harmonischen Balance Xy mit den Parametern
Wy, N(l,l) bis N(m,n) und E(J)
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Fiir den Vektor Vtx aus und fiir W= w, existiert fiir den Zustand Xyg
eine Verteilung der Pole s, s,.... einer Ubertragungsfunktion Gy jy der Matrix
G, aus Pole des Systems, die auf der imagindren Achse liegen, werden
mit Sgi, Sga,-.- gekennzeichnet. Die Stabilitdtsuntersuchung des Zustandes der
Harmonischen Balance Xyp fithrt zur Untersuchung der Polverschiebung bei
Verinderung der einzelnen Parametern , Kgr(e), und ytx des in

Bild 6/1 Hargdteliedn Systems.

Ein lineares System von [Bild 6/1 Jist instabil, wenn die einzelnen Ubertra-
gungsfunktionen von G, aus [(6.11) Pole rechts der imagindren Achse oder
reine imagindre mehrfache Pole aufweisen. Sonst ist das System stabil (vgl.

Abschnitt 1.7).

Im Zustand der Harmonischen Balance erfiillt das System die Gleichung
Damit ist gewéhrleistet, da vom System in diesem Zustand eine har-
monische Schwingung mit der Frequenz w, erzeugt wird. Dadurch werden
unabhéngig von mmer zwei Pole auf der [J-Achse der komplexen Ebene
existieren. Der Vektor beeiMELuBt jedoch die anderen Pole des Systems und
auch das Verhalten der einzelnen Eingangssignale E;)(t), Egi(j(t), Esn)(),
Ecnj)(t) aus mit j=1, 2, ... n. Damit muf} fiir einen stabilen Zustand der
Harmonischen Balance die Bedingung gelten, welche entsprechend der
Stabilititsbedingungen der linearen Systeme formuliert werden kann (vgl.
Abschnitt 1.7).

Ein stabiler Zustand der Harmonischen Balance kann nur
dann entstehen, wenn:

1. ein solcher Vektor der Phasenverschiebung an aus
(3.32) existiert, daR die Pole der Ubertragungsfunktion
Gy aus (6.11) links und auf der /*Achse der komplexen
Ebenellegen, (6.14)

2. die auf der [+Achse liegenden Pole hichstens 1. Ord-
nung sind,

3. bel einemPol s=0 der Systemeingang w=0 ist.
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Existieren solche Vektoren der Phasenverschiebunytx , fiir die sich eine
stabile Polverteilung ergibt, dann kann mit der Untersuchung fortgefahren
werden. Andernfalls kann von einem instabilen Zustand der harmonischen
Balance gesprochen werden.

Weiter muf3 geklart werden, was in dem nichsten Augenblick, d.h. fiir t,+dt,
mit dem Zustand der Harmonischen Balance geschehen wird.

Fiir t<co kann davon ausgegangen werden, dal auf Grund der transienten Vor-
giinge im System fiir die Beschreibungsfunktionen Anderungen N+dN vorlie-
gen, die durch die Verdnderung der einzelnen Harmonischen in den Eingangs-
signalen an den nichtlinearen Gliedern E (z.B Eo, Eg,, Esy und Ecy; vgl.
) hervorgerufen wurden. Deswegen muf3 die Bewegung der Polverteilung in
Abhiéngigkeit von E untersucht werden.

Der Schwerpunkt der Untersuchung gilt dabei dem Verhalten des an der [J-
Achse liegenden Polpaars +sg mit w=w). Fiir solch einen Pol gilt die Glei-

chung {6.15)

ssg =1 o (w=w, NE).,Y ) = j f_,(w=0, NE),Y,) (6.15)

Inm ist N(E) = z.B. [N(l,l)(EO(l)> Esi1), Esnqys ECn(l))s s N(i,j)(EO(j)> Esig),
Esng)» Ecngy)s - | gemiB mit i=1,2,...,m und j=1,2....n entsprechend

In einem wiéhrend des transienten Vorgangs entstandenen Zustand der Harmo-
nischen Balance werden die einzelnen Eingangssignale an den nichtlinearen
Gliedern Eyp unterschiedlich beeinfluit. Das hidngt von dem Verlauf des
Vektors w (vgl. sowie von den Zustandsvariablen zum Zeitpunkt t=0
ab. Aus diesem Grund kann im Allgemeinen fiir einen Zustand der Harmoni-
schen Balance auch ein unterschiedliches Verhalten erwartet werden, nicht
zuletzt auch immer dann, wenn dieser Zustand fiir unterschiedliche Vektoren
Eyg moglich ist.
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Die oben beschriebenen Zusammenhédnge ermoglichen die Durchfiihrung der
Analyse des Systemverhaltens im Zustand der Harmonischen Balance.

Zuerst beeinflufit das System entsprechend dem Verlauf des transienten Vor-
gangs eine oder mehrere GroBen des Vektors E = [Eq), Esi), Esny - Eom
Esim» Esnm» Ecnm]. Dieser EinfluB hat zur Folge, dal} eine Anderung der
Funktion fSG = fSG(D) + ijG(D) aus um AfSG = AfSG(D) + jAfSG(D) (ﬁlr die
im Zustand der Harmonischen Balance gilt: fsg)=0) vom System angestrebt
wird.

Wenn Afsgny positiv wird, dann wird sich der Pol sg in die rechte komplexe
Halbebene verschieben und damit erreichen, daf3 alle GroBen Eg,(;, i=1,2,...n
aus E um AE wachsen méchten. Wird Afsgm) negativ, dann mufl E um AE
kleiner werden. Dieser Einfluf} auf alle Eg,; hitte dann eine erneute Verénde-
rung von fgg um Afgg zur Folge, die entweder entgegengesetzt zu den durch
den transienten Vorgang hervorgerufenen Anderungen ausgerichtet wire oder
die eingeleitete Bewegung, weg vom Zustand der Harmonischen Balance,
unterstiitzt hatte.

Die so entstandenen Anderungen AE beeinflussen gleichzeitig auch die Pole
des Systems fiir andere Frequenzen y (in t, entsprechen der ,Fenster-
Funktion die Frequenzen 271vt,<t), <), was zur Folge hat, da} sich die Am-
plituden der hoheren Harmonischen um den Betrag +AEy verdndern konnen.
Ebenso bleibt der imagindre Anteil Afsg(m) von *sg nicht gleich, womit sich die
Frequenz des untersuchten Zustandes verdndert. Dadurch kann ein neuer Zu-
stand der Harmonischen Balance mit einer anderen Frequenz entstehen. Der
Einflu} von Afsgmy kann analog zu den Auswirkungen von Afgg, analysiert
werden.

Diese oben beschriebenen Vorgénge geschehen gleichzeitig. Der Vektor dE/dt
kann deswegen wihrend des transienten Vorgangs unterschiedliche Werte
annehmen (auch abhingig vom Verlauf des Vektors w). Fiir die Untersuchung
der Stabilitét hat dieser Umstand jedoch keine Bedeutung, da im Prinzip nur
eine stabile Umgebung eines Zustandes gesucht wird. D.h. fiir den Nachweis
der Stabilitdt von Xy reicht aus, da} ein Bereich AXyg existiert, in welchem
das System fiir beliebige AE und Aw gegen Xyp strebt.
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Aus diesen Uberlegungen folgt die Definition der Stabilitéit des Zustandes der
Harmonischen Balance:

Definition 6.7:

Besitzt ein nichtlineares System einen durch den Punkt Xy
X = [(*:X_HB’ EO(I)_HB’ ESI(I)_HB""’EO](n) > ytx(l)""’ytx(n)] (6.16)

beschriebenen und durch (6.12) und (6.14) definierten Zu-
stand der Harmonischen Balance, dann heif3t dieser Zustand
stabil, wenn eine solche Umgebung AXyp

AKX :[%_HB: EO(])_HB iAE’ESI(l)_HB iAE’""EO’](n) iAEytx(l)""’ytx(n)] (6.17)

existiert, da3 bei einer Verschiebung des Punktes Xyp inner-
halb eines beliebig kleinen Bereiches AXyp das System fiir
t - o0 gegen Xyp strebt.

Es ist verstdndlich, dal} bei einem stabilen Zustand der Harmonischen Balance
seine Verdnderung um AXyp eine entgegengesetzte Reaktion des Systems
erzeugen muf}. Daraus folgt, dafl die Polverschiebung nach der Anderung um
AXyg einen stabilen Charakter aufweisen soll. D.h. die Reaktion des Systems
muf} solche Auswirkung auf die Pole des Systems aufweisen, daf} sich der
reelle Teil fsgny=fy von s auf die [-Achse der komplexen Ebene bewegt und
der imaginére Teil fsgm)=fn dem Wert (=wx¢ zustrebt.

Die Anderung des Zustandes des Systems um AXy fiihrt zu einer Verschie-
bung von fz=0 um Af;=f;(AXy3g). Diese Anderung hat zur Folge, daB sich die
Amplituden des Vektors der ersten Harmonischen Eg; um AEg=+AE fiir
Af>0 und um AEg;=-AE fiir Af;<0 verdndern. Weiterhin kénnen sich (miis-
sen aber nicht) die Amplituden der hoheren Harmonischen verindern. Fiir
diese Anderungen wird deswegen ein Betrag AE=+AE beriicksichtigt. Ebenso
wirkt sich die durch AXyg verursachte Verdnderung der Frequenz
wW=W~=f(AXyp) auf die Polverschiebung und damit zugleich auf die Anderun-
gen AEg;.und AEy. Diese Zusammenhinge miissen bei der Formulierung des
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Stabilitétskriteriums beriicksichtigt werden, damit die Umgebung von Xyp
vollstindig gepriift werden kann.

In[Bild 6/3]sind an einem Beispiel, d.h fiir fg(AX)>0 und fo(AXys)<fo(Xis),
die Einzelheiten fiir ein stabiles Verhalten des Polpaares +sg dargestellt (s=
fgtj fo). Die praktische Anwendung dieses Falles wird in Beispiel 7.1 erldu-
tert. Durch die Einwirkung von AXyg wandert in der Pol sgxum nach
sgaxim)- Die Koordinaten von Sgxus und sgaxw weisen einen Bereich APgg
aus, welcher die stabilen Eigenschaften des Systems charakterisiert. Nur wenn
das System auf AXyp entgegengesetzt der durch AXyp verursachten Verschie-
bung von sgxus reagiert d.h. die Reaktion des Systems auf die Verschiebung
von Sgxus Nach sgaxim) innerhalb des in als stabil gekennzeichneten
Bereiches APy liegt, kann das Verhalten als stabil angesehen werden.

0 a
SGxm) s-Ebene
fo(Xus)=Wsg / ------------- instabil
fo(AXu+AEs $AE;) |, [$tabil APss
BGA R sga
fD(AXHB+AE31iAEH) ﬁ\‘:’
fo(AXup mit & x 1B = Wax) | SEX 7 |
fu(AXHB):(.GAX ‘/S G(AXs)
f(AXis)

fo(AXps+AEs +AEy)
fo(AXyp mit Wy HB = Wax)

fD(AXHBJFAEs]iAE]_q

Gax

fo(Xus)=0

Bild 6/3 Ermittlung der Bedingungen fiir die Stabilitit des Zustandes der
Harmonischen Balance

In Bild 6/3 kind die einzelnen Untersuchungsschritte gezeigt. Zuerst wird die
Verschiebung von sgx.s) nach sgaxas durch die Einwirkung von AXyp berech-
net. Damit kann die Verschiebung von sgaxus) nach sga, welche durch die
Verdnderung von AEg,=AE, AEy[{] -AE, 0, +AE} und uh,=fn(AXyg) entstehen
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kann, ermittelt werden. Die verursachten Anderungen AEg;, AEy und Gy,
konnen zu einem Vektor AXyg zusammen gefalit werden.

Aus den obigen Ausfithrungen, der Definition 6.7 und den bekannten Eigen-
schaften von linearen Systeme 146t sich ein Kriterium fiir die Stabilitit des
Zustandes der Harmonischen Balance formulieren.

Ein durch (6.12) und (6.14) beschriebener Zustand der Har-
monischen Balance Xyg mit einem auf der /#Achse liegenden
einfach konjugiert - komplexen Pol sz gemal’ (6.15) ist stabil
im Sinne der Definition 6.7, wenn eine solche beliebig kleine
Umgebung AXyg gemald (6.17) existiert, dal3 fur jeden belie-
bigen Punkt aus AXs folgende Bedingungen gelten:

Fir f5(AXpe)>0 liegt
S far AMXup und ar= fD(AXHB)
S far Xyt AEg+AEH
S far AMXypt AE4+AEH und o= fdAXHB)

innerhalb
AP

Fir f(AX4e)<0 liegt
S fur AXHB und = fD(AXHB)
s fUr AXye-AEg+ AEy innerhalb
So fur AXpg-AEq+AE, und ar f{(AXe) [ 4Pss
(6.18)
For fg(AXHB):O
S far AXHB und o= fD(AXHB) innerhalb
(Fur fg(AXHB)=O wird AP zu AP
einer Geraden)

Innerhalb APg; existieren keine weiteren Zustande der Har-
monischen Balance mit axs< ax ayy , Welche fiir die Amplitu-
den E 5 #4E 4 die Bedingung (5.34) erfillen.

Die letzte Bedingung aus|(6.18) ist vor allem fiir Systeme mit nur einer nicht-
linearen Kennlinie wichtig. In solchen Systemen konnen die Zustinde der
Harmonischen Balance fiir beliebige Amplituden entstehen. Bei der Stabili-
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titsanalyse muf} auerdem darauf geachtet werden, daB3 auf der [J-Achse der s-
Ebene bei der Berechnung von stabilen Grenzzyklen nur ein einfaches Pol-
paar gemif [6.15)] vorhanden sein sollte. Wenn das nicht der Fall ist, muf
noch gepriift werden, ob die hoheren Harmonischen fiir die Berechnung der
Beschreibungsfunktion angepafit werden miissen. In der Regel ist diese Fre-
quenz fiir die héheren Harmonischen des Vektors E entsprechend zu
wihlen, fiir die eine bessere Ubertragung durch die Glieder der Matrix R ge-
wihrleistet ist, d.h. diese Frequenz, welche groBere Faktoren Ky aus (5.44)
mit i=1,...,n aufweisen kann.

6.2.2 Ruhezustande

Aus den Uberlegungen im Abschnitt 148t sich eine flir die praktischen
Anwendungen wichtige SchluBfolgerung ableiten. Auf sie soll kurz eingegan-
gen werden. Die Zustidnde der harmonischen Balance werden entlang der Kur-
ven der Harmonischen Balance untersucht und zwar fiir t— o d.h. fiir w0
Sind diese Kurven hinsichtlich w eindeutig (sie enthalten keine gleichen Para-
meter N(E) geméal fiir unterschiedliche w), dann wird im System ein
Ruhezustand

u(t - o)=lim,_, s(G,(1-R G )'VW,) 6.19)

mit Gy, geméil bzw. entstehen, wenn die Bedingungen [6.20)]er-
fiillt sind.

1. Alle Zustinde der Harmonischen Balance sind zumindest
in Bezug auf  fiir 0<w<eo instabil und gehen jeweils in
die niedrigere Frequenz iiber.

(6.20)

2. Das fir w- o linearisierte System (d.h. im transienten
Bereich fir Gyp gemiB (3.2) bzw.(3.3)) ist stabil, wenn
e(t)>K, K<co und beliebig reell ist.
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Die praktische Nutzung dieser Eigenschaften der nichtlinearen Systeme mit
Kennliniengliedern erfolgt in Kapitel 7.

Mit und 1Bt sich der Aufwand der Berechnung von umge-

hen, der fiir Systeme mit Grenzzyklen oder chaotischen Bewegungen gegebe-
nenfalls notwendig wird.

6.2.3 Stabilitatskriterien fir das Gesamtsystem

Die fiir eine vollstindige Beurteilung der Systemeigenschaften erforderlichen
Gleichungen lassen sich zu folgender Kurziibersicht zusammenfassen:

» Gleichungen [5.41)und|(5.43) fiir das Berechnen der im Zustand der
Harmonischen Balance erforderlichen Werte der Beschreibungsfunk-
tion.

» Die Beschreibungsfunktionen und die sowohl in ((5.41)
und eingesetzt als auch fiir die Stabilititsuntersuchung der ein-

zelnen Zusténde herangezogen werden miissen.

»  Gleichungen [5.10)|und zur Sicherstellung, da3 das System ei-

nen stationdren Zustand erreichen kann.

» Gleichung die im Allgemeinen ein lineares Mehrgroflensystem
darstellt und die parameterorientierte Stabilititsuntersuchung der Zu-
stinde der Harmonischen Balance mit der Frequenz w=w, dem Be-
trag Kgr(e) und dem Winkel — gp(egzwischen dem reellen und ima-

gindren Teil der Beschreibungsfunktion sowie der Phasenverschie-
bung aus |3.3Y)als Parameter ermoglicht.

Bei der Stabilititsuntersuchung des gesamten Systems werden stabile und
instabile Zustdnde des Systems gemédl Definition 6.1 oder 6.2 ausgewiesen.
Dabei wird gepriift, ob die Entstehung einer Dauerschwingung, eines chaoti-
schen Verhaltens oder eines Gleichgewichtzustandes gemaf im System
moglich ist.
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Mit den obigen Uberlegungen konnen die weiteren Stabilitéitskriterien formu-
liert werden. Sie beziehen sich auf nichtlineare Systeme mit der Struktur von

Das nichtlineare System ist asymptotisch stabil, wenn fol-
gende Verhéltnisse im System eintreten:

» das fir w- o linearisierte System (d.h. fiir Gy geméB
(3.2) bzw.(3.3)) ist fiir e(t)<K<oo stabil, (6.21)

» das System besitzt fiir 0<w<co nur instabile Zustdnde der 6.22)
Harmonischen Balance und zwar in Bezug auf die Gro-
Ben E aus (6.12). D.h. im System ist keine Grenz-
schwingung moglich.

» das System erfiillt geméafB (5.11) fiir t - co die Gleichung
(6.23),

fe_m_t(t,(.it)x,uT r’ ow’ ,VT = const. (6.23)

o2 Tt ? T Tt 2 Tty

» Die Bedingung (6.20) Pkt. 1 ist mit den entsprechenden
Voraussetzungen erfiillt.

Wenn ein System asymptotisch stabil ist, kann seine globale Stabilitit gemaf
Definition 6.3 durch die Untersuchung der Ruhezustinde nach gegebe-
nenfalls nachgewiesen werden.



5.4 VERGLEICH MIT DEN WERTEN DER BESCHREIBUNGSFUNKTION

Das nichtlineare System ist stabil, wenn folgendes gilt:

» das fiir w- oo linearisierte System (d.h. fiir Gyp gemal
(3.2) bzw. (3.3)) ist fiir e(t)<K<oo stabil,

» eine der zwei folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. das System besitzt stabile Zustdnde der Harmoni-
schen Balance fiir 0<w<co oder

2. das System besitzt keine stabilen Zustinde der Har-
monischen Balance fiir 0<w<oo, aber es erfullt die
Ungleichung (6.26) geméB (5.11) fiir t - co.

f o (b, ul rl ,wl vl )#const. <K

—ty? —ty 2

K<oco und beliebig reell
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(6.24)

(6.25)

(6.26)

Die Bedingungen bis liefern zugleich die Stabilitdtskriterien fiir
die stabilen Systeme mit Grenzzyklusverhalten gemil und mit chaoti-
schem Verhalten gemiB [(6.8) Diese Kriterien konnen getrennt formuliert

werden.

Das nichtlineare System ist stabil und weist ein Grenzschwin-
gungsverhalten auf, wenn

» das fiir W oo linearisierte System (d.h. fiir Gy gemil
(3.2) bzw. (3.3)) fiir e(t)<K<oo stabil ist,

» das System stabile Zustdnde der Harmonischen Balance
fiir 0<w<oo besitzt und

» das System die Gleichung (6.23) gemal (5.11) flir t— o0
erflllt.

6.27)

(6.28)

(6.29)
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Das nichtlineare System ist stabil und weist ein chaotisches
Verhalten auf, wenn

» das fir w- oo linearisierte System (d.h. fir Gy, gemif
(3.2) bzw. (3.3)) ist fiir e(t)<K<co stabil ist,

(6.30)
> eineder 2wei folgenden Bedingungen erflllt ist:
1. das System besitzt keine stabilen Zustinde der Har- 631
monischen Balance fiir 0<w<oo, die Bedingung (6.20) (6:31)
Pkt. 1 ist beziiglich des Frequenzverhaltens nicht er-
fullt oder
2. das System besitzt keine stabilen Zustinde der Har- 632)

monischen Balance fiir 0<w<oo und erfullt die Un-
gleichung (6.26) gemdlB (5.11) fiir t — co.
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7. Beispiele

7.1 Schwingkreis mit einer Federschaltvorrichtung

Das zu untersuchende System ist in Beispiel 1.2 dargestellt. Die dort mit N(E))
durchgefiihrte Analyse liefert falsche Ergebnisse. Die Eigenschwingungsei-
genschaften des Systems sollen jetzt genauer untersucht und die Auswirkung
der Federkonstante Kg auf das Systemverhalten gepriift werden.

Zuerst wird das System von Beispiel 1.2 in ein dquivalentes System entspre-

chend der Gleichungen [2.7)] [2.8)|und [2.9)| umgewandelt. Das Ergebnis die-
ser Umrechnung ist in [Bild 7/1 |dargestellt. Fiir die Ubertragungsfunktionen
| 75

Ry1=-Gy(s,Kp), F1;=G(s) und V=K gelten die Gleichungen [1.7)[und

F11=G(s) [—»

A 4

—> VIIZKF

1

R, 1:'Gg(SsKF)

Bild 7/1 Schwingkreis von Beispiel 1.2 nach der Umwandlung in ein dqui-
valentes System
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Zuerst soll das transiente Verhalten des Systems fiir w— oo analysiert werden.
Zu diesem Zweck wird die nichtlineare Kennlinie u = fy;(e) entsprechend der
Ausfiihrungen in Abschnitt 3.1 durch die Beziehung u = e Ky(e) ersetzt. Fiir

Kni(e) der Begrenzungskennlinie von Bild 7/1 ilt
KNL(G):I fiir e<9 7.1)
Kni(e)=9/e fiir e>9

Damit verdndert sich Kyi(e) im Bereich von 0 bis 1. Die Stabilitdtsuntersu-
chung des mit Ky (e) linearisierten Systems ist in [Bild 7/2 fargestellt

KF:2 . 0

K¢=0.8
KF:O.S

nd () il i ¥ Ku

m stabil mm instabil

Bild 7/2 Stabilitétsuntersuchung fiir W — oo

Das|Bild 7/2 Jiefert fiir w — oo folgende Aussagen iiber das Systemverhalten:
» Fiir Kg<0.55 bleibt das System fiir alle Ky -Werte stabil.

» Fir Ky > 0.55 weist das System unterschiedliches Verhalten auf. Fiir e
kleiner 9 ist es instabil. Mit dem wachsenden Signal e néhert es sich zu-
nehmend dem stabilen Bereich bis es schlieBlich fiir geniigend grof3e e-
Werte fiir beliebige K stabil ist.
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> Wegen des Ubergangs vom instabilen Bereich fiir kleine Amplituden in
einen stabilen Bereich flir grofere Amplituden konnten fir Kg > 0.55
Dauer schwingungen auftretten.

» Im System konnte fiir groe Werte des Eingangssignals w ein stationdrer
Zustand ohne Schwingung entstehen, weil das System fiir groe e-Werte
stabil ist und das Eingangssignal w nur iiber den Verstirkungsfaktor K¢
auf e wirkt.

Wie sich das System in Wirklichkeit verhalten wird, muf3 noch durch die Un-
tersuchung der Zustdnde der Harmonischen Balance und der Beschreibungs-
funktion gepriift werden

Die Beschreibungsfunktion der Begrenzungskennlinie kann gemél
und b) mit z.B. n=u=2, entsprechend dem in Kapitel 4 vorgestellten
Verfahren, ermittelt werden. Die zu untersuchenden Bereiche der Eingangsva-
riablen E; und E, werden durch die Analyse von R;; festgelegt. Zu diesem
Zweck wird die Kennlinie [R;(jnw)lVIR;;Gw)O mit n=2,3,... Von
berechnet.

A [RII(jnw)C
[R11(jw)0

Bild 7/3 Betragskennlinie [R;(jnw) VR ;(jow)
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Aus [Bild 7/3 Jkann abgelesen werden, daB die zweite Harmonische eines mog-
lichen Zustandes der Harmonischen Balance nicht mehr als 1.3 des Betrages
der ersten Harmonischen ergeben kann (Maximum der Kennlinie
DR“GI'I(A))D/DR“GQ))D fiir 1’1:2).

Wenn die hoheren Harmonischen bei der Berechnung der Beschreibungsfunk-
tion weggelassen werden, ist es erforderlich, die Abweichung der Werte E,
von den idealen Werten im Zustand der Harmonischen Balance zu beriick-
sichtigen. Aus diesem Grund muf3 der Wertebereich von E, erweitert werden.
Fir die Berechnung der Beschreibungsfunktion wird daher die Beziehung
E>E,/1.3 z.B. E;=0.5E, festgelegt. Sollte sich bei der weiteren Analyse her-
ausstellen, daB die Zustinde der Harmonischen Balance mit E;=0.5E, entste-
hen konnen, dann muf der Bereich der Eingangsvariab-len E; und E, entspre-
chend vergroBert werden.

Fiir die Berechnung der Fourierintegrale der Beschreibungsfunktion wurden
numerische Algorithmen verwendet. Die Ergebnisse sind in
dargestellt. Dieses Bild enthélt ca. 60000 komplexe Zahlen. Jeder Punkt stellt
einen Wert N(E,E,E;,0,)+Ni(Eo,E(,E,,d,) der Beschreibungsfunktion dar.
Die numerische Untersuchung mit 0<E; <12, 0.01<E;<80, 0.1< E,<40 und
0<¢,<2rt liefert weiterhin eine Hiillkurve H, um die Punktmenge der Be-
schreibungsfunktion. H, wird bei diversen anderen Zeichnungen angezeigt, um
den Giiltigkeitsbereich der gesamten Beschreibungsfunktion zu kennzeichnen.

Die Menge der moglichen Zustinde der Harmonischen Balance Z(w)+jZ;(w)
kann geméiB |(5.32)| und [5.18)|berechnet werden. Fiir sie gilt die Gleichung

. 1
Z,=2,(W+)Z,(w)=—— 12)
R 11
Mit dem Verstirkungsfaktor Vs=2, den Zeitkonstanten Ts=0.5 Sek. und
Ty=0.1 Sek. von Beispiel 1.2 stellt Z;; eine Kg- und w-abhéngige Kurvenschar

dar (vgl.[Bild 7/4).
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Z(W)HZ{(w)

Hi{llkurve
H,

NH(Eo,E,E2,$2)+Ni(E,E,E2,95)

q

Bild 7/4 Beschreibungsfunktion der Begrenzungskennlinie mit der Kurve
der Harmonischen Balance

Das Systemverhalten weist fiir Kg=0.5 keine Zustinde der Harmonischen Ba-
lance auf. Dariiber hinaus ist es fiir w— co und fiir alle e stabil. Damit ist das
System fiir Kg=0.5 asymptotisch stabil und wird keine Schwingungen ausfiih-
ren. Fiir Kg=0.8 und Kz=2.0 existieren gemeinsame Punkte von N(E,E,E,,$,)
und Z,;(jw), welche weiter untersucht werden miissen.

Die Punkte N(Eg,E,E»,$2)+jNi(Eo,E,E,,$,) der Beschreibungsfunktion sollen
zur besseren Ubersicht in Gruppen sortiert werden. Zuerst werden sie nach E,
getrennt. Die einzelnen Kurven N=N+jN; werden mit E; als Variable und
E,,d, als Parameter gezeichnet. Fiir alle Kurven der Beschreibungsfunktion
gilt somit:

N = Nr(E 1)‘(E0,E2,¢2) * ‘]N‘(E 1)‘(E05E2»¢2) (7.3)

Das Bild 7/5 keigt den Verlauf von N(E;) fiir Ej=0 unter der Beriicksichtigung
der aus dem [Bild 7/3 |ermittelten Bedingung E,>0.5E,. In jeder dieser N(E,)-
Kurven ist fiir E;=E;umi €in Kreis eingetragen. Damit ist es moglich, den




110 KAPITEL 7 BEISPIELE

Verlauf von N in Abhédngigkeit von E; zu analysieren. Die Auswirkung von E,
und ¢, auf N(E,) wird quantitativ in|Bild 7/5 |nicht gezeigt, weil sie im Mo-
ment fiir die Untersuchung noch nicht relevant ist.

E():O
Hiillkurve Hillkurve
0O H, H.
fa N(E]) AW 28
B 120, Ke=0.8)
04
0o
b
0
104
0106

Bemerkung : 0= N(Emin))

Bild 7/5 Beschreibungsfunktion N fiir Eg = 0 und Kurve der Harmonischen
Balance Z

Die einzelnen Gruppen der Beschreibungsfunktionen von Bild 7/5 vurden fiir
$,0(0 bis 21) und folgende Werte E, und E; berechnet:

Ez E1

0.1 0.05 bis 80
0.5 0.25 bis 80
1.0 0.5 bis 80
3.0 1.5 bis 80
5.0 2.5 bis 80
10.0 5.0 bis 80
20.0 10.0 bis 80
40.0 20.0 bis 80
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Aus Bild 7/5 Jeeht hervor, daB im Zustand der Harmonischen Balance eine
Erhohung der Amplitude E; um AE zu Verkleinerung des Betrages Ky der
Beschreibungsfunktion und zu VergroBerung ihres Winkelbetrages |¢ | mit der
reellen Achse fiihrt.

Die Auswirkung dieser Anderungen von Ky, und ¢ auf die Stabilitiit der Zu-
stinde der Harmonischen Balance soll jetzt gepriift werden. D.h. das 4-
dimensionale Problem der Stabilitdtsanalyse (ndmlich die Stabilititabhéngig-
keit der Zustdnde der Harmonischen Balance von w, N, N; und y; bzw. von w,
Kyp, ¢ und y;) muBl erértert werden. Zuerst wird die nichtlineare Funktion

entsprechend [3.32)|durch die Gleichung ersetzt. Es gilt:

u(s) _ sKy sin(y, + $) + wKy cos(y, +9)
es) ssin(y,) + wcos(Y,) '

(7.4)

Mit Ky =4yN?+N?  und ¢=< (N,N))

bzw. fir die Harmonische Balance mit

Ky =+/Z2+Z} und ¢==r (Z,.Z)

ergibt sich fiir die charakteristische Gleichung des Systems die Beziehung
ﬁ

(K Ky s0,y,,a,8)=0.
(7.5)

Die Gleichung wird aus der Ubertragungsfunktion zwischen dem Ein-
gang w und dem Ausgang u des Systems ermittelt (vgl. [Bild 7/T)). Dabei wird
die nichtlineare Kennlinie durch die Gleichung ersetzt, wodurch das
System linearisiert wird.

Jetzt kann die Polverteilung in Abhéngigkeit vom Winkel y; fiir alle im Zu-
stand der Harmonischen Balance relevanten Frequenzen w ermittelt werden.
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Fiir Kg=0.8 und alle Ey muB die Frequenz w aus dem Bereich ty<w<w; geméif
nd speziell fiir Eg=0 aus dem Bereich 0.55<w<0.62 gemél
beriicksichtigt werden. Fiir den Parameter Ky gilt der Betrag |Z| und fiir den
Winkel ¢ die Phasenverschiebung der Kurve der Harmonischen Balance
7=7(W)HZi{(w).

Ein Zustand der Harmonischen Balance mit der Frequenz w ist demnach fiir
einen Winkel y; in einem stabilen Bereich, wenn fiir diese Frequenz die Kurve
der Harmonischen Balance solche Werte fiir Ky, und ¢ liefert, dal die Pol-
verteilung stabil ist. Diese Priifung liefert die Voraussetzungen fiir die eigent-
liche Untersuchung der Stabilitdt der Zustinde der Harmonischen Balance

(vel. ).

Bemerkung: Der Pol s liegt in der linken Halbebene auf3erhalb des
dareestellten Bereiches.

Bild 7/6 Polverteilung im Zustand der Harmonischen Balance fiir die Fre-
quenz w=0.5, Verstirkung Kg=0.8 und Winkel 0<y,;<21t

Das [Bild 7/6 keigt, dal der Pol s, fiir bestimmte y;-Werte rechts der [J-Achse
der s-Ebene liegt. Fiir diese y;-Werte ist der Zustand der Harmonischen Balan-
ce instabil. Die vollstindige Priifung der Stabilitdt in Abhdngigkeit von vy,

enthilt Bild 7/7
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Vi

—=» w/Sek!
m stabil = instabil

Bild 7/7 Priifung der Stabilitéit der Zustinde der Harmonischen Balance in

Abhéngigkeit vom Winkel y; und Frequenz w fiir die Verstirkung
KF:08

Aus Bild 7/7 fist ersichtlich, daf} es fiir Kr=0.8 solche Bereiche y; gibt, welche
die Voraussetzungen fiir die Entstehung einer Schwingung liefern. Somit muf3
die Untersuchung weiter gefiihrt werden.

Das Verhalten der moglichen Zustéinde der Harmonischen Balance (gemein-
sames Stlick von Z(jw) und der durch die Hiillkurve H,(E(=0) umschlossenen
Flache) soll fiir Kg=0.8 und Wy=0 entlang von Z(jw) untersucht werden. Ge-
mal gilt im Zustand der Harmonischen Balance mit Zy=N, (N, ist die
Beschreibungsfunktion des Gleichanteils vgl. folgende Beziehung:

E, =K, W, +E,N,R, (0) = 0.8W, +0.8E N, (7.6)
Aufgelost nach E, gilt:
— WO
°T125-N, @.7)

Fiir Wy=0 muf} gemilB auch E(=0 sein. Damit sind die Zustinde der Har-
monischen Balance von Bild 7/5 [ zu untersuchen. Fiir die Frequenz aus diesem
Bereich gilt: 0.55<w<0.62 (vgl. |Bild 7/5 ). Im ersten Schritt dieser Untersu-
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chung muf} das Verhalten der Pole in Abhéngigkeit von der Amp-litude E; und
des Winkels Yy, analysiert werden. Von ann abgelesen werden, dal3
fiir die Anderung E,+AE folgende Abweichungen vom Betrag Ky =|Z(jw)| und
dem Argument ¢p=<Z(jw) entstehen konnen:

Kni-AKyp, ¢+A

E|+AE = { Kni-AKy, -¢-Ad (7.8)
Kn+AKy, ¢-Ad

By -AE = { Kni+AKyg, -0+Ad

Im Zustand der Harmonischen Balance gelten fiir w=0.62 folgende Werte:
Kni=|Z(jw)[=0.68 und $=¥Z(ju2)=0.035 Radiant. Eine beispielhafte Untersu-
chung der Polverschiebung der charakteristischen Gleichung in Abhén-
gigkeit von Ky und ¢ zeigt das Eild 7/8 | Von Interesse sind die Pole sg;) und
G2y des Systems von [Bild 7/6 |. Die restlichen Pole liegen fiir y;=0.5 in der
linken Halbebene. Wegen der Symmetrie von sg(py und sg) wird sgp) wegge-
lassen.

0

1

I =0.5
SG(1)
@=0.62 | Kn=0.487= 5/
ﬂ“\""ﬁ-\x $=0.065
Kn=0.88 ~ $=0.035
$=0.005

! s-Ebene

O

e 04 097 0 14 OF

Bild 7/8 Verschiebung der Pole bei Anderung des Betrages Ky und des
Argumentes ¢ der Beschreibungsfunktion fiir w=0.62 und y;=0.5

Unter der Beriicksichtigung von ergeben sich fiir den in|Bild 7/§
dargestellten Zustand der Harmonischen Balance mit w=0.62 folgende Aussa-
gen:
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» Fiir eine steigende Amplitude E; tendieren die Pole sg in die linke Halbe-

bene. Zugleich erhdht sich die Frequenz des Zustandes (Um(sg) wird gro-
Ber).

» Fiir eine fallende Amplitude E; bewegen sich die Pole sg in die rechte
Halbebene. Zugleich wird die Frequenz des Zustandes kleiner.

Diese Abhingigkeit von der Frequenz w muf} analysiert werden. Die Auswer-
tung erfolgt gemal aus Abschnitt. Ein Beispiel fiir die Teilbeur-
teilung der Umgebung eines Punktes der Harmonischen Balance ist in [Bild 7/9)]
dargestellt. Dort verschiebt sich der Pol sg fiir N(Eo=0, E;-AE, E,, ¢»), d.h. in
der Folge fiir Ky +AKyy und ¢-Ad, in die rechte Halbebene (Vgl.
SG(1.sehritty)- Das System wirkt entgegen der erfolgten Anderung. Dieser Zustand
der Harmonischen Balance geht aber wegen [m(sg) > Um(Sgq sehrit) <
Om(Sg.schrity) in den néchsten Zustand mit einer niedrigeren Frequenz iiber,
weil fiir Om(sg) > Um(Sg(1 schritny) 1M System andere Zustéinde der Harmoni-
schen Balance fiir eine Frequenz w<[m(sg) entstehen konnen.

SG fiir KNL:0 .68 .

O
0 By
s-Ebene $=0.035
0 Ee und w=0.

SG(2.Schri fur KNL:0~75
B8 (@:sehro

$=0.033
i / und w=0.6032
0eE1f /
\“\‘ SG(1.Sehritty fUr Kn=0.7,
@0.603 06032 UEE] 4 ¥ |/ $=0.033

= und w=0.603

: o
008 006 004 002060 002 o004 DD6 008
0.0260  0.0261

Bild 7/9 Priifung der Umgebung eines Punktes der Harmonischen Balance
fiir w=0.62 Sek™' und ¢ in Radiant

Die vollstindige Priifung der gesamten Umgebung des Zustandes der Harmo-
nischen Balance erfolgt mit N(Eo=0, E,2AE, E,AE, §,+Ad) flir unterschiedli-
che Winkel y;. Sie mufl nur dann vollstindig durchgefiihrt werden, wenn der
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Punkt stabil ist. Fiir (0>0.62 kann die Stabilitdtsanalyse schon bei der Untersu-
chung E,-AE abgebrochen werden, weil die Zustdnde der Harmonischen Ba-
lance jeweils in den Zustand mit der niedrigeren Frequenz iibergehen und
damit instabil sind. Fiir die Frequenz w=0.55 ist eine weitere Verschiebung
entlang Z(jw) nicht mehr méglich, weil wegen W(=E=0 der Bereich der giilti-
gen Beschreibungsfunktion begrenzt ist. Hinsichtlich der Anderung der Am-
plituden E;AE und E,*AE sowie des Winkels §,+A¢d zeigt das System fiir
w=0.55 ein stabiles Verhalten. D.h. die Pole der Charakteristischen Gleichung
streben nach der Anderung des jeweiligen Parameters und erneuten Be-
rechnung der Polverteilung gemif gegen die imagindre Achse der s-
Ebene und auf die Frequenz w=0.55 zu. Diese Ergebnisse stimmen mit der in
Beispiel 1.2 durchgefiihrten Simulation des Systemverhaltens (vgl.
iiberein.

Wie zu erwarten war, stimmt die Frequenz w=0.55 von icht mit der
tatsdchlichen Frequenz der Grenzschwingung iiberein. Der Grund dafiir liegt
darin, daB die Beschreibungsfunktion mit einer falschen Harmonischen be-
rechnet wurde und damit die Ermittlung aller Werte der Ubertragungsfunktion
Gy gemiB nicht moglich war. Bessere Ergebnisse entstehen bei der
Berechnung der Beschreibungsfunktion mit der 3. statt der 2. Harmonischen
(vgl. Abschnitt 4.2 und [Bild 7/10 ). Die Frequenz der tatsdchlichen Schwin-
gung von [Bild 1/8 mit w=0.44 entspricht in etwa der Frequenz w=0.41 von

Bild 7/10 |

ol U Z(0)HZ(w) fiir Kg=0.8
E / N(E1,¢3) ﬁir E():O und E3:8.0

~1 1

| / N(¢3) fiir E=0, Ej(iny=4.0 und E3=8.0
.-- ‘/
’ w=0 _
|:|:| |:| : ....... T H :I < ] D
| w

oz A 0<¢;<2m

4.0<E,<40

Bild 7/10 Beschreibungsfunktion N(E; E; ;) fiir E;=0 und Kurve der
Harmonischen Balance Z(jw) fiir Kg=0.8



7.1 SCHWINGKRIES MIT EINER FEDERSCHALTVORRICHTUNG 117

Bei der Beurteilung des Systems fiir Wy>0 muB in der Beziehung die
Beschreibungsfunktion des Gleichanteils Ny beriicksichtigt werden. Damit
brauchen in der Stabilititsanalyse nur diese Zustinde der Harmonischen Ba-
lance beriicksichtigt zu werden, welche mit [Eo, E,, E,, §,] bzw. [E,, E;, Es,
03] zugleich erfiillen. Eine ausfiihrliche Darstellung der Vorgehensweise
ist fiir solche Problemstellungen in Beispiel 7.3 enthalten.

Kurz soll noch auf das Systemverhalten fiir die Verstiarkung Kg=2 eingegangen
werden. Die Kurve der Harmonischen Balance Z,; liegt fiir fiir die Frequenz
w=0 und K=2 im Bereich der Beschreibungsfunktion. Damit gibt es fiir das
System prinzipiell die Moglichkeit den stationdren Zustand mit u=Uj=const.
zu erreichen. In der Tat liefert die Stabilitdtsuntersuchung den Nachweis, daf3
ein Zustand der Harmonischen Balance jeweils in einen anderen Zustand mit
der niedrigeren Frequenz wechseln kann womit u=Uy=const. moglich wird.

15.2 wi(t)
9.0 10 . - -
5 \\ \\ \ u(t).fir K=0.5 \ \ \
N A / AN
u(t) fiir Ke=0.8 } 4

|
1 U ) U

-10

0 50 100 150 t/Sek.

Bild 7/11 Simulation von u(t) fiir verschiedene Verstirkungsfaktoren
Kg=0.5, 0.8

Die Simulation des Verhaltens des Ausgangs u(t) der Begrenzungskennlinie ist
fiir unterschiedliche Kg-Werte in [Bild 7/11 {ind Bild 7/12 knthalten.
Sie bestitigt die Ergebnisse der Systemanalyse.
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w(t)

15.2 u(t) fir K=2.0 [

10 |

9.0 : |
5

22
0
-5
-10 t/Sek.
0 50 100 150

Bild 7/12 Simulation von u(t) fiir den Verstarkungsfaktor Kg=2.0

Die obigen Untersuchungen zeigen, dal die Methode der Harmonischen Ba-
lance auf eine besondere Art das Systemverhalten erklért und der nétige Auf-
wand fiir die Berechnung der Polverschiebung des mit der Beschreibungs-
funktion ,lineariesierten Systems durchaus belohnt wird.
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7.2 Drehzahlgeregeltes elastisches Zweimassensy-
stem mit toter Zone und Reibung

Ein in und [2] vorgestelltes elastisches Zweimassensystem soll untersucht
werden. Es wurde in unter Anwendung diverser Regelkonzepte mit Beob-
achtern ausfiihrlich analysiert. In der hier durchgefiihrten Betrachtung wird
gepriift, ob es moglich ist mit einer drehzahliiberlagerten Stromregelung die in
einem solchen System iiblicherweise auftretenden Eigenschwingungen erfolg-
reich zu bekdmpfen.

Die Regelstrecke besteht aus zwei Massen 1 und 2, die iiber eine Welle und
ein Getriebe miteinander gekoppelt sind. Die Masse 1 wird durch einen strom-
geregelten Antriebsmotor angetrieben. Fiir die Regelung stehen nur der Motor-
strom i, und die Motordrehzahl n; zur Verfiigung. Damit soll die Drehzahl n,
der Masse 2 geregelt werden. Sie wird durch ein Columb’sches Reibmoment
Mg, von ) beeinfluft.

Weiterhin enthilt der Ubertragungsweg eine tote Zone von Bild 7/13 ).

a) fiir tote Zone b) fiir Reibung
GTZf(G) Amm:f(nz) F, : Haftreiburg
Fy F; : Gleitreibing
=45° NS a : Gleitkoeffizient
-0y /{B 45 71:@ —
> n

+oz o -Fo 2
/ N
mg, = Sgn(nz)(FG + (FH -F )e_‘nz‘a)
Bild 7/13 Nichtlineare Kennlinien des im Bild 7/14] dargestellten Systems

Die beiden Massen sind durch ihre Trigheitsmomente ©; und ©, und die da-
zugehorigen Zeitkonstanten To; und Te, beschrieben. Die Kraftiibertragung
zwischen Masse 1 und Masse 2 erfolgt {iber eine elastische Welle mit der Fe-
derkonstante c;, und einem parallel dazu geschalteten Dampfungselement mit
der Materialddmpfungskonstante d,.
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Fiir die elastische Welle, die ein Antriebsmoment m,, fiir die Masse 2 erzeugt,

gilt die Gleichung
—==¢,+sd, (7.9)

wobei Or die AusgangsgroBle der toten Zone ist. Der Antriebsmotor wird im
System als ein PT,-Glied mit der Verstirkung V, und der Ankerzeitkonstante
T, beriicksichtigt. Die Groflen des Motors sind so normiert, da3 der Anker-
strom i, gleich dem Antriebsmoment m; ist. Ebenso wird die Drehzahl n; der
im Motor induzierten Spannung ey gleich. Damit wirkt sich im System die
Motorspannung uy; entsprechend der Gleichung aus.
i, _ m Va

Uy —€y Uy~n; 1+sT,

(7.10)

uy wird durch ein Stellglied, das von einem PID-Stromregler iiber die Grofe
ugt gesteuert wird, erzeugt. Es wird durch ein PT,-Glied mit der Verstirkung
Vrund der Zeitkonstante T gemif angenihert.

U oV

Ug 1+sT;
Die Regelstrecke soll mit einem Drehzahlregler fiir n; (z.B. PID-Regler) und
einem iiberlagerten Stromregler fiir iy versehen werden. Die Auswirkung der

Istwertriickfithrung wird durch die PT-Glieder beriicksichtigt. Die Beziehun-
gen konnen {7.12)[entnommen werden. Es gilt:

(7.11)

i 1
> Fiir den Drehzahlregler: — =Vt 5Ty,
n, =N, Tia
> Fiir die Drehzahlriickfithru e~ Vo
iir die Drehzahlriickfiihrung: n, T4sT.
(7.12)
u

Y

1
st —_
— =Vt +sTyy,
Ly Tlax Ri
lA* — in

1, 1+sT;

Fiir den Stromregler:

»  Fiir die Stromriickfiihrung:
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Durch eine entsprechende Normierung des Drehwinkels o, der Masse 1 und 0,
der Masse 2 mit dem Drehwinkelnennwert Qy wird eine Integration der Dreh-
zahl n; bzw. n, mit der Zeitkonstante Ty=1 Sek. erreicht. Fiir sie gelten die

Gleichungen {7.13)

n, 1 a _ 1
m —m, STy , n,  sTy
(7.13)
n, _ 1 a, 1
m,—m; ST, ’ n, sTy

Der SignalfluBiplan des gesamten Systems ist in [Bild 7/14 dargestellt.

Vi, Tri, Toi VRa, TRa, Ton

VXi’TXi
Regelung &
Messung ia n

mg=f(n,)

ay

Regelstrecke

Bild 7/14 Signalfluplan eines drehzahlgeregelten elastischen Zweimassen
systems mit toter Zone und Reibung



122

Die einzelnen in der nachfolgenden Tabelle zusammen
und die Normierung der Systemgroflen kann und

KAPITEL 7 BEISPIELE

den.
Drehzahlintegrationskonstante | Ty=1 Sek.
Drehzahlriickfiithrung Vr=1.0  Ty,=0.0026 Sek.
Stromriickfithrung V,;=0.5 T4;=0.0018 Sek.
Stellglied V1=2.227 T1=0.001667 Sek.
Antriebsmotor Va=8.5 Ta=0.02 s
Masse m; Te1=1/3,39 Sek.
Masse my Ter=1/1,13 Sek.
Welle d1,=1,907 ¢,=61658,234
tote Zone a,=0.05 vgl. Bild 7.12 a)
Reibung F=0,1 Fg=0,09 a=10 vgl. Bild 7.12 b)

Die Aufgabe wird in folgenden Schritten durchgefiihrt:

> Aufbau und Uberpriifung der Simulation der Regelstrecke

Auswahl der Parameter des Reglers

>
» Priifung des Systemverhaltens fiir @0 — o und der Ruhezustinde
>

Untersuchung des Systemverhaltens auf das Vorhandensein von

Grenzzyklen oder chaotischen Bewegungen.

7.2.1
strecke

Bei der Untersuchung der nichtlinearen Systeme muf3 groBe Sorgfalt bei der
Auswahl des Modells und der Festlegung der geeigneten Integrationsmethode
walten. Im weiteren werden die fiir die Simulation entscheidenden Uberlegun-

gen vorgestellt und erldutert.

Aufbau und Uberpriifung der Simulation der Regel-

oestellten Zahlenwerte
i30l entnommen wer-
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Auf Grund des groBen Wertes der Federkonstante der Welle c¢;, muf} eine
kleine Toleranz fiir die Integrationsmethode des Simulationsprogramms Axg
gewihlt werden. Sie sollte mindestens um den Faktor 10 kleiner als 1/c, (d.h.
mindestens 107 betragen).

Bei der gewihlten Toleranz Axg mufl weiterhin gewéhrleistet werden, daB fiir -
Axg<n,<+Axg die Reibungskraft Fr=f(n,) den Wert 0 liefert. Aus diesem
Grund muf fiir die Simulation die Reibungskennlinie so verdndert werden, daf3
fiir z.B. [h,[<10Axg die Reibungskraft Fr gleich O ist.

Zuerst soll die Richtigkeit der Simulation fiir die lineare Regelstrecke (die
Funktion mg=f(n,) entféllt und ar=f(a) wird durch at=a ersetzt) iiberpriift
werden. Sie ist an zwei Kriterien gekoppelt:

» schwingungsfreier Zustand bei einer konstanten Ankerspannung
Upm=Umo

» die Geschwindigkeit n, erreicht nach einer Ansteuerung durch uy#0
den Zustand n, = 0 fiir uy=0.

Das muf3 zumindest filir grole Zeiten zutreffen. Fiir die Drehzahl n, kann z.B.
der Zustand [n,[€ 10Axg als n, = 0 akzeptiert werden.

Um bei der Simulation sichere Ergebnisse zu erhalten wird die Toleranz
Axg =107 gesetzt und die Reibungskraft soll im Bereich -10°<n,<+10° den
Wert 0 aufweisen. Die oben beschriebenen Bedingungen liefern eine zuldssige
Simulation mit der Software ,,Simulink® fiir folgende Einstellungen der Simu-
lationsparameter:

Minimum - Simulationsschritt: .................... 0,00001 Sek.
Maximum - Simulationsschritt: ................... 0,0001 Sek.
Integrationsmethode: .......c.ccccecereneiicnecennne Runge-Kutta 5
Sample time (Auto Scal Graph).................... 0.0001 Sek.

Die Simulation der linearen Regelstrecke zeigt Bild 7/15 | Es ist daraus er-
sichtlich, daB die Signale dem erwartenden stationdren Zustand zustreben.
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1.2
Um =HUmo

|/ \

0.4
\
0.2 \ "

0.5 1 15 2 25 3 35

t/Sek.

Bild 7/15 Sprungantwort der linearen Regelstrecke

Ebenso bestitigen die in[Bild 7/16 Kargestellten Verliufe, daB die nichtlineare
Regelstrecke richtig dimensioniert und die Simulationsparameter korrekt ge-
wihlt sind. Es stellt sich das erwartete Verhalten der Regel- strecke ein. Nach
dem Aufschalten von uy=uy;, und Umschalten nach eine Zeit von 0.45 Sek.
auf uy=0 strebt n, einem stationdren Zustand n,=0 zu, welcher im Bereich -10

S<n,<+10° liegt (vgl. Bild 7/16).

t /Sek.

Bild 7/16 Sprungantwort der nichtlinearen Regelstrecke
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7.2.2 Auswahl der Regelparameter

Fiir die Regelstrecke soll jetzt eine einfache Regelung entworfen werden. Die
Berechnung der Regelparameter kann zuerst fiir das lineare System (d.h. fiir
mp=0 und Or=0) durchgefiihrt werden, weil die Reibungskennlinie nur ein
zusétzliches Belastungsmoment erzeugt und die tote Zone entweder den Wert
0 oder fir a>a; den Wert a-a; liefert. Im ersten Schritt sollen die Parameter
des Stromregelkreises berechnet werden. Fiir die Ubertragungsfunktion Gy(s)

des offenen Stromregelkreises G,i(s)=ia+/us, (vgl. Bild 7/14 ) gilt nach der
Beriicksichtigung der Kompensation der Nullstellen des Zéhlers und des Nen-

ners von G(s) die Gleichung

S

G, (s) =131
(1+0,00025)(1 +0,001s)(1 + 0,0243s)(1 + 0,1 145)

(7.14)

Um eine optimale Ddmpfung des Stromregelkreises zu erhalten wird ein PID-
Regler eingesetzt. Er wird geméll dem Betragsoptimum eingestellt. Die Bezie-
hungen fiir die einzelnen Reglerparameter konnen beispielsweise Tabelle
7/3 entnommen werden. Fiir die Ubertragungsfunktion des Reglers gilt folgen-
de Gleichung:

=K +L+TDis=60+ !

Ri

G +1,2s

0,0024s (7.15)

Ri
Ri

Die in der Industrie am meisten verbreitete Regelstruktur fiir drehzahlgeregelte
quasi-lineare Systeme ist eine stromunterlagerte Drehzahlregelung (vgl.
[/14]).Um keine bleibende Regelabweichung zu erreichen, muB der Drehzahl-
regler mindestens als PI-Regler festgelegt werden. Die optimale Berechnung
der endgiiltigen Werte entsteht durch die Untersuchung der Ubertragungs-
funktion Ggmiy=n,/n,, und der Anwendung des Betragsoptimums. Daraus ergibt
sich fiir den Drehzahlregler die Ubertragungsfunktion

GRn:KRn+L:6’5+ !
Ti,S 0,05s

(7.16)
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Die Sprungantwort des geregelten linearen und nichtlinearen Systems ist in

Bild 7/17 |dargestellt.

ny/1.13

ny (linear)
/ — =
|

0.8 (
0.6 [

ichtlinear)

0 t/Sek.
5

Bild 7/17 Sprungantwort des linearen und nichtlinearen Systems

7.2.3 Priufung des transienten und stationdren Systemver-
haltens (w - o und w=0)

Die Aussagen iiber das Verhalten des Systems fiir w — oo erfolgen aus der
linearen Betrachtung des nichtlinearen Systems gemaf3 Abschnitt

Gesucht werden alle stabilen und instabilen Bereiche der Ubertragungsfunkti-

on Gimz=n2/ny, mit Ersatzverstirkungsfaktoren gemél fir die in
7/13 [dargestellten Kennlinien. Aus ergeben sich fiir diese nichtlinearen
Funktionen folgende Werte:

Ersatzkennlinie fiir die Reibung : Ky ;0(00..0) fiir n;=e;[](-c0.. o)
(7.17)
Ersatzkennlinie fir die tote Zone : Ky,[(0..1) fiir a=e,[(-0.. o)

Fiir jeden Punkt der (Ky;,Kxi2)-Ebene gemif3 kann eine Stabilititsaus-
sage erfolgen. In diesem Fall werden in Abhingigkeit von Ky ; und Ky, nu-
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merisch die Pole der Ubertragungsfunktion Ggm2=no/n,, ermittelt. Daraus er-
gibt sich die in [Bild 7/18 fargestellte Stabilitatskarte fiir Ky und Kyp,.

Aus Bild 7/18 konnen folgende Aussagen abgeleitet werden:

» Das System ist immer instabil, wenn Ky;,=0 bzw. [0 <oy ist (vgl.

Bild 7/13 fa)). D.h. das System ist fiir W oo fiir o innerhalb der toten
Zone instabil.

» Wegen der Instabilitit des Systems fiir [d[J <0 und seiner Stabilitit
fir [@2a 7 fir w- oo kdnnen im System Schwingungen oder chaoti-

sche Bewegungen entstehen.

» Ein Ruhezustand im System kann nur dann erreicht werden, wenn
o=0 5 ist.

KNLZ 1

0.&

0.6

o 20 40 Ei] &0 0 Ky
|
stabil instabil
Bild 7/18 Stabilitétskarte des linearen Ersatzsystems fiir w — o
Unter der Annahme, dafl im System ein Ruhezustand gemifl Definition 6.1

besteht, gilt fiir die AusgangsgroBe n, entsprechend der Ubertragungsfunktion
Ggm)(K1,Ky,8) die Gleichung
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nz(t - °°)

1 I‘lw —
n, =const . = lgl_l:I}) (SG g(n2) T) - 078826 n,

(7.18)

Aus geht hervor, dafl der stationdre Zustand der Ausgangsgrofe n, von
den nichtlinearen Gliedern unabhéingig ist, wenn keine Grenzzyklen oder keine
chaotischen Bewegungen im System entstehen konnen. Diese Priifung muf}
jetzt durchgefiihrt werden.

7.2.4 Prufung des Systemverhaltens auf das Vorhanden-
sein von Grenzzyklen oder chaotischen Bewegun-
gen

Im ersten Schritt dieser Untersuchung miissen die Zustdnde der Harmonischen
Balance fiir das System von [Bild 7/14 Jeefunden werden. Entsprechend den
Ausfiihrungen in Abschnitt 5.2 werden die Gleichungen der Harmonischen
Balance und fiir das System hergeleitet. Fiir die Aufstellung von
[(5.17)] und [5.18) miissen die Ubertragungsfunktionen V,,(s), Va(s), Ry ((s),
R5(s), Ry(s) und Ryy(s) von Bild 5/1 hus Bild 7/14 prmittelt werden.

Mit kann die Voraussetzung fiir das Vorhandensein der konstanten
Gleichanteile gepriift werden. Diese Anteile werden mit Hilfe der Gleichungen
(5.10)lund [(3.27) bis[(3.29) unter der Beriicksichtigung der Anfangsbedingun-
gen berechnet und untersucht. Es zeigt sich, daf fiir t— o die Gleichanteile
EOZ[nzo,ao]T:[Eo(1),E0(2)]T gegen einen konstanten Wert streben.

Fiir |(5.18)| gilt fiir das in [Bild 7/14|dargestellte System die Gleichung [7.19)
welche wie hergeleitet werden kann.

R,Z -1 R,Z, E, _—
R, Z, R,,Z,-1)\E, ' (7.19)
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Entsprechend der Ausfiihrungen im Abschnitt ist fir E; und E, gemil
eine nicht triviale Lésung nur dann vorhanden, wenn solche Z; und Z,
existieren, welche geniigen.

— R,Z -1
- 7.20
Z,(R,R, _R12R21)_Rzz ( )

2

Dieser Zusammenhang muf3 untersucht werden. Zuerst wird ermittelt, ob eine
solche Frequenz 0<w<oo existiert, welche die Bedingungen fiir den Zustand
der Harmonischen Balance der ersten Harmonischen erfiillt. Von Bedeutung
sind nur solche Z; und Z,, die mit den Werten der jeweiligen Beschreibungs-
funktion identisch sind.

Bevor jedoch die Berechnung der Beschreibungsfunktion durchgefiihrt wird,
soll gepriift werden, welche Amplitudenverhéltnisse und welche hoheren
Harmonischen filir die Beschreibungsfunktion beriicksichtigt werden miissen.
Um den zu untersuchenden Amplitudenbereich der Eingangssignale der nicht-
linearen Gliedern bei der Berechnung der Beschreibungsfunktion einzugren-
zen, wird gepriift, welchen Einflul die Elemente von R auf die Amplituden
eines eventuellen Grenzzykluses hitten. Relevant fiir die Berechnung von N;
sind die Funktionen [R;(jnw)V[R,;(je)U und [R;»,(jnw)IR,(jo)O bzw.
fiir der Berechnung von N, die Funktionen
[R5, (jn0d) VIR (jo) Cund CR»(jned) VER 5, (jo) Cimit n=2,3,... Sie sind in

719 bis [Bild 7/22 Hargestellt.

Ry (jno)
=5 R (o)
£ n=2
T
n=3
n=4
n=5
il o] it it o (.U/Sek.-l

Bild 7/19 Frequenzkennlinien [R;(jnw) VR ;(jw)[
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[R,;(jnw)|
[R,,(joo)

0.6

0.6

0.4

0z

-1
0 0000 00 BO000 Boiod ~ oooon w/Sek.

Bild 7/20 Frequenzkennlinien [R,(jnw) VR ,(jw) [

Ry (o)
SRy (o)

L n=3
| n=4

n=
A v o] [ o oo o/Sek.”!

Bild 7/21 Frequenzkennlinien [R;;(jnw) VR, (jw)[

R, (jnw)

05 R,y (o)

o Enm pom som o oYSek.!

a1

Bild 7/22 Frequenzkennlinien (R (jnw) VR, (jw)[

KAPITEL 7 BEISPIELE
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Aus den obigen Bildern 146t sich ablesen, daB das Amplitudenverhéltnis zwi-
schen der ersten und einer beliebigen héheren Harmonischen niedriger liegen
wird als das Amplitudenverhiltnis zwischen der ersten und der zweiten Har-
monischen E,/E;. Fiir die Berechnung der Beschreibungsfunktion wird damit
die erste und die zweite Harmonische genommen.

Weiterhin 148t sich den in [Bild 7/19 |bis [Bild 7/22 ldargestellten Kennlinien
entnehmen, daBl fiir die Berechnung von Nj(e;=E)+E)sin(ux)+
Eqpsin(2ot+¢y)) die Bedingung gelten mufl (vgl. den maximalen
Wert aus den Kennlinien [R;(j20)[JR;;(jw)d und [R1>(G20)V [R»(jo) ).

Eap < Eqp 7.21)

Ebenso muB fiir die Berechnung der Beschreibungsfunktion der toten Zone
Na(e2=E2)o+Eq)i8in(t)+Epsin(2ut+ ;) der maximale Wert aus den
Kennlinien [Ry;(j26) /Ry (jw)0 und DRy(120) VR0 in be-
rlicksichtigt werden.

Epp < 0,5 Epy (7.22)

Weiterhin muf3 der Wertebereich von E(;), und E(,y, erweitert werden, weil die
Abweichung dieser Werte von den idealen Werten im Zustand der Harmoni-
schen Balance zu beriicksichtigen ist (nur die 1. und 2. Harmonische wird
verwendet). Mit der Bedingung E;,<E(y, liefert die Berechnung der Be-
schreibungsfunktion der toten Zone N, gemil die in
dargestellten Ergebnisse.

Die Berechnung der Beschreibungsfunktion der Reibung N; erfolgt mit der
Bedingung E;),<1,5E;); und ist in Bild 7/24 Hargestellt.

Sie liefert Werte, die in der rechten komplexen Halbebene und in einem klei-
nen Halbkreis um den Nullpunkt mit einem geschitzten Radius von ca. 10 der
linken Halbebene liegen. Ob eine genauere und feinere Auflosung der Ampli-
tuden E, und Ey fiir die Berechnung von N; notwendig ist, wird sich im
Verlauf der weiteren Untersuchungen ergeben. Eine entsprechende Nachbe-
rechnung der Funktion N; mul3 ggf. durchgefiihrt werden.
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Hiillkurve N,

Bild 7/23 Beschreibungsfunktion Ny(€;=E)+E ) sin(0x)+
E(2)2$in(2(11+¢(2)2)) der toten Zone

Hiillkurve Ny

Bild 7/24 Beschreibungsfunktion N(e;=E1)+Eysin(wx)+
E(12sin(20t+¢ 1 2))der Reibungskennlinie
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Mit N, ist es moglich diese komplexe Zahlen Z,=N, zu ermitteln, fiir die ein
Zustand der Harmonischen Balance existieren kann. Zu diesem Zweck werden
die N;—Werte aus dem schraffierten Bereich von n die Gleichung
[7:20)]fiir Z, eingesetzt. AnschlieBend kann das it der Beschrei-
bungsfunktion N, um Z, aus ergénzt werden. Die Ergebnisse sind in
argestellt.

O ¥V
.3 Hiillkurve N,
L ]
i :':
i
o1z . . 1
i Z5(jw)N)) fiir 0<<550 Sek.
ok
w =535
] 1 &
t
oz -
i .
| il

0z 04 0E 0E& i U

[ =]

Bild 7/25 Vergleich der Werte von N, und Z,

Aus dem [Bild 7/25 jst ersichtlich, dafl die Werte von Z, nur fir w<550 mit den
Werten der Beschreibungsfunktion N, iibereinstimmen koénnen. Damit kann

fiir|(7.21)|die Bedingung [7.23)[aus dem Bild 7/20 pbgelesen werden.

E(1)2 <05 E(l)l (7.23)

Mit kann der auszuwertende Bereich der Beschreibungsfunktion N; und
damit auch N, (wegen Z,=f(N,w) und des Vergleiches mit N,) weiter einge-
schrinkt werden und der Umfang der Berechnung reduziert werden.
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In :ild 7/26 st der Teilbereich der Beschreibungsfunktion N; dargestellt,
welcher sich bei der Berechnung mit [7.23)|und den Werten aus ergibt.

0.0001<E_,,<0.5

(O
0.0004<E ), <0.5 (7.24)

0.0004<E ), <0.5

0<¢,,,,<2m

12

Jede in [Bild 7/26 |dargestellte Kennlinie stellt eine Funktion N;(E(y,
E1)1 DB min---Eimax)s Eqiy, ¢(1)2) dar. Es gilt:

NI(E(1)1)| =N (E(l)l) + leD(E(l)l) (7.25)

Emyo-Em2:.00y2

mit E(y(E min...Eimax). Der kleine Kreis in jeder Kennlinie erfolgt fiir
Nio(Eimin) + JN1o(Eimin)-

Hillkurve N,

Bild 7/26 Teilbereich der Beschreibungsfunktion N;(e;=E;)p+E)sin(wx)+
E1)psin(2wt+@1),)) der Reibung
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Die komplexen Zahlen N, aus der Hiillkurve von Bild 7/26 konnen erneut fiir
Z, aus eingesetzt werden. AnschlieBend erfolgt der Vergleich von N,
und Z, in [Bild 7/27

Hillkurve N,

Bild 7/27 Vergleich der Werte von N, und Z, fiir E(;),>0.5E

Die einzelnen Punkte der Kurven Z, (wN;) aus eigen auf die mog-
lichen Zustinde der Harmonischen Balance, sofern die durch{(5.34) und [6.13)]
gegebenen Bedingungen fiir die Amplituden der ersten Harmonischen von der
Reibung und der tote Zone erfiillt sind. Fiir sie ergibt sich nach die

Gleichung [7.26),

Eioy =Eqfe(wZ, = N(E ) (7.26)

Fiir Z; aus [7.26)|werden die Werte der Beschreibungsfunktion N; der Reibung
aus Bild 7/26 pingesetzt. Alle diese Werte liefern dhnliche Ergebnisse fiir die

Funktion [(7.26)} die in [Bild 7/28 |dargestellt ist. Daraus geht hervor, daB fiir
hohere Frequenzen die Voraussetzungen fiir einen Zustand der Harmonischen
Balance erfiillt werden konnen. Fiir kleinere Frequenzen ist ein solcher Zu-
stand nur fiir so grole Amplituden E ), mdglich, welche physikalisch gar nicht
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auftreten konnen. Damit mufl die Stabilitit der vorhandenen Zustinde der
Harmonischen Balance nur fiir ca. 80<w<525 gepriift werden.

w/Sek.™!

Bild 7/28 Funktion der Amplitude E ;) in Abhdngigkeit von E;); und w
fiir ZIZNI

Fiir die Priifung der Stabilitit mufl der Verlauf der Funktionen N; und N, in
Abhiingigkeit der Anderung der einzelnen Variablen Eap, Eq Eap, Payps
E)0, E@)1, E@2p und ¢2), aufbereitet und analysiert werden. In
einige Beispiele dargestellt. Sie wurden aus der Schar der in|Bild 7/23
dargestellten Punkte herausgenommen und zeigen das Verhalten von N, in
Abhingigkeit des Gleichanteils E ;. Fiir jede Gruppe der Gleichanteile wird
anschliefend fiir alle gemeinsamen Punkte von Z, und N, die Stabilitatsprii-
fung vorgenommen. Zuerst wird gepriift, ob in dem Punkt die =~ Amplituden
der ersten Harmonischen die Gleichung erfiillen. Danach wird die ei-

gentliche Priifung der Stabilitdt des gefundenen Punktes der Harmonischen
Balance durchgefiihrt.

Die Untersuchungen erfolgen analog zu der in Beispiel 7.1 vorgestellten Vor-
gehensweise. MaBgeblich fiir die Analyse sind Bild 7/6 |bis [Bild 7/9 mit dem
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Unterschied, daf3 in diesem Fall die Parameter von zwei nichtlinearen Gliedern
beriicksichtigt werden miissen.

O E(z)o =0.0 0O E(z)o =0.01
lillkurve N

--Hiillkurvc.__yz__———-,_ 03

a1

0.2

0.3

E(z)o =0.05 o . E(Z)O =0.07
Hullkurve Ny — o Hiillkurve No

A :,_r o
s M \
i[ i

Bild 7/29 Priifung des Verlaufs der Beschreibungsfunktion Ny(e;=E )+
E)isin(wt)+Eppsin(2ux+¢2),) in Abhéngigkeit von Eq,

Eine Stabilitdtspriifung nach Abschnitt liefert die Aussage, daf} keine sta-
bilen Zustinde oder chaotische Bewegungen im Bereich der moglichen Zu-
stinde der Harmonischen Balance entstehen kénnen. Damit wird das System
einen Ruhezustand gemf [7.18)]annehmen konnen.
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7.2.5 Beispiel fur chaotisches Systemverhalten bei fal-
schen Reglereinstellungen

Das im Abschnitt untersuchte Systemverhalten ist nicht fiir alle Parame-
ter des Reglers giiltig. In diesem Abschnitt wird eine solche Reglereinstellung
gezeigt, welche zu chaotischen Schwingungen fiihrt. Dabei wird der Drehzahl-
regler unverindert als PI-Regler wie Gleichung beibehalten und der
Stromregler, wie das oft in der Praxis gehandhabt wird, nur als P-Regler mit
Gri=Kg;=2,5 eingestellt.

Mit dieser Einstellung verdndert der Verlauf von Z, im Bereich von N, grund-
legend seinen Charakter. Fiir die Frequenzen ca. 260<w<265 und 575<w<580
Sek.™ liefert die Funktion Z,. die gleichen Werte (vgl.[Bild 7/30]). Die Priifung
der Bedingungen fiir die Entstehung der Zustdnde der Harmonischen Balance
gemiB Abschnitt f.2.4]bestitigt diese Moglichkeit.

o4 Z> mit P-Stromregler

575<w<580 Sek.”
260<@<265 Sek.”

L 04 0E 08

\x

04

Bild 7/30 Vergleich der Werte von N, und Z,
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Die Stabilitétspriifung zeigt, dal3 sich die Zustinde der Harmonischen Balance
im System fiir 260<w<265 in eine andere Richtung entlang N, als fiir
575<w<580 bewegen werden. Da jedoch die beiden Frequenzbereiche bei
kleinen Amplituden der einzelnen Harmonischen gleichzeitig die Vorausset-
zungen fiir die Entstehung der Zustinde der Harmonischen Balance erfiillen,
kann kein Ruhezustand im System erreicht werden. Es entsteht eine chaotische

Bewegung des Systems, die in Bild 7/31 dargestellt ist.

1.004

1.002

0.998

0.996

0.994 [

1.2 n/1.13

0 2 4 6 8 10 tSek.

Bild 7/31 Simulation der Regelung vor] Bild 7/14{ mit P-Stromregler

Der Frequenzbereich der chaotischen Schwingung von [Bild 7731 entspricht
auch den in ermittelten Frequenzwerten. Der Verlauf von n, zeigt
eine Bewegung, die versucht den stationdren Zustand fiir w=0 zu erreichen es
jedoch auf Grund der immer wieder entstehenden Zustdnde der Harmonischen
Balance fiir 575<w<580 nicht erreichen kann.



140 KAPITEL 7 BEISPIELE

7.3 Beispiel mit Bifurkation des Systemverhaltens

Ein weiterer Nachweis der Leistungsfahigkeit der Methode der Harmonischen
Balance kann bei der Untersuchung des Systems von Bild 7/32 ferbracht wer-
den. Dieser Standardregelkreis wurde in mit einer erweiterten Grundme-
thode der Harmonischen Balance analysiert. Diese Methode ist dort um die
Anwendung der harmonisch linearisierten Poincaré-Karte in Verbindung mit
dem Kriterium fiir die Entstehung von ,,period-doubling“-Bifurkationen von
Lichtenberg und Liebermann (vgl. erginzt worden. Der Vorteil der dort
vorgestellten Vorgehensweise liegt in der Verwendung einer einfachen Be-
schreibungsfunktion, die mit einem Eingangssignal e=Esin(ux) berechnet
wurde. Mit dieser Festlegung wird jedoch gleichzeitig die Nutzung der Metho-
de auf Systeme mit ,, TiefpaBeigenschaften beschrénkt. Ein weitere Nachteil
liegt darin, daB3 dadurch einige Eigenarten der nichtlinearen Systems nicht
entdeckt werden konnen. Dartiber hinaus ist ein zusétzlicher Aufwand fiir das
Integrationsverfahren aufzubringen, welcher bei der Erstellung der Poincareé-
Karte erforderlich ist.

Die Abhandlung der Systemanalyse in dieser Arbeit fiihrt zu einem vollsténdi-
gen Verstindnis des Systemverhaltens und dadurch zu teilweise anderen Aus-
sagen. Es ist moglich alle Bifurkationspunkte des Systems also parameterab-
héngige Wechsel zwischen den diversen Grenzschwingungen, chaotischen
Schwingungen, stabilem und instabilem Verhalten zu finden. Durch die An-
wendung der Methode der Harmonischen Balance werden auf eine beachtens-
werte Weise die Zusammenhinge der Auswirkung der unterschiedlichen Fre-
quenzen und des Gleichanteils auf das Systemverhalten sichtbar.

Fxi(e)

v

Gy(s)

Bild 7/32 Standardregelkreis zur Untersuchung von chaotischem Verhalten
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Fiir die Ubertragungsfunktion G,(s) und die nichtlineare Funktion Fy;(e) gelten

nach [7]]die Gleichungen und

Fu ()= (1= 2 e 27
_ 0.2
G A S o 728

Die Stabilititsuntersuchung fiir @ — o und den Parameterbereich 0.1<A<6 ist

in Bild 7/33 dargestellt.

FN]_ (C) 5 K1:FNL (e)/e

[ R | =~ 2

-3 -2 -1 o 1
<« Ki=Fa(e)e

r

m stabil = instabil

Bild 7/33 Untersuchung der Stabilitit des Systems von|Bild 7/32| fiir w— oo

Aus [Bild 7/32 Jund der Untersuchung des Systems im transienten Bereich in
Bild 7/33 konnen fiir K;=Fy(e)/e und A folgende Aussagen abgeleitet werden:
» Fir K; > 0, d.h. fiir kleinere Amplituden (vgl.|Bild 7/33 | e < 0.848) weist

das System unterschiedliches Verhalten fiir unterschiedliche Werte des

Parameters A auf. Damit kdnnen Bifurkationen des Systemverhaltens in
Abhéangigkeit von A vermutet werden.
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» Ein Ruhezustand gemif Definition 6.1 oder ein stationdrer Zustand ge-
mél Definition 6.2 kann im System nur dann entstehen, wenn der Gleich-
anteil am Ausgang des nichtlinearen Gliedes U, = 0 ist. Aus diesem
Grund muf3 gepriift werden, fiir welche Eingangssignale des nichtlinearen
Gliedes der Gleichanteil am Ausgang Null wird.

» Wegen des Pols s; = 0 von G(s) liefert G,(s) auch fiir Eingangssignale
mit nur Wechselanteilen ein Ausgangssignal, welches einen Gleichanteil
enthalt.

> Mit groBer Wahrscheinlichkeit konnen fiir A > 1.0 wegen des Ubergangs
vom instabilen Bereich fiir sehr kleine Amplituden in einen stabilen Be-
reich fiir groBere Amplituden Dauerschwingungen erwartet werden. Wie
sich das System beim VergroBern von A verhalten wird, mufl noch durch
die Untersuchung der anderen Frequenzen und der Beschreibungsfunktion
gepriift werden.

Um die Aussagen zu vervollstindigen, kann noch gesagt werden, daf3 fiir
K;<0, d.h. fir wachsende Amplitude am Eingang des nichtlinearen Gliedes
und beliebige A-Werte das System im transienten Bereich instabil ist. Damit ist
das System im Sinne der Definitionen 6.3 bis 6.5 instabil.

Fiir die Beschreibungsfunktion muB jetzt festgelegt werden, mit welchen Har-
monischen sie berechnet werden soll. Dariiber hinaus soll die Ermittlung des
Amplitudenbereiches dieser Harmonischen erfolgen. Zu diesem Zweck wird
die Funktion [7.29)|gemiB Abschnitt p.4|untersucht.

[R,1(jn@)/CR 1 (j00) C=CG1 (jne) /CG ()T (7.29)

Fiir n gilt: n = 2,3,4,5.... . Die Gleichung|(7.29) ist in[Bild 7/34 |dargestellt und
liefert zugleich die groBten Werte aus [R;(jnw) VR, (jo) U fiir n=2.
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CGi(jnw)C
CGi(w)C

Bild 7/34 Funktion gemifj (7.29)

Fiir die Ermittlung der Beschreibungsfunktion wird zuerst das Eingangssignal
Ey + Esin(wt) + Epsin(2ux+¢,) beriicksichtigt, weil das Verhéltnis zwischen
der 1. und der 2. Harmonischen am stirksten ausgeprigt ist. Aus
geht hervor, daf fiir die Amplitude E, im Allgemeinen die Beziehung E,<2E,
gelten muB. Die Beschreibungsfunktion wird damit fiir die in enthalte-
nen Werte des Eingangssignals berechnet:

E, = [0, 0.03, 0.05, 0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50]
E, =[0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.90, 1.00] (7.30)
E, = [0, 0.20, 0.40, 0.60, 0.80, 1.00, 1.20, 1.40, 1.60, 1.80, 2.00]

b, = k1v6; k=0..12

Aus der Gleichung der Harmonischen Balance |(7.31)[ (vgl. [5.31)) mit M=1,
Z1=le, E1:E1 und R((Al( =R11(j(;0)=-G1(]'(.0) (Vgll!728 i) wird die Kurve der
Harmonischen Balance entsprechend der Gleichung [5.33)|hergeleitet.

(R(jw,)M,Z, -1E, =0 (7.31)

1 w(j5w* +w-j5)

YA
11 Rll )\

(7.32)

Die Zustinde der Harmonischen Balance konnen nur fiir diese Werte der Be-
schreibungsfunktion Nj; entstehen, welche mit den Werten der Kurve Z;;
iibereinstimmen. Beide Funktionen N, (E, + E;sin(ex) + E,sin(2wt+¢,)) und

Zy1(w) sind in[Bild 7/35 Hargestellt.
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0
Bemerkungen:
2=6.5,5.4,5.15,4.5,2.0,0.8
-2 Nii(Eo,E1,E2,02)
?0 Elmin:O-OS
0 0s 1 15 2

Bild 7/35 Vergleich der Werte der Beschreibungsfunktion Ny; mit der
Kurve der Harmonischen Balance Z;,

Die einzelnen N,;-Kurven werden mit E, als Variable und Ey,E, und ¢, als
Parameter gezeichnet. Fiir jede dieser Funktionen ist fiir E;qy, ein Kreis in
[Bild 7/35|und [Bild 7/36[eingetragen. Es gilt E,<2E,. Die Beschreibungsfunkti-

on N, (Eo,E,E,,0,) aus |Bild 7/35 fnuB genauer untersucht werden. Das
7/36 reigt die Abhingigkeit der Funktion Ny, von der Variablen E,,.

Um das System weiter analysieren zu kdnnen, werden zuerst die Systemeigen-
schaften hinsichtlich des Gleichanteilverhaltens {iberpriift.

Wegen des Pols s; = 0 von G(s) ist es erforderlich festzustellen, ob die nicht-
lineare Kennlinie fdhig ist, flir ein Eingangssignal e(t)=E,+Esin(w)+
Ezsin(2ux+¢,) ein Ausgangssignal u(t) mit Ug=0 zu liefern.
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EO = 0 01
0.5
0
-1 oS - 0.5
0.5 05
1 -1
E,=020 0Oy E,=0.50 O 1
2 .
| S
T '_“-:"--_.'_',,_ e O A jﬂﬁ 0
= —IE=— S - 05—
: ﬂ:;—._f'g,?:"_f_"f. LQ\D \Qn.sm% o5 !
i : ﬁ-u:ﬁ
ST

1

Bemerkungen: Nyi(Eo.E1E2,02)
T<—F, °Eum005

Bild 7/36 Darstellung der Beschreibungsfunktion Ny;(E;,E,,0,) fiir
verschiedene E,

Wenn das nicht der Fall ist, dann wird das System beim konstanten Eingang w
das Signal e so lange erh6hen, bis schlielich der instabile Bereich fiir e>0.848

und w - oo erreicht ist. Der Gleichanteil U, wird gemal und be-
rechnet.

Das Verhalten von U, in Abhéngigkeit von Ey, E;, E, und ¢, kann |Bild 7/3

und Bild 7/38 pntnommen werden. Das [Bild 7/37 eigt die Verschiebung der
Funktion U=f(E,, E,,E,,§,) mit Ey,E, und ¢, als Parameter.
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Up=f(E,,E,,¢2)

E0=0.5
021 E2:0.2
1 1
u] E,
-0.24 v 0<$,<2n
31 A
0.4+ R
T 0<(,<27
o ot
v
_D_B_

Bild 7/37 Gleichanteile des Ausgangssignals Uy=f(E,E,,$,) der Kennlinie
Fyi(e) von Bild 7/33 ffiir E;=0.5

In [Bild 7/38 fist die Ubersicht fiir Uy(Eo, Ei,E,,9,) fiir den Wertebereich aus

E, wird ihre Abhingigkeit von E, immer geringer, bis sie schlieBlich den in

Bild 7/38Ja) dargestellten Verlauf erreicht.

Die in |Bild 7/37 Jund [Bild 7/38 |dargestellte Funktion Uy=f(E,,E;,Es,¢,) mit
Eo,E; und ¢, als Parameter kann auch mit einem Gleichanteil E;20 den Wert
Uy=0 zu erzeugen.

Jetzt mufBl gepriift werden, ob das lineare Teilsystem diese Werte der einzelnen
Harmonischen E,E|,E, und ¢, liefern kann, die den Zustand U;=0 erzeugen
wiirden. Dariiber hinaus muf} gepriift werden, ob das System der Gleichung

geniigt.
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©) E,=0.3 U, E=0.5

Bild 7/38 Gleichanteil des Ausgangssignals Uy=f(E,E,E,,b,) mi [ (7.30)
der Kennlinie Fy(e) von Bild 7/33

Zu diesem Zweck wird gemiB der Ausfiihrungen in Abschnitt [5.3] fiir t>t, das
Signal u(t)=U sin(wt+;,)+U cos(wt+¢ ) +Ussin(2uxt+¢,,)+Uscos(2wt
+t,,)+... angenommen (Ug mul gleich O sein). Fiir t - co gilt damit

Eo =W, ~lim{£"{AG,()E{u()}} } (733)

Die Gleichung liefert unter der Beriicksichtigung der Anfangsbedingun-
gen fiir u(t) und y(t) zum Zeitpunkt (-ty) die Gleichung Es gilt:
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1A I A
E, =W, =Ys(-t,) _g(:)Ul COS(q)lu)_Ea)Uz cos(,) .. (7.34)

wobei Yg(-t)) die Anfangswerte in t, darstellt. Fiir sie gilt die Gleichung
YG('to) :Y('to)+Y('t0)+Y('to) (7.35)

Im Zustand der Harmonischen Balance gelten weiter mit die Gleichun-
gen und

U, cos(¢,,) +jU,sin(¢,,)
E

Z,(jw = (7.36)

1

U, cos(9,,) +jU, sin(9,,)
E, cos(,) +jE, sin(9,)

7.36)[und [7.37)|liefern schlieBlich fiir|(7.34)|die Gleichung {7.38)

Z,(j20) = (1.37)

I \E 1A
Ey =Wy ‘ng{Zu(Jw)}—*

R o012, (1269} =sin @) 2, (209} .
(7.38)

mit Woy=Wy-Ys(-to). Aus|(7.38) geht hervor, dall das System stationdre Zu-
stinde erzeugen, und daf} {5.38)|erfiillt werden kann. Mit der Beriicksichtigung
der Funktionen von Bild 7/38 Jund von [Bild 7736 Jassen sich numerisch die
moglichen stationdren Schwingungszustinde ndherungsweise berechnen. Wel-
cher dieser Zustinde tatsdchlich im System auftreten kann und fiir t - oo erhal-
ten bleibt, muBl bei der Untersuchung der Systemeigenschaften fiir unter-
schiedliche A und 0<w<oo ermittelt werden. Zu diesem Zweck werden die in
Bild 7/35|dargestellten Funktionen genauer untersucht. Die Ergebnisse sind in
Bild 7/39 jenthalten.

Das [Bild 7/39 pzeigt den Verlauf der Funktion Z; (A, ) entsprechend
und die berechneten Punkte der Beschreibungsfunktion Ny;(Eo,E;,E,,9,) fiir
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die Werte aus Fiir A>3.5 verdndert sich das Zusammenwirken zwischen
den Funktionen Z;; und Ny;. Fiir diesen A-Bereich existiert nur ein gemeinsa-
mer Abschnitt von Z;; mit Ny;. Fiir A<3.5 dagegen gibt es zwei davon.

U os AR ;
W g 1Zy(w 1 Zn(w
)\:161.5%'_ i )\:lgs ) )\!2(.0 )
5| S
' a5 77 f

SUE Werte Ny
@u=10
@ «w=05

04 il 0z 04 5 i) 1

Bild 7/39 Festlegung der Frequenzbereiche fiir die moglichen Zustinde der
Harmonischen Balance

Damit konnen die Zustinde der Harmonischen Balance fiir unterschiedliche A
nur in folgenden Frequenzbereichen entstehen:

A=08 «0(0.0..0.10)

A=20 ®0O(0.0..0.26)und (0.925 ... 1.050)
A=35 00(0.0..0.52)und (0.700 ... 1.095)

A=45  OO(0.0 oo, 1.155) (739)
A=515 OO (0.0 coovoeeeeeererreeeeeereeeeens 1.175)
A=540 00 (0.0 cooveveeeereerreeeeeereeeren, 1.183)
A=5.15 OO (0.0 cooreeeeeereerreeeeereeerens 1.220)

Entsprechend Abschnitt Wird jetzt untersucht, ob die Zustinde der Har-
monischen Balance stabile Bereiche fiir die unterschiedlichen y-Werte entspre-
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chend [6.14)| aufweisen. Dazu wird die nichtlineare Funktion durch die Glei-
chung {7.40)|ersetzt. Es gilt:

u(s) _ sKy sin(y + $) + WK, cos(y +¢)
e(s) ssin(y) + wcos(y) ' (7.40)

Mit Ky = \/Nf +Ni2 und ¢ =< (N,,N)) bzw.

Ky :\/Zf+zi2 und ¢ =<7 (Z,,Z)

ergibt sich fiir die charakteristische Gleichung folgende Beziehung:

5s* sin(y) + (sin(y) + Swcos(y))s® + (wcos(y) + Ssin(y))s® +

41

+ (Swecos(y) + K Asin(y+¢))s+ K Awcos(y+¢)=0 (7.4)
Im Zustand der Harmonischen Balance kann die Verteilung der Nullstellen
von in Abhiingigkeit von Yy ermittelt und damit die &> und y- bezogene
Stabilitit dieser Zustinde gepriift werden. Zu diesem Zweck wird der Betrag
Kni=|Z11(jw)| und der Winkel ¢=<(0(Z;;),0(Z,1)) in eingesetzt und ihre
Polverteilung berechnet, womit die Stabilitdt der Zustinde der Harmonischen

Balance gegeben ist. Die beziiglich w und Y stabilen und instabilen Bereiche
fiir die Zustidnde der Harmonischen Balance sind in Bild 7/40 dargestellt.

y
2
m A8 ... 6.5)
' = stabil
B instabil
I w/Sek™!

Bild 7/40 w- und y-bezogen Stabilititsuntersuchung fiir die Zustdnde der
Harmonischen Balance
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Bild 7/40 Jst zu entnehmen, daB die y-bezogene Abhingigkeit der Stabilitit der
Zustédnde der Harmonischen Balance fiir alle Werte von A=0,8 ... 6,5 gleich ist.
Weiterhin ist festzustellen, da3 in Bezug auf y das System die nGtigen Voraus-
setzungen erfiillt, welche die Entstehung der stabilen Grenzschwingungen oder
gegebenenfalls chaotischen Bewegungen ermoglichen (vgl. Abschnitt :3.2.1 .

Jetzt mul3 fiir alle relevanten Zustinde der Harmonischen Balance die Priifung
ihrer Stabilitit durchgefiihrt werden. Um den Rechenaufwand gering zu halten,
soll gepriift werden, wie sich die Amplitudenverhiltnisse zwischen der ersten
und der zweiten Harmonischen auf den Giiltigkeitsbereich der Zustinde der
Harmonischen Balance auswirkt. Diese Untersuchung muf} die in
und nthaltenen Informationen beriicksichtigen. Daraus 148t sich
entnehmen, daf} fiir w>0.7 die Beziehung E,<0.25E, gilt. Mit diesen Amplitu-
denverhiltnissen reduziert sich der zu beriicksichtigende Bereich der Be-
schreibungsfunktion. Damit wird aber der relevante w-Intervall (gemeinsame
Bereich von Z;; und Nj;) kleiner. Das fiihrt wiederum zu der Veridnderung der
Beziehung E,<0.25E; und einer erneuten Verkleinerung des giiltigen Berei-
ches der Beschreibungsfunktion.

o= A3.5
Al . Z”(jw) _.

14 A Sl : NII(EOsElaE27¢2)

Bemerkungen:
giiltiger Bereich der
k] 1 d . Beschreibungsfunktion
Qi ; - g Ni1(Eo,E1,Ez ¢2)
E Nii(Eo.ELEx02) T
. e,
| . @u=07 .
El E ]min:O .05
ool e _-.-_ = s v

Bild 7/41 Untersuchung des Giiltigkeitsbereiches der Beschreibungs-
funktion
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Diese Eigenschaft des Zusammenwirkens zwischen der Beschreibungsfunkti-
on und der Kurve der Harmonischen Balance fiihrt dazu, daf3 die fiir diesen w-
Bereich giiltige Beschreibungsfunktion mit der reellen Achse der komplexen
Ebene zusammentfillt (vgl. ). Die Betrachtung der w-Werte entlang
der Kurven der Harmonischen Balance fiir unterschiedliche A in d
die Aussage von hren zu der SchluBifolgerung, daf fir 1.0 < A <
3.5 und fiir w > 0.7 Dauerschwingungen hochstens mit der Frequenz w=1.0
moglich sind. Ob sich solche Schwingungen im System einstellen kdnnen und
fir welche Werte der einzelnen Harmonischen und des Gleichanteils die
Schwingung existieren kann, mufl berechnet werden. Wegen w=1.0 kann ge-
mél der Funktion von < A < 3.5 die zweite Harmonische
vernachlissigt werden (vgl. [Bild 7/34 |). Damit gilt fiir den Gleichanteil
Uo(Eg,E|) des Ausgangssignals des nichtlinearen Gliedes die in
dargestellte Funktion.

~~ o

B — =L
13 =, ‘ I L1
1
T

Bild 7/42 Gleichanteil U, des Ausgangssignals des nichtlinearen Gliedes

Aus Bild 7742 ]laBt sich ablesen, daB die Dauerschwingungen fiir E;=0 und
beliebiges E; moglich sind, weil die Funktion Uy(Ey,E;) fiir E=0 die Ey,E;-
Ebene entlang der E;-Achse durchdringt. Driiber hinaus konnten die Dauer-
schwingungen in dem untersuchten Bereich -0.5<E¢<0.5 auch fiir
0.595<E;<0.665 entstehen. Aus diesem Grund kann die weitere Analyse fiir
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1.0 < A < 3.5 auf ungefahr diesen Bereich der Amplituden beschrénkt werden
und wird in Bild 7/43 |durchgefiihrt. Dabei werden die Funktionen Ny(Eg,E))

und Z;;(jw,A) miteinander verglichen.

Zuerst wird in den E;,N;;-Koordinaten die Beschreibungsfunktion Ny;(Eg,E))
mit Ey als Parameter gezeichnet. Auf der E;-Achse wird anschlieBend dieser
Bereich markiert, welcher den Wert Uy=0 der Funktion Uy(Ey,E;) von
miefer‘c. Die Funktion Ny;(Ey,E;) mit Ej=0 weist fiir alle E; den Wert Uy=0
auf (vgl. [Bild 7/42)). Der zu untersuchende Bereich der Kurven der Harmoni-
schen Balance liegt auf der reellen Achse der komplexen Ebene (vgl.
fiir w=1.0). Aus diesem Grund wird diese Achse zum Vergleich mit der Ny;-
Achse zusammengelegt.

u Ny (Eo, E1)

E;=0,4,=0

A=10 T-T
'} Ey=0und Uy=0
i4 /

Ey=0.06

le(jm)

hoa— E0=00 fiir A=1.0
Eo=0.18 fir A=3.0

Bild 7/43 Ermittlung der Parameter einer moglichen Dauerschwingung.

Eine mogliche Schwingung kann bei einem bestimmten A nur fiir diese Werte
E¢, und E; entstehen, welche die Bedingung Uy(EqE|)=0 aus
erflillen. Die Werte der Funktionen Z(jwA) auf der (J-Achse zeigen auf diese
Kurven aus dem Verlauf von Ni;(Ey,E;), fiir welche die obige Bedingung
gepriift werden muB3. Die gefundenen Zustidnde kdnnen gemill Abschnitt :6.2.1
auf ihre Stabilitdt gepriift werden. Sie weisen ein stabiles Verhalten auf. Unter
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diesen Voraussetzungen ist vom System das nachfolgend beschriebene Ver-
halten zu erwarten.

Fiir 1.0 < A < 2.83 sind nur Dauerschwingungen mit E¢=0 und der Amplitude
E, = 0.665 gemiB der Kennlinie N;;(E,=0, E,) von oglich. Die
Schwingungen sind unabhéngig von W,. In Bild 7/44 kind die Simulations-
verldufe fiir A = 2.83 dargestellt. Sie bestitigen die Ergebnisse der Analyse.

s
NI AL
-0.665 e I

Bild 7/44 Verlauf w(t) und e(t) fiir A = 2.83

Fiir 2.83 < A < 3.5 sind neben der Grenzschwingung mit E/=0 auch Grenz-
schwingungen mit |[Eo[>0 moglich. Die Stabilitdtsuntersuchung dieser Zustdnde
gemil Abschnitt liefert jedoch die Aussage, daB nur die Grenzschwin-
gung mit dem hochsten Gleichanteil stabil sind und sich damit einstellen wird.

Aus [Bild 7/43 nd [Bild 7/42 beht weiter hervor, daB mit wachsendem A auch
der Gleichanteil E, der Dauerschwingung wachsen und die Amplitude E; ab-
nehmen wird. Die Schwingungen sind auch in diesem A-Bereich unabhéngig
von W,.

GemiB Bild 7/42]sind die Dauerschwingungen sowohl mit einem positiven als
auch mit einem negativen Gleichanteil moglich. In Bild 7/45 find die Simula-
tionsverldufe fiir A = 3.5 dargestellt. Sie zeigen, daB sich eine Dauerschwin-
gung mit der gleichen Amplitude E; und bei gleichen W, sowohl fiir den
Gleichanteil +E, als auch —E, einstellen kann.
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Bild 7/45 Simulationsverlauf w(t) und e(t) fiir A = 3.5

Die vollstindige Untersuchung des Systems muf allerdings noch die Analyse
der Zustinde der Harmonischen Balance fiir den kleinen w-Bereich enthalten
(d.h. z.B bei A=2 flir 0 < w< 0.26 oder fiir A=3.5 fiir 0 < w< 0.5; vgl. hierzu
. Auch diese Zustinde, wenn sie im System als Dauerschwingung
existieren, miissen vor allem den Gleichanteil Uy=0 liefern.

Als Beispiel fur die Priifung dieser Zustinde wird jetzt A=2 und w=0.1 ge-

wihlt. Die Ergebnisse sind in [Bild 7/46|dargestellt. In|Bild 7/46a) und b) sind

die relevanten Bereiche der Beschreibungsfunktion N;; und der Kurve der
Harmonischen Balance Z;; dargestellt. Aus b) geht hervor, daB3
mogliche Grenzschwingungen fiir w=0.1 erst fiir E¢>0.10 (E, ca. 0.15) entste-
hen konnten, weil die Beschreibungsfunktion fiir 0<E;<0.1 den Punkt
Z11(j(w=0.1)) nicht schneidet. Die Priifung der Bedingung Uy=0 muf fiir alle
Punkte der Kennlinien Nj;, welche mit dem Punkt Z;,(j(w=0.1)) ibereinstim-
men, erfolgen.

In ) und d) sind zwei Kennlinienausschnitte als Beispiele fiir die
durchzufiihrende Untersuchung gezeigt. Dort wird fiir die Parameter Ey,E, und
¢, der Funktion N,(Ey,E,E,,$,) ein E;-Intervall untersucht bei dem die Nj;-
Kurve den Punkt Z;(j(w=0.1)) schneidet. Gleichzeitig mufl die Funktion in
dem gleichen Bereich der Variablen Ey,E ,E;,¢, den Wert Uy(Ey,E,E,,$,)=0

annehmen. Nur dann ist ein Zustand der Harmonischen Balance moglich. Eine
Grenzschwingung kann gemél [Bild 7/46 £) und d) nicht entstehen, weil die
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Kennlinien Uy(Ey,E,E,,9,), die in|Bild 7/46 k) und d) als Uy(E,) mit E,E, und
¢, als Parameter dargestellt ist, in diesem Bereich die E;-Achse nicht schnei-
den (Uy20).

a) Eo, E1, Es, ¢ gemiB (7.30) b) Ey, Ea, ¢, gemi (7.30)
Ea 0(0.0 ... 0.5) Ea 0(0.0 ... 0.1)

-0.8-01 o 01
E; 0(0.56 ... 0.61)
©) Eo=02
E,=0.51
$,=0.0

d) E0071..079
Eo=0.3

E,=0.41
$,=0.39
O Uo |
o d
Ny 5 I
02 |
T Nae=0.1 1
04 >
0.6 Zn '
g 1 Ei
-0.8-01 u] 18] : T e N 3

Bild 7/46 Priifung der Bedingungen fiir den Gleichanteil Uy=0 des Zustan-
des der Harmonischen Balance fiir A=2 und w=0.1
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Die Priifung der Bedingung Uy=0 und ggf. der Stabilitit der gefundenen Zu-

stinde sowie der Systemeigenschaften fiir w - oo zeigt, daf} fiir A<l im System

fiir t — o0 nur Ruhezustinde gemal Definition 6.1 zu erwarten sind. Die in
/47 dargestellten Simulationsverldufe fiir A=0.8 bestitigen diese Aussagen.

i i i i i i i i
0 20 40 &0 80 100 120 140 160 180 200 t/Sek.
Time fsecond!

Bild 7/47 Verlauf w(t) und e(t) fir A = 0.8

Fir A > 1 bis A = 2.83 konnen im System nur Dauerschwingungen mit w=1.0
und E¢=0 entstehen. Fiir A > 2.83 bis ungefihr 3.5 entstehen nur Dauerschwin-
gungen mit W= 1.0 und einem positiven oder negativen Gleichanteil.

Fiir A > 3.5 konnen prinzipiell zuerst auch Dauerschwingungen wie fiir 2.83 <
A < 3.5 erwartet werden. Mit wachsenden A-Werten verdndert sich jedoch der
Verlauf von Z;; so, daf} die Zustinde der Harmonischen Balance bei kleineren
Amplituden E; und E; und niedrigeren Frequenzen d.h. fiir 0<w<0.72 moglich
werden. Ob aus diesen Zustinden Dauerschwingungen entstehen konnen, muf3
genauso durch die Priifung der Bedingung U, = 0 und ggf. der Stabilitét dieser
Zustdnde festgestellt werden.

An dieser Stelle soll noch auf einige Besonderheiten der Anwendung der Me-
thode der Harmonischen Balance bei Systemen mit Resonanzstellen in der
Betragskennlinie hingewiesen werden (Bild 7/34"). Die Auswirkung dieser
Resonanzstellen auf das Verhalten des Systems soll fiir A = 5 analysiert wer-
den. In diesem Fall erzeugen sie eine besondere Konstellation im Zusammen-
wirken der linearen und nichtlinearen Teile des Systems.
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Die Stabilitdt der Zustinde der Harmonischen Balance hingt von den Varia-
blen Ky, ¢, wund y aus ab. Bei der Analyse der charakteristischen
Gleichung des Systems fillt auf, da3 diese Zustédnde, dann instabil sind, wenn
die Beziehungen berﬁcksichtigt werden.

Ky =Ky tAK

NL NL und ¢ =¢ -Ad (7.42)

NL

Die Verdnderungen AKy; und A¢ werden von den Grofien EgE,E, und ¢,

verursacht. Das Verhalten der Zustinde der Harmonischen Balance muf} jetzt

hinsichtlich dieser Anderungen untersucht werden. Die entsprechende Situati-

on ist fiir einen der Zustdnde der Harmonischen Balance fiir (0=0.508 in
/48 Hargestellt.

—
Ve
\\ L LI o
5 /!
w 0
ZuGW) /i3
-0.368
0 N

0.374
-0.376:
0.378
033

B.382

0384 q
00a202s 004 0085 D05 D052 0054 0055 0058 008

Bild 7/48 Stabilitatspriifung des Zustandes der Harmonischen Balance fiir
w=0.508 und A =5

Das|Bild 7/48 keigt, das dieser Zustand der Harmonischen Balance betreffend
des Verhaltens nach E, mit der wachsenden Amplitude instabil wird.
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Weiterhin existiert fiir das System kein einziger Winkel y aus bei dem
sich mit der Erh6hung der Amplitude E, die Pole von links der (-Achse
der komplexen Ebene verlagern wiirden. Fiir das in [Bild 7/48 Hargestellte
Zustand der Harmonischen Balance ergibt sich mit A=5.0, w=0.508 und y=0.5
die charakteristische Gleichung |7.43i wobei aus Z;;(jw) die Werte Ky;=0.38
und ¢=-1.435 berechnet werden.

2.3975*42.7095°+2.8435%+0.699s+0.574=0 (7.43)

Gleichung liefert folgende Polverteilung: s,=j0.508, s,=-j0.508 und
834=-0.565%j0.78. Die Erhohung der Amplitude E, fiihrt dazu, dal der Wert
Kne um AKyp groBer und Wert ¢ um A¢ kleiner wird. Mit AKy;=0.01 und
AG=0.01 geht die Gleichung in [(7.44)liiber.

2.3975™2.7095°+2.8435*+0.647s+0.581=0 (7.44)

Fiir gilt: 5,,=0.011%j0.503 und s3,4,=-0.576%j0.792. Auch dieser Zustand
der Harmonischen Balance ist instabil.

Die weitere Untersuchung des Systems zeigt, daB3 es stabile Zustéinde der
Harmonischen Balance nur dann geben kann, wenn sich mit der Erh6hung von
E, der Wert von Ky gleich bleibt und ¢ abnimmt. Entsprechend muf} bei
Abnahme von E,. der Wert Ky zunehmen oder konstant bleiben und der Win-
kel ¢ ebenfalls zunechmen Damit entsteht eine Dauerschwingung mit der
hochstmoglichen Amplitude der zweiten Harmonischen fiir w0=0.496 d.h. fiir
die Frequenz der Resonanzstelle (vgl. . Diese Schwingung existiert
nur dann, wenn die Beschreibungsfunktion N;; an dem Schnittpunkt mit Z;,
fiir w=0.496 das gewiinschte Verhalten aufweist. Es ist in der Tat der Fall.

In Bild 7/49 jst der Verlauf der Funktion Ny,(E,) fiir Eq, E; und ¢, als Para-
meter dargestellt.
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Ni1(Eo,E1,E2,¢2) | Z11(jo)

Bild 7/49 Priifung der Bedingungen fiir einen stabilen Zustand der Harmo-
nischen Balance fiir w=0.496 und A = 5.

Mit dem hier vorliegenden Stabilitdtsverhalten stellt sich fiir das System eine
weitere Frage. Es kann sein, daf3 das System fiir die Frequenzen w<0.496 zwar
die zweite Harmonische nicht begrenzt, fiir die Resonanzstellen der hoheren
Harmonischen jedoch ein dhnliches Verhalten zeigt wie fiir n=2. An diese
Stelle soll nur noch die Priifung fiir n=3 ( vgl. ) d.h. fir = 0.331
durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck wird die Beschreibungsfunktion Ny,
mit der ersten und der dritten Harmonischen berechnet. Eine zu
vergleichbare Priifung liefert auch fiir w=0.331 (n=3) die Aussage, daf} eine
Dauerschwingung méglich ist. Die in [Bild 7/50 [argestellten Verldufe bestiti-
gen diese Aussagen.

Im Gegensatz zu beweisen die obigen Untersuchungen, daf bei diesem
System nicht von einer ,,period-doubling“-Bifurkation gesprochen werden
kann, weil das System mit unterschiedlicher Frequenz bei gleichem Parameter
A schwingen kann. Die Schwingungsfrequenz dndert sich von w=1.0 bei
1.0<A<3.5 zu w=0.496 oder 0.331 fiir A=5.0. So kann nachgewiesen werden,
daB bei Systemen mit einem vergleichbaren Verhalten keine ,»period-
doubling*“- sondern Bifurkationen mit Dauerschwingungen mit der Frequenz
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des Maximums der Funktion |[R11(jnw)|/|[R11(jw)| mit n=2,3,... entstehen kon-
nen.

In [Bild 7/50]sind fiir A = 5 Simulationsverldufe dargestellt, die Schwingungen
mit der Frequenz w=0.496 fiir n=2 und w=0.331 fiir n=3 zeigen.

OZFU” |"uﬂrfvﬂnﬂ (A e

1 | | |
50 100 150 200 250 300 350

n=3; T=21/c=27n/0331=19.74 Sck. >k

TWo=0.35 ] Wo=0.7 .
e(t) w(t) | bl il kol | |
| || | T T 1

t/Sek.

Bild 7/50 Verldufe w(t) und e(t) fir A =5

Fir A > 5 und 0 < w< 1.22 kann auf Grund des kleiner werden Betrages von
7,1, die Bedingung Uy=0 flir die Stabilitdt der Zustdnde der Harmonischen
Balance nicht mehr erfiillt bzw. die Zusténde nicht mehr stabil werden. Wei-
terhin kann das System fiir A > 5 keinen stationdren Zustand erzeugen, weil in
diesem Fall der Wert Uy=0 nur fiir E¢=0 und E,=0.848 mdglich ist (vgl.
7/33 ). Fiir E;=0.848 ist das System fiir w— oo instabil und fiir E;=0 an der
Stabilitdtsgrenze. Da jedoch abhéngig von Y aus die Amplituden der
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einzelnen Frequenzen 0 < w < 1.22 sowohl erhoht als auch reduziert (bedingt
durch die momentane Lage der Pole des Systems) werden konnen, kann im
System mit chaotischen Schwingungen gerechnet werden. Diese chaotischen
Schwingungen sind abhidngig von den Anfangsbedingungen und kdnnen den
partiellen stabilen Schwingungsbereich verlassen. Die in Bild 7/51 find [Bild |
argestellten Simulationsverldufe bestitigen diese Systemeigenschaften.

Wy=0.2 N N Wo=0
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Bild 7/52 Chaotisches Verhalten des Systems fiir A = 5.6
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8. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Untersuchungen fiir nichtlineare Systeme
vorgestellt, welche neben der Analyse der Stabilitdt der Ruhelagen auch die
Feststellung von Dauerschwingungen, chaotischen Bewegungen oder parame-
terabhingigen Bifurkationsphdnomenen ermoglichen. Diese Arbeit schlief3t
damit die Liicke in den fiir den Entwurf von nichtlinearen Systemen mit zei-
tinvarianten Parametern bendtigten Werkzeugen, vor allem fiir Systeme mit
festgelegter Struktur (z.B. Maschinenbauaufgaben) oder fiir die Berechnung
der zuldssigen Arbeitsbereiche in vorgegebenen Strukturen (z.B. Regelungs-
aufgaben mit PID- Regler), also dort wo z.B. die Hyperstabilitétskriterien nicht

immer angewendet werden kénnen (vgl. [14]] [3]).

Weiterhin erméglicht die hier vorgestellte Methodik einen umfassenden Uber-
blick iiber diese Systemeigenschaften, die nur durch die Untersuchung im
Frequenzbereich sichtbar werden. Damit eroffnen sich neue Wege fiir die
Unterdriickung und Beseitigung bzw. Gestaltung oder Ausprigung dieser
Systemeigenschaften, welche z.B. Grenzzyklen oder chaotische Schwingungen
hervorrufen.

Die Grundidee fiir die Ausarbeitung dieses Verfahrens liegt in der Erweiterung
der Methode der Harmonischen Balance auf die Untersuchung bzw. auf das
Verstiandnis der transienten Vorgénge in nichtlinearen Systemen. Ein weiter
Schritt zur Verbesserung der Fihigkeiten dieser jahrzehntelangen Methode
wurde durch die Einfithrung einer solchen Beschreibungsfunktion erreicht, die
mit einem Minimum an Harmonischen "auskommt®, zugleich aber alle kom-
plexen Werte liefert, die bei der Ubertragung des Eingangssignals einer nicht-
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linearen Funktion fiir eine beliebige Frequenz 0<w<co tatsdchlich entstehen
konnen.

Von diesen Voraussetzungen ausgehend wurde bei weiteren Untersuchungen
bewiesen, dal bei der Analyse eines nichtlinearen Systems im Zustandsraum
die gleichen Ergebnisse zu erwarten sind, wie bei der Untersuchung des Sy-
stemverhaltens in Abhéngigkeit von den Eingangsgrofien an den nichtlinearen
Gliedern.

Mit den oben vorgestellten Schwerpunkten entwickelte sich das Hauptgewicht
dieses Verfahrens zu einer rechnergestiitzten Methode flir eine systematische
Auswertung diverser Bedingungen im System, die in den einzelnen Kapiteln
erldutert und mit einigen Beispielen verdeutlicht wurden. Damit konnten Un-
tersuchungsziele in vielerlei Hinsicht formuliert und mit der in der Arbeit
vorgestellten Vorgehensweise erreicht werden.

Zuerst konnte gezeigt werden, daB die Grundmethode der Harmonischen Ba-
lance mit nur einer Harmonischen fiir die Ermittlung der Beschreibungsfunkti-
on N(E) im Prinzip nicht angewendet werden sollte, weil die Erfiillung der
Bedingungen fiir ihre Anwendung (vgl. oder Kapitel 1) eine zuverldssige
Untersuchung nicht garantieren kann.

Um die Grundlagen fiir einen moglichst breiten Anwendungsbereich zu schaf-
fen, wurde auf die Beschaffenheit der nichtlinearen Systeme eingegangen, die
mit dieser Methode untersucht werden konnen. Das [Bild 2/6 Jpzw. das
zeigt die Ausgangsstruktur des Systems, welche fiir die Herleitung der einzel-
nen Bedingungen und Kriterien verwendet werden muf}. Damit wurde eine
groBe Klasse nichtlinearer Systeme mit zeitinvarianten Parametern und nicht-
linearen Kennliniengliedern in die Untersuchung aufgenommen. Eine Zusam-
menstellung der in einigen Literaturquellen vorgestellten Methoden fiir die
,Herausberechnung “ reiner Kennlinien aus den komplexen nichtlinearen
dynamischen Systemen und der Umformung mehrdeutiger Kennlinien in ein-
deutige nichtlineare Funktionen liefert fiir die praktischen Aufgaben des Ma-
schinenbaus und der Regelungstechnik eine ausreichende Untersuchungsplatt-
form.

Um den Zusammenhang zwischen der Beschreibung des Systems im Zu-
standsraum und seiner Betrachtung im Frequenzbereich auszuarbeiten, wurden
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die transienten Zeitvorginge analysiert. Diese Betrachtung lieferte Erkenntnis-
se iiber die Ubertragungseigenschaften der nichtlinearen Kennlinienglieder.
Damit konnte eine erweiterte Linearisierungsgleichung fiir das System defi-
niert werden (vgl. [3.32)). Die Auswirkung einer nichtlinearen Funktion auf
das Verhalten des Systems wird fiir eine Frequenz 0<w<ec durch folgende
Parameter beschrieben:

Kni: Verstiarkungsfaktor
¢: relative Phasenverschiebung einer Harmonischen des

Eingangssignals bezogen auf den Ausgangssignal einer
nichtlinearen Funktion

y: absolute Phasenverschiebung des Eingangssignals einer
nichtlinearen Funktion

Die Erweiterung der harmonischen Linearisierung um den Winkel y hat einen
wichtigen EinfluB auf die Losungen der linearisierten Differentialgleichung
und ermdglicht damit die Einsicht in das tatsdchliche Verhalten der nichtlinea-
ren Systeme.

Mit den obigen Feststellungen konnte der Umgang mit der Beschreibungs-
funktion neu analysiert werden, um die richtige Wahl der fiir die Berechnung
der Beschreibungsfunktion notwendigen Harmonischen treffen zu konnen.
Nach den obigen Analysen wurde eine vollstindige Betrachtung der Zustinde
der Harmonischen Balance durchgefiihrt. Dabei wurde der Zustand der Har-
monischen Balance im allgemeinen als ein transienter Vorgang im Zustands-
raum gesehen. Durch diese Betrachtungsweise ist es moglich aus dem lineari-
sierten Modell des nichtlinearen Systems einen Indikator fiir die mdglichen
Zustande der harmonischen Balance zu gewinnen. Es ist die Funktion
Mit ihr ist es letztlich méglich die Bedingungen([(5.34) fiir die Amplituden der
ersten Harmonischen einer beliebigen Frequenz w eines moglichen Zustandes
der Harmonischen Balance aufzustellen. Weiterhin wurden weitere Bedingun-
gen fiir die Uberpriifung der Eigenschaften der nichtlinearen Glieder sowie der
Ubertragungsfunktionen aufgestellt. Sie sollen der Feststellung dienen, ob das
nichtlineare System einen Zustand der Harmonischen Balance iiberhaupt an-
nehmen kann.
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Damit wurden die Voraussetzungen fiir die Uberlegungen zu der Stabilitiits-
analyse mit der Methode der Harmonischen Balance in Zusammenhang mit
anderen Stabilitdtskriterien geschaffen. Dabei wurde basierend auf den Stabi-
litdtskriterien nach Ljapunow eine Stabilitdtsdefinition formuliert, die fiir die
Anwendung der Beschreibungsfunktion zugeschnitten ist. Der Grund dafiir
liegt darin, daB bei der Anwendung der Beschreibungsfunktion die Eingangs-
signale des Systems beriicksichtigt werden miissen. Damit 148t sich zwischen
den einzelnen Stabilititsverhalten der nichtlinearen Systeme unterscheiden
(stabiles System mit Dauerschwingungsverhalten, stabiles System mit chaoti-
schem Verhalten).

Die eigentliche Herleitung der Stabilitdtskriterien erfolgt durch die Aufstellung
der Bedingungen fiir das Verhalten der Losungen der charakteristischen Glei-
chung des Systems in Abhédngigkeit von der Amplitudenédnderung der Varia-
blen, die fiir die Bildung der Beschreibungsfunktion ausgewdhlt wurden. Die
Formulierung der Kriterien wurde ausschlielich fiir ein numerisches Verfah-
ren vorgenommen, weil im allgemeinen die Beschreibungsfunktion mit der
ersten und einer weiteren beliebigen Harmonischen definiert werden kann.
Eine analytische Formulierung des Kriteriums hétte nur dann einen Sinn, wenn
die Berechnung der Beschreibungsfunktion auch analytisch vorgenommen
werden konnte. Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn die erste und zweite
Harmonische verwendet werden.

In einigen praktischen Beispielen wurden schlielich viele Anregungen und
Hinweise fiir den Umgang mit der Harmonischen Balance vorgestellt. Sie
zeigen, daf} diese Methode alleine durch die Anwendung der Beschreibungs-
funktion mit zwei Harmonischen ein groles Anwendungsfeld 6ffnet und das
Verstindnis fiir das Verhalten nichtlinearer Systeme erweitert.

Nicht zuletzt ermoglicht die vorgestellte Betrachtung der nichtlinearen Syste-
me die Ausarbeitung neue Syntheseverfahren fiir die Aufgaben der Regelungs-
und Schwingungstechnik.
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ANHANG

Verzeichnis wichtiger Formelzeichen und Ab-
kiirzungen

b Begrenzung

AXyg  Umgebung des Vektors des Zustandes der Harmonischen Balance

e,e Eingangsgrofle, Vektor der Eingangsgroflen der nichtlinearen Funk-
tionen

E,E Amplitude, Vektor der Amplituden einer Harmonischen des
Eingangssignals einer Nichtlinearitt

F Systemmatrix im s-Bereich

fyr(e) nichtlineare Funktion

Fni(e)  Vektor der nichtlinearen Funktionen

fo, f;  Realteil, Imaginérteil einer Funktion

(0] relative Phasenverschiebung einer Harmonischen des Ausgangs-
signals bezogen auf ein Eingangssignal einer nichtlinearen
Funktion

% absolute Phasenverschiebung des Eingangssignals einer nichtli-
nearen Funktion

H Systemmatrix im s-Bereich

O Imaginérteil, Imaginirachse der komplexen Ebene

Kn,Kn Ersatzverstarkungsfaktor, Vektor der Ersatzverstarkungsfaktoren
einer nichtlinearen Funktion oder einer Harmonischen
£ Laplace-Transformation
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ANHANG: VERZEICHNIS WICHTIGER FORMELZEICHEN...

inverse Laplace-Transformation
Beschreibungsfunktion, Vektor der Beschreibungsfunktionen einer

nichtlinearen Funktion

S,$
0
R

u,u

U,U

\%

W, W
X,X
X
X

Y,y
7.7

Zt

Laplace-Operand, ein Pol , Vektor der Pole in der s-Ebene

Realteil, Realachse der komplexen Ebene

Riickfithrungsmatrix der Ausgangsgroflen der nichtlinearen Funktio-
nen im s-Bereich

Ausgangsgrofle, Vektor der Ausgangsgrofien einer nichtlinearen
Funktionen

Amplitude, Vektor der Amplituden einer Harmonischen des
Ausgangssignals einer nichtlinearen Funktion

Eingangsmatrix im s-Bereich

FihrungsgroBe, Vektor der FithrungsgrofBen

ZustandsgroBen, Vektor der Zustandsgroflen

Zeitableitung dx/dt

Vektor des Zustandes der Harmonischen Balance
Ausgangsgrofie, Vektor der Ausgangsgroflen des Systems
Harmonische Verstérkungsfaktor, Vektor der Harmonischen
Verstdrkungsfaktoren

tote Zone
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