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Notation

Notation

Allgemein:

N Menge der ndtrlichen Zahlen{1,2 3,...}
No Menge der ndltrlichen Zahlen mit Null{0,1,2,3, ...}

R Menge der reellen Zahlen
R{ Menge der positiven reellen Zahlen mit N4k € R; x > 0}
R" dern-dimensionale reelle Vektorraum
Shn Gruppe der Permutationen {4, ...,n} (symmetrische Gruppe vom Grajl
P(M) Potenzmenge einer Mendé
dim(.) Dimension eines Vektorraums
rang..) Rang einer Matrix
A1 die zur Matrix A inverse Matrix
AT die zur Matrix A transponierte Matrix
AT =(AHT =1 die zur Matrix A transponierte inverse Matrix

die n-dimensionale Einheitsmatrix

Basismenge, Ergebnismenge (83

Erweiterung vorR um {+} (S.163
Borelscheo-Algebra (S.165

Erweiterung der BorelschestAlgebra (S.168
o-Algebra (S.164)

vom Mengensystert erzeugtes-Algebra (S.165
von der Zufallsvariabl&X erzeugtes-Algebra (S.179
Mal (S.164)

Lebesgue-Borel-Mal} (365
Wahrscheinlichkeitsmal3 (%70)

Bildmalf3 der ZufallsvariablX (Verteilung vonX) (S.171)
Bedingte Wahrscheinlichkeit (372 46)

Mel3raum (S166)
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Notation

(Q, S, W)
(Q,S,P)
E()

Var (.)
Cov(.)
B(s,p)
N(K2)
Ia

J fdu

Codierung:
ke N

neN
({£1},8,0)
¥

©

ue {1}k
ce {£1}"
C

G {1}k
Ji, ..,

¢

(nk.¢)
dham(q))
{£1}[4

9(x) € {+1}[¥]
(N1, k1, 1), ..., (Nm, Km, ®m))

(77 47 ¢bsp)

Decodierung:

OHD

Malraum (S166)

Wabhrscheinlichkeitsraum (370)

Erwartungswert (S171)

Varianz (S.172)

Covarianz (S1798

Binomialverteilung mit Parametarp (S.175

Normalverteilung mit Erwartungsvektprund Kovarianzmatrix (S.177)
Indikatorfunktion der Mengé (S. 167)

teIntegraltber die Funktiorf (S.169)

Codedimension (K0)

Codehnge (S20)

Binarer Korper (S.20)

Addition im binaren Korper (S.20)

Multiplikation im binaren Korper (S.20)

uncodiertes Wort (0)

codiertes Wort, Codewort (20)

Menge der Codeinter (S.20)

Generatormatrix (23

charakterisierende Mengen (&)

Codierungsabbildung (20)

binarer linearein, k)-Blockcode (S20)

Hamming-Distanz eine@, k)-Blockcodes mit Codierungsabbildugg’S. 21)
Polynomringuiber dem Krper({£+1},$,)
Generatorpolynom (25)

verketteter biérer linearexn, k)-Blockcode (S27)
Beispiel fir einen(7,4)-Blockcode (S23)

Hard-Decision Decodierungsabbildung 85)

Soft-Decision Decodierungsabbildung @9)

Soft-Output Decodierungsabbildung @)

n-Kanal (S.31)

Superkanal baglich (¢, X, dso) (S.50)

Zufallsvariable des Kanals zur Realisierunder Kanaleingabe (S81)
Dichte des Bildmalies vofi. (S. 33
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Notation 11

U Zufallsvariable der Kanaleingabe des SuperkanalS@p.

C Zufallsvariable der Kanaleingabe (&)

c diskrete Zufallsvariable der Kanalausgabe3$§.

Y stetige Zufallsvariable der Kanalausgabe3§.

y  Realisierung der stetigen Zufallsvariable der Kanalausgabe (Demodulationsergebh#) (S.
02 bitweise Varianz der AWGN-Kanalstung (S.33)
w(u,y)  Wahrschein. vo{w € Q; U(w) = u} unter der Bedingungw € Q; Y (w) =y} (S.46)
M(a) Menge der Codeirterd(u), wobeiu; = a (S.51)

M (a) Teilmenge de®" (S.51)

Soft-Output Decodierung terminierter Faltungscodes:
a Anzahl der Eingabebktke (S.60)

b Anzahl der Eingabebits ($0)
d Anzahl der Ausgabebits pro Ausgabeblock§8).
I Blocklange des Schieberegisters 8)
L Bitlange des Schieberegisters §8)
Q Anzahl der Zustandgergange (S60)
Mi,...,Mq C{1,...,L} definierende Mengen (80)
(a,b,l,d,M1,...,Mq) terminierter(n, k)-Faltungscode (0)
] Codierungsabbildung des Schieberegisterinhalte8q)S.
S={+1}- Menge der Zusinde (S60)
SHES Nullelement vorS (S. 60)
s'eS FHer Schieberegisterzustand @g)
1(S) Letzter Bitblock eines Schieberegisterzustas (3. 69)
V= {+1}P Menge der Zustandbergangszeichen (80)
Vo eV Nullelement vorV (S.60)
Vi Menge der zudssigen Zustanébergangszeichen im-ten Schritt (S74)
VJ-i (a) Einschiankung der Menge der ZAadsigen Zustandbergangszeichen (34)
Um Menge der erstem Komponenten z@ssiger Eingabeiwter (S.74)
UiQ((X) Einschiankung der Menge der zagsigen Eingabeivter (S.74)
T Zustandabergangsfunktion ($1)
T Inverse Zustandgergangsfunktion (89)
T Knotenmenge eines Trellis-Diagramms ¢8)
(s, €T Knoten eines Trellis-Diagramms (69)
(7,T) Trellis-Diagramm (S68)
AFy(s) Bewertungsfunktiondr den Knoter(s,q) (S.65)

Hq(S) Multiplikator fur den Knoter(s,q) (S.74)
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12 Notation

Al (y) I-ter Teilterm der L-Werte zur RealisierunydsS. 66)
Am Hilfs-Abbildungen zur L-Wert Berechnung (89)
Am Rekursive Abbildungen zur L-Wert Berechnung 79)
Bm Rekursive Abbildungen zur L-Wert Berechnung 7S)
W Abbildung auf eine Zustandsmenge 69)

Soft-Decision Decodierung bi@rer linearer Blockcodes:

F Soft-Decision Zielfunktion (S92)
Ac {£1}KK Reguhre Matrix zur Quasi-Systematisierung €5)
G e {£1}kn Generatormatrix des quasi-systematisierten Code35jS.
Ji,....dn charakterisierende Mengen des quasi-systematisierten Cod8) (S.
HeE Sn Betragssortierung der Komponenten wofs. 97)
T Indizes der Einheitsspalten v&h(S. 95)
p € Sk Betragssortierung vok Komponenten vory (S. 97)
T Projektionsabbildung (R7)
ome {1,....k} x{1,...,k} Protokoll einer Zeilenaddition (R.7)
aecNp Anzahl der Zeilenadditionen (97)
Apq k x k-Einheitsmatrix mit Extra-Element1 in derp-g-Position (S97)
a° Startpunkt (transformiert) (R.7)
F transformierte Soft-Decision Zielfunktion ($05)
% Summennorm von (S. 105
sj(0) Teilsumme der transformierten Soft-Decision Zielfunktion185)
<(0) Obere Schranke vas)(0) (S. 105
FP(0) Untere Schranke voR ({) (S.105
Kb Indexmenge vollgtndig bekannteifj im b-ten Schritt (S105
Ky Vereinigungsmenge von Mengé&g (S. 105
Lb Teilsumme vory (S. 105
VP Summe der vom tinablangigen Abscitzungen (S105
(0) Summe der bekanntes(d) (S. 105
AP(0) Update vors®((i) (S.105)

Umin Minimierer der transformierten Soft-Decision Zielfunktion (3.1)
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Kapitel 1

Einleitung

Make it so.

(Jean-Luc Picard)

Bei der Ubertragung von digitalen Nachrichtéer analoge Medien, etwa Funkiée im Mo-
bilfunk oder bei der Satellitenkommunikation, athder Empénger diese Nachrichten nur in
gesbrter Form. Anstelle jedes Bits einer urgpglichen Nachricht liegt dann dem Enapiger ein
(verfalschter) analoger Wert $oft-Wert") vor, der im allgemeinen nicht einfach zum originalen
Bit gerundet werden kann. Daher erweitern spezielle Kaothérer des Senders jeweils einen
Block u von k Bits der Nachricht zu einem redundanterj@eren Blockc mit n Bits (,,Blockco-
dierung“). Die Aufgabe des Kardgcodierersgles Empéngers besteht dann in der Rekonstruktion
des urspiinglichen Blocksi ausk Bits mit Hilfe dern empfangenen Soft-Werte.

Die Rekonstruktion des Bitblocks, auch Wort genannt, ist mit einer gewissen Fehlerwahrschein-
lichkeit behaftet, die von der Art der Codierung, dedrdhg auf dem Kanal und der Decodie-
rungsmethode aldimgt. Ausgehend von gegebenendoen linearen Blockcodes und Kanalsin-

gen soll nun die Fehlerwahrscheinlichkeit durch die Entwicklung von Soft Decodierungsver-
fahren minimiert werden, die im Gegensatz zu ldenknlichen (Hard Decodierungs-) Metho-

den den Informationsgehalt der empfangenen Soft-Werte bis zum Ende des Decodierungspro-
zesses vollgindig verwenden. Die erwartete Verbesserung der Wortfehlerwahrscheinlichkeit bei
der Decodierung begndet sich dabei auf Aussagen der Shannonschen Informationstheorie, siehe
[Sha48 SW76 BB9I(].

In Abbildung 1.1 werden die technischen Auswirkungen einer solchen Verbesserung veranschau-
licht. Dabei gibt es zwei Lesarten:

¢ Bei einer festen Kanalgtung (als Signal-to-Noise Ratio bezeichnet) werden weniger Deco-
dierungsfehler begangen. Damit kommt es zu efebesserung der Empfangsqualiét.

e Bei einem festgelegten Fehlerniveau, auch als garantierter Quality-of-Service (QoS) be-
kannt, muR wenigddbertragungsenergie aufgewandt werden.Biergieeinsparungkann
dabei bis zu 3 Dezibel betragen, was einer Halbierungdhertragungsenergie entspricht.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der allgemeinen stochastischen Analyse ei-
nes Kanalmodellsiir Blockcodes und den verschiedenen Varianten der Decodierung vérebin
linearen Blockcodes ohne Spezialisierung auf bestimmte Codes. Ausgehend von dieser Analyse
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Abbildung 1.1: Verbesserung der Empfangsqualitit / Reduktion der Ubertragungsenergie

werden fehleroptimale Decodierungsverfahren abgeleitet, insbesondere ein Soft-Decision Algo-
rithmus fur bliebige biréare lineare Blockcodes und ein Algorithmus zur Soft-Output Decodierung
fur die Klasse der terminierten Faltungscodes.

Dreht man die Vorgehensweise um, d.h. konstruiert man spezielle Codes, die sich besonders f
bestimmte Soft Decodierungsverfahren eignen, dandltarran schnelle und approximativ fehler-
optimale Paare von Codes und Decodierungsverfahren, wie die Low Density Parity Check Codes
[Gal62 MN97] und Turbo-CodesBM96, Rie97, BDMP9§], welche mit iterativen Decodierungs-
verfahren behandelbar sind. IBds98 Bos99 Hub02 Hag03 wird ein Uberblick iber diese Co-

des und Methoden gegeben.

Im weiteren wird aber von keiner Spezialisierung auf diese oder andere Codes ausgegangen, son-
dern es wird die allgemeine Situation beliebiger lineareai@nBlockcodes analysiert und daraus
werden allgemeine stochastische Aussagen abgeleitet.

In Kapitel 2 werden zuachst die befitigten Definitionen und mathematischen Grundlagen der
digitalen Nachrichteimbertragung und der Kanalcodierung von&en linearen Blockcodes dar-
gestellt. Insbesondere wird die technisch wichtige Verkettung von Blockcodes betrachtet.

Basierend auf einer stochastischen Kanalmodellierung werden in Kaplieeprinzipiellen Deco-
dierungsmethodiken klassifiziert undrfiede Klasse werden Kriterien zur Konstruktigoester”
Decodierungsverfahren in allgemeiner Form entwickelt. Die Behandlung der wichtigen verketteten
Codes wird auf die Decodierung der Einzelcodesizkgefihrt, wobei die vollsindige Informa-
tionsweitergabe zwischen den einzelnen Teilen der Decodierung durch eine Soft-Schnittstelle si-
chergestellt wird.

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



1 Einleitung 15

Fur die Klasse der terminierten Faltungscodes wird in Kagitghe Soft-Output Decodierungsme-
thode entwickelt, bei der das Decodierungsergebnissaifter’ Viektor von Zuve#dssigkeitswerten
ist, der als Eingabéif ein nachgeschaltetes zweites Decodierungsverfahren dienen kann.

In Kapitel 5 wird ein Branch-and-Bound Verfahren zur Soft-Decision Decodierung auf Grundlage
einer speziellen Quasi-Systematisierung eines beliebigen gegebeasgntdinearen Blockcodes
vorgestellt.

Das numerische Verhalten der entwickelten Soft Decodierungsverfahren wird in Kaaitehnd
von Referenzanwendungen untersucht. Durch den Vergleich mit Standardmethoden der Hard De-
codierung wird die Effizienz der Soft Decodierung deutlich.

Ich mbchte mich an dieser Stelle herzlich bei Prof. Dr. Dr. Stefana8len bedankeniir seine
wertvollen fachlichen Anregungen und moralischearingen, éir sein Wohlwollen und Ver-
trauen und nicht zuletzt auchirfseine begindige Untersitzung auch in schwierigen Phasen. Bei
Prof. Dr. Claus Hillermeier bedanke ich mich setir $eine Hilfe und ir die jahrelange freund-
schaftliche Zusammenarbeit. Weiter bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. Albert Gilg und Herrn
Dr. Werner Weberdr ihr gro3es Interesse und ihre freundliche Anteilnahme.
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Kapitel 2

Grundlagen

The Wheel of Time turns, and Ages come and pass, leaving memories that
become legend. Legend fades to myth, and even myth is long forgotten when
the Age that gave it birth comes again.

(Robert Jordan, The Wheel of Time")

2.1 Digitale Nachrichtenibertragung

Das Ziel der Kommunikation zwischen zwei Kommunikationspartnern ist das Austauschen von
Information(en). ZutUbermittlung der Information von dem einen Partner, genannt Quelle, zum
anderen Partner, genannt Senke, werden Nachrichten verwendéhediein Medium, genannt
Kanal, Ubermittelt werden.

Die Information einer Nachricht ist subjektiv und technisch nicht fal3bar, da sie in der Regel nur
im Kontext der Kommunikationspartner veaatlich ist. Eine NachrichfFEUER* etwa Uibermittelt

eine andere Information zwischen den Kommunikationspartnern Brandmelder und Feuerwehr als
zwischen den Kommunikationspartnern Offizier und Soldat.

Unter einer Nachricht hingegen wird im technischen Umfeld eine Zeichenfolge aus einem endli-
chen Zeichenvorrat verstanden, der im allgemeinen beliebig sein kann, etwa Schrift, Bilder, Sym-
bole, Sprache, Kinge, etc. In der digitalen Nachrichtentechnik wird eindbém Zeichenvorrat
verwendet.

Bei der Ubermittlung der Nachrichiiber einen physikalischen Kanal, etwa ein Glasfaserkabel,
ein Koaxialkabel, ein Compact-Disc-Leselaser, eine Mobilfunk- oder Richtfunkstrecke, wird eine
physikalische Regisentation der Nachricht als Signal notwendig, welchéisrend detJbermitt-

lung physikalischen $tungen unterliegt. Daher €il die Seite der Senke ein gédes Signal,

aus dem sich diébertragene Nachricht je nachb8ingsgrad eventuell nicht oder v@dcht (was
schlimmer sein kann, vergleiche die NachrigfiEUER") rekonstruierendf3t.

Aus diesem Grund wird der Nachricht gezielt Redundanz hinziggétiurch die sogenannte Ka-
nalcodierung, siehe Abschnzt2) und diese mitibertragen. Mit Hilfe der Redundanz der emp-
fangenen Signale ist es die Aufgabe des Kanaldecodierers, digéingiphe Nachricht zu rekon-
struieren.

Lstatt biraren Zeichenvoiten (Alphabeten)dnnen auch Alphabete verwendet werden, deren Elemebiteew
aus einem biaren Alphabet sind. Die Konstruktion von Reed-Solomon-Codes beruht etwa auf solchen Symbolzei-
chengétzen, deren Elementzahl eine Zweierpotenz ist.
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- | ve {+1}* [ kanal- | c€{=1}"

I ,| Quellen N Krypto N N
Quelle codierer codierer codierer Modulator
s:R—R
y Physikal.

Storung——»

9 Kanal

S R—R
Senke |« Quellen- Krypto- | 0€ {+1}* [ Kanal-| YER" Demodul
decod. decod. decod. '

Abbildung 2.1: Digitale Nachrichteniibertragung

Die Abbildung 2.1 zeigt den schematischen Aufbau einer digitalen Nachri¢itteriragungs-
strecke @ir Nachrichten, die mit Blockcodes codiert sind.

e Quelle: Von der Quelle aus sollen Nachrichten zur Senke geschickt werden. Die Darstellung
der Nachricht an der Quelle ist beliebig uridt tie weiteren Betrachtungen nicht relevant. In
Mobilfunkanwendungen kann zum Beispiel als Quelle ein Sprecher beziehungsweise Spra-
che angenommen werden.

e Quellencodierer: Der Quellencodierer hat die Aufgabe, die Nachrichten der Quelle so in
digitale Wertefolgen (oder Zeichenketten im allgemeinen Fall) zu transformieren, dal3 weder
Informationen verlorengehen noch unige Redundanzen codiert werden. Zur Reduktion
der Datenmengednnen Datenkomprimierungsalgorithmen angewandt werden.

e Kryptocodierer: Die optionale Komponente des Kryptocodierers veligeselt die vom
Quellencodierer kommenden Nachrichten, um lesenden oder schreibendats{enrden)
Zugriff von Unbefugten zu verhindern, siehe daBe{i94. Die Ausgabeu € {+1}¥ des
Kryptocodierers ist ein Bi@rwort aus dem bi#ren Zeichenvorrgt+1}. Ein Kryptocodierer
bietet die sogenanntgerfekte Sicherheit’, wenn alle kryptocodierteroxtér mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auftreten.

e Kanalcodierer: Da bei derUbertragung der Nachriclitber den physikalischen Kanal mit
Storungen zu rechnen istiigt der Kanalcodierer der Nachricht gezielt Redundanz hinzu,
um dem Empdnger die Rekonstruktion der ur§piglichen Nachricht zu eraglichen. Der
Ausgang des Kanalcodierers ist ein kanalcodiertes Wart{+1}", n > k, welches mit
Hilfe eines birdren linearen Blockcodésiusu erzeugt werden kann. Genaue Details der
Kanalcodierung sind in Abschnigt2 ab Seitel9 beschrieben.

2Wir betrachten hier nur bire lineare Blockcodes. Im allgemeinen Fall kann eine Blockcodierung auch symbol-
basiert und/oder nichtlinear erfolgen.
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e Modulator: Die Ubertragung der Nachriclifoer ein physikalisches Medium erfordert eine
physikalische Rejisentation der Nachricht als zeitkontinuierliches Signal (hier dargestellt
als Funktions: R — R). Verfahren zur digitalen Modulation, um ein Nachrichtensignal ei-
nem Tiagersignal aufzugigen, sind z.B. beil)B96, LUk99, CCRO0J, Pro0] beschrieben.

Bei der sogenannten Amplitudenumtastung werden die Bits zum Beispiel durch die Ampli-
tuden des Tagersignals moduliert (daher unter anderem auch die Bit-Darstelluaglals

e Physikalischer Kanal: Der physikalische Kanal ist ein (weitestgehend beliebiges) physi-
kalisches Medium, etwa ein Glasfaserkabel, ein Koaxialkabel, ein Compact-Disc-Leselaser,
eine Mobilfunk- oder Richtfunkstrecke, etc. Bei déertragung des Signadkommt es zu
Storungen, so daf’ der Kanalausgang einalechtes Signad ist.

e Demodulator: Der Demodulator ist das Gegeask zum Modulator und demoduliert das
empfangene Signal zu einem reellwertigen VektarR". In diesen Vektor flieBen das abge-
sandte kanalcodierte Warte {+1}" und die Kanalgirung ein. Da jetzt keingharten* Bits
mehr vorliegen, spricht man auch von Soft-Werten.

e Kanaldecodierer: Die Aufgabe des Kanaldecodierers besteht in der Rekonstruktion der ur-
spiiinglichen Nachrichti € {41} unter Verwendung der inc R" enthaltenen Informatio-
nen und dem Wissdirber die Kanalcodierung uridber die Eigenschaften de&influsses.
Der Ausganguc {+1}X des Kanaldecodierers sollte mitiglichst hoher Wahrscheinlich-
keit mit der urspiinglichen Nachrichti € {£1}¥ identisch sein.

e Kryptodecodierer: Der Kryptodecodierer ist das Gegedinsk zum Kryptocodierer, das
heil3t, die quellencodierte Nachricht wird hier wieder entissset.

e Quellendecodierer:Der Quellendecodierer bereitet die empfangene Nachrichdié Ver-
arbeitung durch die Senke auf. Nimmt man erneut das Mobilfunkbeispielpsiotd der
Quellendecodierer etwa Sprache erzeugen.

e Senke:Die Senke ist der (beliebig geartete) E@pder der Nachricht.

2.2 Kanalcodierung

Die Codierungstheorie setzt im allgemeinsten Fall keine speziellen Alphabete voraus, aus denen
die Zeichen der Wrter der Codes genommen werden. In der Praxis der digitalen Nachiibleten
tragung und der Verarbeitung von Nachrichten in Computersystemen und integrierten Schaltungen
wird aber stets ein digitales (zweielementiges2biis) Alphabet verwendetzusammen mit den
notwendigen Verkapfungen der Elemente dieser Menge wird also im weiteren ausschlie3lich der
nachfolgend definierte bime Korper betrachtet.

3Auch bei Symbolalphabeten der digitalen Nachrichtentechnik liegt eérésrBasisalphabet zugrunde.
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Definition 2.1 (binarer K orper)
Das Tripel ({£1},®,®) sei der binidre Korper mit der Addition ® und der Multiplikation ©, die
wie folgt definiert sind:

“1e-1= 1, ~1o-1=-1,
~1e 1=-1, 160 1= 1,
1¢-1=—1, 10-1= 1,
19 1= 1, 10 1= 1.

1

Bis auf Isomorphie gibt es nur einen Bien Korper. Im Vergleich zu einer informationstechnisch
oft Ublichen{0, 1}-Repiasentation korrespondiertl mit 1 und 1 mit O.

Da ({£1},®,®) mit Definition 2.1 die Kdrpereigenschaften besitzt, {st1}P fir p € N ein Vek-
torraunt iber ({#+1},®,®) und es Knnen lineare Abbildung vom Vektorraufa:1}¥ in den
Vektorraum{+1}" betrachtet werden.

Definition 2.2 (binarer linearer (n,k)-Blockcode)
Ein bindrer linearer (N, K)-Blockcode ist ein Tripel (n,K, ¢) bestehend aus n,k € N, n > Kk, und einer
injektiven linearen Abbildung
O {1} - {1}
N heiBt die Codelinge, k hei3t die Codedimension.
Die Abbildung ¢ heiBit Codierungsabbildung.
Einue {il}k heiB3t uncodiertes Wort und die Komponenten von U heiBBen Infobits.
Ein c € {+1}" heiBt codiertes Wort oder Codewort und die Komponenten von ¢ heiflen Codebits.

C:=o({£1}) = {d(u); ue {£1}¥} C {1} heibt die Menge der Codeworter. -

Falls nicht anders beschrieben, steht in der FoBjeckcode” immer @r einen biren linearen
(n,k)-Blockcode. Im Spezialfalh = k ist ¢ € Sy, das heil3t, die Codierungsabbildung sortiert in
diesem Fall die Infobits um. Dieser Spezialfall wird als Interleaving bezeichnet und seine Bedeu-
tung liegt in der Abschéchung von Bndelfehlern.

Wie oben definiertiihrt die Codierungsabbildung eines Blockcodes also eine Zeichenkette in eine
andere (@ir n > k langere) Zeichenketiger, die die ursfgimglichen Zeichen in redundanter Form
repfasentiert. Daher verwendet man eine solche Darstelluntzertragungdiber den Kanal, um

mit Hilfe der Redundanz die urgjmmgliche Nachricht mit hoher Wahrscheinlichkeit rekonstruieren
zu konnen.

Definition 2.3 (Kanalcodierung)
Im technischen Zusammenhang der digitalen Nachrichteniibertragung (siehe Abbildung 2.1 auf
Seite 18) nennt man einen bindren linearen (n,K)-Blockcode (n,K,¢) einen Kanalcode, wenn die
uncodierten Worter Eingang des Kanalcodierersind und die mit ¢ codierten Worter Ausgang des
Kanalcodierersind.

Die Abbildung ¢ heiit dann auch Kanalcodierungsabbildung.
Ein u € {£1}X heiBt auch kryptocodiertes Wort.

Ein ¢ € {£1}" heiBt auch kanalcodiertes Wort.

4Bei Blockcodes ist also aufgrund der fixearge die Menge der zigsigen Virter ein Vektorraum.
SVergleiche mit den geithtnislosen Kanalmodellen in Definiti@il auf Seite31.
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Ein Kriterium fur die Qite einer solchen Codierung ist die nachfolgend definierte Hamming-
Distanz. Sie beschreibt, an wievielen Stellen sich zwei Codewr des Blockcodes mindestens
unterscheiden.

Definition 2.4 (Hamming-Abstand, Hamming-Distanz)
() Fiirn e N heiBt die Metrik®

1 n
(€63 > lei—Gl
=1
Hamming-Abstand.
(i) FirC C {£1}",ne N, heiBt
Oham(C) := min{dnam(c,€); c,E€C, c# €}
die Hamming-Distanz oder die Minimaldistanz der Menge C.

(iii) Sei (n,k,) ein bindrer linearer (N,K)-Blockcode. Dann heil3t

dhan($) = cham(®({1}%)) = min { dhan(6(1),6(0)); u,0 € {+1}¥, ua}

die Hamming-Distanz oder die Minimaldistanz des binidren linearen (n,K)-Blockcodes

(n,K, ).

]

Bei einem(n, k)-Blockcode, dessen Hamming-Distanz beispielsweise 3 sei, unterscheiden sich al-
so alle Codewrter an mindestens drei Stellen. Daher kann der Bngér einer ve#ischten Nach-

richt diese korrekt decodieren, wenn an einer Stelle des Codeworts ein Bit falsch angekommen ist.
Entsprechend lassen sich béheren Hamming-Distanzen auch mehrbitige Fehler erkennen und
korrigieren.

Definition 2.5 (identischer BlockcodeAquivalenter Blockcode)
Seien (N, K,$1) und (n,K,$2) zwei binire lineare (N, K)-Blockcodes.

() (n,k,¢1) und (n,K,§2) heiBen identisch, falls
Ca = d2({+1}*) = o1 ({£1}) =: C1.
(i) (n,k,¢1) und (n,K,¢2) heiBen dquivalent, falls es ein 0 € S, gibt mit

d2({£1}) = oo 1({£1}Y).

1

bBettet man den Krper ({+1},%,®) in den Korper (R,+,-) ein, so haben die beiden Elemente desiten
Korpers den Abstand 2 IR. Daher wird in der Definition des Hamming-Abstands ein Fal%tootwendig, damit die
Zahl der unterschiedlichen Bits varund ¢ korrekt dargestellt wird.
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Bei identischen Blockcodes sind also die Codewortmengen identisdivewd befAquivalenten
Blockcodes die Codewortmengen identisch bis auf (eine feste) Vertauschung der Wortkomponen-
ten sind.

Vielfach wird in der Codierungstheorie nicht zwischen Blockcodes unterschieden, die identisch
oderaquivalent sind, da diese Codes viele Eigenschaften gemeinsam haben. Beispielsweise ist die
wichtige Eigenschaft der Hamming-Distanz bei identischen @oaivalenten Codes gleich, wie

man sich leichtiberlegen kann.

An Stelle der Codewortmengen wie in Definiti@b kdnnen die beiden Beziehungen aber auch
Uber die Codierungsabbildungen nachgewiesen werden.

Lemma 2.6 (identischer Blockcodeaquivalenter Blockcodeiiber die Codierungsabbildung)
Seien (N, K,$1) und (n,K,$2) zwei binire lineare (N, K)-Blockcodes.

(i) (n,k,¢1) und (n,k,¢2) sind identisch genau dann, wenn es einen Automorphismus ) auf
{+1}K gibt mit
b2 =100
(i) (n,k,¢1) und (n,k,¢2) sind idquivalent, falls es einen Automorphismus ) auf {1} und ein
0 € Sy gibt mit

b2=00¢10U.

Beweis. (i) ,<=": trivial.
,—": Seien(n,k,¢1) und (n,k, ¢,) identisch. Zu den Einheitsvektorene {+1}¥ gibt es dann
jeweils Elemente; € {41}* mit

¢2(Q) = ¢1(a,-), furi=1,... .k
Da ¢ injektiv ist und daher difa(ey1),...,P2(ex)) = k, folgt dim(ay,...,ak) = k, das heif3t,
{aq,...,a} ist eine Basis voq+1}X.
Weiter gilt

k k k k
d2(u) = ¢2 (@Ui@ei) =Puod(a)=EPuocdi(a) =01 (@Ui®a> = 1 (W(u))
i=1 i=1 i=1 i=1

mit Y(u) := PX_, u O a firue {£1}K. g ist linear und surjektiv, dday, ...,ax} eine Basis von
{£1}Kist, also istp ein Automorphismus auf+1}X.

(i) ,,<=": trivial.

,2—": Seien(n,k,¢1) und (n,k,$,) aquivalent. Also gibt es eia € Sy, so dalyn,k,c0¢1) und

(n,k,¢2) identisch sind. Mit (i) folgt dann die Existenz eines Automorphisnusuf {+1}¥, so

dafd
d2(u) =codrop(u), furalleue {+1}¥.

U

Eine gebauchliche Darstellung der linearen Codierungsabbildung erigt die sogenannte Ge-
neratormatrix.
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Definition 2.7 (Generatormatrix)
Sei (n,k,¢) ein binrer linearer (n,K)-Blockcode. Die Matrix G € {+1}%" mit der Eigenschaft

G'u=o¢(u), firalleue {+1}K

heiBt Generatormatrix des bindren linearen (N, K)-Blockcodes.

Die Verwendung der transponierten Form der Matrix in der Definition folgt der traditionellen Dar-
stellung in der Codierungstheorie. Die Existenz und EindeutigkeitG/éolgt sofort aus der Tat-
sache, da@ eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen Vektorraum ist. Damit ergibt
sich unmittelbar das folgende Lemma.

Lemma 2.8 (Codedefinitiontiber die Generatormatrix)
(i) SeiGe {:l:l}k’n die Generatormatrix eines binéren linearen (N, K)-Blockcodes. Dann gilt

rangG) = dim <{GTu; ue {il}k}) =k

(i) Seik,n€N, k< nundG € {£1}%" eine Matrix mit rang G) = k. Dann ist mit

0 {1} — {£1}",
u—G'u,

(n,k, ) ein bindrer linearer (n,K)-Blockcode.

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus der Injektigitder Codierungsabbildung. Umgekehrt
impliziert der volle Rang der Matri& in Aussage (ii) die Injektiviat der Abbildungp.

O

Als Beispiel betrachten wir einen kiren linearer{7,4)-Blockcode(7,4, ¢psp), deriber die Ge-
neratormatrix

-1 1 1 1-1-1 1
1 -1 1 1 1-1 -1
1 1 -1 1 -1 -1 -1
1 1 1-1 -1 1 -1

definiert sei.

Eine weitere wichtige Darstellung eines &ien linearen Blockcodes erfolgber charakterisie-
rende (Teil-)Mengen.

Definition 2.9 (charakterisierende Mengen)
Sei (n,k,¢) ein binirer linearer (n,k)-Blockcode mit Generatormatrix G € {£1}%". Die charakte-
risierenden Mengen Jy, ..., Jy C {1,... Kk} sind dann definiert als

Jyi={ie{l,....k}; Gj=-1}, firl<j<n
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Die sieben charakterisierenden Mengen des Beispield@déshpsp) lauten also

le{l}7 J2: {Z}a J3:{3}7 J4: {4}a J5:{17374}7 J6:{17273}7 J7:{27374}'

Mit den jetzt vorhandenen Mittelndnnen wir ein Codewort auf verschiedeiguivalente Weisen
darstellen.

Lemma 2.10 (Codewort-Darstellung)
Sei (n,k, ) ein bindrer linearer (n, K)-Blockcode mit Generatormatrix G € {#1}*" und charakte-

risierenden Mengen Jy, ..., Jn C {1,... k}. Sei u € {£1}¥ ein uncodiertes Wort und ¢ € {1}" ein
Codewort. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

0]
c=o¢(u),

(i)
c=G'u,

(i)

Cj :@ui, firl<j<n,
i€
(iv)

Cj = ”ui, firl<j<n.
ied]

Beweis. Die Aussagen (i)-(iii) des Lemmas folgen sofort. Aussage (iv) gilt, wenn {r&ly} als
Teilmenge vorR betrachtet.

0]
Somit gilt fiir den Beispielcod€7, 4, dpsp), dald

C1=Uy,
C2 = Uy,
C3 = Ug,
C4 = Ug,

Cs=U D U3D Ug = Uz -U3- Uy,
Ce=U1PUxB U3z = U1 U2 Us,
C7=UWDU3PDUg = Uz -U3- Uy,

wobei - die Multiplikationsverkiipfung von (R,+,-) nach Einbettung von{£1},®,®) in
(R,+,) ist.

Binare lineare Blockcodes lassen sich gé&hrer Darstellung wie folgt klassifizieren.
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Definition 2.11 (systematisch, quasi-systematisch, unsystematisch)
Sei (n,K,§) ein binirer linearer (n,K)-Blockcode. (n,K, ¢) heilt ein

() systematischer Blockcode, falls fiir die charakterisierenden Mengen des Blockcodes gilt:
Jy={j}, firj=1,.. k
Systematische Blockcodes heilen auch separierbare Blockcodes.

(i) quasi-systematischer Blockcode, falls es eine Permutation 0 € Sy, gibt, so daB (n,K,co @)
ein systematischer Blockcode ist.

(iii) unsystematischer Blockcode, falls (n,K, ) kein systematischer Blockcode ist.
]

Aus der Definition der charakterisierenden Mengen folgt sofort, dal3 die éeSpalten der Ge-
neratormatrix eines systematischendsam linearer{n, k)-Blockcodes die Einheitsmatrix bilden.
Bei quasi-systematischen Codes steherkdiaheitsspalten an beliebigen Stellen der Generator-
matrix.

Bei systematischen Blockcodes sind die er&t&tellen des Codewortse {£1}" identisch mit
dem uncodierten Wou € {+1}X, also

cj=uj, furallej=1,... k
Die restlichen Stellenj, j =k+1,...,n, werden dann als Bfstellen oder Pafitsstellen bezeich-
net.
Der Beispielcodg7, 4, dpsp) ist somit ein systematischer lirer lineare(7,4)-Blockcode.

In der Codierungstheorie nimmt die Konstruktion von Codéser Polynome einen sehr
breiten Raum ein. Geimschte Code-Eigenschaften lassen sich durch algebraische Polynom-
Eigenschaften erzwingen. Da in der vorliegenden Arbeit Polynome ausschlief3lich zur Definition
von Codierungsabbildungen Verwendung finden,dbigien wir lediglich eine Konstruktionsvor-
schrift.

Definition 2.12 (polynomerzeugter Code, Generatorpolynom)
Es seien n,k € N, n >k, und es sei g(X) € {£1}[X] ein Polynom vom Grad n— K, also
9X) =WHAUOXDROXS... &g OX ¥, mitgj € {£1}, j=0,...,n—k

wobei neben gn_x = —1 zusitzlich gelte go = —1.

Es heift (n,k,¢) der durch das Polynom ¢(X) erzeugte binire lineare (n,K)-Blockcode, wenn fiir
die Generatormatrix G € {£1}%" des Blockcodes gilt:

do 91 ..~ ... Ok 1 1 ... 1
1 9 91 -~ ... Ok 1 ... 1
Gi=|: . o ST
1 ... 1 g o N ¢ PN |
1 ... ... 1 @ g1 .- ... Onk

Das Polynom Q(X) heiit dann das Generatorpolynom des biniren linearen (Nn,K)-Blockcodes

(nk,d).

_ 1
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26 2 Grundlagen

Dago = —1 bzw.gn_x = —1 und folglich rangG) = k, folgt mit Lemma2.8 auf Seite23, daf}
(n,k,¢) ein birarer linearern,k)-Blockcode ist. Zur Erzeugungyuter* Codes (etwa zyklischer
Codes) werden im allgemeinen noch weitere Eigenschaften des Generatorpolynoms gefordert.

Zur Eribhung der Lesbarkeit werden Generatorpolynome meist als Polynord®,du$x| darge-
stellt. Man betrachte zum Beispiel ein Generatorpolympeg(x) € {+1}[x] definiert als

Obsp(X) = 1@ -1ox@+1oX¥e 10X = —~1exa x>,

In {0, 1} [x] entspricht
1+x+x°

dem Generatorpolynomghsy(x) und wird in der Regel in dieser Form zur Darstellung verwendet.

Sei(7,4,Pbsp) der durchgpsy(X) erzeugt(7,4)-Blockcode. Dann lautet die Generatormatrix dieses
Blockcodes

-1 -1 1 -1 1 1 1

1 -1 -1 1-1 1 1

1 1 -1 -1 1 -1 1

1 1 1-1-1 1-1

Gbsp =

Lemma 2.13 (Systematisierung eines polynomerzeugten Codes)
Es seien n,k € N, n > K, und es sei g(X) € {£1}[X] ein Polynom vom Grad n—K, also

9X) =B U OXDROXRD... B0 kOX" K mitgj € {1}, j=0,...,n—K,

wobei neben Qn_k = —1 zusitzlich gelte go = —1, und es sei (N,K,§) der durch das Polynom
9(X) erzeugte bindre lineare (n,K)-Blockcode. Dann gibt es genau einen zu (n,K,¢) identischen

systematischen binéren linearen (n,K)-Blockcode (n,Kk, ). -

Beweis. ,=": Unter den genannten Voraussetzungen ist die Existenz eines identischen syste-
matischen biaren linearerin, k)-Blockcodegn, k,$) nachzuweisen. Nach Definitich12bilden
die ersterk Spalten der Generatormati@von (n,k,¢) eine reguhre obere Dreiecksmatrix. Da-
her kannG ohne Spaltenvertauschungen durch reine Zeilenoperationen (Gaul3-Diagonalisierung)
in systematische Form transformiert werden, das heil3t, es gibt einéumreddatrixA e {+1}15K,
so dafiG mit

G=AG

die Generatormatrix eines systematischen Codes ist, also

d(u)=G'u=(AG)'u=G'(A"U) = p(Y(u)) = o Y(u),

wobei der zuAT gehbrige Automorphismus ist. Somit ist der systematische Block¢nde )
identisch zun,k, ).

,<—=": Seien(n,k,$) und (n,k,§) zwei zu(n,k,¢) identische systematische & lineargn, k)-
Blockcodes. Also sind aucfn,k,®) und (n,k,§) zueinander identisch, das heifdt, es gibt einen
Automorphismusp auf{jzl}k mit § = ¢ o Y. Aufgrund der Systematik beider Blockcodes gilt

(2) =8 —sww) = (*7). foraleuc =1

also isty die identische Abbildung und somit gt= §.
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2.3 Verkettete Kanalcodierung 27

Hat man nicht die Voraussetzungen an den Blockcode, wie hier gegebé@ftsich dennoch zu
jedem biraren linearertin, k)-Blockcode ein (nicht eindeutigeiyjuivalenter systematischer Block-
code angeben und ein (nicht eindeutiger) identischer quasi-systematischer Blockcode.

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage von LenfriEBlalt sich ein eindeutiger systematischer Co-
deliber ein Generatorpolynom erzeugen.

Definition 2.14 (systematischer polynomerzeugter Code)
Es seien n,k € N, n > K, und es sei g(X) € {£1}[X] ein Polynom vom Grad n—K, also

9X) =g BAUOXDROXD... 00 kOX" K mitgj e {1}, j=0,...,n—k,

wobei neben gn_x = —1 zusitzlich gelte gop = —1.

Es heit (n,k,¢) der durch das Polynom Q(X) erzeugte systematische binare lineare (Nn,K)-
Blockcode, wenn (n,K,§) der eindeutige systematische binére lineare (n,K)-Blockcode ist, der

zu dem von g(X) erzeugten biniren linearen (n,K)-Blockcode identisch ist.
]

Im Beispiel B3t sich die Matri)ébspdurch Zeilenoperationen zur Matr@,sp des ersten Beispiels
transformieren, das heif3t,

Gbsp = Abspébsp

mit einer regulren MatrixApsp € {£1}*4. Somit ist(7,4, ¢psp) der (eindeutige) durch das Poly-
nomgpsp(X) erzeugte systematische bie linearg(7,4)-Blockcod€.

Fur vertiefende und weitergehende Betrachtungen der Codierungstheorie se\Warg [LC83,
Fri95, HQ95 Jun95 Pro01 Roh95 Bos98 Bos99 verwiesen.

2.3 \Verkettete Kanalcodierung

In der Praxis wird die Kanalcodierung oftmals nicht in einem, sondern in zwei oder mehr Co-
dierungsschritten durchgdirt. Entsteht ein Code durch die Hintereinanderdusfng einzelner
Codes, so spricht man selkdr6q von einem verketteten Code.

Definition 2.15 (verketteter binarer linearer (n,k)-Blockcode)
Ein verketteter binérer linearer (N, K)-Blockcode ist ein Tupel ((n1,k1,$1), ..., (Nm,Km, ®m)) beste-
hend aus m biniren linearen (nj, k;)-Blockcodes mit n,k,mnj,ki € N, i =1,....,m, und

k=ki<m=k<m=k<..np=n.
Die Codierungsabbildung des verketteten Codes ist

¢ {1 — {+1}",
Ur— dmoPm-10...0¢1(u).

1

", 4, bpsp) ist der systematisch@, 4)-BCH-Code. Die numerische Untersuchung didgesrschaubaren und sim-
plen Beispiels ist ab Seite30aufgefihrt.
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Kanalcodierer | Kanalcodierer

|

|

" . |

| aulRerer - innerer ‘
|

|

|

|

Kanalcodierer

L | Y
Kanal
C S |
| Kanaldecodierer |
| |
‘ . - ‘
| aullerer innerer |
e . < . <
I | Kanaldecodierer Kanaldecodierdr !
| |
| |
Lo |

Abbildung 2.2: Verkettete Kanalcodierung

In der Formulierung der Definition ist die Aussage des folgenden einfachen Lemmas schon impli-
ziert.

Lemma 2.16 (verketteter birarer linearer (n,k)-Blockcode)
Sei ((n1,k1,$1),...,(Nm,Km,dm)) ein verketteter bindrer linearer (n,K)-Blockcode. Dann ist
(N,K,dmodm-10...00¢1) ein bindrer linearer (n,K)-Blockcode.

I
Beweis. Die Aussage ist klar, da all§;, i = 1,...,m, injektive lineare Abbildungen sind und
somit auchpmo dm_10...0¢1 eine injektive lineare Abbildung ist.
O

In praktischen Beispielen scheint bisweilen eine Verallgemeinerung der obigen Definition ver-
wendet zu werden,amlich bei der sogenannten Punktierung von Codes (z.B. bei systematischen
Codes oder Faltungscodes), bei der Stellen aus dem Codewort gestrichen werdare (vigrk

Man darf allerdings das Paar Codierung+\edung nicht &lschlicherweise als verketteten Code
betrachten, sondern muf3 den Vorgangeitse Codierung ansehen, die dann notwendigerweise
eine injektive Codierungsabbildung besitzen muf3.

Besteht eine Kanalcodierung (vergleiche Definitth8 auf Seite20) aus der Verkettung zweier
Blockcodes, so spricht man oft von der Verkettung eingBeren Kanalcodierung mit einer inne-
ren Kanalcodierung, siehe Abbildu2yg?, wobei,aul3en“ und,innen” bisweilen vom Betrachter
abrangen. In der Abbildung wurden Modulator, physikalischer Kanal und Demodulator zu einem
»Kanal* zusammengefalit.

Sind¢aurenund dinnen die Codierungsabbildungen der beiden entsprechenden Einzelcodes, so ist

¢ = ¢inneno ¢auf3en
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Kanalcodierer
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Kanaldecodierg
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Abbildung 2.3: Superkanal

die Codierungsabbildung des verketteten Codes. In AbscBubitib Seite55 wird detailiert auf
die moglichen Einginge und Ausé@inge der Elemente in Abbilduriy2 eingegangen.

Fal3t man den inneren Kanalcodierer, den Kanal und den inneren Kanaldecodierer zu einer Ein-
heit zusammen, siehe Abbildurdy3, so erlalt man einen Superkanal. Verwendet man geeigne-

te Decodierungsalgorithmen (siehe Lem&a5 auf Seite50 und Kapitel4), so besitzt der Su-
perkanal gegdiber dem ursgimglichen Kanal eine verringerte Kandlsing, vergleiche auch
[Fri95, BGH'00Q]. Unter diesem Blickwinkel knnen also schlechte physikalische Eigenschaften
des Kanals mit Hilfe der inneren Codierung/Decodierung ausgeglichen werden.

8Siehe dazu die numerischen Ergebnisse in Abscratt
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3 Decodierung binarer linearer Blockcodes 31

Kapitel 3

Decodierung bimarer linearer Blockcodes

...l will seek for the opening words. | once knew every spell in all tongues of
Elves or Men or Orcs, that was ever used for such a purpose. | can still
remember ten score of them without searching in my mind. But only a few

trials, | think, will be needed; and | shall not have to call on Gimli for words
of the secret dwarf-tongue that they teach to none. The opening words were
Elvish, like the writing on the arch: that seems certain.

(Gandalf; J.R.R.Tolkien, The Fellowship of the Ring*)

3.1 Stochastische Kanalmodellierung

Unter einer Decodierung versteht man den Vorgang der Rekonstruktida:1} eines uncodier-

ten Codewortes € {£1}, vergleiche Abbildun@.1auf Seitel8. Wie in den Abschnitte®.2und
2.3beschrieben, wird zurachst zu einem Codewarte {+1}" kanalcodiert und daniaber einen
Kanal zu einem Emg@inger der Nachricht geschickt. Der Kanaldecodierer soll nun so konstruiert
werden, dafl? mit dem empfangenen VekterR" und dem Wisseiiber die Codierung und die Art

der Strung auf dem Kanal die Rekonstruktiomdr mit einer minimalen Fehlerwahrscheinlichkeit
nicht mitu Ubereinstimmt.

Dazu betrachten wir zi@thst eine stochastische Kanalmodellierung, die uns die Mittel an die Hand
geben soll, mglichst optimale Decodierungsmethoden zu entwickeln. Die folgende abstrakte De-
finition einesn-Kanalg umfaft die in AbschnitR.2 betrachteten Komponentéodulator, phy-
sikalischer Kanaund Demodulator Eine schematische Darstellung dieser Aggregation ist durch
Abbildung 3.1 gegeben. Auch der in Abbildurgy3 auf Seite29 motivierte Superkanal wird von
nachfolgender Definition umfalf3t.

Im folgenden werden alle Aussagen so allgemein wiggich anhand beliebiger (stetigem)
Kanale getroffen. Erst dann erfolgt eine Spezialisierung auf den Standardfall der AWG&leKan
(vergleiche Definitior3.3). Damit kann diese Arbeit auch als Grundlage dlie Spezialisierung
auf andere Kaale dienen.

Lin der Praxis ist zudem die Echtzéitfigkeit eines solchen Kanaldecodierers eine wichtige Randbedingung.
2Kanalmodelle, die die stochastischen Eigenschaften des physikalischen Kanals bzw. die Modulation und Demo-
dulation betrachten sind z.B. iDR87, Pat99 Pro0] zu finden
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Definition 3.1 (n-Kanal, Kanaleingabe, Kanalausgabe)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir n € N hei3t eine Abbildung

K:{£1}"xQ —R"
ein n-Kanal, falls fiir jedes ¢ € {£1}" die Abbildungen

]CC Q — Rn,
w— K(c,w),

N-dimensionale reelle Zufallsvariablen sind. I hei3t ein gedéchtnisloser N-Kanal, falls fiir jedes
c € {£1}" die Komponenten von K¢ stochastisch unabhéngig sind.
SindC: Q — {+1}"undY : Q — R" zwei n-dimensionale Zufallsvariablen mit

Y(w) =K (C(w),w), firallewe Q,

und ist C stochastisch unabhingig von K¢ fiir alle ¢ € {£+1}", dann heiBt C die (Zufallsvariable

der) Kanaleingabe und Y die (Zufallsvariable der) Kanalausgabe. N

weQ

Storung

ce {£1}" l y=K(c,w) € R"

physikalischer
Kanal

Demodulator >

>+ Modulator

n-Kanal

Abbildung 3.1: n-Kanal

Aus offensichtlichen Gimden ist die Kanalausgabeals Zufallsvariable modelliert, da in sie ja
die Kanalsbrung eingeht. Die Kanaleingalizerscheint hier ebenso als Zufallsvariable, da dem
Empfanger die Wahl eines spezielleg {+1}" unbekannt ist (anderenfallsane die Decodierung
auch unitig).

Die Definition der Gedchtnislosigkeit ben-Kanalen bezieht sich auf die stochastische Un-
abhangigkeit der Zufallsvariablen der einzelndibértragenen) Bits eines Codewdrtimplizit

ist durch die Kanaldefinition aber generell eine Gelutnislosigkeit deblbertragungssystems be-
zogen auf ganze Codénter enthalten, da digbertragung eines Codeworts als unaibgig von

der Ubertragung vorhergehender Codever angesehen wird. Betrachtet man eine Sequenz von
Codewortibertragungen, so ist zur Modellierung (in Analogie zur Stichprobendefinition in der Sta-
tistik) also eine FolgdCt, K2,. .., K™ von n-Kanalen zu betrachten, bei dendir fedesc € {41}"

die KC. fur allei € {1,...,m} identisch verteilt und stochastisch unabiig sind.

3Da in der Realit Fehler oft in Bindeln auftreten, verwendet man Interleaving ziParchscfiitteln* der Code-
bits, um so die stochastische Unabhigkeit der zugrundeliegenden Zufallsvariablen zu approximieren.
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3.1 Stochastische Kanalmodellierung 33

Fur genauere Betrachtungen sind Spezialisierungen urddziieghe Annahmeiiber die Kanalei-
genschaften notwendig. Man sollte sich stets bewul3t sein, daf3 sinnvaldende Modellannah-

men wichtige Entscheidungen treffen, um Decodiermethoden zu klassifizieren, zu entwerfen und
zu bewerten, aber dalR die Modellannahmen die praktische Situation lediglich approximieren und
keinesfalls (vollshindig) beschreiben. In gferen Kapiteln werden wir uns im besonderen zentral
mit stetigem-Kanalen bescéftigen.

Definition 3.2 (stetigern-Kanal)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir n € N heiBt eine Abbildung

K:{£1}"xQ —R"
ein stetiger n-Kanal, falls K ein n-Kanal ist und fiir jedes ¢ € {£1}" die Abbildungen

’CC . Q — Rn,
w— K(c,w),

n-dimensionale absolutstetige reelle Zufallsvariablen mit reellwertigen® Dichten
fc Rn — Rg,
der BildmaBe sind, das heif3t,

Pc.(A) =P({we Q; Kc(w) € A}) =P({we Q; K(c,w) € A}) = / fcdA",
A
fiir alle A € B".

Der wichtigste stetig@-Kanal ist derjenige, bei dem sich die Kanalsingiber eine normalver-
teilte Zufallsvariable darstelle@Bt.

Definition 3.3 (AWGN-Kanal)

Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein stetiger n-Kanal KC heiBt ein AWGN-Kanal®
(Additive White Gaussian Noise), wenn es eine N'(0,02l,) normalverteilte Zufallsvariable Z :
Q — R" gibt (62 > 0) mit

K(c,w) =c+Z(w), fiirallece {£1}", we Q.

02 heiBt dann auch die bitweise Varianz der Kanalstorung.

4Mit dem SatzA.32 von Radon-Nikodym existiert eine nichtnegative Diclﬁge R" — R. Da

/' FLdA" = P, (R") = 1 < o,
RN

ist {xe R"; f~c(x) = +oo} eineA"-Nullmenge und folglich kann die Dichte auch reellwertig gl werden. Daher
ist die Dichteaussage in der DefinitiB2 nur eine Bezeichnungsfestlegung und keine Eiriakung.

5Ublicherweise wird der Begriff AWGNifr Rauschprozesse in der Signaldarstellung physikalischeil&aer-
wendet Pro0]. Nach Verknipfung mit Modulationsmethoden und geeigneten Demodulationsverfahren ergibt sich
daraus die hier verwendeteKanaldarstellungifr Kanalcodierungsverfahren. DaHarertragen wir den Begriff auf
die entsprechenderKandle.
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Obwohl wir im allgemeinen immer von stetigenKanalen bei der Modellierung des physika-
lischen Kanals ausgehen, ligigen wir fur die weitere Darstellung bei verketteten Codes den
Begriff des diskretem-Kanals. Er gewinnt seine Bedeutung bei den Hard-Decision Methoden.

Definition 3.4 (diskreter n-Kanal)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir n € N heifit eine Abbildung

K: {£1)" % Q — {£1}"

ein diskreter n-Kanal, falls C mit Erweiterung der Bildmenge auf den R" ein n-Kanal ist und fiir
jedes c € {+1}" die Abbildungen

]CC Q — {:tl}n,
w— K(c,w),

N-dimensionale diskrete Zufallsvariablen sind.
SindC: Q — {£1}"undC: Q — {£1}" zwei n-dimensionale Zufallsvariablen mit

Clw) = £ (C(w),w), fiirallewe Q,

und ist C stochastisch unabhéngig von K. fiir alle ¢ € {+1}", dann heit C die (Zufallsvariable

der) Kanaleingabe und C die diskrete (Zuftallsvariable der) Kanalausgabe. -

Analog zum allgemeinen Fall heifkt diskreter gedchtnislosen-Kanal (DMC, discrete memory-
less channel), fallgir jedesc € {+1}" die Komponenten voi. stochastisch unakiimgig sind.

Ist KC ein stetigem-Kanal, so &f3t sich ein diskretar-Kanal K sofort durch Rundung der Kanal-
ausgabe erzeugen:

- {+1, falls C(c,w) >0

K(c,w) = , furallece {+1}", we Q.
—1, sonst

Es ist sofort klar, daB der so konstruiert&kanal K weniger Information als der ursjmgliche
n-Kanal C Gbertragen kann, da beispielsweise die Komponentenwélte und+10.0 gleicher-
mafien zu+-1 gerundet werden, aber der genaue Wert der Komponenten eine wichtige Information
im Codewortzusammenhang darstellt.

3.2 Kilassifikation der Decodierungs-Methodiken

Je nach vorliegendem Kanalmodell und Decodierungsziel lassen sich drei prinzipielle Vorgehens-
weisen bei der Decodierung unterscheiden. Diese Klassifikation erfolgt nachtdgicimen Kom-
binationen der Ein- und Auggge eines Kanaldecodierers, siehe AbbildBriy

e Hard-Decision Decodierung (Seite35ff):
Bei der Hard-Decision Decodierung wird ein diskreteKanal alsUbertragungsmedium
angenommen oder ein stetigeKanal komponentenweise gerundet, obwohl der dabei ent-
stehende Informationsverlust sehr hoch sein kann. Bei jeder Decodierung dient also ein
,hartes* Wortc’e {£1}" als Entscheidungsgrundlagér fein ,hartes* Decodierungsergeb-
nisue {il}". Daher bezeichnet man diesen Decodierungsvorgartgeaits-Decision. Beli
allgemeinen Blockcodes ist diese Vorgehensweise bislang die Standardmethode zur Deco-
dierung.
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Eingang Ausgang
Kanaldecodierer

Y
Y

Abbildung 3.2: Kanaldecodierer

e Soft-Decision Decodierung (Seit89ff):
Es wird ein stetigen-Kanal alsUbertragungsmedium angenommen und bei jeder Decodie-
rung die gesamte (Soft-)Information einer RealisieryagR" der Kanalausgabe verwendet,
um ein, hartes* Decodierungsergebnig {+1}X zu erzeugen. Daher bezeichnet man diesen
Decodierungsvorgang aoft-Decision

e Soft-Output Decodierung (Seited9ff):
Unter den gleichen Voraussetungen wie bei der Soft-Decision Decodierung soll nicht nur
ein Decodierungsergebnis="{+1} erzeugt werden, sondern tglich ein Vektox ¢ RX
(Soft-Outputs), der komponentenweise ein Zuvissigkeitsmalliir jede Komponente von
U darstellt. Die Soft-Outputsdnnen u.a. zur Fehlererkennung und bei der Decodierung ver-
ketteter Codes eingesetzt werden.

Die theoretisch vorhandene Variante, dal’ Soft-Outputs erzeugt werden sollen, wenn lghaghch
te" Eingangsdaterii den Decodierer vorliegen, spielt technisch keine Rolle und kann als Spezial-
fall der Soft-Output Decodierung bei stetigen k#en angesehen werden.

3.3 Hard-Decision Decodierung

Bei einer Hard-Decision Decodierung steht zur Entscheidiingih Wortu' e {+1}¥ ein ,har-
tes* Wortce {+1}" zur Verfugung. Die folgende Definition einer Decodierungsabbildung ist das
Analogon zur Codierungsabbildung in Definitiar auf Seite20.

Definition 3.5 (Hard-Decision Decodierungsabbildung)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K,$) ein binirer linea-
rer (n,K)-Blockcode und K ein diskreter gedichtnisloser n-Kanal. Eine Abbildung

o 1 {+1}" — {1} u{e},
€C+— U=0np(C),
die einer Realisierung € der Kanalausgabe ein decodiertes (uncodiertes) Wort G € {41}* oder ein

¢ zuordnet, heif3t Hard-Decision Decodierungsabbildung. -

Das technische Bauelement (oder der Algorithmus), welche(s/r) die Hard-Decision Decodierungs-
abbildung repaisentiert, bezeichnen wir mit Hard-Decision Decodierer, siehe Abbil@udgm
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Hard .. Hard
Hard-Decision

Decodierer

Y
Y

ce {1 Ge {1}

Abbildung 3.3: Hard-Decision Decodierer

Fall 34p (€) = ¢, wird ein wissentlicher Decodierungsfellbegangen, auf den ein technisches Ge-
samtsystem im Kontext reagierearinte (etwa durch Verwerfen der Nachricht oder durch Neuan-
forderung der Nachricht bei entsprechentlirertragungsprotokollen). Diese speziellen Kontexte
sind aber nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Daher wird zur Vereinfachung der folgenden
Decodierungsbeschreibung stets angenommendgiaf {+1}" — {+1}K.

Fur die nachfolgend formulierten Aussagen werden eine Reihe von Voraussetzunggegthdie
hier zusammengefal3t sind:

Voraussetzung 3.6 (Hard Decodierung)
Es sei (Q,S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K, ) ein binérer linea-
rer (n,k)-Blockcode, K ein diskreter gedichtnisloser n-Kanal, C : Q — {+1}" die Zufallsvariable
der Kanalausgabe undU : Q — {41}K eine von K fiir alle ¢ € {£1}" stochastisch unabhiingige
Zufallsvariable mit

Clw) =K (¢p(U(w),w), fiirallewe Q,

d.h., $(U) ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe. Weiter gelte

P{weQ; U(w)=u}) >0 firalleue {£1}%,
P({weQ; C(w)=¢}) >0 firalle ¢ e {+1}".

Bei einem hinreichend realistischen Kanal wird man jedes Wor{ a3" mit einer gewissen po-

sitiven Wahrscheinlichkeit empfangen. Auf3erdem ist hier angenommen, daf3 auch jedes uncodierte
Wort mit einer positiven Wahrscheinlichkeit gesendet worden sein kann. Im weiteren Verlauf wer-
den wir sogar die Gleichverteilung vah annehmen, welche bei Existenz eines Kryptocodierers
(siehe Seitd 8), der perfekte Sicherheit bietet, gegeben ist.

Definition 3.7 (Hard-Decision Decodierwortfehlerwahrscheinlichkeit)
Voraussetzung 3.6 auf Seite 36 sei erfiillt. Weiter sei dyp : {#+1}" — {+1}K eine Hard-Decision
Decodierungsabbildung. Dann heit zu jedem u € {+1}¥

Pe (BHp, U) i=1— > P({we Q; C(w) = ¢}|[{we Q; U(w) =u})
Ce{£1}"; dyp(€)=u

Svergleiche dazu auch Abschri8 iiber Fehlererkennung.
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die Decodier(wort)fehlerwahrscheinlichkeit der Nachricht u bei der Decodierungsabbildung Onp.
Weiter heif3t

PE(OHD) := ) Pe(Onp,U)-P({we Q; U(w) =u})
uc{+1}k

die mittlere Decodier(wort)fehlerwahrscheinlichkeit der Decodierungsabbildung dyp.

Ziel der Decodierung ist die Minimierung der mittleren Wortfehlerwahrscheinlichkeit. In nachfol-
gender Definition werden verschiedene Decodierungsabbildungen charakterisiert, die in der meist
englischsprachigen Literatur gétorchlich sind.

Definition 3.8 (Hard-Decision Minimalfehler-, ME-, MAP-, ML-Decodierung)
Voraussetzung 3.6 auf Seite 36 sei erfiillt.

() Die Decodierung mit einer Decodierungsabbildung dpp : {£1}" — {£1}K, die fiir jedes
€ € {+1}" die Eigenschaft
P({we Q; U(w) =dnp(€)} [ {we Q; C( w) =¢})
>P({weQ; U(w) =u}|{weQ; C(w)=¢}) fiiralleuc {+1}¥,

erfiillt, heiBt MAP-Decodierung (Maximum a posteriori probability), Minimalfehler-Deco-
dierung oder ME-Decodierung (Minimum error probability).

(i) Die Decodierung mit einer Decodierungsabbildung dyp : {+1}" — {£11X, die fiir jedes
€ € {£1}" die Eigenschaft
P({we Q; C(w) = ¢} [{we Q; U(w) =dup(6)})
>P({weQ; C(w) =¢} [{weQ; U(w)=u}) fiiralleuc {+1}¥,

erfiillt, heiBt ML-Decodierung (Maximum likelihood).

Die Begriffsbildung,Minimalfehler-Decodierung“ wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt,
der nachweist, dal’ bei dieser Abbildungaatsich die mittlere Decodierfehlerwahrscheinlichkeit
minimal ist.

Satz 3.9 (Minimalfehler Hard-Decision Decodierung)
Voraussetzung 3.6 auf Seite 36 sei erfiillt. Weiter sei dyp : {£1}" — {£1}X eine Minimalfehler
(MAP, ME) Hard-Decision Decodierungsabbildung. Dann gilt

Pe(dHD) < Pe(D),

fiir jede Hard-Decision Decodierungsabbildung &: {£1}" — {£1}K.
IstU gleichverteilt, so gilt

pE(ESHD):l—% ; P({weQ; E(w) = & [{we O U(w) = 5up(6)}).-
3
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Beweis. Fur jede Hard-Decision Decodierungsabbildungilt nach dem MAP-Kriterium ir
jedesc’e {£1}" insbesondere

P({we Q; U(w) =8up(6)} | {we Q; C(w :é})
>P({weQ; U( ) 3(€)}|{we Q; Clw =C}).
Damit folgt
pE(éHD) = z pE(éHD,u) . P({OOE Q: U (00) = U})
ue {1}k

= Z P{weQ; U(w)=u})

ue{£1}k
— > P({we Q; C(w) =¢}{we Q; U(w) = u}) P({we Q; U(w) =u})
Ce{£1}"; dyp(€)=u
=1- S P({we Q; C(w) = ¢}[{we Q; U(w) = u})
Ce{£1}n UG{j:l}k; onp (€)=u
P{we Q; U(w) =u})
=1- ; } P({we Q; C(w) =¢}{we Q; U(w) =dup(6)}) P({we Q; U(w) =dup(6)})
o Eopin

—1- ; P({we Q; U(w) =dnup(6)}{we Q; C(w) =¢})P({we Q; C(w) =¢})
ce iy

<1- ; P({we Q; U(w) =38(8)}{we Q; C(w) =¢})P({we Q; C(w) =¢})
ce iy

= pe(d)

IstU gleichverteilt, alsd® ({w e Q; U(w) =dup(€)}) = zlz fur allece {£1}", so folgt aus dem
eben Gezeigten unmittelbar

Pe(SHp) _1— Z ({we Q; C(w) =} {we Q; U(w) = 8up(6)}).
e{£1}

O

Unter geeigneten Voraussetzungen fallen die Begriffe Minimalfehler-Decodierung und Maximum-
Likelihood-Decodierung zusammen.

Lemma 3.10 (Minimalfehler gleich ML)

Voraussetzung 3.6 auf Seite 36 sei erfiillt. Weiter sei U gleichverteilt und 8yp : {£1}" — {+1}K
sei eine Hard-Decision Decodierungsabbildung.

Es gilt: dyp ist genau dann eine Minimalfehler (MAP, ME) Hard-Decision Decodierungsabbil-

dung, wenn Oyp eine ML Hard-Decision Decodierungsabbildung ist. -

Beweis. DaU gleichverteilt ist, gilt also
1. K
PlweQ; U(w)=u}) = > furalleu e {£1}.
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Damit gilt fur jedesce {£1}™

P({we Q; C(w) =¢} [{we Q; U(w) =dp(6)})
 P{we; Cw) =¢})

- PH{weQ; U(w) =d4p(€)})
=2¢.const P ({we Q; U(w) =3up(€)} | {we Q; C(w) = ¢}).

P({we Qi U(w) =8 (0)} [ {we @ C(w) = ¢})

Somit sind die Maximal#tskriterienaquivalent.

3.4 Soft-Decision Decodierung

Im Gegensatz zur Hard-Decision Decodierung ist die Entscheidungsgrundlage des Decodierers
ein,softer* Vektory € R". Analog zur Hard-Decisioraél3t sich damit eine Decodierungsabbildung
definieren.

Definition 3.11 (Soft-Decision Decodierungsabbildung)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K,$) ein binirer li-

nearer (n,K)-Blockcode und K ein stetiger gediichtnisloser n-Kanal. Eine B"-P({#1}¥)-meBbare
Abbildung

6SD - R"— {:tl}k,
y— U= 6SD(Y)7

die einer Realisierung Y der Kanalausgabe ein decodiertes (uncodiertes) Wort U € {jzl}k zuordnet,

heiBt Soft-Decision Decodierungsabbildung. -

Soft .. Hard
Soft-Decision

Decodierer

Y
Y

ye RN de {:l:l}k

Abbildung 3.4: Soft-Decision Decodierer

Analog zur Hard-Decision Decodierung bezeichnen wir das technische Bauelement (oder den Al-
gorithmus), welche(s/r) die Soft-Decision Decodierungsabbildungseptiert, mit Soft-Decision
Decodierer, siehe Abbildurg4.

Im folgenden wollen wir analoge Begriffe zur Hard-Decision Decodierungianein, die dann
ebenfalls die Charakterisierung von fehlerminimalen Decodierungsmethoden erlauben.
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Voraussetzung 3.12 (Soft Decodierung)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K,§) ein binérer li-
nearer (n,K)-Blockcode, K ein stetiger gedéchtnisloser n-Kanal, Y : Q — R" die Zufallsvariable
der Kanalausgabe und U : Q — {41}K eine von K fiir alle ¢ € {#-1}" stochastisch unabhingige
Zufallsvariable mit

Y(w) =K(¢pU(w)),w), fiirallewe Q,

d.h., $(U) ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe. Weiter gelte
PlweQ; U(w)=u}) >0, firalleue {+1}¥.

Im Gegensatz zu VoraussetzuB@ auf Seite36 gilt bei einem stetigen-Kanal
P{weQ; Y(w)=y})=0, furalleyeR"

und somit bnnen wir die Konstruktion mit bedingten Wahrscheinlichkeiten wie in AbscBr8tt
nicht unmittelbaribernehmen. Statt dessen werden die Dichten des stetif@mals die Rolle
der (positiven) Wahrscheinlichkeitéternehmen.
Da

P{weQ; U(w)=u}) >0, furalleue {£1}¥
konnen wir aber die Decodierwortfehlerwahrscheinlichkeit, die uns als Bewertungskriténium f
Decodierungsabbildungen dient, analog definieren.

Definition 3.13 (Soft-Decision Decodierwortfehlerwahrscheinlichkeit)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt. Weiter sei dsp : R" — {£11X eine Soft-Decision
Decodierungsabbildung. Dann heit zu jedem u € {+1}¥

Pe(Bsp,U) i=1— P ({w €Q; Y(w) e 5;5({11})} {we Q; U(w) = u})
die Decodier(wort)fehlerwahrscheinlichkeit der Nachricht u bei der Decodierungsabbildung dsp,
wobei 83({u}) = {x € R"; 8sp(x) = u}.
Weiter heil3t

Pe(dsp) = > Pe(dsp,u)-P({we Q; U(w)=u})
uc{+1}k
die mittlere Decodier(wort)tehlerwahrscheinlichkeit der Decodierungsabbildung dsp. -

Da dsp als B™-P({+1}*)-meRbar vorausgesetzt wurde, 3gt({u}) € BX und somit ist die Be-
trachtung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in der Definitioasgid).

Der folgende wichtige Satz formuliert die Darstellung von bedingten Wahrscheinlichkeiten und
Fehlerwahrscheinlichkeiten in ABhgigkeit von den Dichtefunktionen des stetigekanals.

Satz 3.14 (Dichte-Darstellung der Decodierwortfehlerwahrscheinlichkeit)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei ertiillt.

(i) Fiir alle A € B" gilt

P{weQ; Y(w) e A}|[{we Q; U(w) =u}) = / foudA".
A
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(i) Firalle Ac B"mitP({we Q; Y(w) € A}) > 0undU gleichverteilt gilt
J ToqudA"
A

P{we Q; U(w) =uj[{we Q; Y(w) € A}) = T fo@dAn’
Ge{£1}KA

(i) Sei dsp : RM™ — {£1}* eine Soft-Decision Decodierungsabbildung. Dann gilt fiir alle
ue {£1}k
Pe(Bsp,U) = 1— / fip(u) A",
Ssp({u})
(iv) Sei dsp: R" — {+1}X eine Soft-Decision Decodierungsabbildung und U gleichverteilt.
Dann gilt

p 65D _1__/1:(]) Osp(X) dAn()

Beweis. Ad (i): SeiA € B". Dann gilt
Plwe Q; Y(w) € A} [{we Q; U(w) =u})
PlweQ; Y(w) e Aln{we Q; U(w) =u})
P{we Q; U(w) =u})
P{we Q; K(p(U(w)),w) e Ain{we Q; U(w) =u})
N P{we Q; U(w) =u})
P{we Q; K(d(u),w) e Aln{we Q; U(w) =u})
B P{we Q; U(w) =u})
P{weQ; Kyu(w) e A} n{we Q; U(w) =u})
P({ooe Q; U(w) =u})
=P({wecQ; IC¢( w(w) € Al [{we Q; U(w) =u})

=P ({we Q; Kyw)(w) €A} /f¢ A",

daky) undU nach Voraussetzurig)12auf Seite40 stochastlsch unalngig sind.
Ad (ii): SeiAe B"mitP({w e Q; Y(w) € A}) > 0 und selJ gleichverteilt. Dann gilt
Plwe Q; U(w) =u}|{we Q; Y(w) € A})
P{weQ; U(w)=uln{we Q; Y(w) € A})
P{we Q; Y(w) € A})
P{weQ;U(w)=u})PH{weQ; Y(w) e A} [{we Q; U(w) =u})
PlweQ;U(w)=0}HPHweQ; Y(w) e A} [{we Q; U(w) =0})

Ge{+1}K
P{we Q; Y(w) € A}|{we Q; U(w) =u})
5 PHweQ; Y(w) eAl|{we Q; U(w) =10})
Ge {1}k
J To(wdA
A

> ff d)\n
Ge{£1}kA
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Ad (iii): Die Aussage folgt unmittelbar aus (i).

Ad (iv): Seidsp: R" — {+1} eine Soft-Decision Decodierungsabbildung whdleichverteilt.
Dann gilt

Pe(@sp) = >  Pe(dsp,U)-P({we Q; U(w)=u})

ue{£1}k
1
“1-5 Y [ TN
ue{£1}k 5SD({U})
1
1 Lt rup To e OA
®
2k ue{él}‘ﬁRn SD {U})
-5/ > s 0o (N0
RN UE{

_1——/f¢ 5e000) (IAT(X).

U

Mit Hilfe der Dichtedarstellung &nnen nun Decodierungsabbildungen, die minimale Decodie-
rungsfehler produzieren, charakterisiert werden.

Definition 3.15 (Soft-Decision Minimalfehler-Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt und U sei gleichverteilt. Die Decodierung mit einer

Decodierungsabbildung dsp : R™ — {£1}X, die fiir jedes y € R" die Eigenschaft

f¢(5SD(y))(y) > f‘b(U) (y), fiir alle u € {:l:l}k,

erfiillt, heiBt Minimalfehler-Decodierung oder ME-Decodierung (Minimum error probability).
1

Der nachfolgende Satz verifiziert die Begriffsbildung der Definition.

Satz 3.16 (Minimalfehler Soft-Decision Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt und U sei gleichverteilt.

Weiter sei 0sp : R" — {jzl}k eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung. Dann
gilt

Pe(dsp) < Pe(9),
fiir jede Soft-Decision Decodierungsabbildung &: R" — {£1}X,

Beweis. Mit den Vorarbeiten von Sat3.14 folgt der Beweis sehr schnell. Nach dem ME
Kriterium von Definition3.15 gilt insbesondereiir jede Soft-Decision Decodierungsabbildung
5: R"— {+1} daR fir allex € R"

Fo3s0009) (X) = Fo(50x9) (X)-
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Und damit folgt

U

Die Frage nach der Existenz von Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildungen ist noch
offen, das heiRt, es ist zu zeigen, daR effeP ({+£1}¥)-meRbare Abbildung existiert, die das
ME Kriterium von Definition3.15erfullt. Den Nachweisiihrt der folgende Satz, der Aitglich

die Stetigkeit der Kanaldichten voraussetzt. Diese Eigenschaft wird auch beidaenfspgenden
Betrachtungen betigt und ist im Hauptanwendungsfall der AWGN-Kde gegeben.

Satz 3.17 (Existenz einer Minimalfehler Soft-Decision Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und f. sei stetig fiir alle c € {+1}".
Dann existiert eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung 8sp : R" — {£1}K.

Beweis. Der Beweis wird in konstruktiver Weise gédfrt. Die Abbildung
hug: R" =R,y hya(y) = fow(Y) — fora(¥),
ist stetig fir alleu, (i € {£1}¥, daf. sei stetig @ir allec € {+1}" ist. Also ist
Cua:={y € R"; hyg(y) > 0}

abgeschlossen und sor@it; € B" fur alleu, i € {il}k.
Fur alleu € {+1}X gilt dann

Dui={y€R™ fyu(y) > fo(y) firallede {+1}}} = (| CyaeB"

Ge{+1}k
und |J Dy=R"
uc{+1}k
Betrachte )
{1}k = {ul,uz,...,u2 }
und definiere
ljul = Dul € Bn
|
[3u|+1 —Du|+1\<U ) EBn, fUrizl,...,Zk—l.
eBn | =1 ,

enn

DannistR"= 'y Dj.
uc{+1}k
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Definiere schliel3lich

dsp: R"— {:I:l}k,
y—u mituderart, dafy € Dy,.

Um dieB"-P({+1}¥)-MeRbarkeit vordsp nachzuweisen, géigt es zu zeigen, daig({u}) € B"
fur alleu € {+1}*. Da nach Konstruktion

Ssi({u}) =Dy eB", firalleue {£1}¥

ist 5sp B"-P ({£1})-meRbar und also eine Soft-Decision Decodierungsabbildung.
Fir ein beliebigey € R" betrachtas := dsp(y), also

ye Dy CDy= {xe R, fou) (%) > fo(q) () fir allede {il}k}.

Somit gilt
fosoty) (V) = foqu) (¥) = foc) (y) fir alled’e {£1}¥,
das heil3tdsp ist eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung.
O
Unter geeigneten Voraussetzungafti sich der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit erwei-

tern, so daf3 wir a posteriori Wahrscheinlichkeiten als Werkzeug verwerisierek. Die Berechti-
gung zu einer solchen Erweiterung gibt der folgende Satz.

Satz 3.18 (Konvergenz von bedingten Wahrscheinlichkeiten)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt und U sei gleichverteilt. Weiter sei f. fiir allec € {+1}"
stetig. Fiir jedes u € {1} und jedes y € R" mit

fow(y) >0,

und fiir alle Folgen {Am}men mit Am € B", A"(Am) > 0, Ay kompakt, Am 2O Ami1, m€ N, und
ﬂNAm ={y} gilt
me

: . . fouy (V)
lim P{we Q; U(w) =u}|[{weQ; Y(w) € An}) = )
m-eo fo((¥)
Ge {1}k
—
Beweis. Definiere
h(x) := o) (X), fur allex € R",
g(X) = z f¢(ﬁ) (X), fur allex € R".

Ge {1}k

Nach Voraussetzung sindg: R — Rg stetige Funktionen.
Seie > 0 mite < 3h(y) = 3 fy(u) (y) beliebig gegeben. Die Mengen

B, = {x€ Am; |h(x) —h(y)| > e} U{x € Am; [g(x) —g(y)| > &}, furallemeN,

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



3.4 Soft-Decision Decodierung

sind kompakt, da die Mengeh;,, kompakt sind undh, g stetige Funktionen sind, und es gilt
Br 2B, 1. flurallemeN.

Es qgilty ¢ B, und folglich
N BWC () An\{y} =0.

meN meN
Da die MengerBg, kompakt sind, gibt es eilg € N, so dafl3
Bi, =0, furallem> Mg,

und somit
lh(x) —h(y)| <€, |9(x) —a(y)| <€, furallexe An, m> M.
Insbesondere gilt somit
/ fy(uyOA" = / h(X)dA"(x) > / (h(y) —£)dA"(x) > %A”(Am)h(y) >0, firallem> M,
Am Am Am

und weiter gilt mit Sat8.14

P{weQ; Y(w) € An})

= Y P{weQ U(w)=0)P({weQ;Y(w) e An}|{we Q; U(w) =0})
Ge{+1}k

[ERN

= % fo(q)dA”
Ge{ﬂ:l}kAm

1
> §/ fodA" >0, furallem> Me.

Am

Damit sind die Voraussetzungen von Aussage (ii) in SatZdgegeben und es gilt

W(U,An) :=P({we Q; U(w) =u}|{we Q; Y(w) € Am})
Afm fo(u)dA"

> f f¢(a)d)\n
e {+1}kAm

i f¢(u)d)\” J h(x)dA"(x)
Am — Am for allem> Mg.

T3 femd T [ g()dAn(x)’
Am Ge{+1}k Am
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Nun folgt
—£g(y) —eh(y) _ A"(Am)(h(y) —¢) _h(y)
(ay) +€)aly)  A"(Am)(a(y) +€) a(y)
J (h(y) —&)dA"(x) J h(x)dA"(x)
_Anm _hy) _ A y
J(aly) +€)dA"(x) g(y) = [ g(x)dA"(x) g(y)
Am Am
_ _hty)
= WU, Am) a(y)
h dAn
_AMYTEN ) aeanhe) o) hy
B A{n (9(y) —&)dA"(x) g(y) A"(Am)(9(y)—¢) g(y)
_eg(y) +ehly) .
“ ) —eg(y raflem=Me
also
_hiy) g(y) +h(y) SIWEhY) e
o)~ 53| < gy <=2 gy 0 WreOunam e

Damit ist die Satzaussage nachgewiesen.
O

Die Aussage von Sat 18berechtigt zur Aufstellung der nachfolgenden Erweiterung des Begriffs
der bedingten Wahrscheinlichkeit unter den genannten Voraussetzungen.

Definition 3.19 (A posteriori Wahrscheinlichkeiten bei stetigen Kardlen)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt und U sei gleichverteilt. Weiter sei f. fiir allec € {+1}"
stetig. Fiir jedes u € {41} und jedes y € R" mit

definiere

w(u,y) =P({we Q; U(w) =u}|{we Q; Y(w) =y}) =

Ge{£1}k

als die Wahrscheinlichkeit von {w € Q; U (w) = u} unter der Bedingung {w € Q; Y (w) =y} (be-

dingte Wahrscheinlichkeit, A Posteriori Wahrscheinlichkeit). -

Wie bei der Hard-Decision Decodierung sind die Kriterjsfinimum Error Probability* und,Ma-
ximum A Posteriori Probability” unter geeigneten Voraussetzur@gguvalent. Diese Aussage
wird in folgender Definition mit anschlieRendem Lemma festgehalten.

Definition 3.20 (Soft-Decision MAP-Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und f. sei fiir alle c € {£1}" stetig

und positiv. Die Decodierung mit einer Decodierungsabbildung dsp : R" — {:I:l}k, die tiir jedes
y € R" die Eigenschaft

w(Ssp(y),y) > W(u,y), fiiralleue {£1}¥,
erfiillt, heiBt MAP-Decodierung (Maximum A Posteriori Probability).
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Lemma 3.21 (Soft-Decision: Minimalfehler gleich MAP)

Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und f¢ sei fiir alle ¢ € {+1}" stetig
und positiv. Weiter sei dsp: R" — {il}k eine Soft-Decision Decodierungsabbildung.

Es gilt: dsp ist genau dann eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung, wenn dsp

eine MAP Soft-Decision Decodierungsabbildung ist.
1

Beweis. Mit Definition 3.15 Definition 3.19 und Definition3.20folgt die Aussage sofort aus
der Tatsache, dalR der Nenner von

unablangig von der Wahl einasist.
O
Es laft sich noch eiphandlicheres® Kriterium zur Soft-Decision Decodierung aufstellen, welches

unter geeigneten Voraussetzungen wiederum eine fehlerminimale Decodierung darstellt.

Definition 3.22 (Soft-Decision Minimaldistanz-Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt und ||.|| sei eine Norm auf R". Die Decodierung mit

einer Decodierungsabbildung dsp : R" — {+1}X, die fiir jedes y € R" die Eigenschaft

16(8so(y)) —YIl < [lo(u) —yl|, fiiralle ue {+1}*,

erfiillt, heifit Minimaldistanz-Decodierung beziiglich der Norm ||.||.

Fur jedesy € R" liegt also ein kombinatorisches Optimierungsproblem

min u) —
min l16(u)~yl|

vor, dessen globaler Minimierer adgp(y) definiert wird.
Bei der wichtigsten Sorte von stetigerKanalen, den AWGN-Kaalen, sind Minimaldistanz-
Decodierung und Minimalfehler-Decodierung identisch.

Satz 3.23 (Soft-Decision bei einem AWGN-Kanal)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und IC sei ein AWGN-Kanal mit
bitweiser Varianz a° > 0 der Kanalstérung.

(i) Es gilt

_ 1 le—x|I3 , n
fC(X) = Wexp<—T‘2 s fiirallexe R".
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(i) Es gilt fiir alle u € {1} und alle y € R":

w(u,y) = P({we Q; U(w) = up[{we Q; Y(w) =y})

2
exp<_ |¢(;Z’—y|2>

19 (@)l
: ool *57)

Ge {41}k
1

5 exp(LHI-2)
Ge{£1)k °

(iiiy Weiter sei 8sp : R" — {41}K eine Soft-Decision Decodierungsabbildung.
Es gilt: dgp ist genau dann eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung, wenn
dsp eine Minimaldistanz Soft-Decision Decodierungsabbildung beziiglich ||.||, (euklidische
Norm) ist.
|

Beweis. Ad (i): Mit Definition 3.3 auf Seite33 gilt fiir eine A'(0,0°l,) normalverteilte Zu-
fallsvariableZ : Q — R", daRKq(w) = ¢+ Z(w). Folglich istk; eine (c,al,) normalverteilte
Zufallsvariable mit Dichtefc, wobei

1 le—x||3 )
fo(X) = W exp(— 52 | fur allex e R".

Ad (ii): fc ist stetig undfy,(y) > O fur alleu € {£1}¢ und alley € R". Nach Definition3.19
existiert damitw(u,y) fur alleu € {1} und alley € R" und es gilt

w(u,y) =P({we Q; U(w) = u [{we Q; Y(w) =y})

exp( o)~ y||2) .

B 2l (5 12
5 exp( o (>2y|2) y exp(|¢(u) il y||2)

Ge{+1} Ge{x1}k

_ 1 - 1

s exp( 1eWIE-lew H2+2yT (0)—9(u)) 5 exp(nfnﬂy;{ggﬁ)w(u)))

Ge{ 1}k Ge{x1}k

B 1

B TO@—oW) Y
Ge{gtl}k < o* )

Ad (jii): Es wird

1 Ty
fcb(u)(Y) = Wexp<_w>

beZiglich u genau dann maximal, wenn
1§ (u) —Vll2
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minimal wird.
O

Unter den Voraussetzungen von S&t23 gilt es nun ein kombinatorisches Optimierungspro-
blem zu bsen, wobei der numerische Aufwand zuysung stark von der Codierungsabbildung
¢ abhangt. In Kapitel5 wird ein neues Verfahren vorgestellt, mit dem sich beliebiggk)-
Blockcodes behandeln lassen.

3.5 Soft-Output Decodierung

Insbesondere im Zusammenhang mit verketteten Codes ist man nicht allgimagien“ Deco-
dierungsergebnia € {+1}¥ interessiert, sondern betigt ,softe* Aussagenx € R¥ iiber die Zu-
verlassigkeit dieser Decodierung. Der Betrag der Komponeqier- 1, ...k, vonx soll dabei ein
Zuverlassigkeitsmald darstellen, das heif3txist 0, so konnte keine Decodierungsentscheidung
getroffen werden. Ist der Betrag voanhingegen sehr grof3, so wurde die Decodierungsentschei-
dung als sehr sicher angesehen.

Man betrachtet also eine weitere Decodierungsabbildung mit eirdimensionalen reellen Vek-
tor als Ergebnis.

Definition 3.24 (Soft-Output Decodierungsabbildung)
Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K,$) ein binirer linea-
rer (n,K)-Blockcode und K ein stetiger gedéichtnisloser n-Kanal. Eine stetige Abbildung

6302 R" — Rk,
y— X=3s0(Y),

die einer Realisierung Y der Kanalausgabe ein X € RX zuordnet, heiBt Soft-Output Decodierungs-

abbildung. L

Soft Soft
° Soft-Output °

ye R Decodierer < RK

Y
Y

Abbildung 3.5: Soft-Output Decodierer

Analog zur Hard-Decision Decodierung und zur Soft-Decision Decodierung bezeichnen wir das
technische Bauelement (oder den Algorithmus), welche(s/r) die Soft-Output Decodierungsabbil-
dung repasentiert, mit Soft-Output Decodierer, siehe Abbild3mg

Bereits in Abschnit2.3 wurde der Begriff des Superkanals motiviert. Mit den bereitgestellten
Werkzeugen kann man jetzt diesen Begrifizisieren. Mit Hilfe einer Soft-Output Decodierungs-
abbildungdsp kann man eine Codierungsabbildupgind einem-Kanal K zu einem Superkanal
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zusammenfassen. Im folgenden Lemma wird die Frage beantwortet, unter welchen Bedingungen
dieser Superkanal einérKanal darstellt und sogar selbst stetig ist.

Lemma 3.25 (Superkanal)

Es sei (Q,S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (n,K, ) ein binérer linea-
rer (n,K)-Blockcode, K ein stetiger n-Kanal, Y : Q — R" die Zufallsvariable der Kanalausgabe
undU : Q — {+1}K eine von K fiir alle ¢ € {#1}" stochastisch unabhingige Zufallsvariable mit

Y(w) =K(¢U(w)),w), fiirallewe Q,

d.h., 9(U) ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe. Es sei 8so: R" — RX eine Soft-Output Deco-
dierungsabbildung.

() Dann ist
K:{+1}¥x Q- RK,
(U, ) — 350 (K(¢(u), w))

ein k-Kanal. Der k-Kanal K heiBt dann Superkanabeziiglich (¢, K, ds0)-
U ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe von KC und

X:Q —RK
@ — 050 (K(¢(U(w)), w))
ist die Zutallsvariable der Kanalausgabe von K.

(i) Ist das BildmaB von A" unter der Abbildung 3so zusitzlich absolutstetig beziiglich N mit
reellwertiger Dichte gso: R — R{, also

AN (3Si(A)) = / gsod\X,  fiir alle A € B,
A

dann ist K ein stetiger k-Kanal.

Beweis. Ad (i): Betrachte @ir jedesu € {+1}¥ die Abbildungen
l&u Q — Rk7
w— K(u,w).
Esist

Ku(w) = K(u,w) = 3so (K (9 (u),w)) = dso (K¢u)(®)) = 8so0 Kgu)(w), furallewe Q.

Ko ist S-B"-meBbar undbso ist stetig und damit3"-BX-meRbar. Somit iskC, eine S-B-
meRbare Zufallsvariable urid ein k-Kanal.

Die ZufallsvariableX der Kanalausgabe ist definiéfber

X(w) := K(U(w),w) = dso(K((U(w)),w)), firalewe Q.
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Ad (ii): Sei das BildmaR voA" unter der Abbildundso absolutstetig bamlich Ak mit reellwer-
tiger Dichtegso: R¥ — R}, also

AN(BSL(A)) = / gsod\k,  fir alleA € BX,
A

dann gilt fir alleu € {£1}¥, c:= ¢(u) und fur alleA € B
Pe.(A) =P ({we Q; Ku(w) € A})
=P{we Q; ds00Kc(w) € A})
=P ({weq Ke(w) € 33A)})

P, (Ss5(A) = [ fean"
Bso(A)

< sup{ fo(y); y € 854(A) | A" (858(A) )
< sup{ fe(y); y € 6§(1)(A)} -sup{gso(X); x € A}-AK(A)

und somit istP,au absolutstetig barglich Ak und K ist ein stetigek-Kanal.
[

Jede Komponente der Soft-Output Decodierung soll einen Zasggdkeitswertidr das jeweilige

Bit des Decodierungsergebnisses darstellen. Aus diesem Grund betrachtet man nicht die Wort-
fehlerwahrscheinlichkeit wie in AbschnBt4, sondern nimmt die Bitfehlerwahrscheinlichkeit als
Bewertungskriteriumir verschiedene Soft-Output Decodierungsabbildungen.

Definition 3.26 (Soft-Decision Bitfehlerwahrscheinlichkeit)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt. Weiter sei dsp : R" — {£1}X eine Soft-Decision
Decodierungsabbildung. Dann heifit zui € {1,... k}

PE bit(3sp) i= P ({w € Q; [3sp(Y (w))]; # Ui(w)})

Bitfehlerwahrscheinlichkeit der Decodierungsabbildung dsp fiir das i-te Bit.

Auch die Bitfehlerwahrscheinlichkei&l3t sich mit Hilfe der Dichtefunktionen des Kanals darstel-
len.

Lemma 3.27 (Dichtedarstellung der Soft-Decision Bitfehlerwahrscheinlichkeit)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und 8sp : R™ — {41}K sei eine
Soft-Decision Decodierungsabbildung. Dann gilt fiir alle i € {1,... k}

i 1
Peri(Bso) =15 3 [y faw
ae il}Mi(a) cel(a)

Mi(a) = {y e R" [3sp(y)] =a}, [(a):= {q)(u); ue {135 = a}
firallei € {1,...,k} und a € {£1}.
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Beweis. Esqilt fur allei € {1,... ,k} mit Satz3.14auf Seite40

Pebit (8sp) = P({w e Q; [3sp(Y (w))]; # Ui(w)})
=1-P({we Q; [3sp(Y(w))]; = Ui(w)})
=1- 5 P{weQ [Bsp(Y(w))]; =ui}[{we Q; U(w) =u})
uc{+1}k
P{we Q; U(w)=u})
=1- %uegl}kp({me Q; Y(w) e M (u)} [{we Q; U(w) = u})
= 1— — iy OA"
ue{il} M'/ o

1
—1-5 5 S TV
ae{il}Mi(G) ue{£1}X u=a

:1_% ; / T T\,
ae il}Mi(a) cel(a)

O

Von einer Soft-Output Decodierung, die als Ausgang eines Superkanals und als Eingaing
nachgeschalteten zweiten Decodierer dient, wird man erwarten, dal’ die komponentenweise Run-
dung auf+1 ein bitfehlerminimales Decodierungsergebnis darstellt. Falls

y})
v,

so kann keine Aussagaber dasi-te Bit getroffen werden und diete Komponente des Soft-
Outputs sollte daher 0 sein. Zur Bewertung der Ziagsigkeit der Decodierungsentscheidung ist
das Verlaltnis

P{we Q) Ui(w) = +1} [{we Q; Y(w)
=P({we Q; Uj(w) = -1} [{we Q; Y(w)

P{we Q; Ui(w) =41} [{we Q; Y(w) =V})

P{we Q; Ui(w) = -1} [{we Q; Y(w) =y})
das naiirliche Mal3. Das logarithmierte Veihnis spiegelt dann alle Anforderungen an Soft-
Outputs wider und wird als L-Wert bezeichnet.

Definition 3.28 (L-Wert Soft-Output Decodierung)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und f. sei fiir alle ¢ € {£1}" stetig
und positiv. Fiiri € {1,...,k} undy € R" heiBt

L P(fwe 0 Ui(w) = 11} [{0e Q) V() = y))
H(hly)=in (P({we 0 Ui(w) = 1) {0 Q) Y(w) =y}>)

der i-te L-Wert, wobei

PH{we Q; Uj(w)=a}[{we Q; Y(w) =y})

- P{we Q; U(w) =u}|[{we Q; Y(w) =y}),
ue{=£1}X, uy=a
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mita € {£1}.
Die Soft-Output Decodierungsabbildung
630 : R"— ]Rk,
L(U1ly)
y— :
L(Ukly)

heiBt L-Wert Soft-Output Decodierungsabbildung.

Die in der Definition implizit angenommene Stetigkeit vdgo wird durch den folgenden Satz
nachgewiesen. Aul3erdem wird bewiesen, dal3 die komponentenweise Rundung der L-Werte auf
+1 tatfchlich eine bitfehlerminimale Soft-Decision Decodierung ist.

Satz 3.29 (Eigenschaften der L-Wert Soft-Output Decodierung)

Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und f¢ sei fiir alle ¢ € {+1}" stetig
und positiv. dso: R" — RK sei die L-Wert Soft-Output Decodierungsabbildung. Dann gilt:

() Firallei € {1,...,k} undy € R" ist

[0so(Y)]; = L(Uily) =In

M(a) = {q)(u); ue{+1}% u = 0(}, fiir alle o € {£1}.

(i) Die Soft-Decision Decodierungsabbildung dsp : R™ — {£1}X sei die gerundete L-Wert
Soft-Output Decodierungsabbildung, also

11, fiir [8soy)]; = L(UIlY) 20,

firi € {1,...,k}, ye R".
—1, sonst

[Osp(Y)]; := {

Dann gilt
pIE.‘bit(ésD) S pIE,bit (6), fiir alle i € {l, ceny k}7

fiir jede Soft-Decision Decodierungsabbildung &: R" — {41} und

i 1
PE bit (OsD) = l—i/max > fe@). Y fe(x) p dA(x).
RN cel'(+1) cel(-1)
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Beweis. Ad (i): Fur allei € {1,...,k} undy € R" gilt mit Definition 3.19auf Seite46

oy PH{we Q; Ui(w) =+1} [{we Q; Y(w) =V})
(e e T e )
Plwe Q; U(w) =u}|{we Q; Y(w) =V})

_In ue{£1}K uy=+1
N P{we Q; U(w) =u}[{weQ; Y(w) =V})
ue{+1}K y=-1
for(¥) > fely)
ue{+1}K uy=+1 cel(+1)
=In =In| ————
fow (¥) > fey)
ue{+1}K uy=-1 cer'(-1)

Ad (ii): Es istMi(—1) = R"\ Mi(+1) Daher wird
Bk i (Bsp) = 1—— ; / fodA"
ae il}M, ce '(a

minimal, fallsM'(+1) so gevéhlt werden kann, daR

Mi(+1){yeR”; > fy= fc(y)},
cel(+1) cel(-1)

denn dann ist

pE b|t<6SD) =1- %/max{ Z fe(x), z fC(X)} d)\n(x).
cel(+1) cel(-1)

Fur die gerundete L-Wert Soft-Output Decodierungsabbilddsiggilt nun, dald

M'(+1) = {y € R"; [8sp(y)]; +1} {yeR” L(Uily) > 0}

=<yeR" In CEF(H >0

und somit ist die Satzaussage bewiesen.
0

Die Rundung der 0 auf-1, die auch in den folgenden Kapiteln verwendet wird, ist eine wilik
che Wahl. Da jeder Soft-Output aber mit Wahrscheinlichkeit O einen bestimmten reellen Wert

annimmt, ist die Art der Wahl irrelevant.

Dadsp als Verknipfung stetiger Funktionen selbst stetig ist, ist die L-Wert Soft-Output Decodie-
rung tatéchlich eine Soft-Output Decodierung.

AbschlieRend wird wieder der besonders wichtige Spezialfall eines AWGN-Kanals betrachtet.
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Korollar 3.30 (L-Werte bei einem AWGN-Kanal)
Voraussetzung 3.12 auf Seite 40 sei erfiillt, U sei gleichverteilt und IC sei ein AWGN-Kanal mit

bitweiser Varianz 02 > 0 der Kanalstorung. 8so: R" — RK sei die L-Wert Soft-Output Decodie-
rungsabbildung. Fiir allei € {1,...,k} undy € R" ist dann

s eXp(_Icz—OyH%) s exp<y—c:29)
[6 <y)] L(U |y) In cel'(+1) In cell(+1)
so(y)]; = L(Uily) = _
| | s exp( - lo 5 exp<%c>
celi(-1) 20° ceri(-1)

@) ={o: ve (=15 u=a}, firalleae {1}

Beweis. Die erste Darstellung folgt sofort aus S&29 unter Verwendung von Sa& 23 auf
Seite47, wobei lediglich Konstanten gékzt werden.

Die zweite Darstellung folgt mit der Umformung

2 2 2 T 2 T
c— Cllo+ - C n-+ C
exp(—” ZGan):eXp(_n o+ =2y ):exp(_ zﬂi”z)exp(yoz)-

O

Obwohl die in Korollar3.30dargestellten Formeln eine kurze geschlossene Form aufweisen, ist die
Auswertung in der Regel numerisch sehr aufwendig, da pro L-Wert a@Bo@evirter betrachtet
werden niissen. In Kapitelt wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem sich bei einer bestimmten
wichtigen Sorte von Codierungsabbildungen dieser numerische Aufwand drastisch red@fieren |

3.6 Decodierung verketteter Codes

Bei verketteten biaren linearerin, k)-Blockcodes werden zwei oder mehr Codierungsabbildungen
zu einer Gesamtcodierungsabbildung véniit, siehe Definitior2.15auf Seite?7.

Ein Beispiel aus dem Mobilfunk sind die GSM-Kontrollkda (GSM = Global System for Mo-
bile communications), siehe5EM96a GSM96h DB96], die einen verketteten bémen linea-
ren (456, 184)-Blockcode((224, 184, ¢1), (456,224, ¢)) verwendeh. Dabei ist(224, 184, ¢1) ein
spezieller systematischer Blockcode (ein sogenannter Fire-Cod¢3b6@24 ¢,) ein terminier-

ter Faltungscode Vor der Ubertragungiber den (physikalischen) Kanal werden die Bits dann
noch umsortiert (Interleaving), umiiddelfehler abzuschi&chen. Diesdibliche Mal3hahme soll
den tat&chlichen physikalischen Kanal einem theoretischen AWGN-Kaalicher machen, um
die Effizienz der fir AWGN-Karale konstruierten Decodierungsmethoden zu verbessern.

’In der Spezifikation GSM961 besteht die Ausgabe des ersten Codierers / die Eingabe des zweiten Codierers
aus 228 Bits. Der Grund ist aber nur eine andere Zuordnung der Terminierungsbits des Faltungscodes als in der hier
vorliegenden Terminologie.

8Terminierte Faltungscodes werden in Abschaiftab Seite50 definiert.
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Hard Hard-Decision | Hard Hard-Decision Hard
ce {+1m Decodierer Ve (+1)k Decodierer (e {+1)k
Abbildung 3.6: Decodierung verketteter Codes: Hard — Hard — Hard
Soft | goft-Decision Hard | Hard-Decision Hard
yeR™ Decodierer Ve (+1)k Decodierer (e {+1)k

Abbildung 3.7: Decodierung verketteter Codes: Soft — Hard — Hard

Mit Hilfe der in den vorangegangenen Abschnitten bereitgestellten WerkzaGgsith die Be-
handlung verketteter Codes jetzt einfach darstellen. Ohne E&ndalimg der Allgemeinheit kann
man sich auf die Behandlung von zwei Teilcodes bexuken, da sich die Vorgehensweisen sofort
auf mehr als zwei Teilcodes erweitern lassen.

Im weiteren wird ein verketteter bémer linearer(n,k)-Blockcode ((ng, ks, d1), (N2, ko, ¢2)) be-
trachtet mit
k=ki<nm=ky<n=n.

Da der Ausgang des ersten Decodierers der Einganden zweiten Decodierer ist, sémkt die

erste Decodierungsmethode in der Regel die Auswahl der zweiten Methode ein. Die drei prinzi-
piellen Methoden Hard-Decision, Soft-Decision und Soft-Output wurden durch drei Diagramme
in Abbildung 3.3, Abbildung 3.4 und Abbildung3.5 dargestellt, die nun in einfacher Weise ver-
knupft werden KBnnen. Die Schnittstelle der Vergpfung wird dabei entweder durch Soft-Werte
(Soft-Schnittstelle) oder durch Hard-Werte (Hard-Schnittstelle) realisiert.

Es lassen sich die folgenden Varianten bilden:

e Der (ny, k2)-Blockcode(ny, ko, ¢2) wird mit einer Hard-Decision Decodierungsmethode be-
handelt und defns, k;)-Blockcode(ny, ki, $1) wird ebenfalls mit einer Hard-Decision De-
codierungsmethode decodiert, vergleiche Abbild8rg)

e Der (ny, ky)-Blockcode(ny, ko, ¢2) wird mit einer Soft-Decision Decodierungsmethode be-
handelt und defn;, k1 )-Blockcode(ny, ki, ¢1) wird mit einer Hard-Decision Decodierungs-
methode decodiert, vergleiche AbbilduBg.

e Der(ny,kz)-Blockcode(ny, ko, ¢2) wird mit einer Soft-Output Decodierungsmethode behan-
delt und der(ny, kg )-Blockcode(ny, ki, ¢1) wird mit einer Soft-Decision Decodierungsme-
thode decodiert, vergleiche AbbilduBg.

e Der (ny, ko)-Blockcode (ny, ko, d2) wird mit einer Soft-Output Decodierungsmethode be-
handelt und defny, ky)-Blockcode(ny, ki, ¢1) wird ebenfalls mit einer Soft-Output Deco-
dierungsmethode decodiert, vergleiche Abbild 3@y
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Soft | Soft-Output Soft Soft-Decision Hard
yeR™ Decodierer 7 c Rk Decodierer (e {+1}k

>
>

Abbildung 3.8: Decodierung verketteter Codes: Soft — Soft — Hard

Soft | goft-Output Soft | goft-Output- Soft
y € R™ Decodierer 7 c Rk Decodierer x € Rk

Y

Abbildung 3.9: Decodierung verketteter Codes: Soft — Soft — Soft

Da verkettete Codes insbesondere aiggwohnliche” (n,k)-Blockcodes sind (vergleiche Lemma
2.16), kann man einen verketteten Code alternativ auch direkt wie in den Abschhigeh4 und

3.5 decodieren. Die drei Varianten sind in AbbilduBgdLO auf Seite58 gemeinsam dargestellt.
Einzelcodes werden jedoch gélanlich mit speziellen Eigenschaften entworfen, die sich in der
Regel im verketteten Gesamtcode nicht wiederfinden. Bei praktischen Beispielen mit entsprechend
hoher Komplexiat hat sich die Einzeldecodierung der Teilcodes auch entsprechenignalkser
gegeriiber der Gesamtdecodierung in einem Schritt herausgestellt.

Im einfUhrenden Beispiel wurde eine Verkettung aus einem (systematischen) Blockcode und ei-
nem terminierten Faltungscode verwendet. Dies ist eine der wichtigsten Verkettungen und wird
am haufigsten verwendet (bisweilen mit einem Interleaving-Schritt zwischen beiden Teilcodie-
rung). Der Grund dair liegt in der Anwendbarkeit zweier Standard-Verfahren zur Teildecodierung
dieser Codes. i die Decodierung des terminierten Faltungscodes ibtatherweise der Viterbi-
Algorithmus, ein Minimaldistanz Soft-Decision Verfahren, verwendet. Den Blockcode behandelt
man dann mit einem Hard-Decision Verfahren, etwa einem Syndromkorrektur-Verf&hnet-

ches nicht fehlerminimal ist. Somit entspricht diese Standard-Vorgehensweise Abi8ldubg-

tails zu diesen Methoden sind etwa WJ79, Roh95 Fri95, Pro0] zu finden.

Hauptmanko dieser Vorgehensweise ist die Kopplung beider Decodierer ghante” Werte, das
heil3t, der Soft-Decision Decodierer kann deacimsten Decodierer keine Informationen idsar
mitteilen, wie sicher die erste Decodierung durcligpef werden konnte. Eséve daher erheblicher

Der Viterbi-Algorithmus nutzt eine spezielle Darstellung des Codebaums bei terminierten Faltungscodes aus, die
als Trellis-Diagramm bekannt ist. In Kapitélwird ebenfalls das Trellis-Diagramm zur Konstruktion einer L-Wert
Soft-Output Decodierung genutzt. Das Viterbi-Verfahrendgelhu den Minimalfehler Soft-Decision Methoden, die
fehlerminimale,harte” Entscheidungen treffeniiFeine optimale Kopplung mit einem nachgeschalteten Decodierer
werden jedoch auch Zuvédsigkeitsinformationen bétigt.

10Eine MatrixH € R"k" heiRt Kontrollmatrix oder Rifmatrix eines(n, k)-Blockcodes(n,k, ¢), wenn die Spalten
vonH den Nullraum der injektiven Abbildungy aufspannen. Somit ist © ¢ (u) das Nullelement if+1}" fur jedes
ue {+1}K. Das WortH ® ¢ € {£1}" X heiRt dann das Syndrom vere {+1}". Ist nunc'= c@ e, wobeic € ¢ ({£1}%)
ein giltiges Codewort ist une € {+1}" eine Realisierung der &wng auf dem diskreten-Kanal darstellt, so gilt
H ® €= H ®eund folglich Fangt das Syndrom nur von derd®ing selbst ab. Man kann nun etwa digufigsten
Stdrungen mit ihren Syndromen tabellieren und anhand des Syndroms eines empfangeneaWertdiese Tabelle
das urspiingliche Wortc = €& e zurickrechnen. Methoden dieser Art heil3en Syndromkorrektur-Verfahren.
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Hard Hard
ge {+1}™ e {+1}k
Soft Hard
y € R™ de {+1}k

Soft Soft
y € R™ x € R

Abbildung 3.10: Decodierung verketteter Codes: Betrachtung der Gesamtabbildung

effizienter, eine Kopplung durglsofte* Werte (Soft-Schnittstelle) zu verwenden wie in Abbildung
3.8 bei der diese fehlenden Informationen vorhanden sind. Bei gleichartigen Eingaben und Aus-
gaben des Gesamtdecodierers ist dadurch eine deutliche Fehlerreduktion zu erwarten.

An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, dass hier @ilgemeineVerkettung von be-
liebigen biraren linearen Blockcodes betrachtet wird und keine speziellen Anordnungen wie bei
den Turbo-CodeHM96, Rie97, BDMP9§, d.h. auch die nachfolgend erarbeiteten Analysen und
Verfahren gelteniir alle biraren linearen Blockcodes. IHHFJ0Z3 wird gezeigt, dass bei einer
speziellendealenWahl des Codes Soft- und Hard-Decodierd@ugivalent sind.

In der hier vorliegenden allgemeinen Situation bedeutet &irderung der Schnittstelle von Hard
auf Soft zwischen beiden Decodierern zwa#ag§ly, dal®eide Decodierungsverfahren gedert
werden niissen. Man béitigt also die folgenden Methoden:

e Ein Soft-Output Decodierungsverfahreir terminierte Faltungscodes (siehe Kap#gl

e Ein Soft-Decision Decodierungsverfahrem allgemeine Blockcodes (siehe Kapifl

In den folgenden Kapiteln werden die ligigten Verfahren entwickelt und éutert.
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Kapitel 4

Soft-Output Decodierung terminierter
Faltungscodes

The hard and strong will fall.
The soft and weak will overcome.

(Lao-tse,, Tao Te Ching*)

4.1 \erfahrens-Verkettung

In Abschnitt3.6 wurde dargelegt, dal? zwei Decodieidrer eine Soft-Schnittstelle (Soft-Werte)
gekoppelt werden sollten, um eine maximale Informationsweitergabe zZahgkeisten.

In diesem Kapitel wird di&oft-Output Decodierungvon terminierten Faltungscodes betrachtet,
die in zahlreichen Anwendungen der Praxis eingesetzt werden, @&#tiDecision Decodierung
dieser Codes der bekannte Viterbi-Algorithmus (siehe eB&i@}p, Roh95 VO79, Vit95]) verwen-

det werden kann. Das im folgenden entwickelte Soft-Output Verfahren kann damit als optimale
Decodierungsmethode bei verketteten Codes eingesetzt werden, siehe AbBilHung

Soft Soft-Output- Soft
yER" Decodierer L c R

Y

Abbildung 4.1: Soft-Output Decodierung bei verketteten Codes

In der weiteren Darstellung in diesem Kapitel kann das Verfahren isoliert betrachtet werden, da die
Kopplung mit vorgeschalteten oder, wie im Bild dargestellt, nachgeschalteten Vertdteedie
Schnittstelle der Soft-Werte erfolgt.
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60 4 Soft-Output Decodierung terminierter Faltungscodes

4.2 Terminierte Faltungscodes

Die spezielle Struktur einer Faltungscodierung wird meist in Form giielieberegisters* darge-
stellt.

Abbildung4.2 zeigt das Prinzip einer Codierung mit Hilfe eines Schieberegisters

- - - - -~ -1 +1-1+1

-1-1 +1-1 -1-1 4141 ... =—

Abbildung 4.2: Schieberegister-Darstellung einer terminierten Faltungscodierung

Das Schieberegister besteht aus einer Reihe vondsitbh mit einem oder mehreren Bits pro
Block, die zu Beginn der Codierung jeweils mitl vorbelegt sind. Sukzessive werden dann die
Bits des uncodierten Wortase {41} blockweise in das Schieberegister geschoben. Bei jedem
Takt werden dann die im Schieberegister befindlichen @i eine Codierungsvorschrift zu ei-
nem Ausgabeblock codiert, das heil3t, jedes Bit eines Ausgabeblocks ist @ie Bmmme einer
Untermenge der Bits des Schieberegisters. Die Folge der Aus@akelsitellt dann das Codewort

c € {£1}" dar. Zur sogenannten Terminierung der Codierung werden nach dem letzten Eingabe-
block des Wortesi noch solangeleere” Blocke (mit+1) in das Schieberegister geschoben (und
selbiges codiert), bis der letzte Block varaus dem Schieberegister verschwunden ist.

Den Inhalt des Schieberegisters bezeichnet man auch als Zustand des Schieberegisters. Die im wei-
teren Verlauf bedeutenden Eigenschaften der terminierten Faltungscodes resultieren im wesentli-
chen aus der in der Regel vergleichsweise geringen Anzahl voailest des Schieberegisters,

die eine drastische Kompaktifizierung des Codebaums erlauben wird.

Zunachst betrachten wir eine genaue Definition der terminigingk)-Faltungscodes.

Definition 4.1 (termininierter (n,k)-Faltungscode)
Ein terminierter (n,K)-Faltungscode ist ein Tupel (a,b,l,d, M1, ..., My) mit den Eigenschaften:

() a€ N heiBt die Anzahl der Eingabeblocke,
(i) b e N heilt die Anzahl der Eingabebits pro Eingabeblock,
(iii) 1 € N, | > 2 heiBt die Blocklinge des Schieberegisters (Eindringtiefe),

(iv) d € N heiBit die Anzahl der Ausgabebits pro Ausgabeblock,

IDie Abbildung4.2veranschaulicht das Schieberegisterdine Reihe von Kontrollkagien des GSM-Mobilfunk-
standards, vergleich6&SM964.
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4.2 Terminierte Faltungscodes 61

(v) L:=1-Db heiBt die Bitlinge des Schieberegisters,

(Vi) My,...,Mq C{1,...,L} heiBen die definierenden Mengen,
(vii) S:= {#1}" heiBt die Menge der Zustinde des Schieberegisters,
(viii) V := {£1}P heiBt die Menge der Zustandsiibergangszeichen,

(iX) Q:=a-+I|— 1 heiit die Anzahl der Zustandsiiberginge,

(X) k=a-bist die Codedimension,

(xi) n:=d-Q ist die Codelinge,
(xii) die Abbildung

T:SxV—S
(s,v) = (FL v )T (4.1)
heiBt die Zustandsiibergangsfunktion® des Schieberegisters,
(xiii) die Abbildung
P S— {x1}¢,
s—Y(s), mitPm(s):= P s, firl<m<d.

ieMm

heiBt die Codierungsabbildung des Schieberegisterinhaltes (dabei steht s fiir die i-te Kom-
ponente von S),

(Xiv) so € Sund Vg €V sind die jeweiligen Nullelemente, d.h.
so=+1,...,+1)", vo=(+1,...,+1)",
(xv) die Abbildung

¢ {1} — {+1",
W(sy)
u— : ;
W(sg)
mit
Vi
u=1\|:|, vieV, 1<i<a
Va
Vii=wy, a+1<i<Q,
und
s =T (s0,V1),

#J::T(stjjvi)? ZSISQu
ist die Codierungsabbildung eines (n,K)-Blockcodes (n,K,¢).

2Die Zustandgbergangsfunktion des Schieberegisters ist in AbbilduBguf Seite70 veranschaulicht.
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Als Punkt (xv) wird also als definierende Eigenschaft gefordert ¢daiektiv ist (¢ ist linear nach
Konstruktion). Damit sind implizit Eigenschaftearfdie MengerMy, ..., My gefordert.

Anhand der obigen Definition sieht man sofort, daf3

Sngl = T(%NO) =%
und somit ist das Schieberegister bei Ende der Codierungsoperation yessttr

In Definition4.1wurden als Codedimensidn= a- b nur die tat&chlichen informationstragenden
Infobits ge&hlt. Bisweilen wird jedoch auch die Bitzahl dgrachgeschobenen leereroBke" zur
Codedimension hinzugerechnet, so dal3 sich die Codedimension d&na Qsb ergibt.

Oft werden statt der definierenden MendégR Polynomepm(x) € {0, 1} x| mitdedg pm(X)) <L -1
zur Codedefinition verwendet, d.h.

L-1
Pm(X) = Z)me', mityime {0,1},i=0,...,L—1, m=1,...,d.
=

Es gelten dannifrm=1,...,d die Umformungen:

Mm={ie{l,...,L}; Vi—im=1}
pm(x):_% X1

Da ein terminierter Faltungscode per definitionem ein Blockcode ist, lassen sich nach Lemma
2.10die Codebitxj, 1 < j < n, aus den Nachrichtenbitg, 1 <i <k, mit Indexmenged; auch
alternativ wie folgt darstellen:

cj:=EPu, fari<j<n,
i€
wobei
M, dnC L, KD

Die Indexmengen; lassen sich direkt aus den definierenden Merggyder Codedefinition be-
rechnen.

Lemma 4.2 (Blockcodedarstellung eines termininierterin, k)-Faltungscodes)
Sei (a,b,1,d,M1,...,My) ein terminierter (n,K)-Faltungscode. Die charakterisierenden Mengen
J,...,dn C{1,...,k} der Blockcodedarstellung sind dann wie folgt gegeben:

3 :{ie{l,...,k}; i+b(|—1—%n) eMm}, firm—1=(j—1) modd, j=1,...,n

1

Beweis. Betrachtedr j € {1,...,n}
m:=(j—1) modd+ 1.

Es ist im
q q +
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derg-te Zustand des Schieberegisters und
j=d(g—1)+m

Dann gilt

Cj=Un(s) = P () = D Uisng)

icMm ieMm

wobeiu; :=+1furi ¢ {1,... k}.
Weiter gilt

ci= P u= P u

i—b(g—1)eMn iEMm+b(g—I)

und somitfolgtfir j=1,....n

J={1,... KNn(Mn+b(g—1))={ie{1,. ...k} i—b(g—1) € Mn}

:{ie{l,...,k}; i+b<|—1—j_Tm) EMm}~

0

Die Bestimmung der charakterisierenden Mengdst kich in einfacher Weise als Algorithmid
formulieren, wobei die Bezeichnungen wie in Definitibrd gewahlt sind.

Blockcodedarstellung:  EingangQ, d, k, Mm, 1 <m<d; AusgangJj,1<j<n;

fuarq=1,...,Q:
furm=1,...,d:
ji=d(g—1)+m;
Jj =0
fur r € M
i:=r+b(g—1);

falls (i > 1) A (i <k):
Jji=JjU{i};
I

[
(I

Algorithmus 4.1: Blockcodedarstellung eines termininierten (n,K)-Faltungscodes
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64 4 Soft-Output Decodierung terminierter Faltungscodes

4.3 Beispiel SACCH-Faltungscode

Fur eine Reihe von Kontrollkatlen des GSM-Mobilfunkstandards wird iGEM96H der ter-
minierter Faltungscode definiert, welcher in Abbilduhg auf Seite60 dargestellt wurde. Diesen
terminierten Faltungscode wollen wir im weiteren als SACCH-Faltungscade AccessControl
Channel) bezeichnen.

In der Terminologie von Definitiod.1 auf Seite60 ist der SACCH-Faltungscode ein terminierter
(2241,5,2,{1,2,5} ,{1,2,4,5} )-Faltungscode und besitzt die folgenden Eigenschaften:

a=224 Anzahl der Eingabebtke

b=1 Anzahl der Eingabebits pro Eingabeblock
=5 Blocklange des Schieberegisters

d=2 Anzahl der Ausgabebits pro Ausgabeblock

L=5 Bitlange des Schieberegisters
M1 ={1,2,5} definierende Menge; Polynom:1 + x*
M, = {1,2,4,5} definierende Menge; Polynom:ax+ x>+ x*
S={+1}° Menge der Schieberegisterzeichen

VvV ={+1} Menge der Zustandbergangszeichen
Q=228 Anzahl der Zustandbergange
k=224 Codedimension

n= 456 Codehnge

Insbesondere stellt der SACCH-Faltungscode einefrbmlineareti456,224)-Blockcode dar. Ab
Seite150wird die Anwendung des im folgenden entwickelten numerischen Verfahrens auf diesen
Faltungscode dargestellit.

4.4 Soft-Outputs bei terminierten Faltungscodes

In Abschnitt3.5 wurde die Soft-Output Decodierungrfallgemeine biare lineare Blockcodes

bei stetigen gedchtnislosen Kaden untersucht und die spezielle L-Wert Soft-Output Decodie-
rung (siehe Definitior8.28auf Seite52) hergeleitet. Im weiteren Verlauf betrachten wir nur noch
diese Art der Soft-Output Decodierung unter der Annahme eines AWGN-Kanalmodells und der
Verwendung von terminierten Faltungscodes.

Voraussetzung 4.3 (Decodierung terminierter Faltungscodes)

Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n,k € N, n > k. Weiter sei (a,b,l,d,M1,...,My) ein
terminierter (N, K)-Faltungscode mit Codierungsabbildung ¢ : {£1}% — {£1}", K sei ein AWGN-
Kanal der Dimension n mit bitweiser Varianz 02 > 0 der Kanalstorung, Y : Q — R" sei die Zu-
fallsvariable der Kanalausgabe und U : Q — {41}K eine von K fiir alle ¢ € {£1}" stochastisch
unabhingige Zufallsvariable mit

Y(w) = K (¢(U(w),w), fiirallewe Q,

d.h., $(U) ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe. Weiter gelte, daB U gleichverteilt sei.
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Man beachte, dal’3 Voraussetzuh@ die Voraussetzung.12 auf Seite40 umfalit. Unter Voraus-
setzungd.3verwenden wir die in Definitiod.1 auf Seite60 getroffenen Sprachregelungen.

In Korollar 3.30auf Seiteb5wurde bereits eine konstruktive Vorschrift zur Berechnung der L-Wert
Soft-OutputsL (Uily), 1 <i <k, bei gegebener RealisierugygionY angegeben. Betrachtet man
die folgende Funktioh

f: {:I:l}n—>Ra',
c— Z i —¢j)?,

so gilt mit Korollar3.30unter Voraussetzurg 3

. furi=1,....k, (4.2)

mit
(o) = {q)(u); ue {£1}kK u = a}, fur allea € {1}.

Bei Auswertung von4.2) muR alsck-mal der Funktionswert voffi furr alle % Codewdrter berech-
net werden. Da'2im Beispiel des SACCH-Faltungscodes it 224 bereits die Gifienordnung
10°7 besitzt, ist eine direkte numerische Auswertung bei realen Beispielen nicht dlorichf. Mit
Hilfe der Faltungscodeeigenschaften kann aber im weiteren diese numerische Kaihple«t
stisch reduziert werden. Mit anderen Atgen, etwaiber einen Markov-Prozel3, finden sich etwa
in [BCIJR74 HOP9§ Rie97 vergleichbare Komplexittsreduktionen, die aber numerisch aufwen-
diger sind als die hier hergeleiteten Rekursionen in Definididhauf Seite70, Definition 4.11
auf Seite73 und Satz4.14 auf Seite75, die zu Algorithmus4.3 auf Seite79 beziehungsweise
Algorithmus4.4 auf Seite80 fuhren.

Da als Argumente vori nur zukssige Codeworte il(2) verwendet werdenalit sich im folgen-
den die Funktiofh
Fo {1 >R
u— f(¢(u)) (4.3)
betrachten, die uncodierte Worte als Argumente besitzt.

Zunachst &3t sich ein weiteres Korollar zu S&829 auf Seite53 angeben, in dem die spezielle
Struktur der Faltungscodierung zur Geltung kommt urtidlsiveise AuswertungeftF, der Funk-
tion F verwendet werdendanen.

Korollar 4.4 (L-Werte bei (n,k)-Faltungscodes)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt. Mit

ARy(s) ==
j

(Yaiq-1)+ — Wi( s)°, (4.4)

Ma

3Die Funktionf stellt auch eine Bewertungsfunktion (eine sogenannte Viterbi-Metrik) von Cirtienn dar, da
mit ihrer Hilfe eine Minimaldistanz Soft-Decision Decodierung durclihef werden kann, vergleiche S&23 auf
Seite47.

4In Kapitel 5 spielt die FunktionF eine wichtige Rolle als sogenannte Soft-Decision Zielfunktion, vergleiche
Definition 5.2 auf Seited2.
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firse Sq=1,...,Q, und

: Q 1
q(y) = exp( — AR, ) (4.5)
A ue{il}Z Ui (qu_ll 20° q<%>
firi=1,...,kund o € {£1} gilt fiir die L-Wert Soft-Outputs
ey A 1Y) L
L(Uily) = In <Ai1(y)> . firi=1,...k (4.6)
]
Beweis. Es gilt
AN .o
FO=fOW)=T| & |=3 T Guaqu—wie)?= 3 ARg(s)
b)) EE &

und somit giltfira € {£1} undi=1,...,k

Cerzl(a)exp<—2—f ) = e exp(——zf@»(u)))

1 Q
—— ) AF
ue{il}Z ui= eXp< 20-zqzl q(%)>

Q 1 i
ue{il}z, uizaqulexp( 20 ZAFq(ﬁ)) =Aq(Y)-

Mit Satz 3.29 Korollar 3.30und @.2) folgt dann die Aussage des Korollars.
O
Die Bedeutung des Korollars liegt in der Tatsache, daR die Berechnungstéanmefir die Al (y)

nur noch vomFq(s) fur alle Zusaindes € Sabrangt und die GiRenordnung vosrelativ gering
ist im Vergleich zu 8 (im Beispiel des SACCH-Codes i§| = 2° = 32).

Zur Reduktion der Berechnungskompl@titvird in den folgenden Abschnitten wie folgt vorge-
gangen:

_ SWie man an 4.6) und den verschiedenen Darstellungen in Koro880 auf Seite55 sofort sieht, Bnnen die
Ay (y) in Zahler und Nenner mit einem beliebigen Faktor ungleich 0 erweitert werden. Da

d
exp( 212AFq(53)> = Vexp<012 Zlyd(ql)Jrquj(Sg))
J:

fur einy € R, welches nicht vomy(s;) abhangt, kann man alternativ auch etwa

Q

d
M exp((jl2 ,Zlyd<q_l>+jwj (#)>

AL (y) =
e ue{il}% ui=ad=1

in Formel @.6) verwenden. Allerdings hat sich die im weiteren verwendete Darstelludpdls numerisch gnstiger
erwiesen.
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e Verallgemeinerung voA{, durch Abbildungerm.

e Rekursive Darstellung voAn, durch AbbildungerA, deren Werte mit einenMon-Links-
nach-Rechts*-Durchlauf eines Trellis-Diagranfrberechnet werden.

e Umkehrung der Rekursion durch AbbildungBp, deren Werte mit einem\Von-Rechts-
nach-Links“-Durchlauf eines Trellis-Diagramms berechnet werden.

e Gemeinsame Berechnung aIJ@g mittels eines weiteren Trellis-Diagramm-Durchlaufs un-
ter Verwendung vor\, und Bp,.

4.5 Komplexitatsreduktion

4.5.1 Trellis-Diagramm

Die Auswertung von4.2) kann man als Durchlaufen eines komplettendbem Codebaums auf-
fassen, wie er in Abbildung.3 dargestellt ist. Auf den Wegen zu derdBern werden zwar viele
Knoten mehrfach durchlaufen, aber die Anzahl dext&r bestimmt die Komplexat des Gesamt-
baums.

Abbildung 4.3: Binidrer Codebaum

Nach Umformung zu4.5) ist jetzt AFq(s) fur alle Zuséindes € Sund alleq = 1,...,Q auszu-
werten und die Ergebnisse geeignet zu vagdan. Wie im weiteren zu sehen, entspricht diese
Vorgehensweise dem Durchlaufen eines sogenannten Trellis-Diagramms, wie in Abldildang
sehen, dessen Knotenzahl im Vergleich zum gesamten Codebaum sehr gerifg sgteelle

Anwendungen, insbesondere im Zusammenhang mit Turbo-Codes, lassen sich Trellis-Diagramme

auch zu Tanner Graphemdn81 Wib96, Hub02 erweitern.

6Das Trellis-Diagramm wird in Definitiod.5 auf Seite68 definiert.
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NN

L C N
XXX

Abbildung 4.4: Trellis-Diagramm

Definition 4.5 (Trellis-Diagramm)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt. Dann heilt das Paar (7, T ) mit der Menge

T:={(s9); s€S q=0,...,Q+1}

und der Zustandsiibergangsfunktion’ T ein Trellis-Diagramm. Die Elemente (s,q) € T wer-
den als Knoten im Trellis-Diagramm bezeichnet. Fiir q € {0,...,Q + 1} heiBt die Menge

{(s,q) € T; s€ S} das g-te Trellis-Segment. -

Bei einem Knoter(s,q) € 7 stellts einen Zustand (des Schieberegisters) daraqkdnn als dy-
namischer Wert angesehen werden, in manchen Arbeitede#ibezeichnet. Mit Hilfe der Zu-
stand#ibergangsfunktio erfolgt dann mit einem Zustanilsergangszeichene V ein ,Weiter-
schalten” vom Knoterts, q) auf den Knoter{T (s,v),q+ 1), dargestellt durch die Pfeile in Abbil-
dung4.4.

4.5.2 Allgemeine rekursive Darstellung

Zur Reduktion der Berechnungskomplétitverden zuachst dieAl, in einer verallgemeinerten
Form als Abbildungem,, dargestellt, die eine gpere Umformung erlaubt. Zachst sind dazu
einige Vereinbarungenatig. Analog zu Definitiord.1 auf Seite60 definiere rekursiv

S i=T(so,U1), ueVm=Vx...xV,m>1,

Sj =T(s]_1,Uj) uevm™ m>j>2,

d.h.,s‘jJ reprasentiert den Zustand des Schieberegisters p&thfts des Registers mit den Einga-
bezeichemny, ..., u;.

Man betrachte weiterhin Mengéf C V, j € N, die diezulassigen Zustanddergangszeichem
j-ten Schritt enthalten. Definiere die Produktmengen

Un:=Vix...xVmCV™ meN, 4.7)

d.h.,Un, enthalt die ersterm Komponenten dexulassigen Eingabewvter.

"Mit Voraussetzungt.3definiert als ¢.1) auf Seite61.
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Weiter seienifir g € N Abbildungen
Hg:S— R

gegeben.
Definition 4.6 (Abbildungen Ay

Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt. Fiir m € N und Eingabewortmengen Uy, C V™ definiere
Abbildungen

An:P(S) — R,

m
B 3 W) (4.8)
(ueUm) 1=
A(SHEE)

Falls es keine u € Uy, mit S5, € E gibt, so sei die Summe iiber eine leere Indexmenge als O definiert.
1

Somit wird in @.8) Uber alle zuhssigen Eingabedwter summiert, bei denen das Schieberegister
nachm Shifts einen Zustand auserreicht. Bei geeigneter Wahvon m, U, Hg UndE repiasen-
tieren die Abbildunger\,, die gesuchten Wert,, .

Fiir eine rekursive Darstellung voly, werden weitere Definitionen bétigt.
Definition 4.7 (HilfsabbildungenW, t und T)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei ertiillt. Man definiere Abbildungen
W:SxP(V)— P(9),
(t,V)— {s€S eV >T(sV) =t},

1:S—-V,
S:(Sl,...,SL)TH(SLiblea-“?SL)T,

und

T:VxS—S
(v,8) — (V4,...,\P, st ... D),

_ 1

Die AbbildungW bildet (t,V) in die Menge aller Zuginde ab, die den Zustandhit einemUber-
gangszeichen alds erreichen knnen.

Wenn der Zustand Ergebnis eines Zustanialsergangs ist, so war(s) das zugebrige Zu-
standsibergangszeichen, vergleiche Abbilduh§.

Die AbbildungT dreht die Richtung der Schieberegisteroperation um, vergleiche Abbiltiing

Mit Hilfe der Abbildungent und T 1aRt sich die implizite Definition voiV auch konstruktiv
darstellen.

8Die Berechnung vod, bei geeigneter Wahl vom, Uy, Mg undE wird in Satz4.14auf Seite75 dargelegt.
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>

<>
-

—~

w

v_|

T(9,9)
Abbildung 4.5: Schieberegisteroperationen

Lemma 4.8 (Konstruktive Darstellung der Abbildung W)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt.

() Es gilt
T(T(vs),1(s)) =s, fiirallese S veV (4.9)

(i) Fiirallet € SundV CV gilt

' {{f(v,t); veVvl,  fallst(t) ev,

W(t,V) = (4.10)

0, sonst.

Beweis. Ad (i): Die Aussage folgt soforiiber Definitior4.7.
Ad (ii): Nach Definition gilt

W(t,V) = {s€S eV >T(sV) =t}.
FallsW(t,V) # 0undT (s,9) =t, so giltv=1(t) unds € {T(vt); ve V}. Damit folgt die Aussa-
ge.

O

Fur die spatere Berechnungber ein Trellis-Diagramm werden jetzt Abbildungen an den Knoten
dieses Diagramms definiert.

Definition 4.9 (Rekursive AbbildungenAy)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt. Fiir m € Ng definiere Abbildungen

Am:S— R,
liber
1, fiirs= s,
Ao(S) :{ trs==% (4.11)
0, sonst
und fiir m € N definiere
Am(s):=Hm(s) >  Am-1(t), (4.12)
teEW(S,Vim)
un(S) 5 An-1(T(vs),  fallsT(S) € Vim,
= vev (4.13)
0, sonst.
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Die Beziehung4.12=(4.13 folgt sofort mit @.10.

Jetzt lassen sich didy, Uber Ay, in einfacher Weise rekursiv auf den Knoten eines Trellis-
Diagramms darstellen.

Lemma 4.10 (Vorwartsrekursion)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt.

() Esgiltfirallem>2undECS

An(E) = }Epm(s)Aml(W(s,vm)). (4.14)

(i) Fiir alleme N gilt
An(E) = ;EAm(s), firme N. (4.15)
_

Beweis. Ad (i):Esgqiltfurm>2,ECS

AE)= Y [T
A(smeE)

m
-3 3w
Sc (UEUm) ]:1
A9

m-1
= ) Hm(9) Wi(s))
SE% (UGZUm) JI:!l a
A($h=s)

Hm(S) Wi (sj)
ng (Uegnl) Jl_ll J
A(Sy,_1EW(SVim))

Zz Hm(S)Am-1 (W(S, Vim)) -

Bei der Umformung im vorletzten Schritt ist zu beachten, dagexsau einUbergangszeichen
VEVmaibtmit T(s;, ;,v) =s, wenns;, ; in W(s, Vi) liegt, d.h., es sind keine Vielfachheiten zu
beachten.

Ad (ii): Der Beweis wird mit vollséndiger Induktion naci gefuhrt.

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes
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m= 1: Unter Verwendung des Kronecker-Symbagsit

AL (E)= z ) Mi(sq) = ;Ul(s)‘ssoew(savl)

(UEU]_

A(S{€E)

= H(s) O—s, = » Au(9)
seEE teW%Vl)v ng

=Ao(t)

(. 7
-~

=A1(9)

m—1— m: Nach Induktionsannahme gilt insbesondere
AnaW(sVim) = 5 An-a(t)
teW(S,Vim)

und somit folgt mit (i) und4.12
An(E) = EEUm(S)Am—l(W(S»Vm))

=S Y Al
SE tEW(S.Vin)
= 3 A,

O

Nun ist es ndglich, mit Hilfe der hergeleiteten Rekursionsvorschrift Aig E) mittels An(s) auf
den Knoten(s, m) eines Trellis-Diagramms zu berechnen.

Es ist noch zu bemerken, dal3 in diesem Abschnitt keinerlei Eiaskbngen an die Mengé der
Zustandabergangszeichen oder an die Meny¥gr P (V) gemacht wurden.

4.5.3 Rekursionsumkehrung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Berechnungsvorsctriftié Ay (E) bereits in eine
rekursive Darstellung auf den Knoten eines Trellis-Diagramms umgeformt. Dabei @uiitctiile
Rekursionsvorschrift4.12 beziehungsweiset(13 das Trellisdiagrammvon links nach rechts®,
das heif3t, mit inkrementellem dynamischen Parameter. Jetzt wird eine Rekursionstoraiel f
umgekehrte Richtungvon rechts nach links* konstruiert, mit deren Hilfe die Berechnungskom-
plexitat nochmals reduziert werden kann.

Im weiteren sei dazu

A

T(t,V):={T(t,0); VeV}, furteSVCwv.

vereinbart.

Die hier verwendeten Kronecker-Symbole bedeuten:

S — 1, t=g, 5 1, soeW(s\W1),
70, t#s,  XVEW T o0 gew(sw),

und es gilt sofort

Ospew(svy) = z Ot—s-
teW(s\Vq)
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Definition 4.11 (Rekursive AbbildungenBy,)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei ertiillt. Fiir 0 < m < Q definiere Abbildungen

Bm:S—R,
iiber
1 fiirs=
Bo(S) ::{  UrS=%, (4.16)
0, sonst

und fiir 1 < m < Q definiere

Bm(S) := Ho-m+1(S) z Bm-1(t). (4.17)
tET(S,VQ,m+2)

Somit sind dieB, rekursiv auf dem Trellis-Diagramm mit dekrementellem dynamischen Parameter
definiert. Nun lonnen Beziehungen zwischég und By, angegeben werden, die die Berechnung
der Werte vorAg ,von zwei Seiten kommend" gestattet.

Lemma 4.12 (Doppelrekursion)
Voraussetzung 4.3 aut Seite 64 sei erfiillt.

() Firalleme {1,...,Q}undalle j € {1,...,m+ 1} gilt

ZSAm(S) > BQ—m(t):ZSAj—l(S) > Bo-js(t). (4.18)
se teT(SVmt1) s teT(sVj)

(i) MitVo,1:= {vo} gilt fiiralle j € {1,...,Q+1}

~

AoW(so. {v0})) = 5 Ai-a(s) 5 Bo-jalt) (4.19)
se teT

(sVj)

Beweis. Ad (i): Furalleme {1,...,Q} gilt mit (4.12 und @.17)

A Y Bon®=3ues) 5 Awil Y Bonlt)
sc teT(SViny1) se feW(sVim) teT(SVini1)

=3 un(9Am-1() > Bo-m(t)
f€SseT (T,Vin) teT (SVimy1)

=>An1®) > mn(® Y Bom()

IGS SeT(t,Vm) tET(S,Vn'H_]_)

= Am-1(f) Bo-m+1(5)
t‘gs seT%Vm) "

also
ESAm(s) S Bomt) = ESAm_l(s) S Bo-mult). (4.20)
se teT(SVmi1) se teT (S,Vim)

Durch mehrfache Anwendung der Gleichudg@?Q ergibt sich @ir ein beliebigeg € {1,...,m+1}
die Aussage4.18.
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74 4 Soft-Output Decodierung terminierter Faltungscodes

Ad (ii): Mit (4.19, (4.16 und (.18 1aRt sichAq(W(so, {Vo})) fiir Vo1 = {Vo} und mit einem
beliebigenj € {1,...,Q+ 1} wie folgt darstellen

AW(so,fvo)) = 5 Aq(9)

seW(so, {Vo})
= zAQ SVo
= Z;AQ dt—so
SVO

= EQAQ Bo(t)
s tGT(S,{Vo})

= ZSAQ(S) > Bolt)
Se teT(sVoi1)

=ZSA1—1(S) > Bo-jult).
s teT(sV))

O

Es ist wichtig zu bemerken, daR bei der Auswertung vbhg die MengeV; nicht in die Berech-
nung der beatigtenA, und By, eingeht.

4.5.4 Berechnung vorA,

Mit den Vorarbeiten aus den vorangegangenen Abschni@nsichAl, nun auf einfache Weise
berechnen. Dazu wird jetzt eine spezielle Wahl der Mengeand der Funktionepg getroffen.

Definition 4.13 (Spezielle Wahl vorv, und 1)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt und y € R" sei eine beliebige aber fest gewiéihlte Reali-
sierung der Zufallsvariable Y. Definiere

V=V, firme {1,...,a},
Vim = {Vo}, firme {a+1,...,Q+1},
Un:=ViX...XVm, firme{1,...,Q+1},

Man betrachte zu einer beliebigen aber festen Wahl voni € {1,...,k} das eindeutige j € {1,...,a}
und das eindeutige | € {1,...,b} mit

=(j—1)-b+i.
Man definiere fiir eine beliebige aber feste Wahl von a € {£1}
V()= {veV; v =a}
Ug(a) :=Va x ... x Vj_1 x V] () x Vjz1 x ... x Vg C Ug, (4.21)
und definiere fiirq € {1,...,Q} die Abbildungen

Hg:S— R,

S exp <—T;AFq(s)) . (4.22)
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Mit dieser speziellen Wahl der Mengen und Funktionen aus den vorangegangenen Absdftitten |
sich jetztA, einfach berechnen.

Satz 4.14 (Berechnung vor\, )
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt und man verwende die Begriffe aus Definition 4.13,
wobei i € {1,...,k} beliebig aber fest gewahlt sei.

() Es gilt
() | () |
¢({i1}k): . |iueugy, ri(a)= : |iueUb) b, (4.23)
W(sp) Y(sp)

(i) Fiir alle u € Uq gilt
o € W(so, {vo}). (4.24)

(i) Fiir alle (s,q) € Sx {0,...,Q} seien Aq(S) und By(S) mit den Mengen V4, ...,V nach Defi-
nition 4.9 auf Seite 70 und Definition 4.11 auf Seite 73 definiert. Dann gilt

) =3 Aa® T Bojualt), (4.25)
sc teT

(sVi(@))

Beweis. Ad (i): Nach Definition4.1 auf Seite60 und der Definition von

Ug=V x...xV x{V C XV
0 X ... xV x{v} x X{O},

g

a-mal (1-1)-mal
folgt sofort
W(sp)
¢ ({il}k) = | ueUg
W(sg)
Weiter gilt
. W(sp)
M@= {owiue{z1* u=af=<| : |iucUou=a

()

= ;|5 ueug(a)
W(sp)

Ad (ii): Nach Definition4.13gilt ftr alle§g2 mitu € Ug

Soi1=T(Sg:UQ+1) = S0, Uqt1 € Vor1 = {vo},

also
sh € W(so,Voi1) = W(so, {vo}).
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Ad (iii): Unter Verwendung von4.5), (4.8), (4.19), (4.21), (4.22), (4.23 und @.24) qgilt

Q

[ex0( - 5o20Fu(s))

ue{il}z, u=a9=1
Q

= > 1uq<sa>

ueUg(a) =

S T TS

(ueUg(a))  o=1
NSGEW(s0.VQ+1))

= Aq(W(s0,Vg11))
= Z;Aj_l(s) Z BijJrl(t)
se teT(

SV (a)

Ay(y) =

Formal war,&Q(W(so,VQH)) uber das HilfskonstruktU(i?(or) bestimmt, welches in der resultie-

renden Darstellung aber nicht mehr bégt wird, da dort der bestimmende Tem‘l(a) explizit
verwendet wird. Somit lassen siéla(s) und By(s) mit den MengenVy, ..., Vg unablangig voni
unda bestimmen.

O

Die Unabtangigkeit derAq(s) und Bqy(s) voni und a bedeutet, dal? diese Werte reinmal be-
stimmt werden rassen, um alléy, (y), 1 <i <k, a € {£1}, zu berechnen.

Zusammenfassung der Vorgehensweise:

e Definiere
Vj =V, furje{1,...,a},
Vj := {vo}, furje{a+1,...,Q+1},

Vi(a):={veV;v=a}, furi=(j—1)-b+i,1e{l,...,b}, je{l,....a}, a e {+1}.

e Zu einer beliebigen aber festen Wahl wa R" definiere firg € {1,...,Q}
Hg:S— R,

1
S eXp (-EAFCI(S)> .

e Man berechne

Am(s), furseS me{l,...,a—1},
Bm(s), furseS me{1,...,Q},

mit den Rekursionsformelm (13 und @.17) und den StartwerteAy(s), Bo(s) mit (4.11)
und @.16.
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e Man berechne all&l (y),i € {1,...,k}, a € {£1} Uiber @.25), also

Aix(y)zzsAj—l(S) > Bojult).

SS teT(sV)(a))

und bestimme die Soft-Outputs

(ALY
L(U,]y)_ln<m), i=1,...k

Zusammen mit der Rekursionsformel aus dem vorangegangenen Absbhniﬂatrkalle%(y) jetzt
gemeinsam mit Q(- Q) Operationen statt ®2¥) Operationen berechnet werden.

ErinnerungL =1-b,Q=a+1—1,k=a-b, wobeik die Anzahl der Infobits ist.

Die numerische Komplext zur Berechnung der Soft-Outputs ist also von exponentieller Ordnung
auf lineare Ordnung verringert worden, wobei die Anzahl der Infdbdge entscheidende GRRe
ist.

4.5.5 Spezialfall: Birarer Zustandsiibergang

Im wichtigen Spezialfalb = 1 besteht die Meng¥ der Zustand$bergangszeichen nur aus den
beiden Elementen1, —1. Die GSM-Codes géiren etwa zu diesem weit verbreiteten Spezialfall.

Da in der obigen Beschreibung jetzt | unde‘(a) = {a}, vereinfacht sich die Vorgehensweise
noch einmal wie folgt:

Vorgehensweiseiir b = 1:

e Definiere

Vm:={£1}, furme{1,... a},
Vim:={+1}, furme{a+1,...,Q+1}

e Zu einer beliebigen aber festen Wahl wa R" definiere firg € {1,...,Q}
Hg:S— R,

S— exp <—T;AFq(s)) .

e Man berechne

Am(s), furseS me{l,...,a—1},
Bm(s), furseS me{l,...,Q},

mit den Rekursionsformelm(13 und @.17) und den StartwerteAy(s), Bo(s) mit (4.11)
und @.16.
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e Man berechne allé, (y),i € {1,...,k}, a € {£1} Uiber
Auly) = ZSAi—l(S)BinH(T(S,G))- (4.26)

und bestimme die Soft-Outputs

) — Ai+1(Y) L
L(Uily) =1In <—Ai_1(y)) , i=1...k

4.6 Algorithmische Umsetzung (TSO Verfahren)

4.6.1 Vorbereitung
Man betrachtedir die algorithmische Umsetzung die Menge
T={(s9);s€S q=0,....Q+1}

des Trellis-Diagramms und die Abbildungen

m: 7 — R,
1 . . :
(s,Q) — exp(—ﬁAFq(so »Multiplikatoren im Zustand des Trellis-Segments.
A: T—R,
(s,0) — A(s,q) ,Teilsummen A im Zustand des Trellis-Segments,
B: 7 —R,

(s,q) — B(s,q) ,Teilsummen B’ im Zustanddes Trellis-Segmen® —q+ 1°.

Die Abbildungen werden nur auf den sinnvollen Teilmengen des Definitionsbereiches ausgewertet.

Berechnung vonp:  Eingang 02, y; Ausgangy;

fuarq=1,...,Q: Fortschreiten im Trellis-Diagramm
firse S Betrachtung aller Zusinde
W(s,q) = exp(—z%zAFq(SJ) :
L
[

Algorithmus 4.2: Berechnung der Multiplikatoren [

In einem vorbereitenden Schritbknen die beditigten Multiplikatoreru(s, g) mit Algorithmus4.2
berechnet werden. Da der Wert vAfg(s) nur mittelbar vom Zustand abhangt und direkt mit
W(s) gebildet wird, gilt

|{AFy(s); s€ S}| < min{zL,Zd}7

d.h., urd < L haben viele der obigep(s,q) den gleichen Wert. Atidngig vom speziellen Code
laRt sichu(s,q) in der Implementierung also mit weitaus weniger Operationen bestimmen.
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4.6.2 Allgemeiner Fall

Die Berechnung der L-Wert Soft-Outputsirfden allgemeinen Fall von terminiertgm, k)-
Faltungscodeslit sich in kompakter Form als Algorithmds3 formulieren. Diesen Algorithmus
(beziehungsweise den f@iren Spezialfall Algorithmud.4) werden wir auch kurz als TSO Verfah-
ren (Trellis-Soft-Output Verfahren) zitieren.

TSO Allgemein:  Eingangp; AusgangL(U,|y);
firse S Vorbelegung
A(s,0) :=0; B(s,0) :=0;
L
A(%,0) :=1; B(,0) :=1,; Startzustand
fuarg=1,...,I: Terminierung
firse S Betrachtung aller Zuginde
st :=T(sW); Nachfolgerzustand
B(s,q) := W(s,Q—(q—1))B(s",q—1); Berechnung von B
[
I
fuarq=1,...,a—1: Fortschreiten im Trellis-Diagramm
furse S A Betrachtung aller Zusinde
A(s,q) :=A(T (vo,S),q—1); Vorbelegung von A
B(s,| +q) :=B(T(s,v0),l —1+0); Vorbelegung von B
fur ve V\ {vo}: Betrachtung alletUbergange
A(s,q) :=A(s,q) +A(T(v,8),q—1); Berechnung von A
B(s,I +0q) :=B(s,| +9) +B(T(s,vo),| —1+40Q); Berechnung von B
.
A(s,Q) := (s, q)-A(S,Q); Berechnung von A
B(s,| +q) :=u(s,a—q)-B(s,| +0q); Berechnung von B
L
I
fari=1,...,k Fortschreiten im Trellis-Diagramm
Al _0 A =0 Vorbelegung
j=1+[(-1)/bJ;
firseS Betrachtung aller Zusinde
fur ve Vj(+1): Ubergange
A=A +A(S 1) B(T(sv),Q—j+1); Update von A,
fir veVv/(-1): Ubergange
A=A A1) -B(T(sv),Q—j+1); Update von A
I
L
L(Uily) := In(A' /A ) i-ter Soft-Output
I

Algorithmus 4.3: Berechnung der L-Wert Soft-Outputs fiir allgemeine terminierte Faltungscodes
Bei geeigneter Implementierungsdarstellung Vdmzw.vji (a), etwa als Teilmengen vaN, lassen

sich die Iterationen € V unds € Svon Algorithmus4.3 als gewdhnliche Programmschleifen im-
plementieren. Vorkommende Indizes wie etwal + q werden bei der Implementierung ddich
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nur einmal berechnet und nicht bei jedem Auftreten, wie es hier zur besseesicht aufge-
schrieben ist.

4.6.3 Spezialfall: Birarer Zustandsiibergang

Im wichtigen Spezialfall eines bémen Zustandgbergangs, alsb =1 undV = {+1} vereinfacht
sich die Implementierung zu Algorithmdsa4.

TSO Binar:  Eingang |, AusgangL(U.ly);
firse S Vorbelegung
A(s,0) :=0; B(s,0) :=0;
I
A(%0,0) :=1; B(,0) :=1,; Startzustand
furg=1,...,1: Terminierung
firse S Betrachtung aller Zuginde
st :=T(s,+1); Nachfolgerzustand
B(s,q) ;== W(s,Q—(q—1))B(s",q—1); Berechnung von B
I
fuarq=1,...,a—1: Fortschreiten im Trellis-Diagramm
furse S Betrachtung aller Zusinde
tt:=T(+19);t :=T(-19); Vorgangerzusinde
st =T(s,+1); s :=T(s,—1); Nachfolgerzustnde
A(s,q) :=M(s,q)- (AttT,g—1)+At",q—1)); Berechnung von A
B(s,| +q):=u(s,a—q)-(B(s",| —14+0q)+B(s",| —1+q)); Berechnung von B
[
fari=1,....k Fortschreiten im Trellis-Diagramm
A= 0 A =0 Vorbelegung
furse S Betrachtung aller Zusinde
st i=T(s+1); s :=T(s,—1); Nachfolgerzustnde
A=A 1+A(s 1)-B(s",Q—i+1); Update von A,
A=A +ASiI—1)-B(s,Q-i+1); Update von A
L
L(Uily) := In(A' JA ) i-ter Soft-Output
I

Algorithmus 4.4: Berechnung der L-Wert Soft-Outputs bei bindrem Zustandsiibergang
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4.7 Erwartungswerte der A, und der einseitigen L-Werten

Abhangig von der verwendeten Codierung und der Kadalsig kKonnen die mit 4.25 berech-
neten WerteA, (y) numerisch sehr groR werden. Da bei der Bestimmunglybhly) die Werte
A‘H(y) und A[l(y) mit einem beliebigen gemeinsamen Skalar multipliziert sé&innen, sucht
man aus numerischen @rden nach einem Skalierungsfakiaip, c%), mit dem die Gewichte
Lg(S) in (4.22 so multipliziert werden, daR eimumerisches Wohlverhalten* de, (y) erwartet
werden kann.

Daher bestimmen wir zidchst den Erwartungswert véd (Y), wobeiY wieder die Zufallsvariable
der Kanalausgabe ist.

Lemma 4.15 (Flip eines uncodierten Bits)
Sei (n,K,¢) ein bindrer linearer (n,K)-Blockcode mit charakterisierenden Mengen Ji, . ..,J,. Man
betrachte fiiri € {1,...,k} die Abbildungen

VERES AR o
Ui (ul,...,ui_1,+1, ui+1,...,uk)T, fiir uyy = —1,
(ul,-..,Uifl,—l, Uita,. "7u|()T7 fiir Uy = +17
5 :R"—R"
_ | (y) — . N
s S0, mi {00 =0 e,
0;(x) =xj,  fiiri&Jj.

(i) Esgilt fiiralleu e {1} und allei € {1,... .k}, j e {1,...,n}

¢j(u):—¢,-_<y'(u)), fiiri € Jj,

¢j(U) = (Y (), fiiri ¢ Jj.

also

O(V(u) =3(0(u), B (W))=d(u).
(i) Es gilt fiir alle u,v € {+1}¥ und allei € {1,... k}

6 (u) = OVl = [0V (1) — d(Y ()],

_ 1
Beweis. Ad (i): Aus
0i(w) = []u
folgt die Aussage.
Ad (ii): Da nach (i)
¢j(U)—¢j(V)=—¢j_<\/i(U))+¢j_(\/<V)), fari e Jj,
Oj (W) — (V) = ;Y (u) — (Y (v)), fari ¢ Jj.
folgt auch diese Aussage sofort.
O
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82 4 Soft-Output Decodierung terminierter Faltungscodes

Lemma 4.16 (Erwartungswert vonAl (Y))

Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt und es sei'®

i o _1 _ 2): s (_iAF )
Aty ue{ﬂ};w_aexp( 00 vE) = 5 ew(gthi).

firi=1,....,kund a € {£1}.

Dann gilt
0
Con 1 1
=) =gy 3 1}kexp(—@ RO
2D 5 exp(— L (b0

uve{+1}k

1 2 1
I Gy

uve{£1}kg=1
Q
1 I exp(—édham(wsa),w(%))) :

= o0tkil
22 uve{£1}kag=1

Insbesondere ist E (A (Y)) unabhingig von i und o.
(i) Mitco:= (+1,...,+1)7T € {+1}"und dp:= (+1,...,+1) " € {+1}9 gilt

E(A) =2 ¢S exp(— Sohan(6(u).c0)

ue{+1}k
1 Q 1
Py {Zl}kql_llexp _?dham(tp(sa);do) :
ue =

(iii)

10siehe Korollard.4 auf Seite65
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Beweis. Ad (i): Nach Voraussetzung ist = ¢(U) + Z, wobeiU gleichverteilt ist undZ ~
N (0,0%l,). Damit folgt

1 IRV

(ue{ﬂ} N exp( 252 19(U) Yz))
_1 o) — 7112

(ue{ﬂ} N exp( 552 10(W) —¢(U) Zz))

1 1 X
E exp(—— |r¢<u>—¢<v>—zr|2)
ve{ 1}k 2 RN ue{jzl}Z U= 20°

(a2 128 2

1

= 1 ) X
Z /(212N exp<—_ Z+¢(v)—o(u)fz+z )dz
Zkve{ﬂ}kue{ﬂ}  Ui=at (Z]TO'Z)nR/n 202 <|| (V) = ¢ (u)llz+1l ||2>

— .y _
Zk\/zn ve{il}kue{il}z, U=0 4/ (21'[%2)”
y exp(—% (12 + )~ () 2+ 5 100 —¢<u>||2)) dz

Rn
1
1 2
+Z [§(u) = (V)] )) dz

1
= —n —
242 ve{%l}kue{il}z., ui=a 4/ ( 21'[%2 n

Loolgy (5

N Mexp( 160~ 6] )
B 1 _i . B . 2
N 2k\/§n vegl}kue{il}z~, =0 exp( 40° Hq)(yl(u}) o (V))H )
_ 1 1 N 2
-2 ﬁnvegl}kue{ﬂ};ﬁ__aexp( e ¢<v>||)

—E (A'(_G)(Y)> .
Da aul3erdem gilt

E (AL1(Y)) +E (ALy(Y)) = Ln

exp( 10w — <v>||2)
Zk\/é ve{+1lkue{+1}k 402
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folgt
i B 1 1
=0 =gy 3 1}kexp(—@ RO
25 exp(— L (b0

uve{+1}k

1 2 L
= S )3 |-|exp<—ﬁllw<$)—w(85>||§>

uve{+1}kg=1

Q
_ # S T exp(—édham(llJ(Sg)atlJ(qu))) :

uve{+1}ka=1

Ad (ii): Mit (i) folgt

E (A, () =2 (39 exp( ~ 502 [0(0) -0

UE{:tl}kVE{il}Z,V]_=+l

— (34 oxp( - 422 10(0) - 0 ) +

ue{£1}k |:ve{i1}k, vi=+1lvp=+1

xp( - 1o ¢<u>¢<v>2)]

ve{£1}K vi=+1vp=-1

23 oxp( - 502 10(0) - 0 +

ue{+1}k |:ve{i1}k, vi=+1Vo=+1

! 2
Vg{:t:]_}k7 V1=+1,V2:1exp(_4T.Q }}q)(yz(u)) - q)(yz(V)) H )]

224 S ep(gelew-el)

ue{+1}kve{+1}K vi=+1vo=+1

2G5 et 1w - o)

ue{+1}k
n 1
—2-(3+1) Y eXp<——2dham(¢<u)7CO))
uc{+11k o
LS e (o))
= — ——0ham »¥0) | -
2240 a1 o*

Ad (iii): Es gilt

E (AL () =2 (1) 14 exp(—édham(MU),cO))

ue{il}% u#£Ug

und somit

E (A (Y)) > 2 (3+1)
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und

E (A v)) =2 G- (14 @~ Dexp( - Zpchan(®)) ).

O

Mit (ii) | &Rt sichE (A, (Y)) mit einer Variante von Algorithmué.3 auf Seite79 beziehungsweise
Algorithmus4.4 auf Seite80 berechnen.

Vorgehensweise zur numerischen Berechnung:

e Definiere

V=V, furje{l,....a},

Vj:={w}, furje{a+1,...,Q+1}.
e Definiere

H:S— R,
S— exp(—édham(lp(s),do)) , (4.27)
undfurqe {1,...,Q}
Hg:S— R,

St— U(S).
e Man berechne

Am(s), furseS me{l,...,Q},
mit der Rekursionsformelrd(13 und den StartwerteAg(s) mit (4.11).

e Man berechne

E (AL (Y)) = 27 (2+Y) > Aa(f ().

Algorithmus 4.5 auf Seite86 beschreibt iir den Spezialfall des bamen Zustandshergangs die
Berechnung vortE (Ai,(Y)), wobei p nach @.27) berechnet wird. In Algorithmug.5 werden
im Sinne einer kompakteren Aufschreibung zu viele Operatioiieg £ a+1,...,Q+ 1 durch-
gefuhrt. Vergleicht man mit4.13), so erkennt man, dal3 i@+ 1-ten Trellis-Segment tadshlich
nur A(sg, Q+ 1) korrekt berechnet wird (der Rest ist aber uninteressant).

Da die WerteA, (y) die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P{we Q; Ui(w)=a}|{we Q; Y(w) =Yy})

bis auf einen Vorfaktor darstellen are auch aus numerischeni@denE (A'a (Y)) = % winschens-
wert.
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E(AL(Y)) Binar:  Eingang i, Ausgang E(AL(Y));
furse S Vorbelegung
A(s,0) :=0;
A(%,0) =1, Startzustand
furg=1,...,Q: Fortschreiten im Trellis-Diagramm
furse S S A A Betrachtung aller Zuginde
tt:=T(+1,9); t" :=T(-1,s); Vorgangerzusinde
A(s,0) :=u(s,0) - (At",q-1)+Alt",q-1)); Berechnung von A
[
\7 ~ ~
tt=T(+1,%); t =T(-1%); \Vorgangerzusinde
E (AL (Y)) =2 G (AT, Q) +At—,Q)); Berechnung VoiEt (A (Y))

Algorithmus 4.5: Berechnung von E (A(Y)) bei bindrem Zustandsiibergang

Bei der Berechnung deg(s) in Abschnitt4.5kann daher ein Skalierungsfaktor

K($,0?) = (i > ﬁexp(édham(w(ﬁ),do)))

ue{+11kg=1
Q 1
Z I_l eXp (_ ?dham (UJ($)7 do))
ue{+1}ko=1
hinzugeftigt werden.

Fur das Beispiel des Industriestandard-1/2-Codes (¢, (Y)) in Abbildung4.6 auf Seite87 und
K(¢,0?) in Abbildung4.7 auf Seite87 dargestellt.
Abschliessend émnen im folgenden Lemma noch die Erwartungswerte der einseitigen L-Werte

betrachtet werden, die als Maf3 der Verzerrung der Soft-Outputs im Verglei¢h-Z}h dienen.
In Abschnitt6.3 ist dargestellt, wie die einseitigen L-Wertérfnumerische Vergleich eingesetzt

werden bnnen.

Q-

NI S|

1
Q

NI

=2
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87

Industriestandard—-1/2—-Code

-20 -15 -10 -5

0
E,/N,[dB]

10

15

20

Abbildung 4.6: Logarithmierte Erwartungswerte E (A'G (Y)) fiir den Industriestandard-1/2-Code

Industriestandard-1/2-Code

2 T

kappa

Abbildung 4.7: Skalierungsfaktoren K(¢,0?) fiir den Industriestandard-1/2-Code
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Lemma 4.17 (Erwartungswert der einseitigen L-Werte)
Voraussetzung 4.3 auf Seite 64 sei erfiillt und es sei'!

i () - 1
A= 3 exp( — o3 10(0) ~y13)

firi=1,....kunda € {£1}.
Definiere die Zufallsvariable des i-ten einseitigen L-Werts als
Li: Q—R,

W £i(6) 1= Ui (@) LU Y (@) = Ui(e) - In (%) |

() Firi=1,...,kundy e R" gilt
Aa(y) = Alg(8(Y),
Au(y) =Ay(B(y), fiirj=1,... k j#i.

(i) Firi=1,... kK gilt

(i) MitZ ~ N(0,0°lp) undco:= (+1,...,+1) " € {+1}" gilt fiiri = 1,...,k:
=)= i " ( )exp(—rizn%—zné)dz
_elin Al (co+2)
a A (co+2)

Beweis. Ad (i):

™M

oo~ s 00 yué)
ue{il} U=
:ue{il}Z i eXp( 202 138 5i(y)”§)
:ue{il};w_Gexp(—EHq)(U)—éi(Y)Hg

= Ai—a (6i (Y))

l1siehe Korollard.4 auf Seite65
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Seije{1,...,k}\{i}. Dann gilt

| 1
nw= 3 exp(— 503 16(0)-y13)

- exv( OB y||§)
ue{£1}k, g—m u=+1 202
_1 2
+ exp(— H¢(u)-y|\2>
ue{+1}k, g—m uj=—1 202
1 . 5
T2 eXp(__zoz 13 (6(u) —yuz)
ue{il}kv Uj=a, Uj:—]_

1 .
bs e[l i)
ue{£1}K, u=a, uj=+1

= Ay (3(y))-

Ad (ii):

E(l)=E (ui In (2:“21;))
2 [ () el )
R énozwue{%}k“i Jr (A?l(z))exp( 5021000 72

- (;m) Tl < féi) (- 522 00~ 213) ¢z

2) p( - 502 I00) 213 ) 02

e ] (e el )
i ALl )

1
1 Ai 1(2) 1 2
o (55 ) 2ot o

1
- 2 V (ZT[G ue{il}zu +1R/n (
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1 AL (2) I TV
_Zklx/mue{il}%ui—ﬂm/nln (Ai—l(z)>exp< 20° o ZHZ)dZ

= ! /In Ah(z)) A, (2)dz

Ad (iii): Fur jedesj € {1,...,k}\ {i} gilt

. 1 A . (2) 1 )
. (LI) N k-1 V (2T[0-2)n uc{+1}k uizz+1,uj-:+1R/nln (Aii(z)> exp(_ﬁ Hd)(u> N ZHZ) dz
1 A4 (3(2) 1 o
T i o o] " R 7P 00 -BE)
1 1(2)

A 1
=2. /In h exp(——|]¢(u)—z||2> dz
2k-1 (2n02)n ue{x1}k, ljiz—+l,uj-—+1Rn <A|1(2)> 20° ’

Somit gilt

) A
E (L) =21 = 121102)“ S /In (AfiEz) exp(—riz 1 (u) —Z||§) dz

u=(+1,...,.+1) 'pn

- ﬁ/'” <2.+18> eXp(_ZTiz ||00—z||§) dz

Rn
=E (In

A, (co+2)
A (co+2) ) )
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Kapitel 5

Soft-Decision Decodierung biarer linearer
Blockcodes

Sometimes, you have to punch your way through.

(Kathryn Janeway)

5.1 Verfahrens-Verkettung

In Abschnitt3.6 wurde dargelegt, dal? zwei Decodieidrer eine Soft-Schnittstelle (Soft-Werte)
gekoppelt werden sollten, um eine maximale Informationsweitergabe Zahgeisten.

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dal3 Soft-Werte, also ein reeller Vektor, als Eingangsda-
ten fur einen Decodierer vorliegen. Aufgrund dieser soften Werte soll dutbéliebige bidre

lineare Blockcodes eingharte” Decodierungsentscheidung getroffen werden, das heift, eine Me-
thode zurSoft-Decision Decodierungwird entwickelt. Dabei ist es nicht von Bedeutung, ob die
Soft-Werte von einem Demodulator oder einem vorgeschalteten Decodierer geliefert werden. Ab-
bildung5.1zeigt den Einsatz bei der Decodierung von verketteten Codes, wobei der vorgeschaltete
Soft-Output Decodierer etwa der aus Kap#aiein kana.

Soft-Output- Soft | goft-Decision- | Hard
Decodierer yER" Decodierer (e {+1)

>

Abbildung 5.1: Soft-Decision Decodierung bei verketteten Codes

In der im weiteren betrachteten allgemeinen Darstellung kann das entwickelte Verfahren also wie
iIm vorangegangenen Kapitel isoliert betrachtet werden, da die Verfahrenskogilendie Soft-
Schnittstelle erfolgt. Geafd der Allgemeinheit der Darstellung wird der Eingang des Decodierers
wieder alsy € R" und der Ausgang ais € {41} bezeichnet

!Die in Kapitel 4 berechneten L-Werte haben zwar nicht Erwartungswerte #d$, wie man es von der Kanal-
ausgabe erwartet, sondern bilden mit der Codierungsabbildung und dem Kanal einen verzerrten Superkanal, aber sie
kénnen dennoch ohne Skalierung verwendet werden, wie auf Bitargestellt.

2Eine allgemeine gemeinsame Darstellung der Decodierung verketteter Codes ist in Al3s6lanittjefihrt.
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5.2 Zielfunktionsdefinition

In Abschnitt 3.4 wurde bereits gezeigt, dafd unter geeigneten Voraussetzungen (AWGN-Kanal)
eine Minimalfehler Soft-Decision Decodieruaguivalent zu einer Minimaldistanz Soft-Decision
Decodierung bdmlich der euklidischen Norm ist. Somit muf3 zur fehlerminimalen Decodierung
der Minimierer einer (Ziel-)Funktion gefunden werden.

Zunachst formulieren wir die bénigten Voraussetzungen defdelt, wobei insbesondere ein
AWGN-Kanalmodell angenommen wird.

Voraussetzung 5.1 (Soft-Decision Decodierung bei ANGN-Kaiten)

Es sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und n,K € N, n > k. Weiter sei (n,K,§) ein binirer
linearer (n,K)-Blockcode, K sei ein AWGN-Kanal der Dimension n mit bitweiser Varianz 6% > 0
der Kanalstorung, Y : Q — R" sei die Zufallsvariable der Kanalausgabe undU : Q — {+1}K sei
eine von K fiir alle ¢ € {£1}" stochastisch unabhingige gleichverteilte Zufallsvariable mit

Y(w) = K ($U(w),w), firaleweQ,

d.h., $(U) ist die Zufallsvariable der Kanaleingabe.

Man beachte, dal3 Voraussetzuni die Voraussetzung.12auf Seite40 umfalf3t.

Als nachstes kann die Zielfunktion definiert werden.

Definition 5.2 (Soft-Decision Zielfunktion)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. Dann heif3t zu jeder Realisierung y vonY die Abbildung

F:{+1k >Ry

Uy Pu-vy;| - (5.1)

n
=1 iEJj

Soft-Decision Zielfunktion.

Zur Vereinfachung der Darstellufgvurde hier (wie auch stets &fer) eine beliebige aber feste
Realisierungy der Kanalausgabé angenommen.

Dal3 ein globaler Minimierer voR tatsachlich die fehlerminimale Decodierungsentscheidung dar-
stellt, zeigt das folgende Korollar zu S&23auf Seite47.

3DaF von der Realisierungabtangt, ware eigentlich bei wechselndgnetwa eine Schreibweidg zu verwenden.
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5.3 Verfahrensschritte 93

Korollar 5.3 (Soft-Decision Minimalfehler-Decodierung durch Zielfunktionsminimierung)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. Es sei dsp : R" — {il}k die Soft-Decision Decodie-

rungsabbildung, die jedemy € Y einen Minimierer* der Soft-Decision Zielfunktion F zuordnet,
das heiBt

Ssp: R" — {+11K
2

@Ui—Yi

1 \iey;

y — argmin

n
uc{+1}k | |=

Dann ist dsp eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung.

Beweis. Fir jedes beliebig aber fest gailtey € R" gilt

19(3sp(Y)) =Yl = VF(3sp(y)) = | F (argmin{Fm)})

Ge{+1}K
< VE(U) = [lo(u) -yl

fur alle u € {£1}X. Nach Definition 3.22 auf Seite47 ist sp somit eine Minimaldistanz-
Decodierungabbildung béglich der euklidischen Norr).||, und mit Satz3.23 auf Seite47 ist
dsp folglich eine Minimalfehler Soft-Decision Decodierungsabbildung..

O

Unter den genannten Voraussetzungen ist das Problem der fehlerminimalen Soft-Decision Deco-
dierung somitfir jede Realisierung € R" der Kanalausgab¢ auf die Losung des Minimierungs-
problems

min {F(u)} (5.2)
ue {1}k

reduziert.

Da die Mengg{+1} aber ¥ Elemente entiilt, kann man bei Anwendungen der Praxis mit groRen
k nicht einfach alle Vidrteru in die Zielfunktion einsetzen, sondern muf3 den Codebaum geeignet
behandeln.

5.3 Verfahrensschritte

Zu jeder empfangenen Nachrichist jeweils ein Wortu’e {+1}X gesucht mit der Eigenschaft
F(0) <F(u) firalleue {+1}X.

Um nicht alle X Wérter untersuchen zu issen, was bei groRénnumerisch nicht raglich ist,
wird nun ein Branch-and-Bound Algorithmus vorgestellt, der die Zahl der zu untersuchenden

“Bei beliebig aber fest geiltemy € R" besitzt die ZielfunktiorF ein globales Minimum auf+1}%, welches
aber nicht eindeutig sein mu3. Somitknen mehrere Minimierer, aber mindestens einer, der Zielfunktiexistieren.

Der Term argmir{F (u)} soll nach einem beliebigen deterministischen SchemanMinimierer d € {+1}¥ von F
uc{+1}k
darstellen (argmin“ steht @ir ,Argument des Minimums").
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Worter stark reduziert. Zudem kann der Algorithmus zu jeder Zeit ein bis dahin bestes Code-
wort als Ergebnis liefern. Der besondere Vorteil dieses speziellen Branch-and-Bound Verfahrens
liegt darin, dal’ nicht auf dem Codebaum des gegebenen Codes operiert wird, sondern auf dem
Codebaum eines adaptiv transformierten Codes, der numerisch besoudstigey Eigenschaft
besitzt.

+1

@, @) @) @) @) @, @ @, @, @, @) @) @) @) @) @)

OO0O0OO0OO0OOOO0OOOOOOOLOLOOLOOLOLOOLOOLOOLOOOOOOOO

Abbildung 5.2: Branch-and-Bound auf dem biniren Codebaum

Das Verfahren geht mit folgenden Schritten vor:

1. ,Code-Quasi-Systematisierung: In einem ersten Schritt wird der gegebene Blockcode
derart in einen identischen quasi-systematischen Blockcode transformiert, da3 die tpfobits
mit den kleinsten Indizes den betragsigren Komponenten des Demodulationsergebnisses
y zugeordnet werden.

» Die sichersten Bits werden zuerst decodiert*

2. Im Codebaum des transformierten Codes werden sukzessive die Intpbigstgelegt
(Branch), vergleiche Abbildund.2 Durch Betrachtung von unteren Schrankindie noch
unbekannten Bestandteile der Bewertungsfunkiid&®dnnen ganze Untedme ohne expli-
zite Auswertung verworfen werdeBgund).

3. Ricktransformation des Decodierungsergebnisses in den Originalcode.

Das Verfahren arbeitet somit wie in Abbildurig3 dargestellt: Der Code wird adaptiv, d.h.
abhangig vom Demodulationsergebnis R", so transformiert, daf3 eine Decodierung im trans-
formierten Bereich numerisch effizient dur@hfbar wird. Das Ergebnis dieser Decodierung wird
dann in den,Normalbereich* ticktransformiert.

Im folgenden wird das Verfahren mathematisch fundiert und algorithmisch ausformuliert. Alterna-
tive Verfahren, die die Zielfunktion mit Methoden der nichtlinearen Optimierung behandeln, sind
in [Sch97 RSS9§ zu finden.
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Normalbereich transformierter Bereich
Code(n,k, ) Code(n,k,§)
yeR"
Transformation

Decodierung

Riicktransformation

Abbildung 5.3: Decodierung im transformierten Bereich

5.4 Quasi-Systematisierung

5.4.1 Vorgehensweise

Zu einem beliebig aber fest géahiten kryptocodierten Codewoute {1} mit zugeldrigem
kanalcodierten Codewoctc {+1}", ¢c" :=u'G, und einem beliebig aber fest géiten Demo-
dulationsergebniy € R" soll der Code nun so quasi-systematisiert werden,adaflG fur die
Indizesi mit den betrags@fiteny; gilt.

Es wird also eine folgende Darstellung der Generatorm@itetrachtet:
G=AG, Ac{t1}*Kregubr, Ge {x1}k" (5.3)

wobeik Spalten vorG aus derk Einheitsvektoren bestehen. Die Wahl der Spajtsall mbglichst
den Indizes der betrag<i$teny; entsprechen. Die Multiplikation von links mi bedeutet auf
dem Korper{+1} eine Abfolge von Zeilenadditionen der Mati

G ist dann die Generatormatrix eines speziell quasi-systematisierten Codes:

c'=u'G=u'AG. (5.4)
~~
=:ar
Es gilt dann nach Konstruktion
Gi :Ct(i)v i :17...,k, (55)

wobeit: {1,...,k} — {1,...,n} moglichst auf die Indizes der betrags@teny, ;) abbildet.

Die Beziehung zwischen Original-Codierung und transformierter Codierung ist in Abbilsldng
dargestellt.
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GT u C éT 0]

1(i)-te Spalte vorG Cr(i) +1 ... +1

Abbildung 5.4: Quasi-Systematisierung

Im folgenden werden analog fhidie zuG getdrigen charakterisierenden Mengen
Ji,....dhC{1,... k}

betrachtet, also N 3
Jyi={ie{l,....k}; Gj=—-1}, furi<j<n

Nach der Quasi-Systematisierung ist die weitere Vorgehensweise:

e Decodierey iiber den durcl quasi-systematisierten Code zu einern {1},

e Riicktransformation: Bestimme das Codewor {41} mit

G"'=u'A u =d"AL
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5.4.2 Algorithmus der Quasi-Systematisierung

Zur Konstruktion eines Quasi-Systematisierungsverfahrens betrachte eine bijektive Abbildung
(Sortierung: {1,...,n} — {1,...,n}, alsop € Sy, mit

Yum)| > Yy, 1<m<n-1 (5.6)
Wie oben beschrieben werden zur Transformation Zeilenadditionéitigerie durch Tupel
ome{l,....k} x{1,....k}, m=1,... a (5.7)

protokolliert werden knnen, wobea € Ng die Anzahl der Zeilenadditionen ist uri@,q) = om
bedeutet, dal3 dig-te Zeile zurp-ten Zeile addiert wurde. iF die Matrixschreibweise sei die
Matrix Aq,, = Apq € {£1}*K die k x k-Einheitsmatrix mit Extra-Element 1 in der p-g-Position.
Dann bewirkt ApqG die Addition derg-ten Zeile vonG zur p-ten Zeile vonG.

Der Algorithmus definiert eine weitere bijektive Abbildupg{1,...,k} — {1,...,k}, alsop € Sk,
mit der Eigenschaft

Ve = Wrps+apls 1<s<k-1 (5.8)
Diese Eigenschaft wird beim Branch-and-Bound Algorithmus Verwendung finden
Man betrachte weiterhin die Projektionsabbildung

T: R — {£1},
1, furx>
g 4 TL TUrx=0, (5.9)
-1, fourx<O.

Der Algorithmus5.1 generiert zustzlich einen,Startpunkt‘u®, der als erstes approximatives De-
codierungsergebnis verwendet werden kafmwifd so konstruiert, daR

0=T(yrq). furg=1,...k (5.10)

da
d.h., die niyglichst,besten* Komponenten vopwerden zw® gerundet. Im weiteren kann dann
auf die Datenhaltung der Abbildurtgverzichtet werden.

Die HilfsmengeZ im Algorithmus entklt jeweils die Indizeg| der schon erzeugten Einheitsvek-
toreneg € {+1}K.

Lemma 5.4 (Algorithmus zur Quasi-Systematisierung)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. Dann terminiert der Algorithmus 5.1 fiir jede Realisie-
rung y € R" der Kanalausgabe. Der mittels Algorithmus 5.1 iiber die Generatormatrix G definierte
binire lineare (n,K)-Blockcode (n,k,§) ist ein zu (n,K,§) identischer quasi-systematischer (n,K)-
Blockcode, und es gilt

G= iAquqafl . .AGZA%G.

Al

SDer Aufbau von Matrizen, die durch Matrixmultiplikation Zeilen- bzw. Spaltenoperationen an anderen Matrizen
vollziehen, ist etwa inRRei9g dargestellt.

5Die sukzessive zu entscheidenden Bitswerden beim Branch-and-Bound Verfahren aufgrund dieser Eigenschaft
in der Reihenfolge der Sortierumggewahlt, alsoug 1), Up(2), Up3); - - -

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



98 5 Soft-Decision Decodierung binarer linearer Blockcodes

Die Spalten 1(1),...,1(k) von G sind die k Einheitsvektoren des {1} und weiter gilt

WVeop()| = [Yrop@)] = -+ = [Yrop(i) |-

Beweis. Der Algorithmus5.1terminiert, da die MatridXG den vollen Rangk besitzt. Nach Kon-
struktion des Verfahrens gilt N

G=A1G
undA—1 = Aq Aq, ;... Aq,Aq, it regubir, das heiltn, k, §) ist ein zu(n,k, ¢) identischer(n, k)-
Blockcode. Weiter istn, k,®) nach Konstruktion ein quasi-systematisctrek)-Blockcode.
Die restlichen Aussagen gelten nach Konstruktion des Verfahrens.

0
Quasi-Systematisierung (Variante 1):  Eingand3, |, y; AusgangG, @, a,a, p, p~1;
Z:=0; Einheitsvektoren-Index
a=0 G:=G m:=1;
solange|Z| < k:
j = p(m); 3
falls {i € {1,...,k}\Z; Gjj = -1} #0:
q:=min({i € {1,...,k}\ Z; Gj = —1});
Z:=27U{q};
1(q) = |; zur Vollstindigkeit; wird nicht implementiert
Gg = T(Yj); Startpunktgenerierung
p(|Z]) :=q; fur Branch-and-Bound
p~1(q) :=1Z; fur Branch-and-Bound
fur pe{1,....k} \{q}:
falls Gpj = —1:
a.=—a+1;
Oa:=(p,q); g-te Zeile zur p-ten addiert
furr=1,...,n:
Gpr := Gpr @ Ggr;
L
[
L
m:=m+1;
[

Algorithmus 5.1: Spezielle Quasi-Systematisierung des (N, K)-Blockcodes (Variante 1)

Inklusive der Sortierungt des Demodulationsergebnisses &gtrder numerische Aufwandiif
Algorithmus5.1

e O(nlogn) FlieRkomma-Operationen (Sortierupgund

e O(k2n) Binar-Operationen.
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5.4.3 Algorithmus der Quasi-Systematisierung (Variante 2)

In obigem Verfahren wurde eine volistdige Diagonalisierung der Matri® beziehungsweisé
durchgetihrt. Bei der im weiteren vorgestellten Implementierung eines Branch-and-Bound Verfah-
rens werden zugéhige Indexmenged} anstelle der MatrixG verwendet. Abangig von der Art

des verwendeten Codeérknen durch die folgende zweite Variante des Quasi-Systematisierungs-
Algorithmus numerische Operationen eingespart werden. In Algorittrigerden dabei die
.Einheitsspalten” nicht mehr tadtshlich zu Einheitsvektoren transformiert, sondern didgen
Operationen lediglich protokolliert. Desweiteren muf3 keine Kopie der M&rangelegt werden

(die Spalten werden sukzessive kopiert). Bei linearendhgigkeiten werden allerdings Aizli-

che Operationen notwendig, da Indizes dann doppelt behandelt werden (festgehalten in der Hilfs-
mengeR).

Es werden Gékz) numerische Operationen eingespart. Da auch die Datenhaltursgiger ist,
sind die Einspareffekte in der praktischen Anwendung aber deutlibbrh

Nach Konstruktion gelten alle Aussagen von Lemidauf Seite97 auch fir Algorithmus5.2,
wobei G implizit durch die charakterisierenden Menggnj = 1,...,n, gegeben ist.
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Quasi-Systematisierung (Variante 2):

Eingand3, 1, y; Ausgangd, (°, a, a, p, p%;

Z:=0
R:=0;
a=0;, m=1;
solange|Z| < k:
j == pu(m);
furi=1,....k
Gi := Gij;
L
firb=1,... &
gpa ) :~: abj
dp ‘= 9p©Jq;
L

falls {i € {1,....k}\Z; §i = —1} #0:

q=min{i € {L....K]\Z § = -1});

Z:=7U{q};
aq := Ti(yj);
Jji={a}h
p(Z]) :==q;
p ) :=1Z;
fur pe{1,...,k}\{q}:
falls gp = —1:
a.=a+1;
Oa = (p,0);
[

(I
[

sonst
R:=RU{j};
[

m:=m+1;
[

fur j e RU{u(mM),...,u(n)}:
furi=1,...,k
G == Gij;
I
furb=1,...,a
(P, Q) := O,
Gp := 0p @ oy
L
J =0
fur p=1,....k
falls §p = —1.

Jj=Jju{p};
[

[
(I

Einheitsvektoren-Index
Restindizes

Kopie der j-ten Spalte

Systematisiere die j-te Spaltg
g-te Zeile zur p-ten addieren

1”4

Startpunktgenerierung
Einpunktige Indexmenge

g-te Zeile zur p-ten addieren

Unsystematische Spalten
Kopie der j-ten Spalte

Behandle die j-te Spalte
g-te Zeile zur p-ten addieren

Algorithmus 5.2: Spezielle Quasi-Systematisierung des (n,K)-Blockcodes (Variante 2)
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5.4.4 Quasi-Systematisierung systematischer Codes

Der Algorithmuss.2kann beliebige biare lineare Blockcodes verarbeiten, da keine speziellen An-
nahmen getroffen wurden. Kennt man die spezielle Struktur eines CodaBt sich das Verfahren
~trimmen®, um numerische Operationen einzusparen.

Weit verbreitet sind systematische Blockcodes, das heifl3t, die érSigaiten der Generatormatrix
bestehen bereits aus dekiinheitsvektoren.

Die Anpassung von Algorithmus.2 fur diese wichtige Spezialisierung wollen wir nun als Algo-
rithmus5.3formulieren. Im wesentlichen sind dabei zwei Aspekte zulbksichtigen:

e Wird in Algorithmus5.2 eine Spaltg mit | < k bearbeitet, die unvandert denj-ten Ein-
heitsvektor darstellt, so ist weder eine Spaltenkopie@owtwendig noch Zeilenadditionen.
Die Indizes dieser Einheitsvektoren bilden jeweils die Mefie. ., k} \ Z.

¢ Wird eine Spaltg bearbeitet, die nicht (oder nicht mehr) einen Einheitsvektor darstellt, und
wird g als Pivotelement geahlt (siehe Algorithmu%.2), so wird durch die nachfolgenden
Zeilenadditionen dig-te Spalte de-systematisiert. Statt

g=min({i € {1,...,k}\Z; G =—1})
sollte daher

q=p(max(u t({i €{1,....k}\Z G =-1})))

gewahlt werden, damit digschlechtest-tidgliche* Spalte de-systematisiert wird, welche
man sgter unter geeigneten Unastden nicht mehr systematisieren mulf3.

Im Algorithmus5.3wird zur Einsparung numerischer Operationen ein lrf@axverwendet, der
so verwaltet wird, daf(zmax+ 1),...,(n) unzukssige (das heifjt.) > k) oder schon verwen-
dete Pivot-Indizes sind.

Nach Konstruktion gelten alle Aussagen von Lemndauf Seite97 auch fir Algorithmus5.3
wobeiG implizit durch die charakterisierenden Menggnj = 1,...,n, gegeben ist.
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Quasi-Systematisierung (Variante 3):  Eingand3, 1, y; AusgangJd, &®, a, a, p, p~L;

Z:=0; zmax=n; Einheitsvektoren-Index undbhster freier Index

R:=0; Restindizes
a=0 m:=1;

solange|Z| < k:
J :=u(m); gefunden= false

falls (j <k)und (j € 2): Die j-te Spalte ist der j-te Einheitsvektor
g:= j; gefunden= true;
sonst
fari=1,....k Kopie der j-ten Spalte
G = Gij;
[
firb=1,..., & Systematisiere die j-te Spalté
(p,q) := ap; g-te Zeile zur p-ten addieren
Gp == Gp ® Go;
I
r:=zmax
solange(ge funden= false) und (r > 1): Suche Pivot-Element
q:=H(r);
falls (g > k) oder (g € 2): g ist unzudissig oder verwendet
falls (zmax> 1) und (zmax=r): Anpassung von zmax
zZmax= zmax— 1,
solange(zmax> 1) und ((p(zmax > k) oder (u(zmax € Z)):
zmax=zmax—1;
L
[
r :=min(r — 1,zmay;
I
sonst
falls §q = —1:
gefunden= true;
fur pe {1,...,k}\{q}:
falls gp = —1:
a:=a+1,
Oa:=(p,q); g-te Zeile zur p-ten addieren
L
L
sonst
r=r-—1,
L
[
L
[

Fortsetzung folgt. ...

A\1%4

Algorithmus 5.3: Spezielle Quasi-Systematisierung eines systematischen (n,K)-Blockcodes
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falls ge funden= true:

Z:=7U{q};
g := Ti(yj);
Jj :=A{a};
p(llzl) =q;
p(a) :=|Z[;
L
sonst
R:=Ru{j};
L
m:=m-+1;
[
fur j e RU{pu(m),...,u(n)}:
fari=1,....k
Gi := Gij;
L
furb=1,...,&
(p.q) := 0,
dp ‘= 9p D Jg;
%
Jj =0
fur p=1,....k
falls §p = —1:
Jj==Jju{p};
L
L
L

Fortsetzung

Startpunktgenerierung
Einpunktige Indexmenge

Lineare Ablangigkeiten

-

Unsystematische Spalter
Kopie der j-ten Spalte

Behandle die j-te Spalte
g-te Zeile zur p-ten addieren

Algorithmus 5.3: Spezielle Quasi-Systematisierung eines systematischen (n,K)-Blockcodes —

Fortsetzung
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5.4.5 Ricktransformation in den Originalcode

Nach Bestimmung eines Decodierungsergebnisgeddn transformierten Code (siehachsten
Abschnitt), mul3 dieses nochtirfden Originalcodeircktransformiert werden.

Sei alsaue {+1}X ein kryptocodierte Codewortiif welches mit der Generatormatfixgilt:
c'=a"G.
Das mit Original-Generatormatri@ codierteu berechnet sich dann sehr einfach wie folgt:

u' =a’'at

= ~—I—'A‘O(a'A‘OKaA - 'AO(2A0(1'

Dabei bewirktu" Apq die Addition desp-ten Elements vom zum g-ten Element voru und es
ergibt sich Algorithmu%.4.

Rucktransformation:  Eingang G, a, a; Ausgangu;

u:=0aq;
fir m= a abwarts bis 1:
(p,Q) := Om,

Uq = UQ@ Up;
L

Algorithmus 5.4: Riicktransformation des Decodierungsergebnisses

5.5 Branch-and-Bound Verfahren (BB)

5.5.1 Vorgehensweise

Zur Bewertung von Decodierungskandidates {+1}X beiglich des quasi-systematisierten Co-
des muR die Zielfunktion5(1) entsprechend angepaRt werden. Mit= ' A~ konnte man

eine angepaRte Zielfunktion so definieren, daffi) = F(u) ware. Die FunktionerF ({i) :=

%F(u) — constbesitzen die identischen Minimierer undrknen bei einer geschickten Wahl von
constmit einer kleineren Zahl von Operationen ausgewertet werden (wie im folgenden zu sehen).

Die FunktionF wird so zerlegt, daR sich untere Schrankéd) fir den Funktionswerf (0) an-
geben lassen, wenn nur die ersteKomponenten des Argumentsféstgelegt sind, wobei die
Reihenfolge der Bits nach der Sortierdng gewahlt wird. Diese Schrankendknen dann im
Branch-and-Bound Algorithmus zur Verwerfung von Untarinen eingesetzt werden.

"Die Sortierungp wurde vom Algorithmus.1 auf Seite98 beziehungsweise Algorithmi&Es?2 auf Seite100 oder
gegebenenfalls Algorithmus 3 auf Seitel02erzeugt. Zu den Eigenschaften vosiehe Lemm&.4 auf Seite9d7.
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Definition 5.5 (Transformierte Soft-Decision Zielfunktion)

Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. y € R" sei eine Realisierung der Kanalausgabe und
Algorithmus 5.2 auf Seite 100 sei durchgefiihrt worden.

(i) Die transformierte Soft-Decision Zielfunktion ist definiert als

F:{+1}K SR,
2
. 12 N 12 2
u|—>§2 P —v; —EZ(lyj]—l) (5.11)
=1 \icj !
(i) Definiere
n
yi= > lyil;

=1

si(0) =y, PG fiirallede {+1}*und j=1,...,n.

i€Jj

(i) Fir0<b<k,1<j<n, e {£1}* definiere
max(p~*(Jj)) :=max({p~*(i); i € Jj}) ,
yi @ Gi, fiir maxp~1(Jj)) <b,
() =1 i<

lyil, sonst.

(iv) Definiere fiirO< b <Kk, le {il}k ,,untere Schranken‘
F°(0) :=y— le?(u).
=

(V) Definiere fiir0<b <k, e {il}k

Kp:={j€{L,....n}; maxp *(J))) =b},

b
Kp 1= U Ki,
i=1
L= 5 i,
je{L . nN\Kp
W::y_ Lba
S(0):= 3 s(0),
j€Ky
A=Y sl =Y yiEPu
j';b j;b ied;

Mit den obigen Definitionerdl3t sich nun der folgende Satz beweisen.
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Satz 5.6 (Branch-and-Bound Schranken)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. y € R" sei eine Realisierung der Kanalausgabe und
Algorithmus 5.2 auf Seite 100 sei durchgefiihrt worden.

(i) Fiir alle (i € {+1}¥ gilt mit u:= A~ T, daB

n
-5 (Iyil=1)

=1

F(0) =

I\)IH

(i) O e {£1}Xist genau dann ein Minimierer von F, wenn u:= A~ (i € {1} ein Minimierer
von F ist.

(iii) Fiir alle G € {+1}X gilt

yO
Y=y 1+%|yj| fiir1 < b < k.
i€

(vii) Fiir 0 € {£1}¥ und ein fest gewihltes b € {1,...,K} betrachte man G",0~ € {£1}¥ mit
0" =G und G = G fiiri # p(b). Es sei G’ )= +1 und Gg(b) = —1. Mit &s:= AP((0) gilt

p(b
L67) = L(0) + s,
L) = L(0) — 3.
(viii) Fiir alle (i € {1} gilt
0) =P — (0). (5.12)

(ix) Falls F(0) = O fiir ein G € {+1}¥, dann ist O ein Minimierer von F.
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Beweis. Ad (i): Mit (5.1) und 6.11) folgt die Aussage unmittelbar.

Ad (ii): UQer die MatrixA beziehungsweis&~ " wird ein Automorphismus auf-+1}% definiert.
DaF undF bis auf diesen Automorphismus, eine additive Verschiebung und eine positive Skalie-
rung identisch sind, sind auch die Mengen der Minimierer bis auf den Automorphismus identisch.

Ad (iii): Es gilt

1 n 1h
p i =
n J n
:z yJ\—ZyJEBUI Y= > si(0)
J_:y =1 iJj =1
=s; (0)

Ad (iv): Die Aussage folgt sofort mit DefinitioB.5 (iii).
Ad (v): Mit

und (iv) folgt

() = > si(l) = o)+ Y osi(0) =S Ha) +A°(a),
j€Kp i€
Y=y-L=y- |=y=L" S Iyl =y S byl
y y > !yJ! y je%ijl j;blym

je{L....n}1\Kp

Ad (vii): Nach Definition istp(b) € Jj fur alle j € Ky. Somit gilts; (0~) = —s;(0*) fur alle j € Ky
und weiter

Dann gilt mitds = AP(07)

Ad (viii):

PP =y-y S@=y- 5 @3 @

=1 je{l,...n}\Kp jeKp
=y= Y il- Y s@=y-L"-S(0)
je{l.,...,n}\lﬁb j€Kp
-2
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Ad (ix): Mit (v) ist F durch 0 nach unten besémkt. Somit ist jedes & {1}* mit F(0) = 0 ein
globaler Minimierer vorf.

U
In Gleichung 6.12 summiertS°(() diejenigens;(l), die bei Kenntnis der Bitsiy(y), ..., g
berechnet werdentkinen und summiert die restlichen Absétzungen (unakingig vonuj.

Mit (vi) lassen sich die beitigten Funktionsteile in einfacher Weise rekursiv berechnen und (vii)
erlaubt eine weitere Einsparung von numerischen Operationen durch Verwendung gemeinsamer
Formelteile.

5.5.2 Hilfsalgorithmen

Indexmengen-Berechnung:  Eingang1,J; AusgangK;

furb=1,... .k
Kp :=0;
L

far j=1,...,n:
b:=0;
fur i € Jj:
h:=p~L(i);
falls h > b:
b:=h;

(I
[

Kp:=KpU{j};
[

Algorithmus 5.5: Berechnung der Indexmengen Ky,

BerechnungAP({):  Eingangb, K, J, G; AusgangAP°({);

05:=0;
far j € Kp:
h:=+1,
fur i € Jj:
h:=ho;
[

0s:= 0s+Yjh;
[

AP(0) := B

Algorithmus 5.6: Berechnung der Werte A°({)

Vor der Formulierung des Branch-and-Bound Verfahrens betrachten wir zwétidpenHilfsal-
gorithmen. Algorithmusb.5 berechnet die Indexmengeéfy, b = 1,...,k, und Algorithmus5.6
berechnet jeweils den Updad®((i) zutc {+1}¥undb=1,... k.
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5.5.3 Branch-and-Bound Algorithmus (Variante 1)

Nun kann der Branch-and-Bound Algorithmus formuliert werden. Die in DefinBi&rauf Seite
105 definierten unteren Schrank&R®(d) von F({i) dienen dem Beschneiden des &ibaums, da
jene Unterldume nicht betrachtet werderiissen, dir die die untere Schranke bereit®@er als
der bislang beste Funktionswert ist. Die noch zu bearbeitenden Teile diab&ims werden mit
Hilfe eines Kellerspeichers verwaltet.

Die MengeM mit Tupeln (b,0,F,S), b e {1,...,.k—1}, G € {+1}¥, F,Sc R, als Elementen re-
prasentiere einen FILO-KelleF(rst In, LastOut).

Algorithmus5.7 beschreibt dann ein Branch-and-Bound Verfahren zur Minimierung der transfor-
mierten ZielfunktionF.

Bemerkung: Aus numerischeni@rden sollte in der Implementierung statt des Verglekghs= 0
besselFmin < schrankegetestet werden.

Branch-and-Bound (Variante 1):  Eingangy, @, K, p; Ausganglmin;
(min = 0° € {+1} sei der, Startpunkt*; siehe Startpunktgenerierung
farb=1,...,k
h:=0;
far j € Kyp:
h:=h+lyj;
Y=y 1+h
S:=0;
furb=1,....k
S:=5+ Ab(umin);
[
Fin :=Y*—S Zielfunktionswert am Startpunkt
Stop mit Ergebnisumin; Minimierer ist gefunden
M:=0;
(b7 ﬁv Fa S) = (O’ G,VO,O), 1] belleblg
Fortsetzung folgt. . .

Algorithmus 5.7: Branch-and-Bound Verfahren (Variante 1)
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e Fortsetzung
solange(b < k): Hauptiteration: Branch and Bound
falls F < Fin: Das Tupel(b, G, F, S) wird betrachtet
b:=b+1,;
Gp(b) =1 U wird zul~ erweitert
63 = Ab(ﬁ);
S :=S+08s5 ST:=S-9g
F-:=y—-S; Ff:=y_-SF; Gewichte der Nachfolgeknoten
falls min(F~,F") < Fyin:
falls F~ < F*: also fallsds > 0
falls b < k: Zwischenknoten
falls F™ < Fin:
Oo(p) := +1; a wird zuG
push(M, (b, 0, F*,S")); Alternative in den Keller
Gp(b) =-1; U wird zuG~
F=F";, S:=5;
L
sonst Blatt
Umin:=0; Fnin:=F~; Bessere Decodierung gefunden
falls Fyin = O:
Stop mit Ergebnisumin; Minimierer ist gefunden
L
L
sonst
falls b < k: Zwischenknoten
falls F~ < Fnin:
push(M, (b,G,F~,S7)); Alternative in den Keller
Uoy :=+1, F:=FT;, S:=8%;
L
sonst Blatt
Upp) ‘= +1; Umin:=0; Fpin:= F*; Bessere Decodierung gefunden
falls Fyin = 0:
Stop mit Ergebnisumin; Minimierer ist gefunden
L
L
L
sonst
b:=Kk; Beende die Suche in diesem Zwejg
L
L
sonst
b:=k; Beende die Suche in diesem Zwejg
L
falls (b =k) und M # 0:
(b,0,F,S) :==pop(M); Alternative aus dem Keller
L
L

Algorithmus 5.7: Branch-and-Bound Verfahren (Variante 1) — Fortsetzung
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Lemma 5.7 (Branch-and-Bound Algorithmus)

Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt. Sei y € R" eine Realisierung der Kanalausgabe und
Algorithmus 5.2 auf Seite 100 sei durchgefiihrt worden®. Dann terminiert der Algorithmus 5.7 und
der berechnete Punkt (i ist ein Minimierer der transformierten Zielfunktion F. Insbesondere ist

A

G := A~ " (imin ein Minimierer der Soft-Decision Zielfunktion. -

Beweis. Die Terminierung des Verfahrens ergibt sich nach Konstruktion von Algorittrigs
da im numerisch aufwendigsten Fall alleQodewbrter betrachtet werdenimsen und der Algo-
rithmus danach terminiert. Ebenso igt;,;nach Konstruktion ein Minimierer voR. Mit Satz5.6
(i) ist 0 := A~ " (imin dann ein Minimierer der Soft-Decision Zielfunktidn

O

Abhangig von der,Gite" des Demodulationsergebnisses R" und des verwendeten Kiren li-
nearen(n,k)-Blockcodes wird Algorithmus.7 mit mehr oder weniger Iterationen terminieren.

Zu jedem Zeitpunkt des Verfahrens kann aber ein bislang bester Decodierungskandidat (jeweils
Umin) ausgegeben werden. Daher kann man den Algorithmus bei Erreichen von iterativen Schran-
ken (maximale Iterationszahl) oder zeitlichen Schranken (Timer) mit dem bislang besten Ergebnis
stoppen, wenn ein Echtzeitverhalten begt wird. In Abschnitts.7wird sogar eine algorithmische
Variante vorgestellt, die den Startpunkt als Decodierungsergebnis verwendet.

5.5.4 Branch-and-Bound Algorithmus (Variante 2)

Betrachtet man die Nutzung des Kellerspeichers in Algorithtngsso erkennt man, daf3 die Kom-
ponenten des aktuellers mit den jeweiligen Kellerelementen bis zytb)'ten Elementiberein-
stimmen.

Daher bietet sich eine effektivere Implementierung des Kellerspeichers an, mit der sich viele Ope-
rationen einsparen lassen.

Man betrachte dazu die Men®& mit Tupeln(b,B,F,S), be {1,...,k—1}, B € {£1}, F,Se R,
als Elementen, die einen FILO-KelldFi(st I n, LastOut) rep@asentiere.

Somit ergibt sich mit Algorithmu%.8 ein zu Algorithmus5.7 in Bezug auf Ein- und Ausgabe
gleichwertiges Verfahren, welches weniger numerische Operation@tiden

Bemerkung: Aus numerischen @rden sollte wiederum in der Implementierung statt des Ver-
gleichsFnin = 0 besseFnin < schrankegetestet werden.

Die Aussagen von Lemma7 auf Seitel11 sind auf Algorithmusb.8in gleicher Weise wie auf
Algorithmus5.7 anwendbar.

8Bei systematischen Codes kann auch AlgorithBu@sauf Seitel02als Alternative durchgéhrt worden sein.
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Branch-and-Bound (Variante 2):

Eingangy, 0°, K, p; AusgangUimin;

(min = 0° € {£1} sei der, Startpunkt*;

W :=0;
furb=1,... .,k
h:=0;
far j € Kp:
h:=h+lyj|;
L
Y=y t+h
[
S:=0;
firb=1,...,k
Si= S+Ab(0min);
[
Fmin := Vk -5
falls Fmin = O:
Stop mit Ergebnisumin;
M :=0;
(b,B,F,S) := (0,B,°,0);
Dlast:= 1,
solange(b < k):
falls F < Fnin:
b:=b+1;
Gp(b =1
6312 Ab(l]),

siehe Startpunktgenerierung

Zielfunktionswert am Startpunkt

Minimierer ist gefunden

B3 beliebig
Pegelstand

Hauptiteration: Branch and Bound
Das Tupel(b, G, F, S) wird betrachtet

U wird zul~ erweitert

Gewichte der Nachfolgeknoten
Fortsetzung folgt. . .

Algorithmus 5.8: Branch-and-Bound Verfahren (Variante 2)
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Fortsetzung
falls min(F~,F*) < Fmin:
fallsF~ < FT: also fallsdg > 0
falls b < k: Zwischenknoten
falls F* < Fin:
push(M, (b, +1,F*,S")); Alternative in den Keller
L
F:=F7;, S=S5,
[
sonst Blatt
Fmin i =F—; Bessere Decodierung gefunde
fUI’ | = b|ast, e 7k
Grin,p(i) = Up(i);
falls Fnin = O:
Stop mit Ergebnisumin; Minimierer ist gefunden
Diast ;= K;
L
sonst
falls b < k: Zwischenknoten
falls F~ < Fnin:
push(M, (b,—1,F~,S7)); Alternative in den Keller
Oop) :=+1;, F:=F"; S:=8%;
[
sonst Blatt
Uo) '=+1;  Fmin'= FT; Bessere Decodierung gefunde
fur | == b|ast, e ,k
l]min,p(i) = l]p(i);
falls Fryjin = O:
Stop mit Ergebnisumin; Minimierer ist gefunden
Diast ;= K;
[
L
[
sonst
b:=k; Beende die Suche in diesem Zwe|
L
L
sonst
b:=k; Beende die Suche in diesem Zwe|
[
falls (b=k) und M # 0:
(b,B,F,S) :=pop(M); Alternative aus dem Keller
Up(p) = B
falls b < bjast:
Diast:= b;
L
L
L

=]

>

ig

ig

Algorithmus 5.8: Branch-and-Bound Verfahren (Variante 2) — Fortsetzung
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5.6 Schematische Zusammenfassung

Das folgende Schema veranschaulicht zusammenfassend den Ablauf des vorgestellten Soft-
Decision Decodierungsverfahrens und das Zusammenspiel der algorithmischen Komponenten.

Demodulator

yeR"
f Y Soft-Decision Decodie@r

Quasi-Systematisierung
(Algorithmus5.2)

'

Indexmengen
(Algorithmus5.5)

¢ Y

Branch-and-Bound _ BerechnungAP®
(Algorithmusb5.8) : (Algorithmus5.6)

!

Rucktransformation
(Algorithmusb5.4)

AA
YY

A
Y

0 {+1}K
y

Y

Krypto-Decodierer

Abbildung 5.5: Schematische Darstellung des Zusammenspiels der Algorithmen

5.7 Startpunkt-Verfahren

In Algorithmus5.2 auf Seitel00beziehungsweise Algorithmi&sl auf Seite98 wurde ein, Start-

punkt* &° berechnet, der als erster Decodierungskandidat im Branch-and-Bound Verfahren ver-
wendet wird. In numerischen Te®that sich gezeigt, daR diesgBtartpunkt* bereits sehr gute
fehlerminimale Eigenschaften besitzt. Da sich gartpunkt* ohne anschlielRendes Branch-and-
Bound Verfahren mit geringerem numerischen Aufwand bereclaf&neignet sich dieser als De-
codierungsergebnis bei zeitkritischen Anwendungen.

Algorithmus5.9ist eine Zusammenfassung von Algorithmtug auf Seite100und Algorithmus
5.4 auf Seitel04, wobei auf alle Vorbereitungeriif ein Branch-and-Bound Verfahren verzichtet

9siehe Kapiteb
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wird. Im Verfahren wird wieder die Projektionsabbildung

TR — {+1},
+1, furx>0,
X
-1, furx<0,

verwendet.

» Startpunkt‘-Verfahren:  Eingang G, 1, y; Ausgangu;

Z:=0; Einheitsvektoren-Index
a=0 m:=1;
solange|Z| < k:

j = u(m);

furi=1,...,k Kopie der j-ten Spalte
G := Gij;

[

furb=1,...,a Systematisiere die j-te Spalte
(p,q) := Qp; g-te Zeile zur p-ten addieren
Gp := 0p® oy

L

falls {i € {1,...,k}\Z; = -1} #0O:
g:=min({i € {1,....k}\Z; § = —1});

Z:=7U{q};
09 = T1(Yj); Startpunktgenerierung
fur pe {1,...,k}\{q}:
falls gp = —1:
a:=a+1,;
Oa:=(p,q); g-te Zeile zur p-ten addieren
[
L
m:=m+1;
[
fur m= a abwarts bis 1. Ruckrechnung in den Originalcode
(P,Q) :=am;

Algorithmus 5.9: ,,Startpunkt‘‘- Verfahren ohne Branch-and-Bound

Mit Lemmab5.4 auf Seited7 terminiert auch Algorithmu$.9 als Spezialfall von Algorithmu$s.2
beziehungsweise Algorithmisl

Der numerische Aufwand zur Berechnung wobetiagt

e O(nlogn) FlieRkomma-Operationen (Sortierupgund

e im worst case @k3) Binar-Operationen und im best cas¢kd) Binar-Operationen.

Der entsprechende Algorithmis2 auf Seite100 berbtigt O(kzn) Binar-Operationen. Zudem
ist der konstante Faktor in der Kompledisbetrachtung in der puren Startpunkt-Methode noch
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deutlich geringer, da weder die am aufwendigsten zu behandejnasystematischen® Spalten
von G beziehungsweis€ noch die Indexmengel) betrachtet werden assen.

» Startpunkt*-Verfahren (Variante 2):  Eingang G, 1, y; Ausgang;
Z:=0; zmax=n; Einheitsvektoren-Index undhbhster freier Index
a=0, m:=1;
solange|Z| < k:
j :=u(m); gefunden= false
falls (j <k)und (j € Z2): Die j-te Spalte ist der j-te Einheitsvektor
g:= J; gefunden= true;
sonst
fari=1,... k Kopie der j-ten Spalte
Gi := Gij;
L
fuirb=1,....& Systematisiere die j-te Spalte
(p,q) := ap; g-te Zeile zur p-ten addieren
Gp := Gp @ Gqs
[
r :=zmax
solange(ge funden= false) und (r > 1): Suche Pivot-Element
q:=M(r);
falls (g > k) oder (g € 2): g ist unzuéissig oder verwendet
falls (zmax> 1) und (zmax=r): Anpassung von zmax
zZmax= zmax— 1,
solange(zmax> 1) und ((p(zmax > k) oder (u(zmax € Z)):
zmax=zmax—1;
[
L
r:=min(r — 1,zmay;
I
sonst
falls §q = —1:
gefunden= true;
fur pe {1,...,k}\{q}:
falls gp = —1:
a:=a+1,
Oa:=(p,q); g-te Zeile zur p-ten addieren
L
[
sonst
r=r—-1;
L
L
L
L
Fortsetzung folgt. . .

Algorithmus 5.10: ,,Startpunkt“- Verfahren fiir systematische (n, k)-Blockcodes
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e Fortsetzung

falls gefunden= true:
Z:=7U{q};

g = TYj); Startpunktgenerierung

m:=m+1;
[

fir m= a abwarts bis 1: Ruckrechnung in den Originalcode
(P,Q) := am;

Algorithmus 5.10: ,,Startpunkt“*- Verfahren fiir systematische (n,k)-Blockcodes — Fortsetzung

Fur den wichtigen Spezialfall systematischer Codd#t kich analog zur Quasi-Systematisierung
auch eine Spezialisierung von Algorithm& angeben. Algorithmu®.10 beriicksichtigt die
Gegebenheiten bei systematischen CHerd betitigt wiederum deutlich weniger numerische
Operationen gegémer der allgemeinen Variante. Algorithmbid Okann auch als Spezialfall von
Algorithmus5.3 auf Seitel02angesehen werden.

5.8 Fehlererkennung

5.8.1 Bewertung des Decodierergebnisses

Die Fragestellung dieser Arbeit dreht sich um die fehlerminimale Decodierung varehir-
nearen(n,k)-Blockcodes. Bei besonders fehlerkritischen Anwendungen ist aber auf Kosten der
Decodierungsraté bisweilen ein Verwerfen des Decodierungsergebnissesigseit, wenn die
Fehlerfreiheit nicht in hohem MalRRe garantiert werden kann. Daher soll jetzt ein Ausblick auf die
Fehlererkennung mit einem Soft-Decision Verfahren gegeben werden.

Die Soft-Decision Decodierungsabbildudgp von Definition3.11auf Seite39 soll also zu einer
Abbildung

85D2 R" — {:I:l}kU {¢}s
y— U= SSD(Y)>

erweitert werden, wobei,“ fur die Verwerfung eines Decodierungsergebnisses steht, das heil3t, es
gibt in diesem Fall kein Decodierungsergebnis.

10Abschnitt5.4.4auf Seitel01beschreibt die Behandlung systematischer Codes.

11Bej den hieriiblicherweise betrachteten Verfahren trifft der Decodierer zu jedem Demodulationsergebrés
Decodierungsentscheidung Die Verfahren wurden fehlerminimal konstruiert, das heilt, die Fehlergatevird
minimal und die Decodierungsratgx = 1 — rerr maximal. Ein Fehlererkennungsverfahren verwirft einen gewissen
Anteil fyerw, Um die Fehlerrates;r < rerr Weiter zu senken. Da

Fok + Ferr+ fverw =1

sinkt dadurch die Ratey < rqk der korrekt decodierten Codéwter (anderenfalls &re das Verfahren nicht fehlermi-
nimal gewesen). Im trivialen Extremfallerwy = 1 senkt man die Fehlerrate auf 0, indem alle Ergebnisse verworfen
werden (was aber niatich auch die Decodierungsrate zu O werdt).
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Die Branch-and-Bound Decodierung erzeugt ein Decodierungsergebmisiér Eigenschaft
F(0) <F(u) foralleue {£1}¥\{a}.

Betrachte nun ein weiteres<™{+1}X mit 0 # 0 und der Eigenschaft
F(0) <F(0) <F(u) firalleue {£1}¥\ {a,a}.
Wennu'als ein,bestes Decodierungsergebnis* bezeichnet wird, so kanruralsrein, zweitbestes

Decodierungsergebnis‘ bezeichnen.

Im Extremfall kannF (0) = F(0) gelten. In diesem Fall wird man das Decodierergehbrats Sehr
unsicher ansehen und verwerfen.

Um weitestgehend sicher zu sein, dafeim abgeschickten Codewort entspricht, wird man daher
w(d,y) > w(G,y)

fordernt? und bei Nichteriillung einer geeigneten Bedingung das Decodierungsergebnis verwer-

fen.

Fur die weitere Betrachtundgihren wir die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf
die Auswertung der Soft-Decision Zielfunktidh zuriick, wobei wir stets Voraussetzubgl auf
Seite92 als erfillt annehmen. Zudchst definieren wir

g: {+1}K - R,

1
als die beiaglich der bitweisen Kanalstung skalierte Zielfunktion.

Mit Satz3.23auf Seited7 gilt fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten bei AWGN-Kéem 1r alle
e {+1}Kund alley € R™

— o T (v—b (U
- exp<_<y o) (y ¢<u>)>
w(li,y) = T

uc{+1}k
exp(—g(t))
> exp(—g(u))

ue{£1}k

1
> exp(g(l)—g(u))

uc{+1}k

1
1+ y exp(g(t)—g(u)
ue{il}k\{ﬂ}

Der nachfolgende Satz trifft eine Aussag®er das Verdltnis der bedingten Wahrscheinlichkeiten
fur das,beste” und daszweitbeste” Decodierungsergebnis.

12Da Voraussetzun§.1 auf Seite92, die in diesem Kapitel stets als &lt angenommen wird, die Voraussetzung
3.12 auf Seite40 und die sonstigen Voraussetzungen von Defini8al® auf Seite46 umfalit, kbnnen wir mit den
bedingten Wahrscheinlichkeiten

wuy) =P({weQ; U(w) =u}|{we Q; Y(w) =y}), furalleue{+1}¥ yeR",

arbeiten.
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Satz 5.8 (Bewertung des Decodierungsergebnisses)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt, y € R" sei eine Realisierung der Kanalausgabe und F

sei die zugehérige Soft-Decision Zielfunktion. Es seien O, (i € {+1}K mit (i # 0 und es gelte
F(0) <F(0) <F(u) fiiralleue {£1}*\{q,q}.
Dann gilt fiir alle d > 1+ 5:

W(an) ~ ~ 2
W(a,y) >d, fallsF(0)—F(0)>20°(kin(2)+In(d—1)). (5.13)
Weiter gilt
xgg:g > 1+%exp(ri2 (F(d)— F(O))> , fallsF(0)—F(0) > 20°. (5.14)
1

Beweis. Definiere zur Abkirzung

5:=g(d)—g(d) > .

Es gilt dann
w(d,y) = L > = = = :
1+ > exp(@(@)—gw) ~ 1+ 3 exp(=3) 1+ (2—1)exp(-9)
ue{+1}k\{a} ue{+1}k\{a}
Weiter gilt
1 1

Wiy Wiy~ 1+ ue{ﬂz}k\{ﬁ} exp(g(0) —g(u)) —1— ue{ﬂz}k\{o} exp(g(d) —g(u))

= exp(d) —exp(—9d) + (exp(g(l) —g(u)) —exp(g(0) —g(u)))

ue{il}Z\{ﬂ,ﬁ}
> exp(d) — exp(—d)

und folglich

=
o
<

(
(

)
)

Y

> 1+ (exp(d) — exp(—3)) (U, y)

exp(d) — exp(—o)
= D exp=d)

s
=

Betrachte nu® > 1, also

expd) >e>1+2 1>1+ 2 1
- e~ 2k-1 expd)’
k-1 2k—1
x exp(d) > K +exp(—9o),

exp(3) — exp(—5) > %exp(é) n 2k2; 1 %exp(é) <1+ (2~ 1) exp(_a)) :

exp(d) — exp(—90) 1
1+ (2~ 1)exp(—3) = 2 PO
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Esgiltalso fird > 1, dal3

=

(4,y) 1
> — .
Wiy = 1+ oK exp(d)

Man betrachte nun eid > 1+ 2—ek und

F(0)—F(0) > 202 (kIn(2)+In(d—1)).

Dann gilt
5=g(0i) —g(0) > kIn(2) +In(d — 1) = In (2'<(d - 1)) > In (2"(1+ % - 1)) ~1
und somit R
xgzg > 1+ % exp(d) > 1+ %exp(ln (2d-1))) =a.

Fur den Nachweis vorb(14) betrachte nun
F () — F(0) > 202
Somit giltd > 1. Definiere weiter
1 e
d=1+ ?exp(é) >1+ >
Es gilt dann

&=kIn(2) +In(d—1),

also
F(0) — F(0) = 20% (kIn(2) +In(d — 1)).

Mit (5.13 folgt

=

Eg’y) >d= 1+%exp(6) = 1+%exp(2%2 (F(d) — F(0>)) :

s
3

Die AussageX.13 laf3t sich wie folgt interpretieren:

» ES ist d-mal wahrscheinlicher, dal’ das beste Decodierungsergebnis abgeschickt wurde als das
zweitbeste Decodierungsergebnis, wenn y empfangen wurde.”

Daraus ergibt sich eine Vorgehensweise zur Fehlererkennung:

e Wabhle eine Schranke > 1+ 2—";(

e Bestimme ein bestes Decodierungsergebnisd ein zweitbestes Decodierungsergelonis ~
zu einem Empfangsvektgr

e Akzeptierey; falls F (4) — F () > 202 (kIn(2) +In(d — 1)), und verwerfeu onst (erkannter
Fehler").
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Je gblerd ist, desto unwahrscheinlicher ist, daf3 ein Fehler in der Decodierung nicht erkannt wird.
Andererseits steigt damit auch die Zahl der richtig decodiertén&¥, die trotzdem als fehlerhaft
angesehen werden.

Satz5.8 trifft zwar keine Aussagéiber das Fehlervedtinis, fallsF () — F(0) < 202, aber im
GrenzfallF (0) — F (0) = 20 gilt mit (5.14), daR

W(G7y) 1 1 . R B e
w(dy) = 1*?‘”‘"(@ (F(0) — F(U))) =14 5.

Fur grofRek ist 1+ Z—‘i ~ 1 und somit vilrde man das Decodierungsergehnisy GrenzfallF ({) —
F(0) = 202 verwerfen und ebenso im Fa&l(() — F (0) < 202

Das folgende Lemma betrachtet die Auswirkungen von extremen Demodulationsergebnissen auf
die Werte der Soft-Decision Zielfunktion.

Lemma 5.9 (Abstand zum zweitbesten Decodierungsergebnis)
Voraussetzung 5.1 auf Seite 92 sei erfiillt, y € R" sei eine Realisierung der Kanalausgabe und F

sei die zugehérige Soft-Decision Zielfunktion. Es seien O, (i € {#1}K mit 0 # 0 und es gelte
F(0) <F(0) <F(u) fiiralleue {+1}%\ {0,a}.
(i) Fallsy =0, so gilt
F(O)=F(0)=F(uy=n firalleuc {£1}*\ {0,0}.

(i) Fallsy=(0), so gilt

|
Beweis. Ad (i): Fir alleu € {1} gilt
2 2
n n
F(U):Z @U|y]> :Z (@W :Zl:n
=1 \iey =1 \iey; =1
Ad (ii): Es gilt trivialerweise
2 2
n n
F(O):Z @al—Yj :Z Gi — Gi =0
=1 \ieyJ; =1 \ieJ; i€
und weiter
2 2
n n n
1=1 \ieJ; j=1 \li€J; i€d; =1 i€y i€d;
= 4dham(¢(u>a ¢(0)) = 4dham(¢
U

Wenn das Demodulationsergebnis aussagelos ist,yats0, so Al3t sich keine sinnvolle Deco-
dierungsentscheidung treffen. Im besondemsggigen Fally = ¢(Q) ist F () — F (0) > 4dham(9)
und somit kann die Decodierungsentscheidung um so sicherer getroffen werded3¢e die
Hamming-Distanz des verwendeten nien linearerin, k)-Blockcodes ist.
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5.8.2 Algorithmus

Nun wird eine Erweiterung von Algorithmus8 auf Seitel12 betrachtet, die neben dem besten
Decodierungsergebnis (beziehungsweisenmin vor der Ricktransformation) die Funktionswerte
Fmin und Fsupmin der Soft-Decision Zielfunktionifr das, beste” und dagzweitbeste” Decodie-
rungsergebnis liefert. Die transformierte Soft-Decision Zielfunk&owird daher nun so geahlt,
daRF () = F (u) mit u= A~ " gilt, das heilt, im nachfolgenden Algorithmus unterscheiden sich
die berechneten Funktionswerte um den Skalierungsfaktor 2 und eine additive Koristante
den Funktionswerten in Algorithmus8.

Analog zur Darstellung in Abbildun§.5 auf Seite114 wird der Code anhand des Demodulati-
onsergebnissgse R" mit Algorithmus5.2 auf Seitel00 quasi-systematisiert und die Hilfsalgo-
rithmen Algorithmus5.5 (Indexmengen-Berechnung) und Algorithnu$ (Berechnung vorP)
stehen zur Veifgung.

Anstelle des Branch-and-Bound Algorithm&s8 berechnet Algorithmu$.11 auf Seite 123
zurachst zuatzlich einen suboptimalen Funktionswert, indem das 188t des Startpunktes
gedreht wird. Dann wird der angepal3te Branch-and-Bound AlgorittniZauf Seitel24durch-
gefuhrt, wobei dagBounding”“ der zu verwerfenden Unténbbme jetzt davon af@imgt, ob die un-
teren Schranken der Zielfunktionirf die Unterthume goél3er alsFsypmin Sind. Da in der Regel
Fsubmin > Fmin, Sind in Algorithmus5.12mehr Knotendurcldlufe zu erwarten als in Algorithmus
5.8

Nach Durchiihrung von Algorithmu%.12ist das decodierte Codewantn identisch zum Ergeb-
nis von Algorithmuss.8. Zusatzlich istFy, der Zielfunktionswertiir diesesbeste” Codewort und
Fsubminist der Zielfunktionswertiir das,zweitbeste* Codewort.

Falls fur eine gevahlte Konstante
Fsubmin— Fmin < const

so wird das Decodierungsergebnigi, beziehungsweiseé 0 = A~ " limin verworfen, da das beste
und das zweitbeste Decodierungsergebnis in der Bewertung zu dicht zusammenliegen.

Bwie in Abschnitt5.5.1dargelegt wurde, bleibt die Menge der Minimierer bei positiver Skalierung und konstanter
additiver Verschiebung der Zielfunktion unéedert.
4Aufgrund der speziellen Quasi-Systematisierung wﬁ&) ‘als das,unwichtigste” Bit des Startpunkts angesehen,

desserAnderung den geringsten EinfluR auf den Zielfunktionswert nimmt und folglich eine gute ersteafhsul
des besten suboptimalen Funktionswerts liefert.
15Dje Matrix A wurde zur Quasi-Systematisierung verwendet, siehe Sgite
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5.8 Fehlererkennung 123

Vorbereitungen:  Eingangy, i° K, p; Ausgangy, Fmin, Fsubmin Umin, M, (b, B,F,S);

(min = 0° € {1} sei ein Startpunkt; siehe Startpunktgenerierung

Y :=0;

far j=1,...,n:
Y=Y+ (yl-1%

[

firb=1,... .,k
h:=0;
far j € Kp:
h:=h+yjl;
L

Y=yt 2h;
L
M :=0;
(b,B,F,S) :=(0,B,Y°,0); B beliebig
farb=1,... k—1:
Up(b) = Umin,p(b); { wird erweitert
s 1= AP(0);
St =535 S:= S+
Falt.—p_oglt: Gewicht eines Nachfolgeknoten

push(M, (b, lmin o) ® —1,F3, S)); Alternative in den Keller
L

Uo(k) 7= Umin,p(k); 4 wird erweitert

63 = Ak(ﬁ);

=535 S:= S+ g

Falt.—\k_pqilt: p.— \K_ 2g Gewichte der Nachfolgeknoten

falls F < Falt: Startpunkt ist besser
Fmin := F; Fsubmin:= Falt;

[72)

sonst Alternative ist besser
Up (k) = Gmin.p() ® —1;
Umin,p(b) -= Up(k)
Fmin == Falt; Fsubmin:=F;
(b,B,F,S) :=pop(M); Nachste Alternative aus dem Keller
Go(o) = B;
Blast:=b;

Algorithmus 5.11: Fehlererkennung: Vorbereitungen fiir die beste und zweitbeste Losung
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124 5 Soft-Decision Decodierung binérer linearer Blockcodes

Fmin, Fsubmin

BB-Fehlererkennung:  Eingangy, Fmin, Fsubmin Umin, M, (b,B,F,S), K, p;  Ausganglimin,

solange(b < k):

b:=b+1;
Gp(b) = —1;
s 1= AP({);

S :=S+0g S":=S-0s
F:=y’—2S; Ft:=\0—2St;
falls min(F~,F ") < Fsubmin
falls F~ <F*:
falls b < k:
falls F™ < Fsubmin
push(M, (b,+1,F*,S"));
[

F=F", S==5;
L

sonst
falls F~ < Fnin:
Fsubmin:= Fmin;
Fmin :=F;
flr i = bygt, ..., K
Gmin,p(i) = Yp(iy’

Diast : = K;
[

sonst
Fsubmin:=F~;

Hauptiteration: Branch and Bound
Das Tupel(b, G, F,S) wird betrachtet

U wird zulG~ erweitert

Gewichte der Nachfolgeknoten

also fallség > 0
Zwischenknoten

Alternative in den Keller

Blatt

Bessere Decodierung gefunde

Fortsetzung folgt. ..

=]

Algorithmus 5.12: Branch-and-Bound Verfahren mit Fehlererkennung
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Fortsetzung
sonst
falls b < k: Zwischenknoten
falls F~ < Fsubmin

DUSh(Mu (ba _17 Fiag))'
[

Alternative in den Keller
Oop) :=+1;, F:=F";, S:=87;

[
sonst Blatt
Up(b) := +1; Fsubmin:= Fmin;
Fonin:=F™; Bessere Decodierung gefunden
fUI’ | = b|ast, - k.
Gmin,p(i) *= (i)
Diast ;= K;
L
sonst
Fsubmin:=F;
L
[
L
sonst
b:=k; Beende die Suche in diesem Zwejg
L
L
sonst
b:=k; Beende die Suche in diesem Zwejg
L
falls (b=k) und M # 0:

(b,B,F,S) :=pop(M); Alternative aus dem Keller

Opo) = B;

falls b < bjast:
Diast := b;

[

[
[

Algorithmus 5.12: Branch-and-Bound Verfahren mit Fehlererkennung — Fortsetzung
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Kapitel 6

Beispiele und numerische Ergebnisse

I am fully functional.

(Data)

6.1 Numerischer Vergleich von Codierungen und Decodie-
rungsverfahren

Beim numerischen Vergleich von Codes und Decodierungsverfahréiggesnicht, fir einen vor-
gegebenen-Kanal K die empirischen Fehlerwahrscheinlichkeitén verschiedene Codierungen
und Decodierungsverfahren zu erheben. Eine CodieAymtie k = n Infobits aufn Codebits ab-
bildet, wird eine erheblich@here Fehlerrate bei einem Decodierungsverfahren aufweisen als eine
CodierungB, diek = 1 Infobits aufn Codebits abbildet. Défr wurden mit Codierund insgesamt

n Infobits pro Codewort gesendet, aber bei CodierBrigdiglich 1 Infobit. Um einen sinnvollen
Vergleich zu erstellen, muf3 die Coder&e- 'ﬁ‘ also in der Kanalgtrung beticksichtigt werden.

Dazu fuhren wir zurachst die gel@ruchlichen nachrichtentechnischen Begriffe zur Beschreibung
der Kanalsbrung ein, vergleicheHri95, Pro01:

e Np > 0 heil3t die einseitige Rauschleistungsdichte und bezieht sich auf diehlibthien phy-
sikalischen Eigenschaften des physikalischen Kanals.

e E; > 0 bezeichnet die (Sende-)Energie pro Codebit.areehdie Energie ist, desto geringer
wird der Einflul3 der Rauschleistungsdichte auf diedeltiche Sérung derUbertragung.
Wennk ein AWGN-Kanal ist, so ist die bitweise Variao? der Kanalsbrung definierfiber

N
2. N0
o° = o
Der Faktor 2 ergibt sich aus der Einseitigkeit der Rauschleistungsdichte.

e Fur einen gegebengm, k)-Blockcode bezeichndf, > 0 die (mittlere) Energie pro Infobit

und ist definiert als

n

Vergleicht man etwa diesen Code mit einémk’)-Blockcode, soiihrt man diesen Vergleich
bei identischer Energie pro Infobit durch. Somit folgt aus

n n_,
_ —E.,

Fe=Eo=Ep=1
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128 6 Beispiele und numerische Ergebnisse

daf?»EC = k Je mehr Infobits pro fixer Codewditigen ,transportiert’ werden, destaher
ist d|e betrachtete Energie, um einen gerechten Codevergleich darehfzu kbnnen.

e Das VerlaltnisE, /Ny heil3t Signal-to-Noise Ratio (SNR).

e E,/Np[dB] bezeichnet die Signal-to-Noise Ratio (SNR[dB]) in Dezibel und ist definiert als
Ep/No[dB] = 10-log; (En/No) -

Bei nachrichtentechnischen Angaben wird®ff No[dB] als Gio3e beim Vergleich von Co-
dierungen und Decodierungsverfahren verwendet.

e Zusammenfassend berechnet sich die bitweise Vadamer Kanalsbrung aussy,/No[dB]

wie folgt
g , n

= 5. K. 10(Eo/No[dB])/10°

Zum numerischen Vergleich betrachten wir die empirische Wortfehlerwahrscheinlichkeit

Anzahl fehlerhaft decodierter Codévter
Anzahl decodierter Codaiter

W=

und die empirische Bitfehlerwahrscheinlichkeit

B Anzahl fehlerhaft decodierter Infobits
Anzahl decodierter Infobits

6.2 Soft-Decision Decodierung

Die zum numerischen Vergleich betrachteten B@tbdes Hoc59 BRC60h BRC604 sind spe-
zielle polynomerzeugte systematischedin lineare(n, k)-Blockcodes(n,k,¢), die wir hier als
(n,k)-BCH-Codes bezeichnen.

Fur diese Codierungen ist die sogenannte BM-Methode (Begrenzte Minimaldistanz) anwendbar.
Jedes Codeword € ¢ ({il}k) wird dabei als Mittelpunkt einer Kugel ifR" beiglich der Sum-
mennorm mit Radius< dham(¢) — 1 angeseheindas heildt, diese Kugeln sind damit untereinander
disjunkt. Befindet sich das Demodulationsergebnis in einer solchen Kugel, so wird es zum Kugel-
mittelpunkt decodiert, anderenfalls findet keine Decodierung statt.

Die nachfolgenden Fehlerkurvendarstellungarden Branch-and-Bound Algorithmus und seinen
Startpunkt aus Kapitd, siehe dazu die schematische Darstellung in Abbildubguf Seitel14,
sind zum Vergleich durch die Fehlerkurven der BM-Methbeanzt.

1BCH steht fir Bose, Chaudhuri und Hocgzenghem. Eine iudiche Darstellung dieser Codes findet sich z.B, in
[Fri95, Jun95 Bos98 Bos99.
’Die KugelK;(c) mit Mittelpunktc und Radiug beziglich der Summennorm ist also

n
Ki(c) = ¢ xeR"™; IXj —cj| <t 7.
{ 2

3Wie in [Fri95] dargestellt, lassen sich die Fehlerkurvén die verwendeteiin, k)-BCH-Codes bei Verwendung
der BM-Methode leicht approximativ berechneiiir feden dieser BCH-Codes ist die (Entwurfs-)Anzakbrrigier-
barer Fehler bekannt. Zanhst berechnet sich bei einem AWGN-Kanal die Wahrscheinliclpkedal? ein Bit bei der

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



6.2 Soft-Decision Decodierung 129

Zur Berechnung der empirischen Fehlerwahrscheinlichkeiten wuinigaden verwendeten Code
je fur eine festgewhlte Signal-to-Noise Rati&,/Ng solange Codeidrter decodiert, bis minde-
stens 100 Wirter falsch decodiert wurden. Die uncodiertediéru € {+1}¥ wurden dabei durch
gleichverteilte Zufallszahlen und die additive Kanaising durch normalverteilte Zufallszahlen
simuliert.

Das Branch-and-Bound Verfahren wurde jeweils bei 10 000 000 Knotendufehl gestoppt, falls
diese Anzahl erreicht wurde.

Die Branch-and-Bound Methode wurde als wortfehlerminimales Verfahren entworfen, aber
erganzend werden neben den Wortfehlerkurven auch die jeweiligen Bitfehlerkurven dargestellt.

Ubertragung das Vorzeichen wechselt, zu

_1
1/Oex <(X_1)2> dxl/oex (XZ) dx= 1erfc( ! >1erfc< Ec)
pe*\/ﬁim P\™ 22 ~ Vel Pl72 ) =32%" a0z ) ~ 2 No )

wobei erfc die komplemeate GaulRsche Fehlerfunktion ist. Dann dilt flie Fehlerwahrscheinlichkeiten

" /n _ noo r+t) /n _
Pusm ~ ) (k) Pe(1—pe)"™", Popm~ > mm{l’k}<k> Pe(1—pe)" .

r=t+1 r=t+1
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130 6 Beispiele und numerische Ergebnisse

(7,4)-BCH-Code

Codelnge n=1,7
Codedimension k 4
Generatorpolynorng(x) = | x3 + x1 + 1

QuellenangabeHri95, Pro0]

Dieser triviale Code wurde als eiitirendes Beispiel unter der Bezeichnuiig4, onsp) in Ka-
pitel 2 ab Seite23 verwendet. Die numerische Untersuchung dieses aus lediglich 16 Elementen
bestehenden Codes schliel3t das Beispiel ab.

(7,4)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Pw | 10g;0(Pw) | P | log;o(Py)
2.5 0.0459800000 -1.3374| 0.0207400000 -1.6832
3.0 0.0301100000 -1.5213| 0.0134775000 -1.8704
3.5 0.0190300000 -1.7206| 0.0084750000 -2.0719
4.0 (| 0.0120000000 -1.9208|| 0.005327500Q0 -2.2735
4.5 0.0067500000 -2.1707| 0.0029250000 -2.5339
5.0 || 0.0037300000 -2.4283| 0.0016950000 -2.7708
5.5 0.001870000Q -2.7282}| 0.0008325000 -3.0796
6.0 || 0.0007868687 -3.1041| 0.0003658940 -3.4366
6.5] 0.0003847056 -3.4149| 0.0001836969 -3.7359
7.0 0.0001010983 -3.9953| 0.0000462525 -4.3349
7.5 || 0.0000401533 -4.3963| 0.0000180690 -4.7431
8.0 || 0.0000132863 -4.8766| 0.0000063110 -5.1999
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Wortfehlerkurven fuer den (7,4)-BCH-Code

0 T T
@) o BM-Methode
o & Startpunkt
-1 * * Branch-and-Bound
g

[0}
s L
52
<
o
S
=
g-af
2
£
=
IS
(o]
S -at
=
o
>
o

5

6

1 1 1 1
3 5 6 7
E/N, [dB]
Abbildung 6.1: Wortfehlerkurven fiir den (7,4)-BCH-Code
Bitfehlerkurven fuer den (7,4)-BCH-Code
0 T T

| |
w N

): Logarithmierte Bitfehlerrate
|
N

o(P,
b

lo
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o
*

BM-Methode
Startpunkt
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Abbildung 6.2: Bitfehlerkurven fiir den (7,4)-BCH-Code
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(31,16)-BCH-Code

Codeknge n=1|31
Codedimension k 16

Generatorpolynong(x) = | x5 + x4+ x20 5% 1 x® + X' + X3 + 3+ X2+ x1 41

QuellenangabeHri95, Pro0]

(31,16)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Pw | 10g;0(Pw) | P | log1o(Pb)
2.5 0.031200000Q -1.5058|| 0.0078937500Q -2.1027
3.0 || 0.0150000000 -1.8239| 0.0038000000Q -2.4202
3.5 0.0062912866 -2.2013| 0.0016750550 -2.7760
4.0 0.0022422530 -2.6493| 0.0005185210 -3.2852
4.5 || 0.0007456566 -3.1275| 0.000184084Q0 -3.7350
5.0 0.0002097623 -3.6783| 0.0000474587 -4.3237
5.5 0.0000397038 -4.4012| 0.0000092063 -5.0359
6.0 || 0.0000088294 -5.0541| 0.0000020308 -5.6923
6.5 || 0.0000011889 -5.9248| 0.0000002705 -6.5679
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): Logarithmierte Bitfehlerrate

b

log(P

log(P. ): Logarithmierte Wortfehlerrate

Wortfehlerkurven fuer den (31,16)-BCH-Code
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|
[6)]
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o <& Startpunkt
61 | % * Branch-and-Bound

1 1 1 1 1 1
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Abbildung 6.3: Wortfehlerkurven ftiir den (31,16)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (31,16)-BCH-Code
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Abbildung 6.4: Bitfehlerkurven fiir den (31,16)-BCH-Code
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(31,21)-BCH-Code

Codeknge n=1|31
Codedimension k 21

Generatorpolynomg(x) = | x10 4+ x9 +x8 +x6 + x> +x3 + 1

QuellenangabeHri95, Pro0]

(31,21)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Rw | 10g;0(Pw) | P | log1o(Pb)
2.5 0.0620000000 -1.2076}| 0.0120047619 -1.9206
3.0 || 0.0306000000 -1.5143}|| 0.0058047619 -2.2362
3.5 0.0145000000 -1.8386| 0.0027238095 -2.5648
4.0 0.0047463097 -2.3236| 0.0008678966 -3.0615
45| 0.0016358312 -2.7863| 0.0002960076 -3.5287
5.0 0.0005421729 -3.2659| 0.0000913949 -4.0391
5.5 0.0001490880 -3.8266| 0.0000268358 -4.5713
6.0 || 0.0000245629 -4.6097| 0.0000043160Q -5.3649
6.5 || 0.0000047302 -5.3251| 0.0000007929 -6.1008
7.0 || 0.0000005799 -6.2367| 0.0000001016 -6.9931

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



6.2 Soft-Decision Decodierung

135
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Wortfehlerkurven fuer den (31,21)-BCH-Code
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Abbildung 6.5: Wortfehlerkurven ftiir den (31,21)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (31,21)-BCH-Code
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Abbildung 6.6: Bitfehlerkurven fiir den (31,21)-BCH-Code
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(63,30)-BCH-Code

Codeknge n=163

Codedimension k=130

X33 4+ x32 4 x30 4 29 4 28 4 27 4 %26 4 %23 | x22 4 420 4
15 4 314 1 w13 4 311 | 4O 1 48 L y6 L yE L y2 Lyl g

Generatorpolynong(x) =

QuellenangabeHri95, Pro0]

(63,30)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Pw | 10g19(Rw) || Py | log;o(Py)
2.5 0.0080224629 -2.0957| 0.0020243348 -2.6937
3.0 0.0020130851 -2.6961| 0.0004972320 -3.3034
3.5 0.0003501744 -3.4557| 0.0000849757 -4.0707
4.0 0.0000829445 -4.0812| 0.0000198790 -4.7016
4.5 0.0000096389 -5.0160| 0.0000023005 -5.6382
5.0 0.0000010363 -5.9845| 0.0000002332 -6.6323
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Wortfehlerkurven fuer den (63,30)-BCH-Code
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Abbildung 6.7: Wortfehlerkurven ftiir den (63,30)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (63,30)-BCH-Code
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Abbildung 6.8: Bitfehlerkurven fiir den (63,30)-BCH-Code
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(63,45)-BCH-Code

Codeknge n=163
Codedimension k 45

QuellenangabeHri95, Pro0]

(63,45)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Pw | 10g;0(Pw) | R | 10gy0(Pb)
2.5 0.0681000000 -1.1669| 0.0093733333 -2.0281
3.0 || 0.0282000000 -1.5498|| 0.0037822222 -2.4223
3.5 0.0079516539 -2.0995| 0.0011397371 -2.9432
4.0 0.0018590471 -2.7307| 0.0002292825 -3.6396
4.5 0.0003987543 -3.3993| 0.0000521925 -4.2824
5.0 0.0000564100 -4.2486| 0.0000072832 -5.1377
5.5 0.0000067518 -5.1706| 0.0000008237 -6.0842
6.0 || 0.0000005352 -6.2715|] 0.0000000676 -7.1700
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): Logarithmierte Bitfehlerrate
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Wortfehlerkurven fuer den (63,45)-BCH-Code
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Abbildung 6.9: Wortfehlerkurven fiir den (63,45)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (63,45)-BCH-Code
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Abbildung 6.10: Bitfehlerkurven fiir den (63,45)-BCH-Code
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(127,99)-BCH-Code
Codelnge n=| 127
Codedimension k=199
X28 4 X274 x26 4 %23 1 %20 4 x19 4 x18 4 513 4 %10 4 9 4
X +x+xr+x3+1

Generatorpolynong(x) =

QuellenangabeHri95, Pro0]

(127,99)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

En/No[dB] | R | log;o(Puw) | P | 10g10(Rb)
2.5 0.1088000000 -0.9634| 0.0114244444 -1.9422
3.0 0.0317300000 -1.4985| 0.0032303030 -2.4908
3.5 0.0058500000 -2.2328| 0.0005675758 -3.2460
4.0 0.0008158870 -3.0884| 0.0000759846 -4.1193
4.5 0.0000608402 -4.2158| 0.0000055494 -5.2558
5.0 | 0.0000035305 -5.4522| 0.0000003006 -6.5220
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Wortfehlerkurven fuer den (127,99)-BCH-Code
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Abbildung 6.11: Wortfehlerkurven fiir den (127,99)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (127,99)-BCH-Code
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Abbildung 6.12: Bitfehlerkurven fiir den (127,99)-BCH-Code

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



142 6 Beispiele und numerische Ergebnisse

(255,191)-BCH-Code

Codeknge n=| 255

Codedimension k=191

w64 4 62 4 Bl | 59 | 58 | 55 | (54 | 53 | (5O . 449 |
A8 4 A2 4 yAL | (A0 | (39 | 38 | 37 | 33 | 430 | 429 |
27 & 25 4 324 4 322 | 321 | 319 | 18 | 17 | 16 | 415 |
X248 x84+t + 1

Generatorpolynomng(x) =

QuellenangabeHri95, Pro0]

(255,191)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

Ep/No[dB] | Pw | 10g;0(Pw) | P | logyo(Py)
2.5 0.0456000000 -1.3410}|| 0.0049293194 -2.3072
3.0 0.0070841598 -2.1497| 0.0007325244 -3.1352
3.5] 0.0006895981 -3.1614| 0.0000682016 -4.1662
4.0 || 0.0000132979 -4.8762| 0.0000014760 -5.8309
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Wortfehlerkurven fuer den (255,191)-BCH-Code
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Abbildung 6.13: Wortfehlerkurven fiir den (255,191)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (255,191)-BCH-Code
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Abbildung 6.14: Bitfehlerkurven tiir den (255,191)-BCH-Code
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(255,223)-BCH-Code

Codeknge n=| 255

Codedimension k=223

x32 4 x31 4 x30 4 %29 4 327 4 %26 4 %25 4 %22 4 %20 4 419 4
X 4 x16 x4 x4+ 0+ + 3+ X2 + 1

Generatorpolynong(x) =

QuellenangabeHri95, Pro0]

In diesem Beispiel ist ab 4.5 DezibalrfE,/Ng eine Verschiebung der Fehlerkurveinr fdas
Branch-and-Bound Verfahren zu erkennen, die auf Erreichen der Iterationsschranéiek- zur
zufuhren ist.

(255,223)-BCH-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren

En/No[dB] | R | log;o(Puw) | P | 10g10(Rb)
2.5 0.543100000Q0 -0.2651}| 0.0337878924 -1.4712
3.0 || 0.2448000000 -0.6112| 0.0144421525 -1.8404
3.5] 0.0671000000 -1.1733}| 0.0038717489 -2.4121
4.0 0.0093624192 -2.0286| 0.0004840749 -3.3151
451 0.0027590012 -2.5592| 0.0001281760 -3.8922
5.0 0.0007449511 -3.1279| 0.0000314349 -4.5026
5.5 0.0003784138 -3.4220| 0.0000151366 -4.8200
6.0 | 0.0001578841 -3.8017| 0.0000064286 -5.1919
6.5| 0.0000338681 -4.4702| 0.0000013107 -5.8825
7.0 0.0000077772 -5.1092| 0.0000002999 -6.5230
7.5 || 0.00000099671 -6.0014| 0.0000000471 -7.3217
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Wortfehlerkurven fuer den (255,223)-BCH-Code
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Abbildung 6.15: Wortfehlerkurven fiir den (255,223)-BCH-Code

Bitfehlerkurven fuer den (255,223)-BCH-Code
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Abbildung 6.16: Bitfehlerkurven fiir den (255,223)-BCH-Code
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6 Beispiele und numerische Ergebnisse

(224,184)-Fire-Code

Codeknge

= | 224

n
Codedimension k

184

Generatorpolynony(x) = | x40 4 x26 1 x23 1 x17 4 x3 + 1

QuellenangabeGSM96H4

Dieser sogenannte Fire-Cddindet im GSM-Mobilfunkstandard bei den Kontrollkden Ver-
wendung. Die Codes dieser Kale sind verkettete Codes, die den Fire-Code mit einem nachge-
schalteten Faltungscode verketten. Ein Beispieleinen solchen Gesamt-Code ist der SACCH-

Code, siehe SeitE58

Hier betrachten wir den Fire-Codéarfsich und vergleichen die Decodierungsergebnisse mit den

Ergebnissen eines klassischen SyndromkorréRarfahrens.

(224,184)-Fire-Code
Decodierung mit dem Branch-and-Bound Verfahren
Ep/No[dB] | Pw | 10g;0(Pw) | P | log;o(Pb)
2.5 | 0.3793000000 -0.4210| 0.0236141304 -1.6268
3.0 0.1442000000 -0.8410| 0.0083570652 -2.0779
3.5 | 0.037900000Q -1.4214| 0.0020445652 -2.6894
4.0 0.0056905480Q0 -2.2448| 0.0002832903 -3.5478
4.5 0.0008597565 -3.0656| 0.0000344370 -4.4630
5.0 | 0.0001003697 -3.9984| 0.0000036002 -5.4437
5.5 || 0.0000106646 -4.9721| 0.000000346Q -6.4609
6.0 || 0.0000015957 -5.7970| 0.000000053Q -7.2757

“4Details zur Definition von Firecodes sind etwa Frip5] zu finden

5siehe auch Seitg7
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Wortfehlerkurven fuer den (224,184)-Fire—Code
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Abbildung 6.17: Wortfehlerkurven fiir den (224,184)-Fire-Code

Bitfehlerkurven fuer den (224,184)-Fire—Code
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Abbildung 6.18: Bitfehlerkurven fiir den (224,184)-Fire-Code

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



148 6 Beispiele und numerische Ergebnisse

6.3 Soft-Output Decodierung

Wie in Lemmag3.25 auf Seite50 dargelegt, 43t sich die Kombination der Codierungsabbildung
¢ eines biraren linearer{n, k)-Blockcodes(n,k, ¢) mit einem stetigem-Kanal K und einer Soft-
Output Decodierungsabbildurdgo als SuperkanalC beziglich (¢, K, dsp) interpretieren. Abbil-
dung?2.3auf Seite29 veranschaulicht den Superkanal bildhaft.

Bei Verwendung der in Kapited definierten L-Wert Soft-Output Decodierung erwarten wir, daf3
der Superkanak im allgemeinen,besser* als den-Kanal K ist. Ist SNR, die Signal-to-Noise
Ratio auf dem Kanak fur den Codén,k, ¢ ), so berechnen wir SNfg; als approximative Signal-
to-Noise Ratio auf dem Superkanlél In nachfolgenden Testbeispielen wirdr fverschiedene
Codes SNR mit SNRy; verglichen.

Zur Berechnung wird der Superkanal approximativ als (verzerrter) AWGN-Kanal aufgefal3t, das
heil3t, fir einp. > 0 und eina? > 0 wird angenommen, dal

Ky~ N (- u,o? - ), furalleue {+1}K.
Somit ist dann dek-Kanal

K: {+1}*x Q — RK,

(U, ) — ElC(u,w),

ein AWGN-Kanal mit bitweiser Varianz

der Kanalsbrung und
Ku~ N (u,8% 1), furalleue {£1}%

K wird als unverzerrter Superkanal bezeichnet.

Bei Verwendung der L-Werte als Eingabe einer nachgeschalteten Soft-Decision Decodierung, die
auf Grundlage der Soft-Decision ZielfunktioB.{) von Seite92 konstruiert wurde, ist die Ver-
zerrung des AWGN-Kanals irrelevant, weirfdie Soft-Decision Zielfunktionifr alleu € {41}
gilt

2

F(u):i Bui —v; :<n+§1yj2>—2

=1 i€

ilyj @ Ui

= icd;
und entsprechend giltif eine Zielfunktion mit obiger Verzerrung

2

ﬁ(u)izi P ui — wy; Z(n+ufiyj2>—2miyj@ui.
=

=1 i€

DaF undF bis auf additive Konstanten und positive Skalierung identisch sind, ist die Menge der
Minimierer beider Funktionen identisch.
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Zur Berechnung void? betrachtef wir mit gleichverteiltemU fiiri = 1,...,k Zufallsvariablen

~

Li: Q — R (einseitige L-Werte), wobetlir allew € Q gelte
Li(w) 1= Ui(w) - L(Ui|Y (@) = Ui(w) - K (Ui(w), o)
= Ui(00) - (HLU; (@) +0LZ(w)) = P+ OLU; (0)Z(w)
mit Z ~ A (0, 1) stochastisch unalimgig vonU; und folglich
E(l)=w, Var(Li)=E(cfU?Z?) =0ofE(Z?) =0of.

Die theoretische Berechnung der Erwartungswerte wurde in Lefnh7auf SeiteB8 beschrieben.
Nun wird zur empirischehBerechnung wie folgt vorgegangen:

e Codevrterc = ¢(u) € {1}" mit gleichverteilt erzeugten € {+1}* werden additiv durch
normalverteilt erzeugte Zufallszahlen mit Varianz

> n
~ 2.Kk-10(SNRp[dB])/10°

o)

der Normalverteilung gestt.

e Mit dem resultierenden Demodulationsergebnigerden die L-Wert Soft-Outputs(U;|y),
i =1,...,k, mitdem TSO Algorithmus von Kapitdl berechnet.

e Zur Analyse werden jeweilsifi =1,... k

[i=u-L(Uily) = +L(Uily), faru=+1,
: | | _L(Ui‘Y), foruy = —1.

als einseitige L-Werte berechnet.

e Fur je 100000 Codetrter werden der gemeinsame empirische Erwartunggwerhd die
gemeinsame empirische Variau% derLi,i =1,...,k berechnet.

e Als empirische Varianz der bitweisendting auf dem unverzerrten Superkanal wird

berechnet.

¢ Die approximative Signal-to-Noise Ratio auf dem unverzerrtem Superkanal wird zu

n
SNRouldB] = 10-l0g;0 (5=

berechnet.

6Die numerische Berechnung der empirischen Erwartungswerte und Varianzen ébfigtie Betrachtung von
gleichverteilt erzeugten Codértern, weil der Superkanal nur approximativ als verzerrter AWGN-Kanal aufgefaf3t
werden kann und Seiteneffekte durch die Wahl eines speziellendizxefi-1} als Kanaleingabe vermieden werden
sollen.

7Zur Ertbhung derUbersichtlichkeit werden die empirischen Erwartungswerte und Varianzen genauso wie die
Erwartungswerte und Varianzen bezeichnet.
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Faltungscode des SACCH-Codes

Codeknge n= | 456
Codedimension k=224
Eingabeblockzahl a= | 224

Bits pro Eingabeblockb = | 1
Eindringtiefe =15
Ausgabebits d=|2
Generatorpolynongy(x) = | x*+x3+1
Generatorpolynonyz(x) = | x*+x3+xt+1

QuellenangabeGSM96H4

Dieser Faltungscode findet im GSM-Mobilfunkstandard bei den KontrddllkemVerwendung. Die
Codes dieser Katle sind verkettete Codes, die den Faltungscode mit einem vorgeschalteten Block-
code verketten. Ein Beispidlf einen solchen Gesamt-Code ist der SACCH-Code, siehelSdte

Faltungscode des SACCH-Codes
Decodierung mit dem TSO Verfahren

SNR,[dB] 02 " o? 62 | SNRy{dB]
0.00] 1.01785714 3.60485068 9.52890856 0.73327791 1.4242
0.50( 0.90716613 4.99604500 12.97546507 0.51984067 2.9182
1.00( 0.80851267 6.74105451 16.77950899 0.36925261 4.4036
1.50( 0.72058767 8.83050205 20.57364745 0.26383992 5.8635
2.00|| 0.64222444 11.24675472 24.25738046 0.19177388 7.2490
2.50]|| 0.57238313 13.95740274 27.74204297 0.14240631 8.5416
3.00 0.51013701 16.95873237 31.25579799 0.10867855 9.7154
3.50 | 0.45466008 20.29645097 35.26652284 0.08560959 10.7516
4.00| 0.40521623 23.97912683 39.61585096 0.06889731 11.6948
450 0.36114934 28.07268980 44.62883318 0.05663012 12.5464
5.00 | 0.32187469 32.63749686 50.33584936 0.04725456 13.3324
5.50 | 0.28687112 37.72662557 56.92807899 0.03999729 14.0566
6.00 | 0.25567415 43.42695732 64.46283622 0.03418146 14.7390
6.50 | 0.22786983 49.83576754 72.93560012 0.02936684 15.3983
7.00( 0.20308920 57.00064046 82.51486818 0.02539643 16.0291
7.50( 0.18100344 65.05057166 93.58582070 0.02211606 16.6298
8.00 0.16131949 74.08067377 106.02653449 0.01931989 17.2168
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Faltungscode des SACCH-Codes

20

ol

SNR

O | | | |
0 2 4 6 8 10

SNR. [dB]
n

Abbildung 6.19: SNR;,[dB] zu SNR;;[dB] tiir den Faltungscode des SACCH-Codes
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Industriestandard-1/2-Code

Codeknge n=|524
Codedimension k= | 256
Eingabeblockzahl a= | 256

Bits pro Eingabeblock = | 1

Eindringtiefe =17
Ausgabebits d=|2
Generatorpolynongi(x) = | X6 +x>+x3+x2+1
Generatorpolynonga(x) = | x6+x3+x2+x+1

QuellenangabeHri95)

Die sogenannten Industriestandard-Codes sind auf Codierer-/Decodierer-Chips verschiedener Fir-
men verfigbar. Exemplarisch werden hiee 256 Infobits codiert.

Industriestandard-1/2-Code
Decodierung mit dem TSO Verfahren
SNRy[dB] 0? L o? 62 || SNRou{dB]
0.00 || 1.02343750 3.10388512 10.29438834 1.06853627 -0.1873
0.50 | 0.91213963 4.95246080 15.63195658 0.63734010 2.0569
1.00| 0.81294530 7.39790243 21.09608072 0.38546467 4.2408
1.50| 0.72453826 10.34017789 25.62922922 0.23970634 6.3038
2.00 || 0.64574541] 13.62942231 29.16292240 0.15699150 8.1419
2.50 | 0.57552120 17.20643976 32.36529084 0.10931946 9.7136
3.00 || 0.51293381 21.11957883 35.62989518 0.07988110 11.0762
3.50 || 0.45715274 25.39266496 39.55720114 0.06134921 12.2225
4.00| 0.40743781 30.13627485 44.24988291 0.04872288 13.2233
4.50| 0.36312933 35.40618106 49.58086341 0.03955086 14.1291
5.00 0.32363935 41.30895532 55.79251334 0.03269546 14.9557
5.50 | 0.28844388 47.92150180 62.89359603 0.02738707 15.7252
6.00 || 0.25707588 55.35453682 70.88848492 0.02313499 16.4579
6.50 || 0.22911912 63.75786161 79.95803029 0.01966956 17.1627
7.00 || 0.20420263 73.20667682 90.17796102 0.01682670 17.8406
7.50 || 0.18199578 83.82725929 101.70801294 0.01447387 18.4948
8.00 || 0.16220391] 95.83363784 114.77386084 0.01249704 19.1325
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Industriestandard—-1/2—Code
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Abbildung 6.20: SNR;,[dB] zu SNR[dB] fiir den Industriestandard-1/2-Code
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Industriestandard-1/3-Code

Codeknge n=| 786
Codedimension k= | 256
Eingabeblockzahl a= | 256

Bits pro Eingabeblock = | 1

Eindringtiefe =17

Ausgabebits d=|3
Generatorpolynong;(X) = | x84+ x®+x3+x2+1
Generatorpolynonga(x) = | x8 +x* +x+1
Generatorpolynomz(X) = | x84+ x4+ x3 +x2+x+1

QuellenangabeHri95)

Die sogenannten Industriestandard-Codes sind auf Codierer-/Decodierer-Chips verschiedener Fir-
men verfigbar. Exemplarisch werden hier 256 Infobits codiert.

Industriestandard-1/3-Code
Decodierung mit dem TSO Verfahren
SNRy[dB] 0? L o? 62 || SNRo{dB]
0.00 || 1.53515625 5.17368399 15.96093484 0.59629138 4.1069
0.50 || 1.36820945  7.40299264 20.95112992 0.38228989 6.0376
1.00| 1.21941795 10.02952045 25.32010191 0.25171269 7.8525
1.50| 1.08680740 12.99287430 28.98111031 0.17167401 9.5145
2.00( 0.96861811 16.24968366 32.21120199 0.12198800 10.9984
2.50( 0.86328180 19.79778616 35.58098898 0.09077887 12.2817
3.00 || 0.76940071 23.69433132 39.28666343 0.06997715 13.4120
3.50 || 0.68572911 28.02345871 43.58469177 0.05549968 14.4186
4.00| 0.61115671 32.83625238 48.71628825 0.04518216 15.3119
450 0.54469399 38.21434821 54.42203767 0.03726678 16.1483
5.00 || 0.48545903 44.23693693 60.97198143 0.03115733 16.9259
5.50 || 0.43266582 51.00969299 68.32902915 0.02626031 17.6685
6.00 || 0.38561382 58.67096891 76.65238392 0.02226789 18.3847
6.50 || 0.34367867 67.29751299 86.10596289 0.01901232 19.0712
7.00 || 0.30630394 76.97620379 96.55581475 0.01629542 19.7409
7.50 | 0.27299368 87.91541658 108.33888943 0.01401698 20.3950
8.00 || 0.24330587 100.24299347 121.90650391 0.01213162 21.0223
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Industriestandard—1/3—Code
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Abbildung 6.21: SNR;,[dB] zu SNR[dB] fiir den Industriestandard-1/3-Code
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Telemetrie-Faltungscode

Codelnge n= | 4092
Codedimension k= | 2040
Eingabeblockzahl a= | 2040

Bits pro Eingabeblock = | 1

Eindringtiefe =7
Ausgabebits d=12
Generatorpolynong;(X) = | x8 +x®+x*+x3+1
Generatorpolynongz(X) = | X0 +x +x3+xt +1

QuellenangabeJCS92

Dieser Code wurde vom CCSB$ls Faltungscoddif das Telemetry Channel Coding als gemein-
samer Standard der verschiedenen Raumfahrtagenturen definiert (optional in Verkettung mit einem
Reed-Solomon-Code). Die zug#ige RecommendatioiClCS93 ist auch als ISO 11754:1994 ge-
normt.

Telemetrie-Faltungscode
Decodierung mit dem TSO Verfahren
SNR[dB] 0? L o? 62 || SNRou{dB]
0.00| 1.00294118 3.04470767  9.72471621] 1.04902475 -0.1951
0.50| 0.89387226 5.01078321 15.32432911 0.61033777 2.1571
1.00| 0.79666449 7.57550770 20.91806536 0.36450042 4.3958
1.50| 0.71002798 10.61722384 25.45461132 0.22581070 6.4753
2.00|| 0.63281310 14.00672775 28.94714154 0.14754765 8.3234
2.50 || 0.56399527 17.67570859 32.12053376 0.10280852 9.8925
3.00 || 0.50266131 21.67180668 35.49843477 0.07558210 11.2286
3.50 || 0.44799737 26.03600814 39.46010971 0.05821159 12.3627
4.00| 0.39927807 30.86801211 44.15391087 0.04633955 13.3532
4.50 | 0.35585696 36.24220161 49.60194747 0.03776327 14.2421
5.00| 0.31715785 42.26408323 55.86105258 0.03127276 15.0611
5.50 | 0.28266723 49.01750101 63.00732310 0.02622338 15.8259
6.00| 0.25192743 56.61414927 71.11170143 0.02218662 16.5518
6.50 || 0.22453056 65.16843067 80.29001754 0.01890545 17.2469
7.00| 0.20011307 74.80165983 90.62240524 0.01619620 17.9186
7.50| 0.17835096 85.66437484 102.25450240 0.01393420 18.5719
8.00|| 0.15895546 97.90117516 115.24728564 0.01202416 19.2122

8CCSDS = Consultative Committee for Space Data Systems
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Telemetrie-Faltungscode
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Abbildung 6.22: SNR;,[dB] zu SNR,[dB] tiir den Telemetrie-Faltungscode

Thomas F. Sturm  Stochastische Analysen und Algorithmen zur Soft Decodieruigebilinearer Blockcodes



158 6 Beispiele und numerische Ergebnisse

6.4 Decodierung des verketteten SACCH-Codes

SACCH-Code

Codeknge n= | 456

Codedimension k= |184

1. Teilcodeainge np=| 224

1. Teilcodedimensiork; = | 184

1. Teilcodierungsabkh, = | (224,184)-Fire-Code, siehe Seité6

2. Teilcodeinge np = | 456

2. Teilcodedimensiok, = | 224

2. Teilcodierungsabhh, = | Faltungscode des SACCH-Codes, siehe Skt

QuellenangabeGSM96h DB96)

Im Mobilfunk wird der SACCH-Code fir einen GSMO-Kontrollkanal eingesetzt. Es handelt sich
um einen verketteten bémen linearer(456 184)-Blockcode((224,184,¢1), (456,224, ¢,)), der
aus einem Fire-Code und einem terminierten Faltungscode zusammengeSetzt ist

Hier wird dieser Code mit dem TSOBBVerfahren behandelt und mit einer klassischen Kombi-
nation aus Viterbi-Decodierer und Syndromkorrektur verglichen.

SACCH-Code
Decodierung mit dem TSOBB-Verfahren
Ep/No[dB] | Rw | 10g;0(Pw) | P | 1og1o(Pb)

1.5 0.4902000000 -0.3096|| 0.0490826087 -1.3091
2.0 || 0.2066000000 -0.6849| 0.0180282609 -1.7440
2.5 0.0554000000 -1.2565|| 0.0043206522 -2.3645
3.0 | 0.0099000000 -2.0044| 0.0007108696 -3.1482
3.5| 0.0010136642 -2.9941| 0.0000622522 -4.2058
4.0 | 0.0000600194 -4.2217| 0.0000033514 -5.4748
4.5 0.0000031123 -5.5069| 0.000000140Z2 -6.8534

9SACCH = Slow Associated Control Channel

10GSM = Global System for Mobile communications

n der Spezifikation GSM961} besteht die Ausgabe des ersten Codierers / die Eingabe des zweiten Codierers
aus 228 Bits. Der Grund ist aber nur eine andere Zuordnung der Terminierungsbits des Faltungscodes als in der hier
vorliegenden Terminologie.

12TSOBB = TSO (Kapite#) + Branch-and-Bound (Kapité)
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Wortfehlerkurven fuer den SACCH-Code
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Abbildung 6.23: Wortfehlerkurven fiir den SACCH-Code
Bitfehlerkurven fuer den SACCH-Code
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Abbildung 6.24: Bitfehlerkurven fiir den SACCH-Code
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Fur die digitale Zeicheiabertragungiber analoge Kaile mit Sbrung werden in der Nachrich-
tentechnik Fehlerschutzcodes verwendet, die aufgrund reduadarttagener Informationen die
Rekonstruktion detibertragenen Nachrichten bis auf einen Restfehler erlauben. Eine der wesent-
lichen Fragestellungen der Nachrichtentechnik besteht in der Suche nach Decodierungsverfahren,
die diesen Restfehler unter geeigneten Voraussetzungen minimieren.

In der vorliegenden Arbeit wurde zéohst eine exakte stochastische Modellierung des abstrakten
Kanalmodells ii-Kanal) fur beliebige bidre lineare Blockcodes vorgestellt, die im wesentlichen

auf einer Kanalbeschreiburitper Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen befutituf Basis dieses
Modells wurde eine zweifelsfreie mathematische Behandlung der abgeleiteten Fragestellungen mit
stochastischen Werkzeugerbgilich. Insbesondere wurden die prinzipiellen Decodierungsmetho-
diken Klassifiziert und Kriterien zur KonstruktidmesterDecodierungsverfahren in allgemeiner
Form hergeleitet. Verglichen mit den Darstellungen der LiterafuiOp, HQ95 Jun95 Roh95

Bos98 Bos99 Pro01 CCRO1 konnten verallgemeinerte Aussagen mit beliebigen stetigen Dich-
ten formuliert und bewiesen werden, siehe etwa Sdt4 Satz3.17, Lemma3.10 Lemma3.25
Lemma3.27und Satz3.29

Fur die Klasse der terminierten Faltungscodes wurde ein optimales Soft-Output Verfahren herge-
leitet und analysiert, welches funktional vergleichbar mit dem MAP-VerfaltB€ilR74 ist, und

mit dem die auchiir Turbo-Codes wichtigen L-Wert Soft-Outputs berechnet wer@amé&n. Die
vorgestellte Methode wurdedglichst operationsoptimiert mit einem Rekursionsansatz entwickelt
und durch Berechnung der Erwartungswerte von Teilformeln numerisch stabil formuliert. Die Ver-
besserung des Signal-Rausch-\&thisses auf dem durch die Soft-Outputs definierten Superkanal
wurde in numerischen BeispieleiarfStandard-Faltungscodes berechnet und dargestellt.

Die Soft-Decision Decodierung beliebiger &ner linearer Blockcodes wurde durch ein neues feh-
leroptimales Verfahren behandelt. Dabei wurde mit Hilfe einer spezifischen adaptiven Transforma-
tion der zu betrachtende Code ef@pderseitig in einen anderen Code transformiert, der besonders
operationsgnstig fir ein Branch-and-Bound Verfahren konstruiert wurde. Durch die fehleroptima-
le Decodierung im transformierten Bereich waren deutlich weniger numerische Schritte notwendig
als bei einem gedhnlichen Branch-and-Bound Verfahren auf dem originalen Codebaum. Bei den
vorgestellten numerischen Beispielen konnten daher Codes mit &bl bis 255 mit diesem
Verfahren noch wortfehleroptimal decodiert werden.

Schlie3lich wurde am Beispiel des SACCH-Codes auch die Verbesssdiumief Decodierung

In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, daR der informationstheoretischen Begriff der Bhadgie |
in seiner allgemeinen Form ausschlieflidker Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen definiert ist.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

verketteter Codes durch den Einsatz der beiden Verfahren im Vergleich zur Viterbi-Decodierung
mit Syndromkorrektur numerisch nachgewiesen.

Insgesamt wurden in der vorliegenden Arbeit die Fragestellungen zur fehleroptimalen Decodie-
rung von beliebigen b#ren linearen Blockcodes in allgemeiner Form stochastisch modelliert und
analysiert. Br AWGN-Karale ohne Einsclinkung auf Codeklassen wurde ein optimales Soft-
Decision Verfahren vollgéindig entwickelt. Br die Codeklasse der terminierten Faltungscodes
wurde die Soft-Output Decodierung ebenfalls v@lislig durch ein optimales Verfahren beschrie-

ben.

Ausgehend von den Ergebnissen dieser Arbeit lassen sich weitere Forschungsschwdipdiete f
Zukunft identifizieren:

e Die Entwicklung von Soft Decodierungsverfahrdir indere Kaale als AGWN auf Ba-

sis der allgemeinen Herleitung von Kapitl Eine naheliegende Erweiterung ist z.B. die
Verwendung von Kanaldichten

B 1 ~(x=0)'z Hx—c)
felX) = /2nhde(z) eXp< 2

die fur positiv definite € R™" Kanale mit Gedchtnis beschreiben.

) , furallexeR",

Die Entwicklung von suboptimalen Soft-Decision Verfahren. Da das Branch-and-Bound
Verfahren naturgeaf? als Suchverfahren formuliert is&f3t sich das Suchgebiet durch Zu-
satzanforderungen einsémken, die das Verfahren somit beschleunigen auf Kosten der Op-
timalitat. Die Einschinkung der Hamming-Distanz zur Stagling etwa erzeugt eine solche
Verfahrensklasse.

Die Anwendung der Entwicklungsschritte der Verfahréndpezielle Codeklassen, um dar-
aus neue spezialisierte Verfahren abzuleiten.
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Anhang A

Wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe
und Grundlagen

And twenty-five miles away to the northwest in Las Vegas, every pair of dice

on every Craps table had come up snakeeyes in the instant of Snayheever’s

death, and every roulette ball rocked to a solid halt in the 00 slot, and every

car in town that had its key turned in the ignition at that moment started up
instantly.

(Tim Powers,, Last Call*)

Im folgenden werden grundlegende Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie émgefie in die-
ser Arbeit Verwendung finden. Diesegberblick folgt der Darstellung ingS94 SS95 Sch91.

Wir betrachten eine beliebige nichtleere BasismeRgEine MengeF C P(Q) wird als Mengen-
system {iberQ) bezeichnet, wobeP die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) Gbdarstellt.

Mit R := RU{—o0, 40} wird eine Erweiterung der Menge aller reellen Zahlen definiert. Die al-
gebraische Struktur voR wird folgendermal3en ali erweitert: Fur allea € R gilt:

a+ (£00) = (£0) +a= (+0) + (+0) = (+2), +0—(—0) = +oo,

(£o0), fura>0,

a-(£o) = (£w)-a= 0, fura=0,
(Foo), fura<o,
(£00) - (d00) = oo, (o) (Feo) = —e0, =0,

Somit istR kein Korper. Die Vorzeichen bet dirfen bei den obigen Formeln nicht kombi-
niert werden, denn der Ausdrueke — (+) ist nicht definiert. Die Bedeutung der Festlegung
0 (£o0) = () -0 = 0 wird spater deutlich. Vorsicht ist allerdings bei den Grenzwi#sn ge-
boten:

lim (x)—l() £ (4+%)-0=0.

X— 00

Erganzt man die Ordnungsstruktur vigndurch—co < @, a < +oo fur allea € R und —o < +0, s0
ist (R, <) eine geordnete Menge. Aufgrund topologisciberlegungen&nnen wir unter Verzicht
auf die entsprechenden Grenzwatte vereinbaren, daf? die Folg® .y den Grenzwert-o € R
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besitzt. Fir ,,+o" schreiben wir oft,c". In Analogie zur Berechnung von Volumina in der Geo-
metrie versucht man, Mengen aus einem Mengensy&iernerQ Male (Volumina) zuzuordnen.
Zu diesem Zweck zeichnet man spezielle Funktionen aus.

Definition A.1 ((o-endliches) Mal?) _
Sei F CP(Q), 0 € F. Eine Funktion \: F — R heifit MaB auf F, talls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(M1) p(A) >0 fiiralle Ae F,
(M2) p(0) =0,

(M3) Fiir jede Folge {A}icn paarweise disjunkter Mengen mit Aj € F,
i€N,und |J A € F gilt:
i=1

u(Um):iwm)(ommmﬁa
i—1 i=

Besitzen fiir eine Folge {B;}icy mit B C Bj11, Bj € F und |J B; = Q alle Mengen B;, i € N, ein
i=1

endliches MaB, so wird | als 0-endlich bezeichnet. N

Es ware naheliegend, MaRRe auf der Potenzmenge(¥aun betrachten. Allerdings ist diese Vor-
gehensweise problematisch, da es zum Beispiel nidgfiich ist, ein translationsinvariantes Mal3
u auf der Potenzmenge d&s mit u(R3) = 1 zu finden. Daher hat man sich im allgemeinen mit
speziellen MengensysteméberQ (Teilmengen der Potenzmenge) zu biggen. Dies fihrt auf
den Begriff dero-Algebra.

Definition A.2 (o-Algebra)
Ein Mengensystem S C P(Q) hei3t 0-Algebra iiber Q, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(S1) Qes,

(S2) AusAe S folgt A°:=Q\Ae S,

(S3) AusA€S,ieN, folgt UA €S.
i=1

Die folgende Eigenschaft vam-Algebren ist wichtig.

Satz A.3 (Durchschnittsstabiliéat von o-Algebren)

Sei | eine beliebige nichtleere Menge und S fiir jedes i € | eine 0-Algebra tiber Q, so ist auch () &
il

eine 0-Algebra iiber Q. Diese Eigenschaft wird Durchschnittsstabilitit von 0-Algebren genannL

Wir kdnnen also von erzeugtenAlgebren sprechen.
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Definition A.4 (erzeugteo-Algebra)
Sei F C P(Q) und sei Z die Menge aller 0-Algebren iiber Q, die F enthalten, dann wird die

0-Algebra o(F) := () S als die von F erzeugte 0-Algebra bezeichnet.

Sex
]

FurQ = R", n € N, betrachten wir die-Algebra
B"=0o({([a1,b1[x ... X [@n,by[) NR"; —c0 < g <bj <o, i=1...,n}),

wobei [ag,b1[x ... x [an,bn[:= 0, falls a; > b; fur mindestens ei € {1,...,n}. Auf diesero-
Algebra BRt sich nun ein eindeutiges Maldurch

n
A" ((a, ba ... X [an, bn) AR™) = i|;|1(bi—a,~), fallsbi > &,i=1,...,n
0, sonst

festlegen. Dieses MaRR heilt Lebesgue-Borel-Mal3. @iglgebra B" wird als Borelscheo-
Algebra bezeichnet. Allelir die Praxis wichtigen Teilmengen d&$§ (etwa alle offenen, abge-
schlossenen und kompakten Teilmengen) sin8'renthalten. Das MaR" ist unter allen trans-
lationsinvarianten MaRep auf B" das einzige MaR mit1([0,1[x ... x [0,1]) = 1. Sei nunu ein
MaR auf einelo-AlgebrasS uberQ, so heil3t jede Menga € S mit p(A) = 0 einep-Nullmenge.
Es ist nun naheliegend, jeder Teilmerge& A einerp-Nullmenge ebenfalls das Mg§B) =
zuzuordnen. Allerdings ist nicht géhrleistet, daf¥ir jedesB C AauchB € S gilt. Das fuhrt zum
Begriff der Vervollsandigung und des volighdigen Mal3es.

Definition A.5 (vollstandiges Mal3, Vervollséndigung)
Ein MaB [\ auf einer 0-Algebra S iiber Q heift vollstindig, falls jede Teilmenge einer U-Nullmenge
zu S gehort und damit eine P-Nullmenge ist. Ist U nicht vollstindig, so heiit die 0-Algebra

So = {AUN; A€ S, N Teilmenge einer J-Nullmenge}
- Vervollstindigung von S. Mit Jo(AUN) := p(A) ist Ho ein vollstindiges Mal} auf Sp.

Die Mengen dero-Algebra B; heiRen Lebesgue-mel3bare Mengen. Das MaRuf B heildt
Lebesgue-Mal3. Die zugéhgen Nullmengen heil3en Lebesguesche Nullmengen.

Betrachtet man eine Funktidh: R — R mit folgenden Eigenschaften:

¢ F ist monoton steigend,

e F ist stetig von links,

so ist durch
( F(b)—F(a), falls —co <a<b< o
t!ianF(b)—F(a), falls —o <a<b=o0
U ([a,b[NR) := F(b)— lim F(a), falls —w=a<b<w
lim F( )— I|m F(a) falls —o=a, b=
Y fallsa> b

ein eindeutiges Maf"™ auf 3 definiert. Dieser Sachverhalifirt zu folgender Definition.
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Definition A.6 (malRerzeugende Funktion)
Eine monoton steigende Funktion F : R — R, die stetig von links ist, heiBt maBerzeugende Funk-

tion.
_

Das MafiyF heil’t Lebesgue-Borel-Stieltjes-MaR. Das valistige Mafi auf dery”-Vervollstan-
digunng von B heil3t Lebesgue-Stieltjes-Mal3. Die Mengea Bg heiRen Lebesgue-Stieltjes-
meRbar. Durch analoge Vorgehensweise lassen sich mafierzeugende FunktiéhenRuélefi-
nieren. Wir wollen darauf aber nichher eingehen.

Definition A.7 (Mel3raum, Mal3raum)
Ist S eine 0-Algebra iiber Q, so heiit das Paar (Q,S) MefBraum. Ist |\ ein MaB3 auf S, so heift das

Tripel (Q,S, 1) MaBraum.
.

Nun untersuchen wir spezielle Funktionen zwischen zwei GrundmeRgep, # 0.

Definition A.8 (mel3bare Abbildung)
Seien (Q1,81) und (Q2,S2) zwei MeBriume.
Eine Abbildung T : Q1 — Qp mit T™Y(A) := {x € Qq; T(X) € A'} € Sy fiir alle A € S heiBt

S1-S2-meBbar.
1

Mel3bare Abbildungen spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie bei der Definition von Zufallsva-
riablen eine wichtige Rolle. Der folgende Satz zeigt, dafiden Nachweis der MelR3barkeit einer
Abbildung nicht immer das Urbild ~1(A) fur alle Mengen?' € S, untersucht werden muf.

Satz A.9 (Mel3barkeit bei einer erzeugtero-Algebra)
Seien (Q1,81) und (Q2,S2) zwei MeBraume, wobei Sp = 0(F) von einem Mengensystem F
erzeugt ist. Die Abbildung T : Qq — Qp ist genau dann S1-S>-meBbar, falls T_l(A’) € 8 fiir alle

AcF.
_ ]

Sind drei MeBaume(Q1,S1), (Q2,S2), (Q3,S3) und zwei Abbildungen
Ti: Q1 — Q2 Tq Sl-Sz-meBbar,

To: Qo — Qgz, To So-S3-mel3bar,

gegeben, so ist die Abbildung

TooT1: Q1 — Qz, W— To(T1(w)), S1-S3-melbar.

Satz A.10 (BildmaR)
Seien (Q1,81,M1) ein MaBraum, (Q2,S2) ein MeBraum und T : Qg — Qp S1-Sz-meBbar, so ist
durch

A) =w (THA)), AecS,

ein MaB o auf S definiert.
Das MaB Yy wird als BildmaB von [y bezeichnet mit der Schreibweise pp = T (Jy).

Um ZufallsgibR3en analysieren zwknen, beatigt man einen Integralbegriff. Daher soll im fol-
genden kurz die Integrationstheorig melRbare Abbildungen zusammengefaldt werdenachst
betrachten wir die Integration einer speziellen Klasse von Funktionen.
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Definition A.11 (elementare Funktion)
Sei (Q,S) ein MeBraum. Eine S-B-meBbare Funktion €. Q — R heilt elementare Funktion, falls

sie nur endlich viele verschiedene Funktionswerte annimmt.

Eine spezielle elementare Funktion ist die Indikatorfunktion

1, fallsweA

A:Q—R, w—
0, sonst

die anzeigt, olw Element einer Mengé € S ist. Mit Hilfe von Indikatorfunktionen lassen sich
die elementaren Funktionen darstellen.

Satz A.12 (Darstellung elementarer Funktionen)
Sei (Q,S) ein MeBraum. Iste: Q — R eine elementare Funktion, so existieren eine natiirliche Zahl
n, paarweise disjunkte Mengen Ay, ...,An € S und reelle Zahlen A1, . .., mit:

e— _iailm, 'ilAi = Q.

Die eben betrachtete Darstellung wwheil3t eine Normaldarstellung venSind allea; paarweise
verschieden, so spricht man von einéirzesten Normaldarstellung van Kurzeste Normaldar-
stellungen sind eindeutig. Aus der Normaldarstellung elementarer Funktionen folgt sofort: Sum-
me, Differenz und Produkt elementarer Funktionen sind elementare Funktianaailee € R ist
auchc- e eine elementare Funktion, weerine elementare Funktion ist.

Nun betrachten wir nichtnegative elementare Funktionen auf einem Magusihp) und defi-
nieren dagp-)Integral dieser Funktionen.

Definition A.13 ((u-)Integral nichtnegativer elementarer Funktionen)
Sei (Q,S, W) ein MaBraum und e: Q — Rg, e= S ajla, 0 >0,i=1,...,n, eine nichtnegative
i=1

elementare Funktion in Normaldarstellung, so wird

/edu:zzedu:zi;ai-u(Ai)

als (Y-) Integral von e iiber Q bezeichnet.

Damit [ edpwohldefiniert ist, ist natrlich zu zeigen, daf} edpunabléngig von der Wahl der
Normaldarstellungiir eist.

Sei nunE die Menge aller nichtnegativen elementaren Funktionen@u§, ), so erhalten wir
eine Abbildung

Int: E—>I§§,e+—>/edu

Die folgenden Eigenschaften von Int lassen sich leicht nachweisen:

o [Iadu=p(A)furalleAecS.
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e [(0e)dp=a [edpfiralleec E, a € R{.
e [(u+v)dpu= [udp+ [vdpfuralleu,veE.

o Istu(w) < v(w) furallewe Q, soistfudp< [vdufuralleu,veE.
Wahlen wirQ =R", S = B", p=A"und f : Q — R, x— 0, so erhalten wir
/fdA”z/Od)\”zO-)\”(R”) _0-w=0.

Unsere Vereinbarung-@ = 0 erlaubt uns somit, daa"-)Integraltiber die Nullfunktion zu be-
rechnen.

Betrachtet man die Menge der um{+e} erweiterten reellen Zahlen, so bildet die Menge
B:={AcP(R);ANR € B}

eineo-AIgebranerI@. Um nun den Integralbegriff auf einedere Klasse von Funktionen fort-
zusetzen, beitigen wir die folgende Definition.

Definition A.14 (numerische Funktion)

Eine auf einer nichtleeren Menge A C Q definierte Funktion f : A— R heiBt numerische Funktion.
1

Nun betrachten wir nichtnegative numerische Funktionen, die als Grenzwert einer Folge elemen-
tarer Funktionen gegeben sind.

Satz A.15 (Grenzwerte spezieller Folgen elementarer Funktionen)
Seien (Q,S) ein MeBraum und f : Q — R{ eine nichtnegative, S-B-meBbare numerische Funkti-
on, so gibt es eine monoton steigende Folge {€n}nen von nichtnegativen elementaren Funktionen

en:Q— Rg ,n €N, die punktweise gegen f konvergiert. Wir schreiben dafiir: e, T f.
1

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, (gigIntegration auf eine spezielle Klasse von
Funktionen in naheliegender Weise fortzusetzen.

Definition A.16 ((p-)Integral f ir meRbare, nichtnegative numerische Funktionen)

Seien (Q,S, W) ein MaBraum und f : Q — R{ eine S-B-meBbare, nichtnegative numerische Funk-
tion. Sei ferner {€n}ncn eine monoton steigende Folge nichtnegativer elementarer Funktionen
€:Q— Rg, ne N, mitey T f, so definieren wir durch

/fdu:z/fdu:: r!im /endu
Q

das (Y-)Integral von f iiber Q.

Da die approximierende Folge elementarer Funktiorignf fnicht eindeutig ist, mufd natlich
erwahnt werden, daf3 das eben definierte Integral wohldefiniert ist. Wir werden nun in einem letzten
Schritt die Klasse der integrierbaren Funktionen erweitern. Dazu dient die folgende Definition.
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Definition A.17 (Positivteil, Negativteil einer numerischen Funktion)
Seien (Q,S) ein MeBraum und f : Q — R eine S-B-meBbare numerische Funktion, so wird die

Funktion
f(w), falls f(w)>0

f+ZQ—>]1€8_,00»—>{ 0 sonst

Positivteil von f und die Funktion

—f(w), falls f(w) <0

f:Q—>]1§5L,(m—>{ 0, sonst

Negativteil von f genannt.

Die folgenden Eigenschaften vdrn und f~ sind unmittelbar einzusehen:

o f7(w)>0,f (w)>0firallewe Q.
e T undf~ sindS-B-meRbare numerische Funktionen.
o f= fjL —f.

Mit Hilfe des Positiv- und Negativteils einer mel3baren numerischen Funktidd — R konnen
wir das(p-)Integral auf mef3bare numerische Funktionen erweitern.

Definition A.18 ((p-)integrierbar, (p-)quasiintegrierbar, (p-)Integral)

Seien (Q,S, 1) ein MaBraum und f : Q — R eine S-B-meBbare numerische Funktion.
f heiBt (p-)integrierbar, falls [ fTdu< cound [ f~dp< oo,

f heiBt (Y-)quasiintegrierbar, falls [ f*dp< o oder [ f~du< o.

Ist f (p-)quasiintegrierbar, so ist durch

/fdp::/fdp::/ﬁdp—/f—du
Q

das (W) Integral von f iiber Q definiert.

Als (p-)Integraliber einer Mengé € S definieren wir fir (p-)quasiintegrierbares§- I o

/fdu::/f-lAdu
A

Betrachtet man speziell den MaRragRY, B",A"), so wird dagA"-)Integral als Lebesgue-Integral
bezeichnet. Isff (AM-)integrierbar, so heiRf Lebesgue-integrierbar. Ist ein Maf& durch eine
maRerzeugende Funktiéh: R" — R gegeben, so wird dagi™-)Integral als Lebesgue-Stieltjes-
Integral bezeichnet und in der Form

/ fdF = / fdf

geschrieben. Lebesgue-Stieltjes-Integrale besitzen die wichtige Eigenschaft, daGfigieltrch
Riemann-Integrale berechnet werdeémken.
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In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Methoden zur Beschreibung und Analyse von Zufalls-
experimenten (Experimente mit nicht vorhersehbarem Ausgang) bereitgesteldetails sei auf
[Bau02 Bau92 SS99 verwiesen). Der umgangssprachliche Begyiffufallsexperiment* wird
durch einen Maf3raurfQ, S, P) mit der EigenschafP(Q) = 1 mathematisch przisiert. Wir defi-
nieren daher:

Definition A.19 (Wahrscheinlichkeitsraum, Wahrscheinlichkeitsmal3, Ergebnis, Ereignis)
Ein MaBraum (Q,S,P) mit P(Q) = 1 wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet. Die Punkte
w € Q heiBen Ergebnisse, die Mengen A € S Ereignisse. Das Mal3 P wird als Wahrscheinlichkeits-

maB bezeichnet. Fiir alle Ereignisse A wird P(A) die Wahrscheinlichkeit von A genannt.
]

Wir werden im folgenden davon ausgehen, daf3 ein Zufallsexperiment durch einen Wahrscheinlich-
keitsraum(Q, S, P) gegeben ist. Es ist in der Praxis oft nicht leicht, ein verbal formuliertes Zufalls-
experiment durch einen Wahrscheinlichkeitsraum zu modellieren - insbesondere dann, wenn das
Experiment ungenau formuliert ist. Die Elemente der MeQgstellen die nbglichen Ergebnisse

des Zufallsexperimentes dar.

Beispiel,, ScheibenschieRen®:
Wir betrachten das Schiel3en mit einem Gewehr auf eine &reigje Schiel3scheibe mit dem
Radiusr = in und dem Mittelpunkim= (0,0) ". Wir nehmen an, daf bei jedem SchuR die Scheibe

getroffen wird. Als Ergebnis eines Schul3es erhalten wir einen Punkt
1

VT

Wir wahlenS := {AN K%,o; A c B2} als a-Algebra undP = A\?|s als Wahrscheinlichkeitsmal

aufS. Da der Schtze bei jedem Schul3 umso mehr Punkte (Ringedlerje kleiner der Abstand
seines SchufRes zum Mittelpunkt der Schiel3scheibe ist, interessiert als Ergebnis in erster Linie
dieser Abstand zum Mittelpunkt.

Man betrachtet also eine Funktion

X||l2 <

}.

w= ()T eQ:= K%Vo = {xeR?

1
d: Q 0, —
H[’\/ﬁ

Kann man nun mit Hilfe der Funktiothund des Wahrscheinlichkeitsraum€x S, P) jeder Menge
Ac S :={Bn]o, \%{]; B € B} eine Wahrscheinlichkeit zuordnen? Dies ist genau dadglich,

wennd S-S8’-meRbar ist. Daher definieren wir:

| = Q) w— |||

Definition A.20 ((n-dimensionale reelle, numerische) Zufallsvariable)

Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Q',S’) ein MeBraum, dann heiBt eine S-S'-
meBbare Funktion X : Q — Q' Zufallsvariable.

IstQ'=R", neN, und S’ = B", so wird X als n-dimensionale reelle Zufallsvariable bezeichnet.
Ist Q' =R und 8’ = B, so wird X als numerische Zufallsvariable bezeichnet. Eine eindimensionale

reelle Zufallsvariable wird reelle Zufallsvariable genannt. N

Als geeignetes Wahrscheinlichkeitsm@Rauf S’ ergibt sich das BildmaR voX. Somit erhalten
wir fiir unser obiges Beispi€f (A') = P(d~1(A)) fur alleA’ € S’. Die Tatsache, daR({w}) =0
furallew e K% o verdeutlicht den Sinn der Verwendung von Ereignissens.
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Definition A.21 (Verteilung einer Zufallsvariablen, Bildmalf3)
Seien (Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q',S") ein MeBraum und X : Q — Q' eine Zufalls-

variable, dann wird das Bildmal3 Px von X Verteilung von X genannt. o

Nach unserer Interpretation von Wahrscheinlichkaitsnen ist der WerK(w) einer Zufallsva-
riablen an der Stelleo vom Ergebnis eines Zufallsexperimentes dtdig. Wir fragen danach,
welcher Wert vorX ,,zu erwarten® ist.

Definition A.22 (Erwartungswert einer numerischen Zufallsvariablen)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine (P-)quasiintegrierbare numerische Zu-
fallsvariable X : Q — R, dann wird durch

E (X) ::/x dP

der Erwartungswert von X definiert.

Den Erwartungswert einer n-dimensionalen reellen Zufallsvariablen definiert man durch kompo-
nentenweise Bildung des Erwartungswertes.

Um eine Vorstellung vom Begriff des Erwartungswertes zu bekommen, betrachten wir die folgen-
de reelle Zufallsvariable auiQ,S,P): SeienAq, ..., A, paarweise disjunkte Mengen agsmit

n
> A =Qundag,...,an nichtnegative reelle Zahlen, dann ist
i=1

n
X:Q—-R, w— Zail,«*(w)
i=

eine reelle Zufallsvariable.iF den Erwartungswert voX erhalten wir

n

E(X) = 3 aiP(A).
i=
Der Erwartungswert ist in diesem Fall also eine gewichtete Summe oglianen Werte vorx,
wobei die Gewichte gerade die Wahrscheinlichkeiténdas Auftreten dieser Werte sind. Gilt
P(A) = % fur allei = 1,...,n, so erhalten wir als Erwartungswert das arithmetische Mittel der
Werte vonX.

Ist eine reelle ZufallsvariabléP-)integrierbar, sod3t sich der Erwartungswert vof auch mit
Hilfe des BildmaRe®&x berechnen:

E(X):/xd&(x) ::/de( mit f - R — R, X1 X

Da wir auch an Erwartungswerten von speziellen FunktionenX/ameressiert sind, bérigen
wir den folgenden Satz.

Satz A.23 (Mel3barkeit stetiger Funktionen reeller Zufallsvariablen)
Seien X eine reelle Zufallsvariable definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,S,P) und
g: R — R eine stetige Funktion, dann istgo X : Q — R, w— g(X(w)) eine reelle Zufallsvariable

auf (Q,S,P).
1
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Somit folgt sofort, daRifr eine reelle Zufallsvariabl€ auf (Q,S,P) und fur jedesk € N und jedes
a € R auch(X —a)* und |X — a|* reelle Zufallsvariablen aufQ, S,P) sind. Dies erriglicht die
folgende Definition.

Definition A.24 (zentrierte (absolute) Momentek-ter Ordnung)

Sei X eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, S, P) definierte reelle Zufallsvariable, dann heil3t
E (X —O(|k), k € N, das in o zentrierte absolute Moment K-ter Ordnung von X. Ist (X — oK
(P-)quasiintegrierbar, so heiit E ((X — O()k) das in a zentrierte Moment K-ter Ordnung. Ist a = 0,

so spricht man nur von absoluten Momenten bzw. Momenten K-ter Ordnung. -

Besonders interessant ist der Had- 2.

Definition A.25 (Varianz einer reellen Zufallsvariablen)
Sei X eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, S, P) definierte, (P-)integrierbare reelle Zufalls-
variable, dann heif3t

\muxy:/XX—EondP

die Varianz von X.

Die Zahl 0 = \/Var (X) wird als Streuung oder Standardabweichung von X bezeichnet.
|

Oft schreibt maro? fiir Var (X). Die Varianz ist ein MaRifr die zu erwartende Abweichung von
X undE (X).

Lemma A.26 (Standardisierung)
Sei X eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,S,P) definierte, (P-)integrierbare reelle Zufalls-
variable mit Streuung O < 0 < o0. Dann ist

_X-E(X)
_X-EX)

Y :

eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E (Y) = O und Varianz Var (Y) = 1.

DenUbergang vorX zuY bezeichnet man alsStandardisierung* voix.

Im folgenden betrachten wir einige wichtige Begriffe der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie.
Ausgangspunkt ist der Wahrscheinlichkeitsra®sS, P) und zwei Menge\,B € S mit P(B) >

0. Auf S definieren wir nun ein Wahrscheinlichkeitsma®: S — [0, 1] durchA — P(P/?g?). Durch

denUbergang vorP zu PB erhilt die MengeB das WahrscheinlichkeitsmaR 1. Wir interpretieren
PB(A) als die Wahrscheinlichkeit voa unter der Bedingung, daR das EreigBiéPB-)fast sicher
eintrifft. Dies fuhrt zur Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition A.27 (bedingte Wahrscheinlichkeit)
Sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A,B € S mit P(B) > 0. Dann heift

P(ANB)

PAB) = 5 )

die (bedingte) Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.
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Satz A.28 (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, Satz von Bayes)
Sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {D; C Q;i € N} eine Partition* von Q, so daf
Di € S und P(D;) > O fiir allei € N.

(i) Es gilt die ,,Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

[oe]

P(A) = Z P(Di)-P(AID)), fiiralle A€ S.

(i) IstAe S mitP(A) >0, so gilt

P(ADi)-P(Di) . .
P(Dj|A) = fiir all .
(Di|A) PA) , firalle ieN
(iif) Es gilt der ,,Satz von Bayes*:
AD :
P(Di|A) = — PIAIDI) - P(D1) , fiirallei € N.
2 P(Dj)-P(AIDj)

Analoge Formeln ergeben sich ddich fur eine endliche PartitiofiD; € Q;i =1,...,n} von Q.

Es soll nun die Frage untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen ein Wahrscheinlichkeits-
malf3P in der folgenden Art und Weise durch ein Mp@argestellt werden kann.

Definition A.29 (Dichte) _
Sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ ein Mal3 auf S. Wenn eine nichtnegative, S-B-
meBbare numerische Funktion f : Q — R existiert mit

:/fdp, fiir alle A€ S,

so hei3t f eine Dichte(funktion) des Wahrscheinlichkeitsmal3es P beziiglich |[.. Man sagt auch, dal3

P beziiglich | eine Dichte f besitzt. -

Satz A.30 (Beziehung zwische(P-) und (p-)Nullmengen)
Seien (Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, [ ein Mal3 auf S und f eine Dichte von P beziiglich

W dann gilt fiir alle A € S mit u(A) = 0: P(A) = 0.
|

Die folgende Definition resultiert aus dem eben betrachteten Satz.

Definition A.31 (absolute Stetigkeit vonP beziglich )
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ ein MaB auf S. P heil3t absolutstetig beziiglich

W, falls fiir alle A € S mit p(A) = 0 gilt: P(A) = 0.
1

LD; c Q;i € N} heilt eine Partition vo®, falls die MengerD; paarweise disjunkt sind ur@d = U Di.
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Wie der folgende Satz zeigt, ist die absolute Stetigkeitigkezh eineso-endlichen MalReg das
entscheidende Kriteriunuif die Existenz einer Dichte.

Satz A.32 (Radon-Nikodym)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ ein O-endliches Mal3 auf S, dann besitzt P

genau dann eine Dichte beziiglich i, wenn P absolutstetig beziiglich [\ ist.
1

Nun betrachten wir eine spezielle Klasse von Wahrscheinlichkeitsmaf3efA|Mitrd die Anzahl
der Elemente (Mchtigkeit) vonA bezeichnet.

Definition A.33 (diskretes Wahrscheinlichkeitsmal3, diskrete Zufallsvariable)

Sei (R",B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das Wahrscheinlichkeitsmal3 P heiBit diskret,
falls eine Menge B € B" mit |B| < |N| und P(B) = 1 existiert. Eine m-dimensionale reelle Zufalls-
variable X definiert auf (R", B",P), m€ N, heift diskret, falls das BildmaB Px von X ein diskretes

WahrscheinlichkeitsmaB3 auf (R™, B™) ist.
|

Da fir m = n das BildmafPx der ZufallsvariablerX : R" — R", x — X, gleich P ist, wird oft

der Begriff Verteilung statt Wahrscheinlichkeitsmaf3 verwendet. Um nun mit Hilfe des Satzes von
Radon-Nikodym diskrete Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmalfe) durch Dichtefunktionen dar-
stellen zu Bnnen, beatigen wir ein spezielles Mal3.

Definition A.34 (Zahlmalfl)
Das auf einer 0-Algebra S iiber Q definierte Mal3

|A|, falls |A| endlich ist
o, sonst

Z:S—>I§,Ar—>{

wird als das ZahlmaB auf S bezeichnet.

Sei nun(R", B", P) ein Wahrscheinlichkeitsraum uieine diskrete Verteilung alfi" mit P(B) =
1 fur einB € B" und|B| < |N|, dann gilt fir alleC € B":

P(C) =P(CNB)+P(CNB®) =P(CNB).
Somit gerigt es, den Wahrscheinlichkeitsray B3, P) mit B3 := {CNB; Ce B"} =P(B) zu
betrachten. D& ein o-endliches Mal auP(B) ist und{(A) = 0 genau dann gilt, wenA = 0,

ist jedes Wahrscheinlichkeitsmaf? aBfB) absolutstetig baémlich {. Somit existiert zu jedem
WahrscheinlichkeitsmaB auf P(B) eine Dichtef : B — R§ mit

P(A) :/de: S f(@= Y P{w}) firalleAc P(B).
A

WeEA WeEA

Es lalt sich also jede diskrete Verteilung &if durch eine Folgg p; } jcn, nichtnegativer reeller

Zahlen mit 3 p;j = 1 darstellen.
j=0
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Definition A.35 (spezielle diskrete Verteilungen)
Sei (R,B,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einem diskreten Wahrscheinlichkeitsma3 P und
P(Np) =1.

(i) Poisson-Verteilung:
Ist

| N
PAID =pi=e"5p, 1€NoA>0,
so spricht man von einer Poisson?-Verteilung mit Parameter \.

(i) Gleichverteilung und Laplace-Experiment:

Ist

. 1 . .
P{i}) = p; =1 fir j =0,...,k, und p; = 0 fiir j > K, k € No,

so wird diese Verteilung Gleichverteilung genannt. Ein Zufallsexperiment, das durch
einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Gleichverteilung reprisentiert wird, heiit Laplace®-
Experiment.

(i) Binomial-Verteilung und Bernoulli-Experiment:
Wihlt man pe R, 0< p< 1, undB={0,1,2,...,8}, s€ N, so wird (mit () := ﬁ) die
durch

S

.)pj(l—p)Sj fiir j =0,...,s, und pj = 0 fiir j > s,

P({(J}) = pj = (J

gegebene Verteilung Binomial-Verteilung B(S, p) mit Parameter S, p genannt. Ein Zufallsex-
periment, das durch einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Binomial- Verteilung mit Parameter
s, p repriisentiert wird, heiBt Bernoulli*-Experiment mit Parameter S, p.

(iv) Eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,S, F3) definierte reelle Zufallsvariable X heifit
poissonverteilt / gleichverteilt / binomialverteilt, wenn das Bildmal3 P = Px poissonverteilt /
gleichverteilt / binomialverteilt ist.

Ein Bernoulli-Experiment kann folgendermal3en interpretiert werden: Man betrachtet ein Zufalls-
experiment, bei dem es nur zweidgliche Ergebnisse gibt,amlich mit Wahrscheinlichkeip

das Ergebnis 'T’ (Treffer) und mit Wahrscheinlichkélt — p) das Ergebnis ‘N’ (Niete). Dieses
Experiment @ihren wirs-mal durch, ohne daf3 sich die Ergebnisse gegenseitig beeinflussen. Die
Wahrscheinlichkeit, dal3 nach dieseVersuchen genay Treffer auftreten, ist gegeben durch

(T) pl(1—p)>), 0< j<s seN. Somit wird dies-malige Durchiihrung unseres Experimentes
durch ein Bernoulli-Experiment beschrieben, falls die Ergebnisse sich nicht gegenseitig beeinflus-
sen. Far sehr groRs und sehr kleing ist es ndglich, eine Binomial-Verteilung durch die wesent-

lich einfacher zu berechnende Poisson-Verteilung mit Pararhetes- p zu approximieren.

Nun betrachten wir die folgende naheliegende Definition.

2nachb. Poisson (1781-1840)
3nachpP. S. de Laplace (1749-1827)
“nachJ. Bernoulli (1654-1705)
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Definition A.36 (absolutstetige Zufallsvariable)
Sei (R", B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine m-dimensionale reelle Zufallsvariable X
definiert auf (R", B", P), m € N, hei3t absolutstetig, falls das BildmaB Px von X ein absolutstetiges

Wabhrscheinlichkeitsmal3 auf B™ beziiglich A™ ist. -

Nach dem Satz von Radon-Nikodym Bt genau dann absolutstetig liggich A™, wennPx ei-
ne Dichte beiaglich A™ besitzt. Mit Hilfe der beiden @&chsten Definitionen ist esdglich, alle
Wahrscheinlichkeitsmal3e alifzu klassifizieren.

Definition A.37 (Verteilungsfunktion)
Sei (R", B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funktion

F:R"—[0,1], (X1,...,Xn)  — P(J—00,x1[x...x] =00, Xq[)

wird als Verteilungsfunktion von P bezeichnet. Die Verteilungsfunktion des Bildmales Px einer
m-dimensionalen reellen Zufallsvariable X : R" — R™, me N, wird auch Verteilungsfunktion von

X genannt.
8 1

Definition A.38 (stetiges Wahrscheinlichkeitsmal3, stetige Zufallsvariable)

Sei (R", B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das WahrscheinlichkeitsmaB (die Verteilung)
P heiB3t stetig, falls die Verteilungsfunktion von P stetig ist. Eine m-dimensionale reelle Zufallsva-
riable X definiert auf (R", B",P), n € N, me€ N, heiBt stetig, falls die Verteilungsfunktion von X

stetig ist.
g ]

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung ist eine Treppenfunktion und damit nicht ste-
tig. Die Verteilungsfunktion einer béglich A" absolutstetigen Verteilung adf" ist stetig (fir

n = 1 sogar absolut stetig im topologischen Sinne). Die Umkehrung gilt aber nicht, da es stetige
Wahrscheinlichkeitsmaf@@gibt, die nicht absolutstetig baglich A" sind. Diese Wahrscheinlich-
keitsmal3e werden singulgenannt.

Definition A.39 (singulares Wahrscheinlichkeitsmal3)
Sei (R", B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das WahrscheinlichkeitsmaB (die Verteilung)
P heiBt singulir beziiglich A", wenn eine Menge N € B" existiert mit \"(N) = 0 und P(N) = 1.4

Nun sind wir in der Lage, die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable in drei Komponen-
ten zu zerlegen.

Satz A.40 (Zerlegungssatz von Lebesgue)

Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F, die auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (R, B, P) definiert ist, dann gibt es nichtnegative reelle Zahlen a;,82,a3 mita; +a;+az =1
und drei FunktionenF : R — R, 1 =1,2,3, mit:

o F=aiF +ayF +agks.

e Fy ist Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable auf (R,B,P), F, ist Verteilungs-
funktion einer beziiglich A absolutstetigen reellen Zufallsvariable auf (R,B,P) und F3 ist
Verteilungsfunktion einer stetigen reellen Zufallsvariable auf (R, B,P), deren Bildmal sin-

gulér beziiglich A ist.
]
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Riemann-Integration
Ist P, ein beziglich A absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaf? @if3), so existiert eine Dichte
f mit
PL(A) = /fd)\,Ae B.
A

Die Funktionf ist in einem Intervalla, b, a < b, Riemann-integrierbar, falls sie auf diesem In-
tervall beschiinkt ist und die Menge der Unstetigkeitsstellen \foauf [a,b] das Lebesgue-Mal3
Null hat. Sind diese Voraussetzungenfaerfullt, so kbnnen wir fir jede(P;-)integrierbare Funk-
tion g: [a,b] — R das(P;-)Integral vong uber dem Intervalla, b] durch ein Riemann-Integral
berechnen, fallg- f Riemann-integrierbaiber|a, b] ist:

/gdH: /g-fd)\:/bg(x)-f(x)dx
(8,b] [ a

a,b]

Definition A.41 (Dichtefunktion)
Seid: R"— R, n € N, eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

e d(x) > O fiir alle x € R",

e [d(X)dx= }o fd(x)dxl...dxn:l,
R ~o -0

dann ist auch [ d d\" = 1 und wir konnen die Funktion d als Dichte eines Wahrscheinlichkeitsma-

Bes beziiglich A" auffassen.
1

Nun betrachten wirir jeden Vektorpy € R" und fur jede positiv definite Matrixx € R™" die

Funktion
(x=W"=(x— u)) |

1
/(2 de(z) ’exp<_ 2

Offensichtlich istv, s (x) > 0O fur allep,x € R", Z € R™", X positiv definit.
Aus der Analysis (Substitutionsregel, Satz von Fubini) ist das Folgende bekannt:

/exp(— Sl DAt “)) dx=/(2m)"det(Z)

2
RN

Vus t R"— R, x—

furallepe R", > € R™", X positiv definit. Somit Bnnen wirv, s als Dichte eines Wahrscheinlich-
keitsmaRes bémlich A" auffassen.

Definition A.42 (Normalverteilung)

Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, L€ R", n € N, und £ € R™", X positiv definit. Die
Zufallsvariable X5 © Q — R" heiBt N' (W, Z) normalverteilt, falls ihr Bildma Px,; beziiglich A"
die folgende Dichte besitzt:

(_(X—M)TZ;(X— u)) ‘

1
Vst R" S5 R, X— —————-exp

J/(2nnde(z)
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Um die Parametep und Z einer Normalverteilung interpretieren zirnen, beatigen wir die
folgende Definition.

Definition A.43 (Covarianz, unkorreliert, Korrelationskoeffizient)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R, Y : Q — R zwei reelle, (P-)inte-
grierbare Zufallsvariable mit (P-)integrierbarem Produkt X - Y.

(i) Dann heiBt
Cov(X,Y):=E((X—=E(X))-(Y=E(Y))) =E(X-Y)—E(X)-E(Y)
die Covarianz von X und Y. X undY heiBen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.

(i) Besitzen die Zufallsvariablen X bzw. Y zudem endliche Varianzen Var (X) > O bzw.
Var (Y) > 0, so wird die GroBe

L Cov(X,Y)
PIX.Y) = v/ Var (X) - Var (Y)

Korrelationskoffizient von X und Y genannt.

Normalverteilte Zufallsvariablen spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine bedeutende Rolle,
auf die wir im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzweftsatzh zu sprechen kommen.
Zunachst fassen wir einige Eigenschaften einéfy, ) normalverteilten ZufallsvariableX,, s
zusammen. Dazu fassen wir die Funkt)rs : Q — R" als Abbildung

-
wW— (X&z((ﬂ), Rk 7X|_T,Z(w))
auf. Jede Funktiob(}lz : Q—R,i=1,...,n,ist eine reelle Zufallsvariable. Definiert man

T

E(Xuz) = (E(Xis) - E(Xi5))
So erlalt man
E (Xuz) =1

Ferner gilt mitZ = (0 j)i j=1,..n

Cov(X&vz,X&z) =0, Li=1,...,n.

Daher heiBE die Covarianzmatrix voix, s.

Auf der Basis eines Wahrscheinlichkeitsraunt@sS, P) haben wir fir AB € S und P(B) > 0
durchPB(A) = % ein WahrscheinlichkeitsmaR aSfeingefihrt. Wir interpretierteiP®(A) als
die Wahrscheinlichkeit voA unter der Bedingung, daB(PB-)fast sicher eintrifft. Nun stellt sich
die Frage, wann diese Bedingung die Wahrscheinlichkeifnicht andert, wann als@®(A) =

P(A|B) = P(A) gilt. Wir erhalten:
PB(A) = P(A|B) = P(A) < P(ANB) = P(A)-P(B).

5siehe dazu Definitios.50 auf Seitel81und SatzA.51 auf Seitel81
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Definition A.44 (stochastisch unabBngige Ereignisse)
Seien (Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., An € S, n € N, dann heiBen die Ereignisse
Aq,...,An stochastisch unabhiingig, falls fiir alle K € N, k < n, und fiir alleij € N, 1 < j <k, mit

1<ip<...<ik<ngilt:
k k
P{ A | =[]PA).
(%) - e

Die stochastische Unabhgigkeit einer MengéA; € S;i € 1}, | # 0, von Ereignissenithrt man
auf die stochastische Unaigigkeit ihrer endlichen Teilmengen #gk.

Definition A.45 (stochastische Unab&ngigkeit einer Menge von Ereignissen)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {A; € S;i € |}, | # 0, eine Menge von Ereig-
nissen, dann hei3en diese Ereignisse stochastisch unabhingig, falls A, ..., A, fiir jedes n € N mit

n < || und fiir jede Menge {i1,...,in} C | stochastisch unabhingig sind.
]

Um stochastisch unaBhgige Zufallsvariable definieren zamknen, wird zuachst die stochasti-
sche Unab&ngigkeit von Mengensystemen betrachtet.

Definition A.46 (stochastische Unab&ngigkeit von Mengensystemen)

Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F; C S;i € |}, | # 0, eine Menge von Men-
gensystemen liber Q, dann heiflen diese Mengensysteme stochastisch unabhingig, falls tiir jedes
n € N mitn < ||| und fiir jedes {i1,...,in} C | die n Ereignisse A, ..., A, fiir beliebige A, € Fi,.

I =1,...,n, stochastisch unabhingig sind. o

Definition A.47 (von einer Zufallsvariablen erzeugteo-Algebra)

Sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q',S") ein MeBraum und X : Q — Q' eine Zufalls-

variable. Weiter sei F die Menge aller 0-Algebren iiber Q, fiir die gilt: X ist C-S’'-meBbar genau

dann, wenn C € F. Die Menge 0(X) := 0(F) = [\ C ist ebenfalls eine 0-Algebra und wird die
CeF

von X erzeugte 0-Algebra genannt. -

Unter allenc-AlgebrenA uiberQ ist o(X) die kleinste, @ir dieX A-S’-mef3bar ist. Somit sind wir
in der Lage, die stochastische Unablgigkeit von Zufallsvariablen in naheliegender Weise durch
die stochastische Unahhgigkeit von speziellen Mengensystemen zu definieren.

Definition A.48 (stochastische Unab&ngigkeit von Zufallsvariablen)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q',S’) ein MeBraum und {X;: Q — Q’;i €1},
| #£ 0, eine Menge von Zufallsvariablen, dann heiBlen diese Zufallsvariablen stochastisch un-

abhéngig, falls die Mengensysteme {0(X;); | € | } stochastisch unabhingig sind.
_

Die stochastische Unabhgigkeit von Zufallsvariablen ist ein zentraler Begriff der Wahrschein-
lichkeitstheorie und im wesentlichen Bestandteil der Modellierung zu untersuchendanyerg

Da eine Folge von reellen Zufallsvariablen eine Funktionenfolge ist, betrachtet man - wie in der
Analysis (z.B. gleichraf3ige- und punktweise Konvergenz) - auch in der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie verschiedene Konvergenzbegriffe.
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Definition A.49 (verschiedene Konvergenzbegriffelir Folgen reeller Zufallsvariable)

Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {X; }icn eine Folge reeller Zufallsvariable X : Q —
R,i €N, und X : Q — R ebenfalls eine reelle Zufallsvariable, dann konvergiert {X; }icn definiti-
onsgemél

(i) imr-ten Mittel (r € R™) gegen X genau dann, wenn
/|Xi|rdP< oo fiir alle i € N,/yxr dP < o und ,Iim/|xi _X['dP=0,
| —o00

(i) stochastisch gegen X genau dann, wenn fiir alle € > 0

iIi_r)rc]oP({ooe Q; X (w) — X(w)| < €}) =1,

(iif) mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X genau dann, wenn

P ({ooe Q; lim Xi(w) = X(oo)}) =1

(iv) in Verteilung gegen X genau dann, wenn

ilm/deq:/de(

fiir alle beliebig oft ditferenzierbaren Funktionen f : R — R mit kompaktem Trager.

Die stochastische Konvergenz voX; }icy gegenX wird oft durch

(P-) lim X; = X, st-lim X; = X oderX; — X nach Wahrscheinlichkeit
|—o00 |—00

dargestellt. Die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 0% }icn gegenX heifdt auch(P-)fast
sichere Konvergenz und wird duréfh — X (P-)f.s. dargestellt. Die Konvergenz nach Verteilung
wird auch als schwache Konvergenz bezeichnet. Die folgenden Implikationen lassen sich leicht
nachweisen.

schwache - stochastische Konvergenz jm
Konvergenz Konvergenz r-ten Mittel
)

Konvergenz mit
Wahrscheinlichkeit 1

Ausgehend von einem Wahrscheinlichkeitsrg@nS, P) betrachten wir spezielle Folg€iX }icn,
von reellen Zufallsvariable; : Q — R, i € N, deren Quadrat¥?: Q — R, w— X?2(w) fir alle
i € N (P-)integrierbar sind. Wegen

[xigp= [ e+ [ xjdp
Q

{weQ;|Xi(w)[<1} {weQ; % (w)|>1}

<1+ / X|dP < 1+/>§2dp fur allei € N
{0eQ; [Xi(w)[>1} Q

besitzen die Zufallsvariableq, i € N, endliche Erwartungswerte. Dies erlaubt die folgende Defi-

nition.
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Definition A.50 (Der zentrale Grenzwertsatz)

Sei (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X}icy eine Folge von reellen Zufallsvariablen
Xi: Q—R,i€N, deren Quadrate X?: Q — R, w+— X2(w) fiir alle i € N (P-)integrierbar sind
mit Varianzen Var (X;) > O fiir alle i € N. Wir vereinbaren, daB fiir die Folge {X; }icn genau dann
der zentrale Grenzwertsatz gilt, wenn die Folge {T; }icn standardisierter reeller Zufallsvariablen

3 (X —E (X))
'I'i:Q—>IE£,<m—>J , 1eN]

Var (IZ Xj)
j=1

in Verteilung gegen eine N (0, 1) normalverteilte Zufallsvariable konvergiert.

I N =

1

Satz A.51 (Der zentrale Grenzwertsatziir stoch. unabh., identisch vert. Zufallsvariable)
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X; }icn eine Folge stochastisch unabhingiger,
identisch verteilter (d.h. Px, = ij fiir alle 1, ] € N) reeller Zufallsvariablen X; : Q — R mit 0 <

Var (X) < o fiir alle i € N, dann gilt fiir {X }icy der zentrale Grenzwertsatz.
|

Satz von de Moivre-Laplace

Besteht im obigen Satz die Folg¥; }icy aus stochastisch unadnigigen, B1, p) binomialverteil-
ten Zufallsvariablen, so wird dieilitigkeit des zentralen Grenzwertsatzés{fX; }icy als Satz von
de Moivre-Laplace bezeichnet. In diesem FalMst-. .. + X,, n € N, B(n, p) binomialverteilt und
die fur grofRen aufwendig zu berechnende Binomial-Verteilu@dgt sich somit durch diedufig

tabellierte\/(0,1) Normalverteilung approximieren.

Abschlie3end betrachten wir ein sehr hilfreiches Resultat.
Satz A.52 (Ungleichung von Chebyschev-Markov) _
Seien (Q,S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine numerische Zufallsvariable,

dann gilt tiir jedes Paar reeller Zahlen o > O, K > 0O die folgende Ungleichung von Chebyschev-
Markov

. 1 [
P{we Q; [X(w)| > a}) < ﬁ/ X< dP
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Soft-Decision MAP-Decodierung, 46
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171
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Zahimag, 174
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Dichte, 33, 173, 177 Hard-Decision Decodierung, 34
Dichtefunktion, 177 Hard-Decision Decodierungsabbildung, 35
discrete memoryless channel, 34 Hard-Schnittstelle, 56
diskrete Zufallsvariable, 174 m

diskreter n-Kanal, 34
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DMC, 34
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Energie pro Codebit, 127
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Kanalausgabe, 32
Kanalcode, 20
Kanalcodierer, 18
kanalcodiertes Wort, 20
Kanalcodierung, 17
Kanalcodierungsabbildung, 20
Kanaldecodierer, 17, 19
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Lebesgue-Borel-Stieltjes-Mal3, 166
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Lebesgue-Borel-MaR3, 165
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Lebesgue-Mal3, 165
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Lebesgue-Stieltjes-Mal3, 166
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Algorithmus zur Quasi-Systematisierung, 97
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Branch-and-Bound Algorithmus, 111
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Codewort-Darstellung, 24
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Doppelrekursion, 73
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Erwartungswert von Al (Y), 82

Flip eines uncodierten Bits, 81
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code Uber die Codierungsabbildung, 22

Konstruktive Darstellung der Abbildung W,
70

Minimalfehler gleich ML, 38

Soft-Decision: Minimalfehler gleich MAP, 47

Standardisierung, 172

Superkanal, 50

Systematisierung eines polynomerzeugten
Codes, 26

verketteter binarer linearer (n, k)-Blockcode,
28

Vorwartsrekursion, 71

Low Density Parity Check Codes, 14

Maflraum, 166
Mafld
o-endliches, 164
Lebesgue-, 165
Lebesgue-Borel, 165
Lebesgue-Borel-Stieljes, 166
Lebesgue-Stieltjes, 166
vollstandiges, 165
Mal (o-endliches), 164
malfderzeugende Funktion, 166
MAP-Decodierung, 37, 46
Markov
Ungleichung von Chebyschev-, 181
Maximum a posteriori probability, 37
Maximum likelihood, 37
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Lebesgue-Stieltjes-mel3bar, 166
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Minimaldistanz-Decodierung, 47
Minimalfehler-Decodierung, 42
Minimierungsproblem, 47, 93
Minimum error probability, 37
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Moivre, de -Laplace, Satz von, 181
Moment
absolutes k-ter Ordnung, 172
zentriertes k-ter Ordnung, 172
zentriertes absolutes k-ter Ordnung, 172

Nachricht, 17
Nachrichtenlbertragungsstrecke, 18
Negativteil, 169
n-Kanal, 32
Normaldarstellung, 167

kirzeste, 167
Normalverteilung, 177
Nullmenge, 165

Lebesguesche, 165
numerische Funktion, 168
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Optimierungsproblem, 47, 93

P

Paritatsstellen, 25

Partition, 173

perfekte Sicherheit, 18
physikalischer Kanal, 17, 19
Poisson-Verteilung, 175

polynomgenererierter Code, 25
Positivteil, 169

Potenzmenge, 163, 164
Prifstellen, 25

Prifmatrix, 57

Punktierung, 28

Q
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Quality-of-Service, 13
quasi-systematischer Blockcode, 25
quasiintegrierbar, 169

Quelle, 17, 18

Quellencodierer, 18
Quellendecodierer, 19

R|

Radon-Nikodym

Satz von, 174
Rauschleistungsdichte, 127
Redundanz, 17
Reed-Solomon-Code, 156
Reed-Solomon-Codes, 17
Rucktransformation, 104

SACCH-Code, 158
SACCH-Faltungscode, 64
Satz
Berechnung von A'a 75
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119
Beziehung zwischen (P-) und (W
)Nullmengen, 173
Bildmalf3, 166
Branch-and-Bound Schranken, 106
Darstellung elementarer Funktionen, 167
Der zentrale Grenzwertsatz fur stoch. un-
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Dichte-Darstellung der Decodierwortfehler-
wahrscheinlichkeit, 40
Durchschnittsstabilitat von o-Algebren, 164
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codierung, 53
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Decodierung, 43
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verketteter binarer linearer (n,k)-Blockcode, 27
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Verteilung

Binomial, 175, 181

diskrete, 174

Gleich-, 175
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Verteilung einer Zufallsvariablen, 171
Verteilungsfunktion, 176
Vervollstandigung, 165
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vollstandiges Mal3, 165
Voraussetzung
Decodierung terminierter Faltungscodes, 64
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Laplace, 175
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absolutstetige, 176
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Erwartungswert, 171
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Standardabweichung, 172

Standardisierung, 172

stetige, 176
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Streuung, 172

unkorreliert, 178

Varianz einer reellen, 172
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Zustandsubergangsfunktion, 61, 68
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Zahlmal3, 174
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