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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die analytische und numerische Identi�kation einer mesome-
chanischen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen sowie deren Validierung über die Struk-
turdynamik von �achen stabförmigen Probekörpern aus kohlensto�faserverstärktem Kunststo�
(CFK). Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der Kinematik Energie dissi-
piert, trägt sie bei zyklischer viskoelastischer Deformation zusätzlich zur reinen viskoelastischen
Werksto�dämpfung in gewebeverstärkten Einzellagen bei.

Die analytischen und numerischen Untersuchungen beschränken sich auf die Betrachtung des
ebenen, zweidimensionalen Zusammenhangs einer vollständigen Ondulation bzw. einer reprä-
sentativen Sequenz in Dickenrichtung. Zur Parameteridenti�kation werden die geometrischen
Abmessungen in de�nierten Schritten variiert. Dafür wird der Grad der Ondulation in gewebe-
verstärkten Einzellagen Õ = A

L als dimensionslose Kennzahl eingeführt.

Zur Validierung der dämpfungserhöhenden Wirkung der in den analytischen und numerischen
Untersuchung identi�zierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen
werden in experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen frei abklingende Transversal-
schwingungen von einseitig fest eingespannten Probekörpern untersucht. Im Detail werden �ache
stabförmige Probekörper aus kohlensto�faserverstärktem Epoxidharz mit Lagenaufbauten aus
0°-unidirektionalen und gewebeverstärkten Einzellagen untersucht.

Die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen dienen schlieÿlich der
Validierung des analytischen Modells und der numerischen Berechnungen. Die dämpfungserhö-
hende Wirkung der identi�zierten mesomechanischen Kinematik wird schlieÿlich in Abhängigkeit
des eingeführten Grades der Ondulation Õ quanti�ziert.

Summary

The present work contains an analytical and a numerical identi�cation of a mesomechanic ki-
nematic in fabric-reinforced single-layers as well as its validation by the structural dynamics of
�at beam-like specimens of carbon-�ber reinforced plastic (CFRP). Under the presumption, that
the repeated acting of the kinematic dissipates energy, it contributes under cyclic viscoelastic
deformation to the pure viscoelastic material damping of fabric-reinforced single-layers.

The analytical and numerical investigations consider the plain, two-dimensional correlation of
one complete conulation and a representative sequence, respectively, in the through-thickness
direction. In order to identify the parameters, the geometric dimensions are varied in de�ned
steps. Therefore the degree of ondulation in fabric-reinforced single-layers Õ = A

L is introduced
as a dimensionless ratio.

In order to validate the contribution of the analytically and numerically identi�ed mesomechanic
kinematic in fabric-reinforced single-layers to the material damping, the free decay of transversal
vibrations of single-sided clamped specimens is considered in the experimental structural dynamic
investigations. In detail �at beam-like specimens of carbon-�ber reinforced epoxy with layups of
0°-unidirectionally reinforced and fabric-reinforced single-layers are investigated.

The results of the experimental structural dynamic investigations allow the validation of the
analytical model and the numerical calculations. The contribution of the identi�ed mesomechanic
kinematic is �nally quanti�ed depending on the introduced degree of ondulation Õ.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit charakterisiert gewebeverstärkte Einzellagen aus kohlensto�faserverstärk-
tem Kunststo� mit Hilfe einer mesomechanischen Kinematik sowie strukturdynamischen Versu-
chen. Dafür wird zu Beginn der technische Hintergrund sowie die daraus resultierende Motivation
zur Durchführung der Untersuchungen dargestellt. Zur Beschreibung der Kinematik werden im
mesomechanischen Maÿstab analytische und numerische Untersuchungen mit repräsentativen
Sequenzen durchgeführt. Im makromechanischen Maÿstab werden die Auswirkungen von Ondu-
lationen in gewebeverstärkten Einzellagen auf die strukturdynamische Werksto�dämpfung von
�achen stabformigen Probekörpern experimentell untersucht.

1.1 Technischer Hintergrund und Motivation

Die Anwendung von faserverstärkten Kunststo�en für Strukturbauteile in vielen Anwendungsbe-
reichen steigt stetig. Dabei weisen diese Materialien meist hohe dichtespezi�sche Stei�gkeiten und
Festigkeiten auf. Diese Eigenschaft stellt dabei direkt das dem Material spezi�sche Leichtbaupo-
tential dar. Zusätzlich weisen faserverstärkte Kunststo�e weitere charakteristische Eigenschaf-
ten, wie z. B. Anisotropie, Temperaturverformung, chemische und/oder elektrische Beständigkeit
sowie teilweise sehr freie Gestaltungsmöglichkeit durch Integralbauweise etc., auf. Neben Anwen-
dungen in der Luft- und Raumfahrt werden faserverstärkte Kunststo�e aktuell zunehmend als
innovativer und funktioneller Werksto� in der Automobilbau eingesetzt. Die wesentlichen Motive
sind die Reduktion des Fahrzeuggewichts und bewegter Massen, die Reduktion des Kraftsto�-
verbrauchs und damit direkt die Erhöhung der Energiee�zienz.

Das Material ist üblicherweise lagenweise aufgebaut. Die Einzelschichten können auf unterschied-
lichen textilen Halbzeugen basieren. In der Praxis sind besonders unidirektional- und gewebe-
verstärkte Einzelschichten relevant. Vereinfachte analytische Ansätze zur makroskopischen Be-
schreibung des strukturmechanischen Verhaltens von faserverstärkten Kunststo�en setzen dabei
meist einen Lagenaufbau voraus, der lediglich aus unidirektional verstärkten Einzellagen be-
steht. Strukturmechanische Werksto�kennwerte von unidirektional verstärkten Einzellagen wer-
den analytisch in erster Näherung über mikromechanische Mischungsregeln (sog. Homogenisie-
rungsansätze) bestimmt. Diese basieren meist auf den Eigenschaften der Einzelkomponenten des
Materials, Verstärkungsfaser und Matrixwerksto�. Häu�g werden jedoch unterschiedliche Arten
von Geweben als Faserverstärkung in Lagenaufbauten von Strukturbauteilen verwendet. In die-
sem Fall tre�en die teilweise stark vereinfachenden Voraussetzungen zur Formulierung einfacher
Homogenisierungsansätze nicht mehr zu, sodass deren Modellgrenzen überschritten werden und
das Modell unter den gegebenen Voraussetzungen keine Gültigkeit mehr besitzt. Ein wesentli-
cher Grund dafür ist, dass die mesomechanische Geometrie in gewebeverstärkten Einzellagen
nicht ausreichend durch verhältnismäÿig einfache Modellvorstellungen für Homogenisierungsan-
sätze beschrieben werden kann. Die Berücksichtigung mesomechanischer Zusammenhänge sind
dabei zwingend erforderlich, da sie die mechanischen Eigenschaften einer Struktur signi�kant
beein�ussen.

In der vorliegenden Arbeit wird das Wirken einer mesomechanischen Kinematik in gewebever-
stärkten Einzellagen untersucht, die aufgrund rein geometrischer Zusammenhänge induziert wird.
Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der Kinematik Energie dissipiert, trägt sie
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2 1 Einleitung

bei zyklischer viskoelastischer Deformation zusätzlich zur reinen viskoelastischen Werksto�dämp-
fung in gewebeverstärkten Einzellagen bei. Die reine Kinematik wird unter stark vereinfachenden
Voraussetzungen analytisch betrachtet, und mit ebenen repräsentativen Sequenzen numerisch
mit der Finite-Elemente-Methode (FE-Methode oder FEM) untersucht. Die Validierung des me-
chanischen Wirkprinzips und die zugehörige Parameteridenti�kation wird mit experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen von �achen stabförmigen Probekörpern durchgeführt.

1.2 Ausgangssituation

Faserverstärkte Kunststo�e (FVK) bestehen in der Regel aus den Einzelkomponenten Verstärk-
ungsfasern und Matrixwerksto�. Die steifen Verstärkungsfasern sind dabei in einer Kunststo�ma-
trix gebettet. FVK sind damit mikromechanisch heterogene Materialien. Die groÿen Stei�gkeits-
unterschiede zwischen Verstärkungsfaser und Matrixwerksto� im mikromechanischen Maÿstab
sowie der lagenweise Aufbau im makromechanischen Maÿstab bestimmen das strukturmechani-
sche Verhalten des Materials. Ein Verbundmaterial mit kontinuierlicher Faserverstärkung weist
dabei hohe dichtespezi�sche mechanische Werksto�kennwerte bezüglich der Stei�gkeiten und Fes-
tigkeiten in Faserlängsrichtung auf. Auf dieser Eigenschaft basiert das Leichtbaupotential dieser
Materialien. Ziel bei der Herstellung ist dabei, eine möglichst hohe Faser-Matrix-Haftung sowie
eine optimale Haftung der Einzelschichten zueinander zu erreichen. Unter diesen Voraussetzun-
gen erhält der Verbundwerksto� insgesamt höherwertige mechanische Eigenschaften als jeder der
beiden Einzelkomponenten allein. Aufgrund guter dichtespezi�scher strukturmechanischer Ma-
terialkennwerte sind faserverstärkte Kunststo�e Leichtbauwerksto�e. Die Orientierung der Vor-
zugsrichtung einer jeweiligen Einzellage sowie die Anordnung der Einzellagen im Lagenaufbau
bestimmen die mechanischen Eigenschaften des Verbundes. Charakteristische Lagenaufbauten
bedingen entsprechende Belastungs-Verformungs-Reaktionen, die dabei gezielt beein�usst wer-
den können. FVK werden jedoch auch wegen der bereits zuvor genannten charakteristischen
Eigenschaften (Anisotropie, temperaturinduziertes Verformungsverhalten, chemische und/oder
elektrische Beständigkeit etc.) eingesetzt.

Die Einzelschichten können mit unterschiedlichen textilen Halbzeugen verstärkt sein. In der Pra-
xis sind dabei besonders unidirektional- und gewebeverstärkte Einzelschichten relevant. Unter
vereinfachenden Voraussetzungen sind unidirektional verstärkte Einzelschichten analytisch ver-
hältnismäÿig einfach erfassbar. Im Gegensatz dazu sind gewebeverstärkte Einzelschichten auf-
grund der bidirektionalen Verstärkung und die sich regelmäÿig wiederholenden Ondulationen
in Dickenrichtung nicht einfach analytisch erfassbar. Die Ondulationen in gewebeverstärkten
Einzellagen verursachen, im Gegensatz zu unidirektional verstärkten Einzellagen, eine sich regel-
mäÿig und kontinuierlich ändernde Vorzugsrichtung in Dickenrichtung und dadurch eine stetige
Änderung des Kraft�usses in den ondulierten Rovingsträngen der jeweiligen Einzellage.

1.3 Mesomechanisches Wirkprinzip

Das Ziel der durchgeführten analytischen, numerischen und experimentellen Untersuchungen ist
die Identi�kation einer mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge,
die durch sich regelmäÿig wiederholende und stetige Ondulationen in gewebeverstärkten Einzel-
lagen verursacht werden. Dabei werden sowohl die vereinfachenden Voraussetzungen als auch
das mechanische Wirkprinzip beschrieben.

In gewebeverstärkten Einzellagen, die unter vereinfachenden Voraussetzungen auf einem sinusför-
migen Verlauf basieren, wie in Abbildung 1.1 links oben dargestellt, existieren im mesomechani-
schen Maÿstab in einer ebenen repräsentativen Sequenz drei strukturmechanisch unterschiedliche
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Bereiche, wie in Abbildung 1.1 links unten dargestellt. Bezüglich der jeweiligen Stei�gkeiten im
lokalen Koordinatensystem (1-2-3-Koordinatensystem) als charakteristische strukturmechanische
Werksto�kennwerte sind dies im Einzelnen

� der Kettstrang mit der Vorzugsrichtung der Verstärkungsfasern entlang dem sinusförmigen
Verlauf, und damit E1 parallel der vereinfachend sinusförmig vorausgesetzten Kontur und
E2 senkrecht dazu,

� die beiden Schussstränge mit der Vorzugsrichtung der Verstärkungsfasern senkrecht um
Querschnitt, und damit E2 = E3 im untersuchten ebenen Modell und

� die Bereiche mit reiner Matrix ohne jeglicher Faserverstärkung mit Em.
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Abbildung 1.1: Ebene repräsentative Sequenz für das analytische Modell (links oben) und für die nume-
rischen FE-Berechnungen (links unten) sowie idealisierte mesomechanische Kinematik
aufgrund geometrischer Zusammenhänge (rechts).

Die Werte der einzelnen lokalen Stei�gkeiten der unterschiedlichen Bereiche unterscheiden sich
dabei erheblich voneinander. Die Stei�gkeit E1 in Faserlängsrichtung der unidirektional verstärk-
ten Einzelstränge ist deutlich gröÿer als die Stei�gkeiten E2 = E3 senkrecht zur Richtung der
Verstärkungsfasern und der Stei�gkeit Em der Bereiche mit reinem Matrixwerksto�. Die mathe-
matische Formulierung der Verhältnisse lautet

E1 � E2 > Em . (1.1)

Für eine unidirektional verstärkte Einzellage aus sog. high tenacity-Kohlensto�fasern (HT-Kohlen-
sto�fasern) in duroplastischem Matrixsystem mit einem vorausgesetzten Faservolumengehalt von
ϕf = 65 % (vereinfachende Voraussetzung des Wertes in Abschnitt 9.5.5 und Begründung der
Annahme des Wertes in Abschnitt 12.3) liefert die Anwendung gebräuchlicher Homogenisie-
rungsansätze E1 = 150,7GPa � E2 = 11,4GPa > Ematrix = 3,3GPa als numerische Werte
der Stei�gkeiten der unterschiedlichen Bereiche. Unter den zuvor beschriebenen strukturmecha-
nischen Stei�gkeitsverhältnissen kann eine mesomechanische Kinematik in gewebeverstärkten
Einzellagen auf rein geometrische Zusammenhänge zurückgeführt werden. Dabei werden unter-
schiedliche E�ekte im Modell identi�ziert, wenn positiv oder negativ de�nierte Deformationen in
Längsrichtung betrachtet werden. In beiden Fällen erfährt der unidirektional verstärkte, ondu-
lierte Kettstrang eine rein elastische Deformation. Aufgrund der mesomechanischen Geometrie
des ondulierten Strangs induzieren positiv de�nierte Längsdeformationen zusätzlich gleichzeitig
eine Glättung bzw. Ab�achung. Negativ de�nierte Längsdeformationen verursachen zusätzlich
gleichzeitig ein Aufstauchen. Abbildung 1.1 rechts stellt, die idealisierte Annahme sich nicht län-
gender sondern lediglich geometrisch verformender sinusförmiger Gewebendulationen mit A = 1
und L = 2π graphisch dar. In beiden Fällen ist die Zunahme und die Abnahme der Amplitu-
de der Ondulation die Superposition von E�ekten aus der Querverformung als rein elastische
Reaktion und der reinen kinematischen Reaktion aufgrund geometrischer Zusammenhänge im
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mesomechanischen Maÿstab. Die zusätzlich induzierte mesomechanische Querverformung von
Gewebeondulationen bei wirkenden Längsdeformationen entsprechen dabei einer, zusätzlich zur
Querverformung des Materials, wirkenden Kopplung von Längs- und Querverformung. Im Gegen-
satz dazu verursachen positiv bzw. negativ de�nierte Längsdeformationen bei einer unidirektio-
nal verstärkten Einzellage in Richtung der Verstärkungsfasern eine Dehnung bzw. Stauchung in
Längsrichtung und eine Querverformung, die lediglich über die Querverformungszahl gekoppelt
ist.

Es wird angenommen, dass das wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund
geometrischer Zusammenhänge bei dynamischer Beanspruchung Energie dissipiert, und bei zy-
klischer Deformation zusätzlich zur reinen viskoelastischen Werksto�dämpfung in gewebever-
stärkten Einzellagen beiträgt. Zur Validierung des mesomechanischen Wirkprinzips werden ab-
klingende Transversalschwingungen von einseitig fest eingespannten �achen stabförmigen Pro-
bekörpern mit unidirektional und gewebeverstärkten (Leinwand- und Köpergewebe 2/2) Probe-
körpern untersucht. Die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
dienen schlieÿlich der Validierung des analytischen Modells und der numerischen Berechnungen.

1.4 Zielsetzung und Vorgehen

Die Arbeit behandelt im Wesentlichen zwei Schwerpunkte:

1. Im mesomechanischen Maÿstab werden analytisch und numerisch mit der Finite-Elemente-
Methode (FEM) kinematische Zusammenhänge in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund
geometrischer Parameter untersucht. Dafür werden ebene repräsentative Sequenzen von ge-
webeverstärkten Einzellagen, wie in Abbildung 1.2 unten dargestellt, betrachtet. Die struk-
turmechanischen Voraussetzungen in mikromechanischem Maÿstab für die unterschiedli-
chen mesomechanischen Bereiche sind in Abbildung 1.2 oben rechts dargestellt. Die Ergeb-
nisse der numerischen Untersuchungen dienen der Parameteridenti�kation und der Veri�-
zierung des analytischen Modells.

2. Im makroskopischen Maÿstab wird experimentell der Ein�uss der Art der Faserverstär-
kung in den Einzellagen der �achen stabförmigen Probekörper (unidirektional verstärkt
und gewebeverstärkt) auf die Strukturdynamik, und dabei v. a. auf das Dämpfungsverhal-
ten, untersucht, wie in Abbildung 1.2 oben links dargestellt. Der Vergleich von Probekör-
pern die entweder aus unidirektional verstärkten oder aus gewebeverstärkte Einzelschichten
aufgebaut sind, liefert eine Korrelation zur numerisch identi�zierten mesomechanischen Ki-
nematik, und ermöglicht deren Validierung.

Abbildung 1.2 stellt die unterschiedlichen relevanten mechanischen Betrachtungsebenen bezüg-
lich des beschriebenen Vorgehens schematisch dar.

Analytische und numerische Untersuchungen
Die analytischen und numerischen Untersuchungen beschränken sich auf die Betrachtung des
ebenen, zweidimensionalen Zusammenhangs in Dickenrichtung. Dabei wird vereinfachend vor-
ausgesetzt, dass die Ondulation einer mathematisch verhältnismäÿig einfach zu behandelnden
Sinus-Funktion folgt. Im Detail werden im analytischen Modell und in den FE-Berechnungen
die geometrischen Parameter der Amplitude A und der Länge der Ondulation L bzw. der Länge
des Querschnitts eines Rovingstrangs LR in de�nierten Schritten variiert. Zur parametrischen
Betrachtung wird der Grad der Ondulation in gewebeverstärkten Einzellagen Õ = A

L als di-
mensionslose Kennzahl eingeführt. Der eingeführte Grad der Ondulation Õ erlaubt schlieÿlich
den direkten Vergleich zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen. Trotz der Vernach-
lässigung von Querverformungse�ekten in die Dimension der Breite erlauben die getro�enen
Voraussetzungen eine Beschreibung des mechanischen Wirkprinzips in guter Näherung.
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Im analytischen Modell wird ein ondulierter Rovingstrang geometrisch über den Verlauf seiner
Mittellinie approximiert. Der sinusförmig vorausgesetzte Verlauf der Gewebeondulation stellt
zunächst die mesomechanische Geometrie eines Leinwandgewebes dar. Zunächst erlauben die
Voraussetzungen idealer Stei�gkeitsverhältnisse (ideal Stei�gkeit in Längsrichtung und vernach-
lässigbare Stei�gkeit quer dazu) bei positiv bzw. negativ aufgebrachten Deformationen in Längs-
richtung, die parametrische Identi�kation einer stark vereinfachten mesomechanischen Kinema-
tik. Im Detail vernachlässigen die stark vereinfachenden Voraussetzungen zunächst die (visko-)
elastischen Parameter.

Die numerischen Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode ermöglichen die Berück-
sichtigung der Elastizität des Materials. Dabei werden ebene repräsentative Sequenzen, die auf
den analytischen Geometrien basieren, betrachtet. Im Detail werden Kohlensto�fasergewebe als
Leinwandgewebe und Köpergewebe 2/2 mit Epoxidharzmatrix modelliert. Dabei werden zwei
grundsätzlich unterschiedliche Randbedingungen für zwei unterschiedliche Positionen der Ein-
zellagen im Lagenaufbau (Randlage bzw. im Inneren eines Laminats) berücksichtigt, und die
geometrischen Parameter der FE-Modelle, in den gleichen Bereichen, wie im analytischen Mo-
dell, de�niert variiert. Die Berücksichtigung (visko-)elastischer Anteile der mesomechanischen
Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge in den durchgeführten FE-Berechnungen
erlaubt eine Parameteridenti�kation und Veri�kation des analytischen Modells.
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Abbildung 1.2: Unterschiedliche relevante mechanische Betrachtungsebenen: Grundform der Eigen-
schwingung eines einseitig fest eingespannten �achen stabförmigen Probekörpers (ent-
spricht strukturmechanisch frei abklingenden Transversalschwingungen eines Kragbal-
kens als eindimensionales Tragwerk) im makromechanischen Maÿstab (oben links). Re-
präsentative Sequenzen gewebeverstärkter Einzellagen, basierend auf sinusförmigem
Verlauf der Gewebeondulation (hier: Leinwandgewebe und Köpergewebe 2/2) im me-
somechanischen Maÿstab (unten). Strukturmechanische Einzelkomponenten Verstär-
kungsfasern und polymerer Matrixwerksto� (ohne Interphase) in ideal parallel voraus-
gesetzter Anordnung einer unidirektional verstärkten Einzelschicht (Längs- und Quer-
schnitt) im mikromechanischen Maÿstab (oben rechts).

Experimentelle Untersuchungen
Zur Validierung der dämpfungserhöhenden Wirkung der in den analytischen und numerischen
Untersuchung identi�zierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen
werden in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen abklingende Transversal-
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schwingungen von einseitig fest eingespannten Probekörpern untersucht. Die �achen stabför-
migen Probekörper bestehen aus kohlensto�faserverstärktem Epoxidharz, die aus Prüfplatten
mit ausgewählten Lagenaufbauten und jeweils gleichbleibendem Matrixsystem ausgeschnitten
und präpariert worden sind. Die Herstellung der Prüfplatten ist im Heiÿluftautoklavverfahren
erfolgt. Die verschiedenen Lagenaufbauten unterscheiden sich im Wesentlichen durch die Ver-
wendung von 0°-unidirektionalen und gewebeverstärkten Einzellagen. Im Detail stehen drei un-
tereinander vergleichbare Sätze von Probekörpern zur Verfügung. Die �achen stabförmigen Pro-
bekörper sind dabei entweder 0°-unidirektional verstärkt oder 0°-gewebeverstärkt (Leinwand-
und Köpergewebe 2/2, jeweils in Kettrichtung). Im Biegeschwingversuch werden die, nach de�-
nierter reproduzierbarer Weganregung, frei abklingenden Transversalschwingungen der einseitig
fest eingespannten Probekörper berührungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer vermessen.
Die Randbedingungen und die geometrischen Abmessungen erlauben die strukturmechanische
Betrachtung des Probekörpers als Kragbalken. Während des freien Ausschwingvorganges erfah-
ren die repräsentativen Sequenzen der Struktur vollständige Zyklen der Kinematik (neutral-
Dehnung-neutral-Stauchung-neutral) in der Anzahl der Grundfrequenz. Die Probekörper werden
mit ausgewählten Auskraglängen l vermessen, sodass entweder gleiche geometrische Bedingun-
gen, d. h. gleiche Auskraglängen l = lUD = lG, oder gleiche dynamische Bedingungen, d. h. glei-
che Grundfrequenzen f = fUD = fG, ausgewertet und verglichen werden können. Die Ergebnisse
der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen dienen schlieÿlich der Validierung des
analytischen Modells und der numerischen Berechnungen.



2 Strukturdynamische Werksto�dämpfung in

faserverstärkten Kunststo�en

Der für die vorliegende Arbeit relevante Stand der Wissenschaft und Technik zu Dämpfungsme-
chanismen in faserverstärkten Kunststo�en wird dargestellt. Aufgrund der mikromechanischen
Heterogenität und der jeweiligen Materialsymmetrie von faserverstärkten Kunststo�en (vgl. Ani-
sotropie, Monotropie, Orthotropie, Transversalisotropie, wie in Kapitel 4 Abschnitt 4.2 darge-
stellt) unterscheiden sich die wirkenden Mechanismen dabei grundlegend von denen in homogenen
isotropen Werksto�en, wie beispielsweise Metallen.

2.1 Ausgewählte Aspekte

Es werden ausgewählte Arbeiten vorgestellt, die, für die vorliegende Arbeit relevante, Aspekte
zur Werksto�dämpfung in faserverstärkten Kunststo�en enthalten. Dabei werden v. a. Arbeiten
berücksichtigt, die den Ein�uss charakteristischer mesomechanischer Geometrien in gewebever-
stärkten Einzellagen auf das strukturdynamische Materialverhalten behandeln. Für die vorlie-
gende Arbeit sind dabei sowohl Beiträge, in denen die strukturmechanische Werksto�dämpfung
in faserverstärkten Kunststo�en analytisch und/oder numerisch behandelt werden, als auch Ar-
beiten, in denen die Bestimmung mit experimentellen Methoden u. a. zur Validierung im Vor-
dergrund stehen, relevant.

2.1.1 Unterschiedliche mechanische Wirkprinzipien

Vorangegangene Untersuchungen und daraus abgeleitete mechanische Modelle zum strukturdy-
namischen Dämpfungsverhalten von faserverstärkten Kunststo�en sind u. a. von Kehl 1978 [75],
Klug 1977 [77], Hanselka 1992 [59], Hoffmann 1992 [63] und Moser 1992 [92] publiziert
worden. Die theoretischen Ansätze zur Beschreibung des Dämpfungsverhaltens basieren dabei
meist auf der Einführung von Homogenisierungsansätzen, die auf den Eigenschaften der Einzel-
komponenten Verstärkungsfasern und Matrixwerksto� beruhen. Jedoch wird in einigen der, im
Vorherigen genannten, Arbeiten bereits der Ein�uss der Verstärkungsfasern aufgrund ihrer, im
Vergleich zum polymeren Matrixwerksto�, vielfach höheren Stei�gkeit und geringeren viskoelas-
tischen Eigenschaften vernachlässigt. Darüber hinaus setzen die unterschiedlichen Ansätze meist
ideale mikromechanische und mesomechanische Geometrie des Laminats voraus und vernach-
lässigen Imperfektionen. Diese beiden stark vereinfachenden Annahmen können als die Gründe
betrachtet werden, warum experimentell ermittelte Dämpfungskennwerte von Strukturen oder
Probekörpern aus faserverstärkten Kunststo�en meist immer geringfügig höher sind, als die theo-
retisch berechneten Werte.

Im Review von Chandra, Singh und Gupta 1999 [26] wird u. a. eine detaillierte Gliederung
und ausführliche Beschreibung der unterschiedlichen Wirkprinzipien der strukturdynamischen
Werksto�dämpfung in faserverstärkten Kunststo�en gegeben. Dabei werden fünf Dämpfungs-
mechanismen identi�ziert und genauer ausgeführt. Diese sind im Einzelnen:

7
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1. Viskoelastisches Verhalten des Matrixwerksto�es und/oder der Verstärkungsfasern,
Den gröÿten Beitrag zur Materialdämpfung wird dem Matrixwerksto� zugeschrieben. Die
Dämpfung der Verstärkungsfasern leistet einen weiteren Beitrag zur Dämpfung.

2. Dämpfung durch die Interphase,
Die chemisch zur Faser und Matrix unterschiedliche Grenzschicht zwischen Verstärkungs-
faser und Matrix, bestehend aus einem Schlichte-Matrix-Gemisch, wird als Interphase be-
zeichnet. Die Schlichte wird als Schutzschicht und Haftvermittler auf die Verstärkungsfa-
sern aufgebracht. Abhängig von der auf die Verstärkungsfasern aufgebrachten Menge der
Schlichte, nimmt die Interphase im Verbundmaterial einen z. T. nicht mehr zu vernachlässi-
genden Volumenanteil ein. Da sich die mechanischen Werksto�eigenschaften der Interphase
von denen der Verstärkungsfasern und des Matrixwerksto�es wesentlich unterscheiden, ist
ihr Ein�uss auf das Dämpfungsverhalten teilweise nicht mehr vernachlässigbar.

3. Dämpfung aufgrund von Schädigungen,
In Regionen mit unzureichender Haftung zwischen Verstärkungsfaser und Matrixwerksto�,
oder in Bereichen mit Delaminationen treten Dämpfungse�ekte aufgrund von Relativbewe-
gungen und damit verbundenen Reibe�ekten auf. Bereiche mit Rissen im Matrixwerksto�
oder gebrochenen Verstärkungsfasern tragen zusätzlich zur Materialdämpfung bei.

4. Viskoplastische Dämpfung und
Groÿe Schwingungsamplituden und damit verbundene hohe Verzerrungskonzentrationen
verursachen hohe Spannungsniveaus, die wiederum eine Erhöhung der Werksto�dämpfung
verursachen. Diese E�ekte sind dabei z. T. zusätzlich nichtlinear. Viskoplastische Dämpfung
ist damit bereits evtl. im linear elastisch vorausgesetzten Bereich des Materials nichtmehr
vernachlässigbar.

5. Thermoelastische Dämpfung.
Der Dämpfungsmechanismus basiert auf dem wechselnden Wärmestrom von den Druck-
spannungsbereichen zu den Zugspannungsbereichen. Dieser Dämpfungsmechanismus trägt
vor allem bei thermoplastischen Matrixsystemen zur Materialdämpfung bei.

Die genannten Dämpfungsmechanismen wirken dabei zeitgleich, und sind miteinander gekop-
pelt. Ein inhaltlich wesentlicher Teil der Arbeit behandelt insbesondere Dämpfung aufgrund
von Schädigungen und das entsprechende Potential als Indikator für den Materialzustand von
Strukturen.

In Kumar, Chandra und Gupta 2007 [80] wird der Ein�uss der Interphase als Haftvermittler
zwischen Verstärkungsfasern und polymerem Matrixwerksto� auf die Dämpfung in faserver-
stärkten Kunststo�en behandelt. Die durchgeführten FE-Berechnungen mit einem sog. Dreipha-
senmodell, das mikromechanisch Verstärkungsfaser, Interphase und Matrixwerksto� modelliert,
zeigen den Ein�uss der parametrisch variierten Werksto�eigenschaften der Interphase auf die
Dämpfungseigenschaften. Dabei wird ein signi�kanter Ein�uss der Bescha�enheit der Interphase
auf die Dämpfungseigenschaften des Materials identi�ziert. Zusätzlich werden unterschiedliche
mikromechanische Packungsarten der Verstärkungsfasern im Querschnitt untersucht, die das
Dämpfungsverhalten ebenfalls beein�ussen.

Klug 1977 [77] führt analytische, numerische sowie experimentelle Untersuchungen zum Dämp-
fungsverhalten von glasfaserverstärkten Kunststo�en durch. Dabei werden v. a. die Parameter
Faser, Matrix, Faserorientierung, Laminataufbau und Faservolumengehalt detailliert betrachtet.
Dafür werden folgende vereinfachende Voraussetzungen getro�en:

� linear viskoelastisches Verhalten des Matrixwerksto�es und der Verstärkungsfasern,
� keine Frequenzabhängigkeit der Dämpfung,
� keine Spannungsabhängigkeit der Dämpfung durch Verwendung des viskosen Dämpfungs-
gesetzes,
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� Messwerte bei geringen Spannungen sind als Werksto�kennwerte zu betrachten und bedür-
fen keiner Korrektur,

� Verbund mit idealer Faser-Matrix-Haftung ohne Vorschädigung.

Damit werden bei geringen Spannungsniveaus und neuwertigen, also vor der Messung unbean-
spruchten, Probekörpern sehr gute Übereinstimmung zwischen theoretisch berechneten Dämp-
fungswerten und Messergebnissen erzielt. Bei geringen Amplituden und damit niedrigen Span-
nungsniveaus entsprechen sich Hysteresisdämpfung und viskose Dämpfung. Es werden �ache
stabförmige Probekörper und gewickelte Rohre untersucht. In beiden Fällen erhöhen eingebrach-
te Mikrorisse die im Biegeschwingversuch ermittelte Werksto�dämpfung. Mit dem Dämpfungs-
anstieg geht eine Abnahme des Elastizitätsmoduls einher. Dabei ist der Anstieg der Dämpfung
stets höher als die Abnahme der Stei�gkeit. Da v. a. der harmonisch schwingende Balken im
Biegeschwingversuch mit �achen stabförmigen Probekörpern in groÿen Bereichen lineares Dämp-
fungsverhalten aufweist, eignet er sich zur experimentellen Bestimmung der Werksto�dämpfung
und zur Validierung von Ergebnissen analytischer und/oder numerischer Untersuchungen.

Tauchert 1974 [157] zeigt die Möglichkeit der Extrapolation der Werksto�dämpfung von fa-
serverstärkten Kunststo�en über sehr groÿe Frequenzbereiche auf. Zur Untersuchung hoher Fre-
quenzbereiche werden unidirektional verstärkte Probekörper mit Ultraschall parallel und senk-
recht zur Orientierung der Verstärkungsfasern angeregt. Als Datenbasis dienen Ergebnisse aus
vorhergegangenen Untersuchungen mit �achen stabförmigen Probekörpern aus unidirektional
glasfaserverstärktem Kunststo�, mit denen per Shaker angeregte Schwingungen für niedrige und
mittlere Frequenzen untersucht worden sind. Es wird gezeigt, dass eine Extrapolation der Werk-
sto�dämpfung über einen sehr groÿen Frequenzbereich möglich ist.

Vor dem Hintergrund der Anforderungen aus Automobil- und Luftfahrtanwendungen wird in
Sun, Rao und Sankar 1992 [152] die Optimierung von Dämpfungseigenschaften von faserver-
stärkten Kunststo�en behandelt. Dafür werden FE-Berechnungen und experimentelle Untersu-
chungen zur Ermittlung der passiven Dämpfung in faserverstärkten Kunststo�en durchgeführt.
Die FE-Berechnungen werden unbeansprucht und unter dem Ein�uss von Vorspannung im Ma-
terial durchgeführt. Dabei können jedoch lediglich die unbeanspruchten Fälle im Biegeschwing-
versuch validiert werden.

In Tsai und Chi 2008 [160] wird der Ein�uss der mikromechanischen Anordnung der Verstär-
kungsfasern auf das Dämpfungsverhalten von unidirektional kohlensto�faserverstärkten Kunst-
sto�en numerisch untersucht. Dabei werden die quadratische Packung, die quadratisch zentrierte
Packung und die hexagonale Packung betrachtet. Es werden FE-Berechnungen mit repräsenta-
tiven Volumenelementen (RVE) durchgeführt. Dabei zeigt die quadratisch zentrierte Packung
höhere Dämpfungseigenschaften als die beiden anderen Packungsarten. Die ermittelten Materi-
alkennwerte des RVE werden auf eindimensionale und zweidimensionale Tragwerke (Balken und
Platten) extrapoliert. Diese werden mit ebenen Probekörpern, die verhältnismäÿig kurz und dick
und somit nicht vollständig praxisrelevant sind, modelliert. Es wird gefolgert, dass die mikrome-
chanische Anordnung der Verstärkungsfasern das Dämpfungsverhalten signi�kant beein�usst.

In Hwang und Gibson 1992 [66] werden zur weiterführenden Analyse und Beschreibung unter-
schiedlicher Dämpfungsmechanismen faserverstärkten Kunststo�en im mikromechanischen und
makromechanischen Maÿstab FE-Berechnungen durchgeführt, die mit der nach der Verzerrungs-
energie-Methode ausgewertet werden. Im makromechanischen Maÿstab werden u. a. Kopplungs-
e�ekte, die bedingt durch den Lagenaufbau des Laminats als zusätzlich energiedissipierender
Mechanismus wirken, untersucht. Als hauptsächlich dämpfungserhöhende E�ekte werden Biege-
Torsions-Kopplung in symmetrischen Laminaten und die Biege-Dehn-Kopplung in anti-symme-
trischen Laminaten identi�ziert.

Der Review von Finegan und Gibson 1999 [39] zeigt den Stand der Technik bezüglich der Er-
höhung und Optimierung der Dämpfungseigenschaften in faserverstärkten Kunststo�en. Hinter-
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grund sind die Forderungen nach verbesserten Dämpfungseigenschaften im Hinblick auf die Mi-
nimierung von Geräuschemissionen, die Erhöhung der dynamischen Stabilität, die Erhöhung der
Lebensdauer und die Widerstandsfähigkeit gegen transversale Impactschäden. Im makromecha-
nischen Maÿstab werden analog zu [66] Kopplungen im Laminat als zusätzlich energiedissipieren-
der Mechanismus behandelt. Zusätzlich wird explizit das Wirkenden eines strukturdynamischen
Dämpfungsmechanismus in gewebeverstärkten Einzellagen von faserverstärkten Kunststo�en er-
wähnt, nicht jedoch weiter behandelt. Stattdessen wird der Ein�uss des Faservolumengehalts auf
das Dämpfungsverhalten detaillierter untersucht. Dabei werden Probekörper mit Lagenaufbau-
ten aus gewebeverstärkten Einzellagen behandelt.

Im Review von Gibson 2000 [48] werden der Stand der Technik und Forschungsergebnisse zur
Möglichkeit der Charakterisierung von faserverstärkten Kunststo�en über strukturdynamische
Werksto�kennwerte vorgestellt. Dabei wird u. a. die Möglichkeit bzw. das Potential der mecha-
nischen Charakterisierung des Material- bzw. Schädigungszustands betont. Dabei ergeben sich
unterschiedliche vorteilhafte Aspekte. Die mechanische Charakterisierung von faserverstärkten
Kunststo�en mit strukturdynamischen Untersuchungen, v. a. die Ermittlung elastischer und vis-
koelastischer Werksto�kennwerte, ist zeit- und kostengünstig sowie präzise. Als Schwierigkeiten
der Validierung analytischer Modelle mit experimentellen Ergebnissen werden jedoch die un-
terschiedlichen Einspannbedingungen als Randbedingungen genannt. In analytischen Modellen
werden oft allseitig gelenkig gelagerte Tragwerke beschrieben, um eine analytisch geschlossene
Lösungen zu erhalten. Im Gegensatz dazu wird in der experimentellen Werksto�kennwerter-
mittlung, u. a. aus Gründen der Praktikabilität und der Reproduzierbarkeit, eine einseitig feste
Einspannung verwendet. Die analytische Lösung solcher Problemstellungen ist dann meist ledig-
lich über Näherungsverfahren, beispielsweise nach Rayleigh, Rayleigh-Ritz oder Galerkin,
möglich.

2.1.2 Ermittlung strukturdynamischer Werksto�kennwerte

Die beiden Arbeiten von Schultz und Tsai 1968 [147] und 1969 [148] stellen die experimen-
telle Ermittlung von dynamischen Stei�gkeiten und Dämpfungskennwerten von faserverstärk-
ten Kunststo�en unter Fremderregung über einen verhältnismäÿig groÿen Frequenzbereich vor.
Als Probekörper dienen �ache stabförmige Probekörper aus unidirektional glasfaserverstärkten
Epoxidharzmatrix. Unterschiedliche Orientierungen des Ausschnitts der Probekörper aus den
Prüfplatten liefern schlieÿlich vier bzw. acht unterschiedliche Lagenaufbauten der Probekörper.
Sie werden mittig bezüglich ihrer Länge gespannt, sodass der eingespannte Probekörper mecha-
nisch als symmetrischer Doppelkragbalken behandelt werden kann. Die Einspannung wird mit
einem elektrodynamischen Aktor von der 1. bis zur 27. Eigenfrequenz mit konstanter Amplitude
fremderregt und durch Wegfall der Anregung zum freien Ausschwingen gebracht. Die statisch
ermittelten Stei�gkeiten sind dabei um bis zu 20% bzw. 27% geringer als die dynamisch ermittel-
ten Stei�gkeiten (Speichermodul und Verlustmodul). Die Auswertung der Ergebnisse zeigt eine
relativ geringe Abhängigkeit der Speichermoduli von der Frequenz, bei der diese ermittelt worden
sind. Im Gegensatz dazu hängen die Verlustmoduli teilweise stark von der jeweiligen Frequenz
ab. Mit zunehmender Amplitude steigt i. a. das gemessene Dämpfungsmaÿ. Zusätzlich liefert ein
kurzer Betrachtungszeitraum (10 Schwingungszyklen) stets geringfügig höhere Dämpfungskenn-
werte als ein längerer Betrachtungszeitraum (50 Schwingungszyklen). Experimentell ermittelte
Verlustmoduli sind dabei stets gleich oder höher, jedoch nie geringer, als die analytisch berech-
neten. Als Grund wird ein komplexerer Spannungszustand, vor allem zwischen den Einzellagen
des Laminats (interlaminar), vermutet. Eine Sensitivitätsanalyse ergibt, dass bezüglich der Er-
höhung der Amplitude der Anregung die Frequenzen insensitiv, die Dämpfung jedoch sensitiv
ist. Bezüglich der Sensitivität der Messwerte sind Untersuchungen in evakuierter Atmosphäre
durchgeführt worden, was jedoch keinen signi�kanten Ein�uss auf die Messwerte liefert.
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Die Arbeit von Kadioglu 2009 [72] beschreibt die experimentelle Ermittlung der strukturdy-
namischen Werksto�kennwerte Stei�gkeit und Werksto�dämpfung von faserverstärkten Kunst-
sto�en. Dabei werden einleitend die (quasi-)statische und die dynamische Ermittlung von me-
chanischen Werksto�kennwerten einander gegenübergestellt. Während die (quasi-)statischen Me-
thoden meist zerstörend arbeiten und verhältnismäÿig groÿe Streuungen im Prozentbereich auf-
weisen, sind die dynamischen Methoden meist nichtzerstörend, zeit- und kostengünstiger, und
weisen zudem um eine Dekade geringere Streuungen auf. In der Arbeit werden beidseitig ge-
lenkig gelagerte Probekörper untersucht, die an den Orten der Schwingungsknoten der ersten
Eigenschwingungsform gelagert sind. Die Anregung und Messung erfolgt berührungslos. Dabei
sind kohlensto�faser- und glasfaserverstärkte Kunststo�e, hergestellt aus Prepregs im Heiÿluft-
autoklavverfahren, untersucht worden. Die experimentellen Ergebnisse werden mit Messwerten
von Probekörper aus Aluminium und Stahl validiert. Die Amplitude der Anregung ist konstant
und so klein als möglich gehalten worden, um mögliche (geometrische) Nichtlinearitäten zu ver-
meiden. Die berührungslose Anregung und Messung bei frei-freier Lagerung wird als vorteilhaft
gegenüber anderen Methoden und Lagerbedingungen genannt.

Motavalli und Flüeler 1998 [93] betrachten ausgewählte amerikanische, und wo möglich
entsprechende europäische bzw. deutsche, Normen bezüglich der experimentellen mechanischen
Charakterisierung von faserverstärkten Kunststo�en. Die zu Grunde liegenden Methoden werden
in zwei Kategorien eingeteilt. Die erste Kategorie beinhaltet Untersuchungen für eine grundle-
gende Charakterisierung einer ersten Serie von Probekörpern eines neuartigen Lagenaufbaus.
Die zweite Kategorie beinhaltet empfohlene Methoden zur Qualitätskontrolle. Dabei wird jede
Methode mit entsprechenden Normen referenziert und kurz beschrieben. Ein kohlensto�faser-
verstärktes Laminat mit Lagenaufbau aus unidirektional verstärkten Einzelschichten dient als
beispielhafter Lagenaufbau der Probekörper. Als experimentelle Untersuchungsmethode zur Er-
mittlung von dynamischen Werksto�kennwerte wird der Biegeschwingversuch mit schwingendem
Kragbalken nach DIN53440 [99] genannt.

Die Arbeit vonMistou und Karama 2000 [91] vergleicht den zerstörenden Zugversuch mit den
nichtzerstörenden Impedanzmessungen von eingeleitetem Ultraschall als experimentelle Metho-
den zur Ermittlung der dreidimensionalen unabhängigen strukturmechanischen Werksto�kenn-
werte der Stei�gkeit und der Querverformung in faserverstärkten Kunststo�en. Dabei werden
unterschiedliche textile Halbzeuge aus Glasfasern in ungesättigtem Polyesterharz als Matrixwerk-
sto� untersucht. Im Detail handelt es sich um ein unidirektionales in Längsrichtung verstärktes
Laminat aus Rovings, ein unidirektional in Längsrichtung verstärktes Laminat aus UD-Gelegen
und zwei Leinwandgeweben mit unterschiedlichem Flächengewicht. Die Streuung des Faservolu-
mengehalts über die unterschiedlichen Lagenaufbauten ist dabei verhältnismäÿig groÿ. Um die
Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen dennoch vergleichbar zu machen, werden die er-
mittelten Werksto�kennwerte über Mischungsregeln auf einen normierten Faservolumengehalt,
im vorliegenden Fall 45%, normiert. Die Abweichungen der Ergebnisse der beiden experimen-
tellen Methoden liegen im Bereich < 10%. Die Abweichungen werden unter anderem mit der
Normierung der experimentell ermittelten Werksto�kennwerte begründet. Eine Tendenz, wel-
che Methode höhere bzw. geringere Werte liefert, kann nicht abgeleitet werden. Aufgrund des
verhältnismäÿig geringen Zeit- und Kostenaufwands wird die nichtzerstörenden Methode zur
Ermittlung von (quasi-)statischen Werksto�kennwerten favorisiert.

Vantomme 1995 [165] stellt parametrisierte analytische Berechnungen und experimentelle Un-
tersuchungen zur Ermittlung der Materialdämpfung in faserverstärkten Kunststo�en vor. In den
analytischen Berechnungen werden die Dämpfungseigenschaften der Einzelkomponenten Verstär-
kungsfasern, Matrixwerksto� und Interphase berücksichtigt. Basierend auf der Verzerrungsener-
gie an einem repräsentativen Volumenelement (RVE) werden analytisch geschlossene Lösungen
angegeben. Der gewählte Ansatz gewichtet den jeweiligen Beitrag der Einzelkomponenten zur
Materialdämpfung mit deren Anteilen an der elastischen Verzerrungsenergie. Diese hängt dabei
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von den elastischen Eigenschaften der Einzelkomponenten ab. Um den Ein�uss der Interpha-
se zu untersuchen, wird zusätzlich ein Drei-Parameter-Modell formuliert. Das Modell zeigt bei
schlechter Qualität der Interphase, d. h. bei geringer Stei�gkeit der Einzelkomponente und damit
schlechter Faser-Matrix-Haftung, einen signi�kanten Anstieg der Energiedissipationsfähigkeit ei-
ner unidirektional verstärkten Einzellage. Zur Validierung der analytischen Ergebnisse werden
unidirektional glasfaserverstärkte Probekörper mit Epoxidharzmatrix experimentell untersucht.
Abhängig von zwei unterschiedlich langen Auslagerungsdauern ergeben zwei unterschiedliche
Qualitäten der Interphase. Es werden balken- und plattenähnliche Probekörper kontaktlos über
Schalldruck angeregt, und nach Wegnahme der Anregung die frei abklingenden Schwingungen be-
rührungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer gemessen. Der dämpfungserhöhende Ein�uss
einer reduzierten Qualität der Interphase wird nachgewiesen. Im Ausblick wird zur Beschreibung
der Materialdämpfung von geschädigten Materialien explizit ein zusätzlicher Beitrag aufgrund
von Coulomb'scher Reibung genannt, der in diesem Fall nicht vernachlässigbar ist.

Die Arbeiten von Schmidt und Gaul 2007 [144] sowie von Schmidt 2003 [145] liefern einen
Beitrag zur Modellierung und experimentellen Ermittlung linear-viskoelastischen Materialverhal-
tens. Dabei steht bei der Modellierung der Materialdämpfung neben den ganzzahligen Zeitablei-
tungen besonders deren Erweiterung mit Hilfe von fraktionalen (nichtganzzahligen) Zeitableitun-
gen im Mittelpunkt. Die Erweiterung auf fraktionale Modelle linearer Viskoelastizität wird mit
der De�nition fraktionaler Ableitungen nach Riemann-Liouville eingeleitet. Die verwendeten
Probekörper bestehen aus dem unverstärkten thermoplastischen Kunststo� Polyoxymethylen.
Neben Untersuchungen in einem Scherrheometer werden frei abklingende Transversalschwin-
gungen von einseitig fest eingespannten Probekörpern berührungslos mit einem Laser-Doppler-
Vibrometer gemessen. Um die Probekörper zu Schwingungen bei unterschiedlichen relevanten
Eigenfrequenzen anzuregen, werden die Auskraglänge und die Dicke in ausgewählten Schrit-
ten variiert. Zur strukturmechanischen Beschreibung des transversalschwingenden Probekörpers
wird dabei stets die schubstarre Balkentheorie nach Euler-Bernoulli verwendet. Die Auswer-
tungen zeigen, dass die Modellierung linear-viskoelastischen Materialverhaltens mit fraktionalen
Zeitableitungen im Gegensatz zur Modellierung mit klassischen Feder-Dämpfer-Modellen Aus-
sagen über deutlich gröÿere Zeit- oder Frequenzbereiche zulässt. Die Erkenntnisse sind für FE-
Formulierungen viskoelastischer Werksto�e mit fraktionalen Zeitableitungen verwendet worden.

2.1.3 Ondulationen in gewebeverstärkten Einzellagen

Byun 2000 [22] stellt ein analytisches Modell einer sog. Einheitszelle im mesomechanischen Maÿ-
stab zur Berechnung der geometrischen Charakteristik und der dreidimensionalen mechanischen
Werksto�kennwerte von Lagenaufbauten aus zweidimensional ge�ochtenen textilen Halbzeugen
vor. Basierend auf einer vorausgesetzten idealisierten mesomechanischen Geometrie werden die
sich kontinuierlich ändernden, stetigen Orientierungen der sich ondulierenden Rovingstränge ana-
lytisch angegeben und mit Schli�bildern validiert. Analog wird unter der Voraussetzung eines
konstanten lokalen Faservolumengehalts in den ideal imprägnierten Rovingsträngen die Berech-
nung des globalen Faservolumengehalt des Laminats bzw. der Einzellage angegeben. Das elasti-
sche Modell verwendet dabei die Koordinatentransformation und die, auf dem Faservolumenge-
halt basierende, gewichtete Mittelung der Stei�gkeiten bzw. Nachgiebigkeiten der Einzelkompo-
nenten, Verstärkungsfasern und Matrixwerksto�. Zur Validierung der analytischen Berechnungen
sind sieben unterschiedliche Konstruktionen der textilen Halbzeuge hergestellt und experimen-
tell im einachsigen Zugversuch untersucht worden. Die Ergebnisse des analytischen Modells sind
zusätzlich mit Ergebnissen verglichen worden, die auf der klassischen Laminattheorie basieren.
Obwohl die Ergebnisse beider analytischer Methoden mit den experimentellen Ergebnissen kor-
relieren, liefert das in der Arbeit eingeführte analytische Modell, basierend auf der mesome-
chanischen Einheitszelle, genauere Ergebnisse bei geringeren Winkeländerungen oder bei stark
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unterschiedlichen Abmessungen der Rovings im textilen Halbzeug. Dafür ist im eingeführten
analytischen Modell eine Parametervariation durchgeführt worden. Die Ergebnisse sind für aus-
gewählte Stei�gkeiten und Querverformungszahlen dargestellt.

Huang 2000 [65] behandelt die strukturmechanischen Werksto�kennwerte von Laminaten mit
Lagenaufbauten aus gewebeverstärkten oder ge�ochtenen Einzellagen. Die analytische Beschrei-
bung einer repräsentativen Sequenz eines Leinwandgewebes im mesomechanischen Maÿstab führt
auf das in der Arbeit eingeführte Brückenmodell (engl.: bridging model), das die strukturme-
chanischen Eigenschaften von Laminaten aus gewebeverstärkten oder ge�ochtenen Einzellagen
beschreibt. Zur detaillierten analytischen Beschreibung wird als gewebeverstärkte Einzellage ein
ausgeglichenes Leinwandgewebe als zweidimensionales textiles Halbzeug zu Grunde gelegt. Das
eingeführte Modell erlaubt die Beschreibung linear-elastischer und plastischer Zusammenhän-
ge sowie Betrachtung der Festigkeit von gewebeverstärkten Lagenaufbauten unter beliebigen
Belastungsbedingungen. Dabei hängen die Spannungszustände in den Einzelkomponenten di-
rekt von den globalen Belastungen des Verbundmaterials ab, sodass das globale Verhalten des
Verbundmaterials direkt auf das strukturmechanische Verhalten der Einzelkomponenten zurück-
geführt werden kann. Die vereinfachende Geometrie setzt eine elliptische Querschnittsform der
Rovingstränge sowie einen sinusförmigen Verlauf der ondulierten Rovingstränge voraus. Die vor-
ausgesetzte Geometrie verursacht drei strukturmechanisch unterschiedliche Bereiche im reprä-
sentativen Element. Dies sind im Einzelnen die sich senkrecht kreuzenden und ondulierenden
Kettstrang und Schussstrang mit vorausgesetzter unidirektionaler Faserverstärkung und Berei-
che reiner Matrix ohne Faserverstärkung. Zur Veri�zierung sind mehrere geometrische Parameter
mit dem Modell analysiert worden. Die Ergebnisse der Stei�gkeiten und Festigkeiten des analy-
tischen Modells stimmen dabei gut mit experimentellen Ergebnissen überein. Zusätzlich ist der
Ein�uss von Lunkern auf die Stei�gkeit und Festigkeit parametrisch untersucht worden.

Le Page et al. 2004 [83] stellen zweidimensionale FE-Berechnungen unter der Voraussetzung
eines ebenen Verzerrungszustandes vor, um im mesomechanischen Maÿstab unterschiedliche lo-
kale Geometrien in gewebeverstärkten Einzellagen bezüglich der Schadensausbreitung abhängig
von der Anzahl der Einzellagen zu untersuchen. Dabei ist die globale Stei�gkeit relativ insen-
sitiv auf die Variation solcher lokaler Geometrien. Im Gegensatz dazu beein�usst der Ort eines
Risses die Freisetzungsrate der Verzerrungsenergie in Zusammenhang mit der Form des Ris-
ses stark. Es werden Lagenaufbauten aus leinwandgewebeverstärkten Einzellagen in der sog.
�in-phase�-Anordnung und in der sog. �out-of-phase�-Anordnung parametrisch untersucht. Die
mesomechanische Geometrie setzt wieder vereinfachend eine elliptische Querschnittsform sowie
einen sinusförmigen Verlauf der ondulierten Rovingstränge voraus, sodass sich drei struktur-
mechanisch unterschiedliche Bereiche im repräsentativen Element ergeben (unidirektional ver-
stärkter Kettstrang und Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstärkung). Vor diesem
Hintergrund werden die parametrischen Berechnungen durchgeführt.

Szablewski 2009 [153] behandelt repräsentative Sequenzen in leinwandgewebeverstärkten Ein-
zellagen unter der vereinfachenden geometrischen Voraussetzung einer sinusförmigen Ondulation
der Rovingstränge im mesomechanischen Maÿstab. Das Modell ermöglicht die Ermittlung re-
levanter geometrischer Parameter im mesomechanischen Maÿstab, sodass die mesomechanische
Geometrie des textilen Halbzeugs geometrisch eindeutig de�niert ist. Die mesomechanische Geo-
metrie setzt eine ellipsenähnliche Querschnittsform sowie einen (quasi-)sinusförmigen Verlauf der
ondulierten Rovingstränge voraus. Es ergeben sich jedoch auch hier die drei strukturmechanisch
unterschiedliche Bereiche im repräsentativen Element (unidirektional verstärkter Kettstrang und
Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstärkung). Im weiteren Verlauf wird mit der Un-
tersuchung einer repräsentativen Sequenz auf die Festigkeitsanalyse eingegangen. Abschlieÿend
wird die Adaptierbarkeit der vorausgesetzten mesomechanischen Geometrie auf andere Gewebe-
konstruktionen genannt.

Tabiei und Yi 2002 [156] stellen Methoden zur Ermittlung der strukturmechanischen Werk-
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sto�kennwerte von Laminaten aus leinwandgewebeverstärkten Einzellagen gegenüber. Im Detail
handelt es sich dabei um die Methode der repräsentativen Volumenelemente (RVE), die Vier-
Zellen-Methode und die Methode mit dreidimensionalen FE-Berechnungen. Als weitere Methode
wird eine vereinfachte Version der Methode der Einzelzellen für gewebeverstärkte Lagenauf-
bauten eingeführt. Sie unterscheiden sich im Wesentlichen in der getro�enen vereinfachenden
Voraussetzungen der mesomechanischen Geometrie einer leinwandgewebeverstärkten Einzellage.
Während die Methode der repräsentativen Elemente eine kontinuierliche, stetige Änderung der
Vorzugsrichtung und einen elliptischen Querschnitt der unidirektional verstärkten Rovings vor-
aussetzt, wird beim Vier-Zellen-Modell ein bereichsweise linearer, und damit unstetiger, Verlauf
der Vorzugsrichtung und ein rechteckförmiger Querschnitt der unidirektional verstärkten Ro-
vings vorausgesetzt. Zusätzlich wird auf die numerische E�zienz und damit die Anwendbarkeit
der einzelnen Methoden für lokale bzw. globale FE-Berechnungen von gewebeverstärkten Einzel-
lagen eingegangen. Für die vorgestellten Methoden werden Ergebnisse numerischer Berechnungen
der strukturmechanischen Werksto�kennwerte gegenübergestellt. Die eingeführte Methode der
Einzelzellen zeigt dabei gute Übereinstimmung mit den anderen angewendeten Methoden.

Wielage et al. 2005 [168] betonen die Relevanz der detaillierten strukturmechanischen Beschrei-
bung von Laminaten aus gewebeverstärkten Einzellagen, während zur Berechnung von Lamina-
ten aus unidirektional verstärkten Einzellagen eine Vielzahl analytischer und numerischer Metho-
den existiert. Die gewebeverstärkten Einzellagen werden aus unidirektional verstärkten Rovings
vorausgesetzt. Zur mechanischen Beschreibung wird die Methode der repräsentativen Volumen-
elemente verwendet, und damit eine vollständige Ondulation im mesomechanischen Maÿstab
modelliert. Die drei untersuchten Gewebekonstruktionen sind im Einzelnen ein Leinwandgewe-
be, ein Köpergewebe 2/2 und ein Atlasgewebe 1/4. Die mesomechanische Geometrie setzt eine
elliptische Querschnittsform sowie einen sinusförmigen, und damit kontinuierlichen, stetigen,
Verlauf der ondulierten Rovingstränge voraus, sodass sich auch hier die drei strukturmecha-
nisch unterschiedliche Bereiche im repräsentativen Element ergeben (unidirektional verstärkter
Kettstrang und Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstärkung). Dabei werden die unab-
hängigen strukturmechanischen Werksto�kennwerte der lokal transversalisotropen imprägnierten
Rovingsträngen mit bekannten Homogenisierungsansätzen, basierend auf den Einzelkomponen-
ten Verstärkungsfaser und polymerer Matrixwerksto�, berechnet. Im weiteren Verlauf werden
die strukturmechanischen Stei�gkeiten (Längs-, Quer- und Schubstei�gkeiten) und die thermi-
schen Ausdehnungskoe�zienten für die einzelnen Gewebekonstruktionen mit FE-Berechnungen
ermittelt und experimentell validiert. Zusätzlich wird im Fall des Atlasgewebes 1/4 der Ein�uss
von Poren im Bereich der reinen Matrix ohne Faserverstärkung berücksichtigt.

Mital, Murthy und Chamis 1996 [90] untersuchen die mesomechanischen Zusammenhänge in
leinwandgewebeverstärkten Einzellagen mit repräsentativen Volumenelementen. Die Ergebnisse
werden analytisch beschrieben und numerisch veri�ziert. Der Verlauf der ondulierten unidirektio-
nal verstärkten Rovingstränge wird mit sinusförmigen Übergängen in Bereichen der Umlenkung
beschrieben, die die linearen Bereiche der ondulierten Rovings verbinden. Zur Vereinfachung
und zur Reduktion der Berechnungsdauer werden Symmetrieeigenschaften der repräsentativen
Sequenzen genutzt. Dabei wird mit analytischen Ansätzen das hygrothermale und das struktur-
mechanische Verhalten des repräsentativen Volumenelements beschrieben. Die Ergebnisse liefern
die vollständigen thermischen, hygroskopischen und strukturmechanischen Werksto�kennwerte
der leinwandgewebeverstärkten Einzelschicht, und damit die notwendigen Eingabewerte für FE-
Berechnungen zur numerischen Auslegung von Strukturen. Das erlaubt schlieÿlich die makrome-
chanische Spannungsberechnung im Laminat sowie die mikroskopischen Spannungsanalyse der
Einzelkomponenten. Im Detail werden die analytischen Berechnungen u. a. zur Berechnung von
kohlensto�faserverstärktem Epoxidharz mit Leinwandgewebeverstärkung verwendet, wobei die
Ondulation der Rovingstränge als mesomechanische Geometrie sowie der Lagenaufbau berück-
sichtigt werden. Die Ergebnisse der analytischen Berechnungen stimmen dabei sowohl mit denen
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der dreidimensionalen FE-Berechnungen als auch mit experimentell ermittelten Werksto�kenn-
werten gut überein. Verglichen mit den dreidimensionalen FE-Berechnungen ist die vorgestellte
Methode jedoch v. a. wegen ihrer numerischen E�zienz empfehlenswert.

Naik und Shembekar 1992 [126] stellen zweidimensionale Modelle zur linear-elastischen Analy-
se einer leinwandgewebeverstärkten Einzelschicht vor. Die Modelle beschreiben die mesomecha-
nische Geometrie durch die Berücksichtigung der kontinuierlichen und stetigen Ondulation der
Rovingstränge (sowohl in Kett- als auch in Schussrichtung), eines möglichen Abstands zwischen
benachbarten Rovingsträngen, der eigentlichen Querschnittsform der Rovingstränge sowie einer
möglichen Unausgeglichenheit des Leinwandgewebes. Es werden Untersuchungen zu den Auswir-
kungen der Ondulation in gewebeverstärkten Einzellagen und der Dicke der Einzellage auf die
planaren strukturmechanischen Werksto�kennwerte vorgestellt. Dabei ergibt sich eine wesentli-
che Diskrepanz zwischen eindimensionalen analytischen und numerischen Modellen und experi-
mentellen Ergebnissen. Aufgrund der ausreichenden Berücksichtigung der E�ekte der Ondulation
in zweidimensionalen analytischen und numerischen Modellen stimmen diese verhältnismäÿig gut
mit experimentellen Ergebnissen überein.

Ballhause 2007 [6] beschreibt das strukturmechanische Verhalten von trockenen Geweben im
mesomechanischen Maÿstab unter ein- und zweiachsiger Belastung numerisch und experimen-
tell. Es wird ein Versagensmodell formuliert, das auf dem Anstieg der Kontaktkräfte und der
gleichzeitigen Reduktion der Intensität der Ondulation an den Kreuzungspunkten von Kett- und
Schusssträngen bei zunehmender Belastung zurückgeführt wird. Im Detail bewirkt eine geringe
positive Deformation eine Ab�achung der ondulierten Rovings und damit eine Reduktion der Di-
cke. Bei weiterer positiver Deformation in ein oder zwei Dimensionen bewirkt das Ab�achen der
belasteten Stränge jedoch sogar eine Anhebung der senkrecht dazu verlaufenden Stränge. Dieser
Mechanismus resultiert in einer Zunahme der Dicke der Gewebelage statt in einer Abnahme der
Dicke, die durch eine Kopplung analog zu Querverformungse�ekten eigentlich erwartet wird.

Badel, Vidal-Sallé und Boisse 2007 [5] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten
von trockenen Geweben unter Schubbelastung analytisch, numerisch und experimentell. Im De-
tail wird ein trockenes Leinwandgewebe in einen sog. Schubrahmen-Mechanismus (auch: Picture-
Frame-Mechanismus oder Viergelenk-Rahmen) eingespannt, über den durch Ziehen an gegen-
überliegenden Gelenken die Schubbelastung eingeleitet wird. Bei ansteigender Belastung nehmen
die Schubverzerrungen zu. Zwischen dem sich einstellenden Winkel des Schubrahmens und der
resultierenden Orientierung der Rovingstränge im Gewebe ergeben sich Nichtlinearitäten. Bei
ausreichend groÿer Schubverformung berühren sich die Auÿenkanten der ursprünglich senkrecht
zueinander verlaufenden Kett- und Schussstränge. Bei weiterer Zunahme der Schubverformung
bewirkt dies eine Zunahme der Dicke und schlieÿlich ein beulähnliches Stabilitätsversagen des
ursprünglich ebenen Gewebes.

Hivet und Boisse 2008 [62] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten von trockenen
Geweben unter zweiachsiger Zugbelastung analytisch, numerisch und experimentell. Dabei ergibt
sich eine starke Nichtlinearität, v. a. bei noch geringen Belastungsniveaus. Diese führt, analog zu
den in [6] berichteten E�ekten, zunächst zu einer Reduktion der Dicke, und bei weiterer positiver
Deformation jedoch sogar zu einer Zunahme der Dicke der trockenen Gewebelage.

Hivet und Duong 2010 [61] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten von trockenen
Geweben sowohl unter Schubbelastung, analog zu [5] und [6], als auch unter zweiachsiger Zugbe-
lastung, analog zu [62], analytisch, numerisch und experimentell. Im Detail werden zwei trockene
Leinwandgewebe untersucht. Die Schubbelastung wird mit einem Schubrahmen-Mechanismus
und die zweiachsige Zugbelastung wird mit einer biaxialen Zugprüfmaschine aufgebracht. In bei-
den Fällen ergeben sich bei ansteigender Belastung und damit ansteigenden Verzerrungsraten
die zuvor beschriebenen Nichtlinearitäten.

El Mahi et al. 2008 [36] geben eine analytische Beschreibung von Dämpfungsmechanismen in
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gewebeverstärkten Einzellagen und führen entsprechende FE-Berechnung durch, die auch im Ex-
periment validiert werden. Die numerischen Berechnungen basieren dabei auf der Betrachtung der
Verzerrungsenergie unter der Voraussetzung des ebenen Spannungszustandes und beschränken
sich aufgrund der vereinfachenden Voraussetzungen auf unidirektional und orthotrop verstärkte
Laminate. Im Detail werden ein UD-Gelege, ein UD-Gewebe (stark unausgeglichen mit Vorzug
in 0◦-Richtung), ein Leinwandgewebe und ein Köpergewebe (jeweils in in Kettrichtung) aus Glas-
fasern untersucht. Die Validierung der untersuchten Dämpfungsmechanismen erfolgt mit �achen
stabförmigen Probekörpern. Diese werden aus Prüfplatten aus glasfaserverstärktem Epoxidharz
ausgeschnitten und präpariert. Sie werden einseitig fest eingespannt, mit mechanischem Impuls
angeregt, und berührungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer vermessen. Zur Variation der
untersuchten Eigenfrequenzen werden die Auskraglängen bei unterschiedlichen Querschnittsab-
messungen de�niert variiert. Die Sensitivität der Ergebnisse auf unterschiedliche experimentelle
Parameter sowie die Reproduzierbarkeit der Versuchsdurchführung ist nachgewiesen worden.
Dabei wurde sogar der Ein�uss der aerodynamischen Dämpfung aufgrund von Luftreibung bzw.
viskoser Luftdämpfung und Trägheitse�ekten berücksichtigt. Es zeigt sich jedoch, dass der Ein-
�uss lediglich für groÿe Schwingungsamplituden groÿ ist, und bei kleinen Schwingungsamplituden
vernachlässigt werden kann. Bei gleichen Vorzugsrichtungen (0°-unidirektional verstärkt bzw. in
Kettrichtung verstärkt) unterscheiden sich die Materialdämpfungen der Probekörper mit den
unterschiedlichen textilen Halbzeugen signi�kant voneinander. Die Ergebnisse sind jeweils für
die ersten drei Eigenfrequenzen von ca. 50Hz, 300Hz und 600Hz dargestellt. Das UD-Gelege
und das UD-Gewebe weisen deutlich geringere Dämpfungswerte auf als das Leinwand- und das
Köpergewebe. Im Detail weist das UD-Gelege die niedrigste Dämpfung auf. Das Leinwandgewebe
weist dagegen die höchste Dämpfung auf, während das Köpergewebe lediglich eine geringfügig
niedrigere Dämpfung aufweist.

Guan 1997 [55] führt FE-Berechnungen zur Untersuchung der viskoelastischen Dämpfung in
faserverstärkten Kunststo�en mit Gewebeverstärkung durch. Dabei steht die Modellierung ei-
nes repräsentativen Volumenelements für einen glasfaserverstärkten Duroplast (Matrixsystem:
Vinylester) mit Leinwandgewebeverstärkung im Mittelpunkt der Berechnungen. Experimentell
werden Schli�e erstellt und mikroskopiert, um die mesomechanische Geometrie zu bestimmen.
Zur Validierung der FE-Berechnungen werden impulserregte frei abklingende Schwingungen von
�achen stabförmigen Probekörpern vermessen. Die Ergebnisse korrelieren mit zwei analytischen
Modellen. Die Sensitivität des analytischen Modells auf Faservolumengehalt und Länge der On-
dulation durch die Gewebeverstärkung wird untersucht, mit dem Ziel die Werksto�dämpfung in
faserverstärkten Kunststo�en zu optimieren. Bezüglich der Geometrie der Ondulation wird eine
weitere Sensitivitätsanalyse bezüglich der Länge der Ondulation im FE-Modell durchgeführt.
Die Ergebnisse zeigen jedoch, dass die Materialdämpfung, zumindest für den gewählten Bereich
der Parametervariation der Länge, relativ insensitiv auf eine Variation dieses geometrischen Pa-
rameters reagiert.

Nakanishi et al. 2007 [127] untersuchen Dämpfungseigenschaften von faserverstärkten Kunst-
sto�en mit gewebeverstärkten Einzellagen. Im vorliegenden Fall stehen Leinwandgewebe aus
Glasfasern mit Vinylestermatrix im Vordergrund. Dafür werden FE-Berechnungen durchgeführt,
die mit experimentellen Ergebnissen validiert werden. Die FE-Berechnungen sind mit dreidimen-
sionalen, heterogenen Elementen, sog. repräsentativen Volumenelementen, durchgeführt worden.
Dabei werden die imprägnierten Rovingstränge der Verstärkungsfasern als unidirektional ver-
stärkt, und damit makroskopisch transversalisotrop vorausgesetzt. Dabei folgen die Materialei-
genschaften der Kontur der Ondulation. Die umgebende unverstärkte Matrix wird als makrosko-
pisch isotrop vorausgesetzt. Die mechanischen Werksto�kennwerte der unidirektional verstärk-
ten Bereiche der Kett- und Schussfäden werden mithilfe von Mischungsregeln berechnet. Der
dafür zugrunde gelegte Faservolumengehalt ist nach Auswertung von Schli�bildern der Probe-
körper unter einem Lasermikroskop und der digitalen Nachbearbeitung ermittelt worden. Die
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experimentellen Ergebnisse zeigen die höchsten dynamischen Stei�gkeiten für Orientierung der
Gewebeverstärkung in 0◦- bzw. 90◦-Richtung, währen die Orientierung ±45◦ die geringsten Wer-
te dafür liefert. Die ermittelte Materialdämpfung verhält sich dazu entgegengesetzt. Sie weist
die geringsten Werte in 0◦- bzw. 90◦-Richtung auf, währen die Orientierung ±45◦ die höchsten
Werte liefert. Die Ergebnisse der Simulation folgen den angegebenen experimentell ermittelten
strukturdynamischen Eigenschaften bezüglich der Eigenfrequenzen und zugehörigen Material-
dämpfung.

Kreikmeier et al. 2011 [79] führen analytische und numerische Untersuchungen von kohlen-
sto�faserverstärktem Kunststo� mit herstellungsbedingten Fehlstellen durch. Als herstellungs-
bedingte Fehlstellen werden im Detail Faserwelligkeit und Porositäten behandelt. Im Detail wird
die sogenannte Faserwelligkeit in Längsrichtung in der Ebene als herstellungsbedingte Fehlstel-
le betrachtet. Hintergrund ist die zunehmende Anwendung des Injektionsverfahrens statt des
Heiÿluftautoklavverfahrens aus Zeit- und Kostenvorteilen. Im Gegensatz zur Kompaktierung der
Einzellagen und damit des gesamten Laminats durch den applizierten Druck im Heiÿluftauto-
klavverfahren kann es beim Injektionsverfahren zu einem Verschieben der Einzellagen kommen.
Damit würde die erreichte Faserorientierung von der gewünschten abweichen. Schli�bilder über
die Dicke eines Laminats zeigen, dass diese Welligkeiten in Dickenrichtung des Laminats auftre-
ten. Dabei be�nden sich die Einzellagen groÿer Welligkeiten im Inneren des Laminats, während
auÿen die Faserwelligkeiten deutlich geringer, und teilweise sogar nicht erkennbar, sind. Dieser
E�ekt wird auf den Ein�uss der Form auf die Randlagen zurückgeführt. Der Ein�uss der durch
die Injektion als Herstellungsverfahren bedingten Faserwelligkeiten in Dickenrichtung auf die
Stei�gkeiten und Festigkeiten wird analytisch und mit FE-Berechnungen, basierend auf einem re-
präsentativen Volumenelement, untersucht. Der Verlauf einer gleichmäÿigen Faserwelligkeit wird
dabei vereinfachend sinusförmig vorausgesetzt. In den Ausführungen zu den FE-Berechnungen
wird erstmals der Begri� des �Welligkeitsverhältnis� verwendet. Es wird als Verhältnis der Am-
plitude A zur Länge der Welligkeit L mit A

L angegeben. Das Welligkeitsverhältnis ist von < 0,1
bis 0,2 variiert worden. Für den betrachteten Maximalwert A

L = 0,2 werden die relativen Ver-
änderungen der (quasi-)statischen strukturmechanischen Stei�gkeiten im Verhältnis zum ideal
0°-unidirektional verstärkten Material angegeben. Während die Stei�gkeit in Längsrichtung zu-
nimmt, nehmen die Stei�gkeiten senkrecht dazu sowie alle drei Schubmoduln ebenfalls zu. Damit
bewirkt ein steigendes Welligkeitsverhältnis sowohl eine Versteifung in Längsrichtung als auch
in Dickenrichtung.

Guan und Gibson 2001 [56] führen analytische, numerische und experimentelle Untersuchun-
gen zur Beschreibung der strukturdynamischen Dämpfungsmechanismen auf mesomechanischer
Ebene durch. Der analytische Ansatz und die numerischen FE-Berechnungen basieren auf der
Geometrie eines Leinwandgewebes, wobei jeweils ein repräsentatives Element behandelt wird. Mit
der Methode der Verzerrungsenergie werden die einzelnen Verlustfaktoren berechnet. Bei den ex-
perimentellen Untersuchungen wird ein mit Leinwandgewebe glasfaserverstärktes Vinylester im
Biegeschwingversuch mit der Methode der Impuls-Frequenzantwort untersucht. Das analytische
Modell basiert auf dem sog. Mosaik-Modell nach Ishikawa und Chou 1983 [67]. Es idealisiert
die Ondulation durch die Zusammensetzung von diskreten quaderförmigen Stücken, die jeweils 0◦

bzw. 90◦ unidirektional verstärkt sind, zu einem asymmetrischen Kreuzverbund. Das erlaubt die
Anwendung der klassischen Laminattheorie und des elastisch-viskoelastischen Korrespondenz-
prinzips. Im Gegensatz zum analytischen Mosaik-Modell, wird in den FE-Berechnungen eine
kontinuierliche Ondulation eines verhältnismäÿig groben Gewebes (Dick mit hoher Grammatur)
formuliert. Die Berechnung der Verlustfakoren als Maÿ der Werksto�dämpfung wird nachUngar
und Kervin 1962 [162] durchgeführt, die nachweisen, dass sich für beliebige Systeme linear vis-
koelastischer Elemente der Verlustfaktor des Systems als Verhältnis der Summe der Produkte der
einzelnen Elementverlustfaktoren und der gesamten in den Elementen gespeicherte Verzerrungs-
energie ergibt. Die experimentellen Untersuchungen werden an frei abklingenden Transversal-
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schwingungen eines Kragbalkens durchgeführt. Die Anregung erfolgt in beiden Fällen mit einem
elektromagnetischen Impulshammer und die Messung der Transversalschwingungen mit einem
Wirbelstromsensor. Bezüglich des Verlustfaktors der Verstärkungsfasern und des Faservolumen-
gehalts im Strang ist eine Sensitivitätsanalyse durchgeführt worden. Mit kleiner werdendem Ver-
lustfaktor der Verstärkungsfasern nimmt der Verlustfaktor des Verbundes ab. Analog nimmt der
Verlustfaktor des Verbundes mit steigendem Faservolumengehalt im Strang ab. Eine Sensitivi-
tätsanalyse der im FE-Modell ermittelten Verlustfaktoren bezüglich der Anzahl der Elemente im
FE-Modell zeigt, dass die Erhöhung der Anzahl der Elemente die Ergebnisse lediglich geringfügig
beein�usst. Abschlieÿend wird festgestellt, dass die Ergebnisse sowohl des analytischen Modells
als auch der FE-Berechnung verbessert werden können, indem ein geringerer Verlustfaktor der
Verstärkungsfasern und/oder ein erhöhter Faservolumengehalt im Rovingstrang angenommen
wird. Trotzdem das analytische Modell mit der sehr starken Vereinfachung durch das quaderför-
mige, diskret verstärkte Mosaik-Modell, keine kontinuierliche Ondulation beschreibt, weichen die
Ergebnisse nicht stark vom FE-Modell ab, das die Geometrie deutlich präziser und realitätsnäher
abbildet. Diese Erkenntnis wird auf die Eigenschaft der Verzerrungsenergie zurückgeführt, die
integriert für ein Volumen berechnet wird.

Matsuda et al. 2007 [84] stellen FE-Berechnungen zum elastisch-viskoplastischen Verhalten von
glasfaserverstärkten Kunststo�en mit Leinwandgewebeverstärkung sowie deren Validierung im
Zugversuch vor. Es wird eine Fallunterscheidung bezüglich der Anordnung der Einzellagen zu-
einander durchgeführt. Im Einzelnen sind dies die beiden Positionierungsfälle �in-phase� oder
�out-of-phase� von zwei aufeinanderfolgenden Einzellagen im Laminat, die auch in [56] erwähnt,
jedoch nicht untersucht wird. Die Stränge sind als unidirektional verstärkte, transversalisotrope,
Bereiche mit linear-elastischem Materialverhalten modelliert worden. Die umgebende Matrix ist
als isotrop und mit elastisch-viskoplastischem Materialverhalten modelliert worden. Die Berech-
nung der Materialeigenschaften der unidirektional faserverstärkten Stränge ist mit Homogeni-
sierungsansätzen erfolgt. Dafür ist ein Faservolumengehalt von ϕf = 75% angenommen worden.
Dieser ist aus der, in mikroskopischen Aufnahmen identi�zierten, hexagonalen Packungsart der
Mono�lamente ermittelt worden. Der verhältnismäÿig hohe Faservolumengehalt ist bereits in ei-
ner vorangegangenen Arbeit vonMatsuda et al. 2002 [85] verwendet worden. Um die Ergebnisse
der FE-Berechnungen zu validieren, werden Probekörper aus glasfaserverstärktem Epoxidharz
mit Leinwandgewebeverstärkung im Zugversuch untersucht. Dabei werden insgesamt vier unter-
schiedliche Lagenaufbauten untersucht, wobei der Winkel der Vorzugsrichtungen in 15◦-Schritten
von 0◦ auf 45◦ variiert. Die globalen Dehnungen sind mit Dehnmessstreifen aufgenommen wor-
den. Die experimentell ermittelten mechanische Spannungs-Dehnungs-Verläufe werden denen aus
der FE-Analyse der beiden Positionierungsfälle gegenübergestellt. Die 0◦-, also kettrichtungsver-
stärkten, Probekörper zeigen annähernd linear-elastische Spannungs-Dehnungs-Verläufe. Diese
Linearität nimmt mit ansteigendem Winkel in 15◦-Schritten von 15◦ auf 45◦ stark ab. Die sich
ergebenden nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Verläufe folgen aus dem zunehmenden Ein�uss
der elastisch-viskoplastischen Epoxidharzmatrix. Die Ergebnisse der FE-Berechnungen stimmen
dabei sehr gut mit den experimentell ermittelten Ergebnissen überein. Die beiden Positionie-
rungsfälle der FE-Analyse �in-phase� und �out-of-phase� unterscheiden sich im elastischen Be-
reich im Wesentlichen nicht. Erst im viskoplastischen Bereich liefert die �in-phase�-Position ge-
ringfügig gröÿere Spannungen als die �out-of-phase�-Position für die Orientierungen von 15◦ bis
45◦. Lediglich für die 0◦-Orientierung liefert die �out-of-phase�-Position gröÿere Werte für die
Spannungen als die �in-phase�-Position. Abhängig von den beiden Positionierungsfällen wird ein
entsprechender Homogenisierungsansatz angegeben.

Barbero et al. 2006 [8] beschreiben ein FE-Modell zur Berechnung von Laminaten aus lein-
wandgewebeverstärkten Einzellagen. Zur Validierung sind die experimentellen Ergebnisse im
Wesentlichen aus drei Literaturstellen verwendet worden. Diese enthalten Betrachtungen von
gewebeverstärkten Einzellagen sowie die Unterscheidung der Positionierungsfälle �in-phase� bzw.
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�iso-phase� und �out-of-phase�, analog zu [84]. Im Stand der Technik wird der existierende An-
satz sinusförmiger Ondulationen mit sinusförmigen oder elliptischen Querschnitten der einzelnen
Stränge nach Chou und Ito 1998 [27] erwähnt. Zusätzlich wird das Mosaik-Modell nach Ishi-
kawa und Chou 1983 [67] vorgestellt. Im Gegensatz zu geschlossenen analytischen Modellen, die
vereinfachte Spannungs-Dehnungs-Zusammenhänge liefern, liefern numerische Modelle weitaus
detailliertere Spannungs-Dehnungs-Zusammenhänge. Es wird bemerkt, dass die Gewebeondula-
tion die strukturmechanischen Werksto�kennwerte der Stei�gkeit und der Festigkeit i. a. stets
reduzieren. Die in der Arbeit modellierten repräsentativen Elemente basiert auf mikroskopierten
Schli�bildaufnahmen. Die Auswertung der Aufnahmen liefert im Wesentlichen einen sinusförmi-
gen Verlauf der Mittellinien der Stränge sowie sinusförmige Querschnitte der einzelnen Stränge.
Die Stränge werden als transversalisotrope Materialien modelliert. Dabei ist es wichtig, dass
die Elementkoordinatensysteme der Kontur der Verläufe der einzelnen Stränge folgen, um die
Materialeigenschaften gerichtet zuzuordnen. Im Bezug auf die Faservolumengehalte wird auf die
faserverstärkten Bereiche der Stränge und die unverstärkten Bereiche des umgebenden Matrix-
systems eingegangen. Dabei ist die Kenntnis des Faservolumengehalts in den faserverstärkten
Strängen für eine Berechnung der strukturmechanischen Materialkennwerte mit mikromechani-
schen Homogenisierungsansätzen relevant, wobei dieser nicht direkt experimentell bestimmbar
ist. Die experimentelle Ermittlung des Faservolumengehalts liefert nämlich den Faservolumenge-
halt des gesamten RVEs als globalen Faservolumengehalt. Deshalb wird der Faservolumengehalt
in den faserverstärkten Strängen über das Verhältnis der faserverstärkten Bereiche bzw. Volumen
zum gesamten Bereich bzw. Volumen berechnet. In der Arbeit wird dies als �Volumenkorrektur�
bezeichnet. Daraus folgt, dass in Laminaten mit Gewebeverstärkung beliebiger Art der Faservo-
lumengehalt in den Rovingsträngen stets höher als der experimentell ermittelte Wert ist. Nicht
von den Rovingsträngen ausgefüllte Bereiche sind idealerweise vollständig mit Reinharz gefüllt.
Mit der vorgestellten Methode lässt sich dieser Zusammenhang jedoch eindeutig berücksichtigen.

Das Review von Ansar, Xinwei und Chouwei 2011 [4] behandelt im Wesentlichen dreidimen-
sional verstärkte Composites. Ausgewählte Abschnitte sind jedoch auch für die Modellierung von
Geweben als zweidimensionale textile Halbzeuge relevant, da darin im Speziellen mesomechani-
sche Zusammenhänge beschrieben werden. Für geometrische Parameter der Einzelstränge gibt
Wu 2009 [170] eine tabellarische Übersicht. Dabei sind die zur eindeutigen geometrischen Be-
schreibung des textilen Halbzeugs relevanten Parameter die Querschnittsform, der Verlauf und
der Ort der Einzelstränge im textilen Halbzeug. Basierend auf der physikalischen Dichte des Ma-
terials der Mono�lamente ergibt sich die lineare Dichte eines Rovingstrangs. Die Dicke und die
Breite eines Rovingstrangs können experimentell ermittelt werden. Zusätzlich sind die Volumen-
verhältnisse der einzelnen Stränge, der lokale bzw. globale Faservolumengehalt und die Dicke des
textilen Halbzeugs charakteristische Parameter. Zusammen mit der Anzahl der nicht ondulier-
ten Stränge in einer Einzellage und die Anzahl der Kett- bzw. Schussstränge pro Längeneinheit
in einer Einzellage ist die eindeutige Charakterisierung gewebeverstärkter Einzellagen möglich.
Mit den zuvor genannten Parametern ergeben sich der globale Volumengehalt der Verstärkung,
das Flächengewicht bzw. die Grammatur und die Verhältnisse der Volumen der sich kreuzenden
Stränge zueinander. Im weiteren Verlauf wird auf unterschiedliche Querschnittsformen der Ro-
vingstränge eingegangen. In unterschiedlichen Arbeiten werden diese vereinfachend als ellipsen-
förmig, linsenförmig, rechteckförmig, kreisrunde oder �rennstrecken�-förmig (d. h. zwei parallele
Geraden mit Halbkreisen verbunden) vorausgesetzt. Mit der Kenntnis der Querschnittform und
den charakteristischen geometrischen Abmessungen kann entsprechend der Faservolumengehalt
berechnet werden. Bei der mikromechanischen Betrachtung mehrerer Mono�lamente in umge-
bender Matrix geschieht dies über das Verhältnis der Querschnitts�ächen. In Buchanan et al.
2009 [19] wird in diesem Zusammenhang auf die maximal erreichbaren Faservolumengehalte un-
ter der Voraussetzung von Verstärkungsfasern mit kreisrundem Querschnitt eingegangen. Dabei
existieren im Wesentlichen zwei unterschiedliche Packungsarten. Dies sind die quadratische und
die hexagonale Packungsart. Wenn die Packung maximal dicht ist, berühren sich die Querschnitte
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der einzelnen Mono�lamente, und es handelt sich entsprechend um die quadratisch dichteste bzw.
hexagonal dichteste Packung mit den jeweiligen maximalen Werten ϕf,max,qdP = π

4 ≈ 0,7854 ≈
78,5% bzw. ϕf,max,hdP = π

2
√

3
≈ 0,9069 ≈ 90,7%. Im weiteren Verlauf werden relevante Berech-

nungsgleichungen für geometrische und volumetrische Verhältnisse zur Modellierung einzelner
Stränge angegeben. Abschlieÿend gibt eine tabellarische Gegenüberstellung unterschiedlichen
mathematische Ansätze zur Form der Ondulationen bei Gewebeverstärkungen und der unter-
schiedlichen Querschnittsformen von Rovingsträngen im Schli�bild wieder.

2.2 Abschlieÿende Bemerkungen

Vor dem Hintergrund der recherchierten und zuvor dargestellten Arbeiten ergeben sich abschlie-
ÿende Bemerkungen. Die daraus gezogenen Folgerungen bilden die Grundlage für die, in der
vorliegenden Arbeit durchgeführten, Untersuchungen.

Mikromechanik, Packungsarten und Interphase
In [4] und [19] wird auf die maximal erreichbaren Faservolumengehalte unter der Vorausset-
zung von Verstärkungsfasern mit kreisrundem Querschnitt eingegangen. Dies sind die quadra-
tisch dichteste bzw. die hexagonal dichteste Packung mit den jeweiligen maximalen Werten
ϕf,max,qdP = π

4 ≈ 0,7854 ≈ 78,5% bzw. ϕf,max,hdP = π
2
√

3
≈ 0,9069 ≈ 90,7%. In [80] wird der

der Interphase auf die Dämpfung in faserverstärkten Kunststo�en als signi�kant identi�ziert.
Zusätzlich wird darin und in [160] der Ein�uss der mikromechanischen Anordnung kreisrunder
Verstärkungsfasern auf die Werksto�dämpfung untersucht, die das Dämpfungsverhalten ebenfalls
beein�ussen. Auf die Praktikabilität bzw. Realisierbarkeit, die mikromechanische Anordnung der
Verstärkungsfasern zu beein�ussen, wird jedoch in beiden Fällen nicht eingegangen. Für die vor-
liegende Arbeit wird deshalb, analog zu [165], eine gleichbleibende Qualität der Interphase sowie
die strukturelle Integrität der Probekörper vorausgesetzt. Zusätzlich wird bezüglich der mikro-
mechanischen Packungsart vorausgesetzt, dass eine homogene Verteilung der Verstärkungsfasern
vorliegt. Auch lokal tritt keine beiden dichtesten Packungsarten auf, sodass die strukturmechani-
schen Werksto�kennwerte mit mikromechanischen Homogenisierungsansätzen berechnet werden
können.

Mesomechanische Geometrie
In [56] wird das sog. Mosaik-Modell nach [67] beschrieben, das trotz unstetiger, nicht konti-
nuierlich modellierter Ondulation in Dickenrichtung gute Übereinstimmung mit experimentell
ermittelten Dämpfungskennwerten liefert. Dagegen wird in [79] die sogenannte Faserwelligkeit
in Längsrichtung in der Ebene mit trigonometrischen Funktion realitätsnäher modelliert. Ob-
wohl dieser Ansatz nicht auf der Beschreibung einer Ondulation in gewebeverstärkten Eizellagen
basiert, kann er analog für eine solche verwendet werden. Im vorliegenden Fall werden die Abwei-
chungen in der Orientierung der Verstärkungsfasern als herstellungsbedingte Fehler bezeichnet.
Dies ist für gewebeverstärkte Einzellagen so nicht zutre�end, da die Ondulation durch die Geome-
trie des zweidimensionalen textilen Halbzeugs bedingt ist. Im Gegensatz zu herstellungsbedingten
Fehlstellen sind Ondulationen Welligkeiten in Dickenrichtung zu betrachten, obwohl diese mit
dem gleichen Ansatz analytisch beschrieben werden können, wie in Ottawa et al. 2012 [129],
analog zu Mazzeo, Tenuta et al. 2012 [86], Treviso, Mumoli et al. 2013 [159], Valentino
et al. 2013 [163] und Valentino et al. 2014 [164] sowie [44], dargestellt. Die betrachteten Faser-
welligkeiten unterscheiden sich jedoch von typischen Ondulationen in Geweben, da diese nicht
durch die Kreuzung von Kett- und Schussstrang entstehen. Geometrischen Abmessungen in der
mesomechanischen Betrachtungsebene, meist von Leinwandgeweben, sind als schematische Dar-
stellungen oder mikroskopierten Schli�bildern u. a. in [5], [6], [8], [56] und [151] dargestellt. Dabei
wird meist eine gewebeverstärkte Einzellage aus Leinwandgewebe mit [(0/90)]n-Orientierung,
d. h. mit der Betrachtungsrichtung in Kettrichtung, behandelt. In allen Arbeiten werden dabei
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bezüglich der geometrischen Verhältnisse und der strukturmechanischen Werksto�kennwerte der
sich ergebenden unterschiedlichen Bereiche vereinfachende Voraussetzungen getro�en. Während
die Voraussetzungen bezüglich der mesomechanischen Geometrie sich teilweise unterscheiden,
entsprechen sich die Voraussetzungen bezüglich der strukturmechanischen Voraussetzungen. Die
ondulierten Stränge werden dabei stets als als ideal parallel unidirektional verstärkt vorausge-
setzt, umgeben von Bereichen mit Reinharz ohne Faserverstärkung. In einigen Arbeiten sind
neben den geometrischen Verhältnissen zusätzlich die relevanten geometrischen Abmessungen
angegeben. Sie dienen der eindeutigen Beschreibung der Geometrie der Gewebeondulation sowie
zur Abschätzung der realistischen mesomechanischen Dimensionen. In keiner der Arbeiten, die
numerische FE-Berechnungen darstellen, wird jedoch auf die, für die Vernetzung problemati-
schen, Stellen in den Ecken der sinus- bzw. linsenförmigen Querschnitte eingegangen, die evtl.
Modi�kationen bedürfen.

Grad der Ondulation
In [55] wird erstmals die Auswirkung der Variation des geometrischen Parameters der Länge
einer Ondulation in FE-Berechnungen betrachtet. In diesem Fall zeigen die Ergebnisse, dass die
Materialdämpfung relativ insensitiv auf die Variation der Länge reagiert. Der Bereich der Va-
riation ist jedoch absolut und relativ betrachtet verhältnismäÿig klein. In den FE-Berechnungen
von [79] wird erstmals der Begri� �Welligkeitsverhältnis� verwendet. Es wird als Verhältnis der
Amplitude A zur Länge der Welligkeit L mit A

L angegeben. Es wird jedoch kein Formelzeichen
dafür eingeführt. Ebenso wird der Hintergrund für die De�nition nicht erläutert. Es wird ange-
geben, dass in den FE-Berechnungen das Welligkeitsverhältnis von < 0,1 bis 0,2 variiert worden
ist. Dazu werden jedoch keine graphische Darstellungen der Ergebnisse geliefert. Die Ergebnisse
der (quasi-)statischen Berechnungen zeigen, dass für den betrachteten Maximalwert A

L = 0,2 die
Stei�gkeit in Längsrichtung signi�kant abnimmt. Dies ist evtl. auf die deutlich geringere Stei�g-
keit der umgebenden Matrix, und damit auf den fehlenden Bettungse�ekt durch senkrecht zur
Welligkeit verlaufende Schussfäden zurückzuführen. Die Stei�gkeiten senkrecht dazu sowie alle
drei Schubmoduln verhalten sich gegensätzlich, und steigen an. Die Ergebnisse werden mit einer
steigenden versteifenden Wirkung in Dickenrichtung mit steigendem Welligkeitsverhältnis be-
gründet. Die Darstellung der FE-Berechnungen enthält jedoch keine Bereiche von aufgebrachten
Verformungen oder aufgebrachten Dehnungen, in denen dieses Verhalten ermittelt worden ist.
Obwohl in [79] statt Gewebeondulationen die Faserwelligkeit in Längsrichtung in der Ebene als
herstellungsbedingte Fehlstelle behandelt, sind die Überlegungen modi�ziert für die vorliegende
Arbeit anwendbar.

Mesomechanische Kinematik
Das Wirkenden eines strukturdynamischen Dämpfungsmechanismus in gewebeverstärkten Ein-
zellagen von faserverstärkten Kunststo�en wird in [39] explizit erwähnt, nicht jedoch weiter be-
handelt. Obwohl darin ausschlieÿlichen Probekörpern mit Lagenaufbauten aus gewebeverstärkten
Einzellagen experimentell strukturdynamisch untersucht werden, wird jedoch auf mögliche E�ek-
te, die in der mesomechanischen Betrachtungsebene wirken, und entsprechend als dämpfungser-
höhende Materialkopplungen interpretiert werden können, nicht weiter eingegangen. In [13] wird
bezüglich einer vermuteten dämpfungserhöhenden Wirkung in gewebeverstärkten Einzellagen
auf [131] verwiesen, das mit dem sog. modi�zierten Fabric Geometry Model (FGM) einen ersten
analytischen Ansatz dafür liefert. In [36] wird die Materialdämpfung in faserverstärkten Kunst-
sto�en mit unterschiedlichen textilen Halbzeugen und gleichem Matrixsystem untersucht. Bei
gleicher Vorzugsrichtung unterscheiden sich die Werte der Materialdämpfungen dabei signi�kant
voneinander. Das UD-Gelege und das UD-Gewebe weisen deutlich geringere Dämpfungswerte auf
als das Leinwand- und das Köpergewebe. Dies wird mit energiedissipierenden Reibungse�ekten
bzw. Relativbewegungen zwischen den Kett- und Schusssträngen begründet. Da bei sorgfältig
hergestellten Materialien und ungeschädigten Probekörpern jedoch von einer ausreichend guten
Tränkung des Gewebes, und damit einer ausreichend hohen Faser-Matrix-Haftung, ausgegan-
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gen werden kann, ist diese Beobachtung ein Nachweis für zusätzlich dissipierte Energie bei frei
abklingenden Schwingungen, auf dem dam wiederholte Wirken einer mesomechanischen Kine-
matik aufgrund von geometrischen Parametern der Ondulation in gewebeverstärkten Einzellagen
basiert. Einfache analytische Ansätze mit der Methode der Untersuchung der Verzerrungsener-
gie unter der vereinfachenden Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes genügen nicht
mehr zur Beschreibung dieses eigentlich dreidimensional wirkenden E�ekts. Deshalb ist dieser
Aspekt in numerischen Untersuchungen mit FE-Berechnungen in Ottawa et al. 2012 [129], ana-
log zu Mazzeo, Tenuta et al. 2012 [86], Treviso, Mumoli et al. 2013 [159], Valentino et
al. 2013 [163] und Valentino et al. 2014 [164] sowie [44], betrachtet worden. Darin wird das
mesomechanische Wirkprinzip vorgestellt und anhand einer repräsentativen Sequenz eines Lein-
wandgewebes identi�ziert. Dabei sind die strukturmechanischen Materialeigenschaften und die
Randbedingungen parametrisch variiert worden. In der Auswertung der numerischen Ergebnis-
se der FE-Berechnungen wird, basierend auf der resultierenden Reaktion des FE-Modells, der
elastische Anteil und der Anteil der mesomechanischen Kinematik aufgrund von geometrischen
Parametern separiert. Die Ergebnisse sind schlieÿlich grundlegend im Biegeschwingversuch mit
�achen stabförmigen Probekörpern aus basaltfaserverstäktem Epoxidharz mit 0°-unidirektionaler
Faserverstärkung und in Kettrichtung gewebeverstärkten Probekörpern validiert worden.

FE-Berechnungen
In [56] wird auf die FE-Modellierung einzelner Rovingstränge in repräsentativen Elementen
von gewebeverstärkten Einzellagen eingegangen. Sie werden als, mit Harz imprägnierten, Ro-
vingstränge betrachtet. In der Realität bestehen die Rovingstränge aus mehreren Tausend Mo-
no�lamenten. Zur vereinfachten Modellierung werden die imprägnierten Rovingstränge als unidi-
rektional verstärkte Bereiche betrachtet, bei denen der Verlauf der Verstärkungsfasern, und damit
die Vorzugsrichtung, der Kontur der Ondulation folgen. In [84] wird auf die idealisierte Fallun-
terscheidung der Positionierung von zwei übereinanderliegenden Gewebelagen eingegangen, und
die Problematik angesprochen, dass in FE-Berechnungen untersuchte repräsentative Elemente in
realen Laminaten in der idealisierten Form meist nicht vorliegen. Die beiden idealisierten Posi-
tionierungsfälle sind die �in-phase� oder �out-of-phase�. Im Fall �in-phase� kommen die Maxima
der Kettstränge der unteren Lage auf den Minima der Schussstränge der darüberliegenden Lage
zu liegen und umgekehrt. Im Gegensatz dazu kommen im Fall �out-of-phase� die Maxima der
Kettfäden der unteren Lage auf den Minima der Kettstränge der oberen Lage zu liegen. Ab-
hängig vom jeweiligen Positionierungsfall kann ein repräsentatives Volumenelement identi�ziert
werden. Während es im Positionierungsfall �in-phase� dem klassischen RVE eines leinwandge-
webeverstärkten Kunststo�s entspricht, besteht ein RVE im Positionierungsfall �out-of-phase�
aus zwei übereinander liegenden phasenverschobenen RVEs. In Realität wird jedoch keiner der
beiden idealisierten Positionierungsfälle so auftreten. Aufgrund der Biegeschla�heit der einzelnen
Stränge, der Schiebeweichheit des Gewebes und der Neigung der Stränge in Zwischenräume zu
gleiten, kommen die ondulierten Stränge von Ober- bzw. Unterseite der aneinander grenzenden
Lagen in den Zwischenräumen der unteren Lage zu liegen. Die in RVEs modellierte allseitig umge-
bende Matrix bildet sich in der Realität so nicht aus. Dies wird durch Schli�bildaufnahmen von
Laminaten, die mit Geweben unterschiedlicher Verstärkungsfasern und evtl. unterschiedlicher
Gewebearten im Heiÿluftautoklavverfahren hergestellt worden sind, anschaulich nachgewiesen.

Globaler und lokaler Faservolumengehalt
In [84] wird für die imprägnierten Stränge eines repräsentativen Elements ein verhältnismäÿig
hoher Faservolumengehalt von ϕf = 75% angenommen. Dieser Faservolumengehalt ist aus mi-
kroskopischen Aufnahmen, und der identi�zierten hexagonalen Packungsart der Mono�lamente,
ermittelt worden. Dieser verhältnismäÿig hohe Faservolumengehalt ist bereits in einer voran-
gegangenen Arbeit von Matsuda et al. 2002 [85] verwendet worden. In [8] wird bezüglich
der unterschiedlichen Bereiche eines repräsentativen Elements auf die faserverstärkten Berei-
che der Stränge und die unverstärkten Bereiche des umgebenden Matrixsystems eingegangen.
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Da die umgebende Matrix den Faservolumengehalt des gesamten repräsentativen Elements her-
absetzt, ergibt sich eine Fallunterscheidung zum lokalen Faservolumengehalt im imprägnierten
Rovingstrang und zum globalen Faservolumengehalt des gesamten repräsentativen Elements. Der
lokale Faservolumengehalt in den faserverstärkten Strängen für eine Berechnung der struktur-
mechanischen Materialkennwerte mit mikromechanischen Mischungsregeln relevant. Der lokale
Faservolumengehalt ist jedoch experimentell nicht direkt bestimmbar, da eine experimentelle Er-
mittlung des Faservolumengehalts stets den Faservolumengehalt des gesamten RVEs als globalen
Faservolumengehalt liefert. Deshalb wird in [8] die Berechnung des lokalen Faservolumengehalts
über die sog. �Volumenkorrektur� berechnet, die auf dem Verhältnis der faserverstärkten Bereiche
zum gesamten Bereich des repräsentativen Elements basiert. Da die beiden in [84] dargestellten
Positionierungsfälle jedoch in der Realität so nicht auftreten, und die mesomechanischen Berei-
che mit reiner Matrix deutlich kleiner sind, sind die Unterschiede zwischen globalen und lokalen
Faservolumengehalt deutlich geringer.

Biegeschwingversuch
In einer Vielzahl vorgestellter Arbeiten, wie beispielsweise [36], [55], [56], [77], [93], [127], [144],
[145], [147], [148], [152] und [157], wird der Biegeschwingversuch mit �achen stabförmigen Pro-
bekörpern als geeignete experimentelle Methode zur Bestimmung strukturdynamischer Materi-
alkennwerte genannt. Bei geringen Amplituden und damit niedrigen Spannungsniveaus entspre-
chen sich dabei die Hysteresisdämpfung und die viskose Dämpfung. Der Biegeschwingversuch
eignet sich zudem besonders wegen des verhältnismäÿig groÿen Bereichs mit linearem Dämp-
fungsverhalten, was die experimentelle Bestimmung der Werksto�dämpfung zur Validierung von
Ergebnissen analytischer und/oder numerischer Untersuchungen erlaubt. Der Biegeschwingver-
such ist als experimentelle Methode zur Bestimmung strukturdynamischer Werksto�kennwerte
zudem in der DIN EN ISO 6721 von 1996 [109] genormt, die die zurückgezogene DIN 53440 von
1984 [99] ersetzt.

Parameter der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
Bezüglich einer repräsentativen Auswertung müssen die Parameter der experimentellen struk-
turdynamischen Untersuchungen vergleichbar sein. In [147] und [148] wird auf die Sensitivität der
Ergebnisse bezüglich der Amplitude und der Zeitdauer des Biegeschwingversuchs eingegangen.
Im Einzelnen sind die Versuche bei drei unterschiedlich starken Anregefrequenzen durchgeführt
worden. Bei ausgewählten Anregefrequenzen sind zusätzlich die Auswertungen über eine kurze
und über eine längere Zeitdauer (im Detail über 10 bzw. 50 Schwingungszyklen) erfolgt. Im Ge-
gensatz zu den ermittelten Stei�gkeiten hängen die ermittelten Dämpfungskennwerte stark von
der jeweiligen Frequenz und der Schwingungsamplitude ab. Dabei steigt mit zunehmender Am-
plitude der Schwingung die gemessene Werksto�dämpfung. Der kurze Betrachtungszeitraum mit
10 Schwingungszyklen liefert tendenziell stets höhere Dämpfungskennwerte als der längere Be-
trachtungszeitraum mit 50 Schwingungszyklen. Die Gründe hierfür sind geometrische und/oder
physikalische Nichtlinearitäten, die vermieden bzw. auf ein konstantes Minimum reduziert werden
müssen, sodass die ermittelten strukturdynamischen Werksto�eigenschaften als linear viskoelas-
tisch betrachtet werden können.

Auswertung der Ergebnisse
Durch das Verwerfen von anfänglichen Bereichen der Messung wird sichergestellt, dass inhomo-
gene Anteile der Schwingung am Anfang nicht berücksichtigt werden, und lediglich die harmoni-
schen Schwingungen im eingeschwungenen Zustand ausgewertet werden. Bezüglich der Auswer-
tung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen wird in [147] und [148] empfohlen
die Dämpfung bei niedrigen Eigenfrequenzen durch das Abklingen der Schwingung im Zeitbe-
reich zu ermitteln, und lediglich bei hohen Eigenfrequenzen die Berechnung des Dämpfungsmaÿes
über die Halbwertsbreite im Frequenzbereich durchzuführen. Die Auswertung des dynamischen
Moduls E∗ mit Speicher- und Verlustmodul über die Eigenfrequenz und die Materialdämpfung
aus dem Messsignal im Zeitbereich mit der Kenntnis der physikalischen Werksto�kennwerte Ma-
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terialdichte, Querschnittsabmessungen und Auskraglänge wird in der vorliegenden Arbeit, wie in
Micklitz et al. 2014 [89], Romano et al. 2014 [140] und in Romano et al. 2014 [141] dargestellt,
und analog zu [144] und [145], angewendet.

Validierung
Von den zuvor dargestellten Arbeiten enthalten v. a. [36], [48], [55], [56], [72], [77], [127], [144],
[145], [152] und [165] numerische Untersuchungen mit der FE-Methode sowie deren Validierung
in experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, während anderen Arbeiten entweder
ausschlieÿlich experimentelle, numerische oder analytische Ergebnisse enthalten. Wie in [26] dar-
gestellt, wirken in faserverstärkten Kunststo�en unterschiedliche Dämpfungsmechanismen zeit-
gleich, und miteinander gekoppelt. Zur phänomenologischen Bestimmung der Materialdämp-
fung dient dabei die experimentelle strukturdynamische Untersuchung von �achen stabförmigen
Probekörpern im Biegeschwingversuch. Eine detaillierte Di�erenzierung der unterschiedlichen
Dämpfungsmechanismen, die zeitgleich und gekoppelt auftreten, ist dabei lediglich mit erhöh-
tem Aufwand möglich, und im Hinblick auf die vorliegende Arbeit auch nicht notwendig. Die
Methode der Vergleichsmessung geometrisch gleicher Probekörper mit lediglich unterschiedlicher
Art der Faserverstärkung (unidirektional verstärkt und gewebeverstärkt) unter zwei unterschied-
lichen konstanten Bedingungen (nämlich unter der Voraussetzung konstanter geometrischer und
konstanter dynamischer Bedingungen) erlaubt nämlich, die Parameter, die nicht der Art der Fa-
serverstärkung zuzuordnen sind, als konstant vorauszusetzen, und diese zu vernachlässigen bzw.
zu eliminieren. Die Vorgehensweise ist analog in Micklitz et al. 2014 [89], Romano et al. 2014
[140] und in Romano et al. 2014 [141] angewendet worden.

Reproduzierbarkeit und Sensitivität
Im Hinblick auf die statistische Absicherung, die Reproduzierbarkeit und die Ermittlung der Sen-
sitivität der Ergebnisse auf unterschiedliche Parameter der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen sind u. a. in [36], [144], [145], [147] und [148] relevante Aspekte enthalten, die in
der vorliegenden Arbeit berücksichtigt werden. Der Nachweis der Reproduzierbarkeit, sowie eine
zugehörige Sensitivitätsanalyse und Parameteridenti�kation, der in der vorliegenden Arbeit in
Kapitel 10 dargestellten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen mit �achen stab-
förmigen Probekörpern ist bezüglich relevanter Aspekte im Anhang A.1 ab Seite 227 ausführlich
beschrieben.



3 Ausgewählte Aspekte zu faserverstärkten

Kunststo�en

Faserverstärkte Kunststo�e bestehen aus zwei oder mehr Einzelkomponenten. Diese sind im Ein-
zelnen die Verstärkungsfasern und das polymere Matrixsystem. Die mechanisch hochwertigen
Eigenschaften der Verstärkungsfasern beruhen auf dem Gröÿenein�uss. Mit kleiner werdenden
Mono�lamentdurchmessern sinkt aufgrund von statistischen Zusammenhängen die Wahrschein-
lichkeit von Fehlstellen im Material. Die daraus resultierende Zunahme an Stei�gkeit und Fes-
tigkeit ist dabei deutlich nichtlinear und überproportional. Polymere Matrixsysteme besitzen
meist vergleichsweise sehr geringe mechanische Werksto�kennwerte. Die Kombination der bei-
den Einzelkomponenten liefert faserverstärkte Kunststo�e als Verbundmaterial. Aufgrund hoher
dichtespezi�scher mechanischer Werksto�kennwerte besitzen faserverstärkte Kunststo�e Leicht-
baupotential. Dieses äuÿert sich v. a. in hohen dichtespezi�schen Festigkeiten und hohen dich-
tespezi�schen Stei�gkeiten. Leichtbau mit faserverstärkten Kunststo�en ermöglicht damit die
Realisierung von Strukturen mit geringem Gewicht. Weitere Motive für den Einsatz von faser-
verstärkten Kunststo�en sind Anisotropie (d. h. richtungsabhängige Eigenschaften einer Einzel-
schicht sowie de�nierte Belastungs-Verformungs-Reaktionen von Laminaten), und die Möglich-
keit der Realisierung von Integralbauweisen oder mechanisch hochwertige Eigenschaften im Zeit-
und Dauerfestigkeitsbereich [31].

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus Ehrenstein 2006 [29], Ehrlich 2004 [30],
Ehrlich 2012 [31], Flemming, Ziegmann und Roth 1996 [41], Flemming, Ziegmann und
Roth 1999 [40], Michaeli, Huybrechts und Wegener 1995 [88], Moser 1992 [92], Neit-
zel, Mitschang und Breuer 2014 [128], Schürmann 2005 [149] sowie Witten 2010 [169]
exzerpiert.

3.1 Verstärkungsfasern

Es gibt unterschiedliche Arten von Verstärkungsfasern. Darunter sind besonders Kohlensto�-,
Glas- und Aramidfasern relevant, die in technischen Hochwertanwendungen Einsatz �nden. Der
Hauptgrund dafür ist, dass in den jeweiligen Fällen ausreichend konstante Materialeigenschaf-
ten garantiert werden können. Dies wird durch die Rückverfolgbarkeit bzw. die Dokumentation
des Herstellungsprozesses sichergestellt. Namhafte Hersteller ermitteln im Zuge einer Qualitäts-
kontrolle bzw. Materialcharakterisierung selbst oder an externen Instituten zusätzlich Material-
kennwerte. Diese werden für die weitere Verwendung in Datenblättern angegeben. Im weiteren
Verlauf der Arbeit werden aufgrund ihrer technischen Relevanz exemplarisch Kohlensto�fasern
behandelt.

Kohlensto�fasern
Kohlensto�fasern sind organische Verstärkungsfasern. Sie werden in einem mehrstu�gen konti-
nuierlichen Prozess hauptsächlich aus Polyacrylnitril (PAN), oder alternativ Pech, hergestellt.
Dies geschieht durch Stabilisieren unter Temperaturlast in oxidativer Atmosphäre und unter
Zugspannung und anschlieÿendes Carbonisieren unter Sticksto�atmosphäre (Schutzgas) ohne
Zugspannung. Die folgende Graphitierung erfolgt wieder unter Temperaturlast in Schutzgasat-
mosphäre und unter Zugspannung. Das Aufbringen eines Haftvermittlers zu Matrixsystemen, der
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als Schlichte bezeichnet wird, schlieÿt den Herstellungsprozess ab. Aufgrund des Herstellungs-
prozesses weisen Kohlensto�fasern in Längsrichtung elektrochemisch starke kovalente Bindungen
auf. Im Gegensatz dazu weisen die Fasern in Querrichtung elektrochemisch schwache Wassersto�-
brückenbindungen, auch van-der-Waals-Bindungen genannt, auf. Aufgrund der beschriebenen
chemischen Struktur besitzen Kohlensto�fasern selbst in Längsrichtung stark gerichtete, trans-
versalisotrope Eigenschaften.

Im Folgenden werden die physikalischen und mechanischen Eigenschaften der hochfesten High-
Tenacity-Fasern (HT-Fasern) angeführt. Sie machen einen Groÿteil der verwendeten Kohlensto�-
fasern aus und stellen daher den Standardtyp dar [149]. Die physikalische Eigenschaft der Dichte
von Kohlensto�fasern beträgt %f ≈ 1,74-1,8 g/cm3. Wesentliche strukturmechanischen Eigen-
schaften von Kohlensto�fasern sind u. a. die Stei�gkeiten, namentlich der Elastizitätsmodul par-
allel zur Faserrichtung Ef,1 = 230GPa und der Elastizitätsmodul senkrecht dazu Ef,2 = 28GPa
sowie die Querverformung für Belastung in Faserlängsrichtung und Kontraktion in Faserquerrich-
tung νf,12 = 0,23. Zusätzlich zur mechanischen Anisotropie verhalten sich die thermischen Aus-
dehnungskoe�zienten charakteristisch und anisotrop. Während der thermische Ausdehnungsko-
e�zient quer zur Faserrichtung positiv ist, αf,2 = 12,5·10−6 1/◦K, ist er in Längsrichtung negativ,
αf,2 = −0,455 · 10−6 1/◦K.

Der Durchmesser einzelner Faser�lamente beträgt ca. 5-10 µm. Dabei wird die Feinheit der
Rovings nach der Anzahl der in einem Roving enthaltenen Filamente in 1000 in der Einheit k
angegeben. In den folgenden experimentellen Untersuchungen werden Rovings mit 6 k = 400 tex
und 12 k = 800 tex verwendet. Dabei ist tex eine textile Einheit, die als lineare Dichte g

km
de�niert ist. Die Filamentdurchmesser betragen ca. 7µm.

3.2 Schlichte bzw. Finish und Interphase

Bei jeder der zuvor beschriebenen Arten von Verstärkungsfasern wird im letzten Prozessschritt
der Herstellung eine Beschichtung aufgebracht [149]. Diese Beschichtung ist individuell für die
jeweilige Art der Verstärkungsfaser. Dabei unterscheidet sich deren Bescha�enheit zusätzlich
nach dem jeweiligen Anwendungsfall, beispielsweise nach dem vorgesehenen Matrixsystem.

Die Beschichtung erfüllt mehrere Funktionen. Grundlegende Funktionen sind der Schutz der
Verstärkungsfasern gegen Abrasion sowie die Beein�ussung der Tränkbarkeit. Für die späteren
mechanischen Eigenschaften eines Laminats ist jedoch die Funktion der Haftvermittlung zwi-
schen Fasern und Matrix wesentlich. Dabei ist eine hohe Faser-Matrix-Haftung anzustreben, um
einen mechanisch hochwertigen faserverstärkten Kunststo� zu erhalten. Im Allgemeinen wird
diese Beschichtung als Schlichte bezeichnet [149]. Teilweise wird je nach Funktion noch zwischen
Schlichte als Schutzbeschichtung und Finish als Haftvermittler di�erenziert [92]. Meist sind le-
diglich wenige Informationen über die chemische Formulierung der Schlichte bekannt. Für die
Verwendung von Verstärkungsfasern in einem faserverstärktem Kunststo� mit Epoxidharz als
duroplastisches Matrixsystem werden meist Schlichten auf der Basis von (Amino-)Silan einge-
setzt.

Im Herstellungsprozess bzw. während der Aushärtung reagiert der Haftvermittler mit der Ma-
trix, sodass die sog. Interphase entsteht. Ihre Dicke beträgt ungefähr 200 nm. Abhängig vom
Mono�lamentdurchmesser und dem Faservolumengehalt eines Laminats bestehen damit ca. 8%
der Matrix aus der Grenzschicht [149]. Sie unterscheidet sich mechanisch und chemisch sowohl
vom Werksto� der Verstärkungsfasern als auch vom Matrixsystem. Aus diesem Grund wird die
Interphase bzw. Grenzschicht auch als dritte Komponente in einem faserverstärkten Kunststo�,
neben den eigentlichen Einzelkomponenten Verstärkungsfaser und Matrixwerksto�, bezeichnet.
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3.3 Polymere Matrixsysteme

Die Aufgaben des Matrixwerksto�es in faserverstärkten Kunststo�en sind charakteristisch. Es
werden Duroplaste im Allgemeinen und (warmaushärtende) Epoxidharze im Speziellen als poly-
mere Matrixsysteme vorgestellt.

Aufgaben des Matrixwerksto�es
Im Allgemeinen erfüllt der Matrixwerksto� in einem faserverstärkten Kunststo� mehrere Auf-
gaben. Diese sind im Einzelnen [31], [92], [149]:

� Fixierung der Verstärkungsfasern in der gewünschten geometrischen Anordnung,
� Ermöglichung der Einleitung von Kräften in die Verstärkungsfasern und damit der Kraftein-
leitung in die Struktur. Dies geschieht durch Verklebung der Verstärkungsfasern, und Über-
tragung von Kräften zwischen den einzelnen Verstärkungsfasern im Wesentlichen durch
Schubspannungen.

� Aufnahme von mechanischen Belastungen, v. a. bei Beanspruchungen quer zur Faserrich-
tung sowie bei Schubbeanspruchungen,

� Schutz der Fasern gegen Ausknicken (Schubknicken) bei Druckbeanspruchung in Faser-
längsrichtung,

� Schutz der Verstärkungsfasern gegen Umgebungsein�üsse (mechanischer Abrieb, chemisch
reaktive Substanzen oder energiereicher Strahlung) und

� Verklebung der Einzelschichten in einem (Mehr-)Schichtverbund als Laminat und Über-
tragung von Kräften zwischen den Einzelschichten.

Duroplaste
Als polymere Matrixsysteme sind für die Herstellung mechanisch hochwertiger faserverstärkter
Kunststo�e vor allem duroplastische Matrixsysteme relevant. Im Vergleich zu anderen poly-
meren Matrixsystemen, wie beispielsweise Thermoplasten oder Elastomeren, weisen Duroplaste
mechanisch hochwertige Werksto�kennwerte auf. Sie vernetzen räumlich engmaschig und unge-
ordnet (amorph) zu einem hochmolekularen Polymer. Dabei vernetzen die einzelnen Monomere
in engen Abständen mit elektrochemisch starken kovalenten Bindungen (Atombindungen). Diese
Vernetzung ist nicht reversibel.

Duroplastische Matrixsysteme bestehen meist aus mehreren Komponenten (Harz und Härter
bei zweikomponentigen Systemen, Harz, Härter und Beschleuniger bei dreikomponentigen Sys-
temen), die vor der Verarbeitung angemischt werden. Durch eine chemische Reaktion entsteht
der feste Formsto�. Bis zum Beginn der Gelierung, d. h. bis zum Erreichen der Topfzeit bei
kaltaushärtenden Matrixsystemen bzw. bis zum Erreichen der Geliertemperatur bei warmaus-
härtenden Matrixsystemen, ist ihre Verarbeitung verhältnismäÿig einfach, da sie im Allgemeinen
niedrigviskos sind bzw. durch geregelte Temperierung niedrig viskos gehalten werden können.
Diese Eigenschaft ermöglicht eine gute Benetzung und Imprägnierung der Verstärkungsfasern.

Epoxidharze
Epoxidharze (EP, engl.: epoxy resins) weisen selbst unter den unterschiedlichen Arten der Du-
roplaste mechanisch hochwertige Eigenschaften auf. Aus diesem Grund werden sie meist für
Hochleistungsverbundwerksto�e eingesetzt [92]. Die Basis der meisten Epoxidharze Bisphenol.
Epoxidharze entstehen durch den chemischen Reaktionstyp der Polyaddition. Dabei werden grö-
ÿere, stöchiometrisch genau gemessene Mengen an eigenschaftsbestimmenden Reaktionsmitteln
angemischt [92]. Mit dem Anmischen der Einzelkomponenten wird der exotherme Prozess der
Härtung eingeleitet. Der Härteprozess ist im eigentlichen Sinne nicht aufzuhalten und irrever-
sibel. Bei der Polyaddition entstehen keine Nebenprodukte der Reaktion, sodass keine keine
�üchtigen Sto�e freigesetzt werden. Da die Gelierung erst zwischen 50% bis 70% Umsatz statt-
�ndet, tritt die Volumenschwindung aufgrund des chemischen Härtevorgangs überwiegend in
der �üssigen Phase ein. Daraus ergibt sich der Vorteil, dass die Schwindung gröÿtenteils durch
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Nach�ieÿen �üssigen Harzes kompensiert wird. Damit beträgt die Schwindung bei EP-Harzen le-
diglich 2% bis 5% [149]. Daraus resultierende Eigenspannungen aufgrund der Schwindung bzw.
Temperaturbelastung in der Faser-Matrix-Grenz�äche als Schubspannungen, wie beispielswei-
se in Bode 1996 [15] untersucht, sind, verglichen zu anderen Matrixsystemen, gering. Durch
die vergleichsweise gute Faser-Matrix-Haftung können schlieÿlich Stei�gkeiten bzw. Festigkeiten
des Werksto�es besser ausgenutzt werden. Im Detail wird angestrebt, dass sich die Aushärtung
mit einer wandernden Härtungsfront ausbildet [31], [149]. Dies ist besonders für dickwandige
Strukturen relevant [32]. Beispielsweise wird bei einer Aushärtung im Heiÿluftautoklavverfah-
ren angestrebt, das Laminat von unten beginnend auszuhärten. Dadurch wird ein Nach�ieÿen
noch ausreichend niedrig viskosen Harzes von der harzreichen Auÿenseite ermöglicht. Zusätzlich
wird die Neigung zur Porenbildung bzw. zum Einschluss von Poren unter einer aushärtenden
Harzfront verringert [149].

In der vorliegenden Arbeit wird ein dreikomponentiges anhydridisches Wickelharz als duroplas-
tisches Matrixsystem verwendet.

3.4 Textile Halbzeuge

Als ausgewählte Arten von textilen Halbzeugen werden Rovings und Gewebe detaillierter vorge-
stellt. Sie sind die relevanten textilen Halbzeuge für die durchgeführten experimentellen Unter-
suchungen.

Ausgewählte trockene textile Halbzeuge
Als ausgewählte trockene textile Halbzeuge wird kurz auf Rovings und Gewebe eingegangen.
Dabei sind Rovings eine (quasi-)endlose parallele Anordnung einzelner Mono�lamente unter-
schiedlicher Stärke. Rovings werden deshalb als eindimensionale Halbzeuge bezeichnet. Gewebe
werden meist aus Rovings hergestellt. Dazu werden unterschiedliche Stränge meist in zueinander
senkrechter Orientierung miteinander verwoben. Gewebe werden deshalb als zweidimensionale
Halbzeuge bezeichnet.

Rovings
Als Rovings werden im Allgemeinen die Stränge der Verstärkungsfasern genannt. Rovings sind ei-
ne eindimensionale Faserverstärkung und damit ein eindimensionales textiles Halbzeug. Rovings
liegen aufgespult auf Spulen mit Innen- oder Auÿenabzug vor.

Die Rovingstränge werden dabei in Direktrovings und assemblierte Rovings unterschieden. Wäh-
rend Direktrovings direkt mit der endgültigen Anzahl an Mono�lamenten aus der Schmelze ab-
gezogen werden, werden bei assemblierten Rovings mehrere Direktrovings ungedreht parallel
zusammengeführt und auf Spulen mit Auÿenabzug aufgespult.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Direktrovings und assemblierten Rovings ist die Span-
nungsverteilung über den Querschnitt. Bei Direktrovings liegt durch den gleichzeitigen Herstel-
lungsprozess der einzelnen Mono�lamente ohne weitere Eingri�e eine verhältnismäÿig homogene
Gleichverteilung der Spannungen vor. Die einzelnen Mono�lamente sind gleich lang. Im Ge-
gensatz dazu entstehen durch den Prozess des Assemblierens mehrerer Direktrovings zu einem
assemblierten Roving prozessbedingt geringfügig Durchhänge. Die Durchhänge resultieren aus
Längenunterschieden, die eine deutlich inhomogenere Verteilung der Spannungen über den Quer-
schnitt bedingen. Für eine mechanische Charakterisierung des Faserwerksto�es sind aufgrund der
homogeneren Spannungsverteilung demnach Direktrovings wünschenswert.

Aus Rovings als eindimensionale textile Halbzeuge können in ausgewählten Verfahren unidi-
rektional verstärkte Einzelschichten (UD-ES) [31], [149] oder auch parallelfaserverstärkte Einzel-
schicht (P-ES) [92] hergestellt werden. In einer unidirektional verstärkten Einzelschicht verlaufen
alle Verstärkungsfasern bzw. Rovings idealisiert in eine Vorzugsrichtung und liegen ideal gestreckt
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vor [149]. In stark vereinfachenden analytischen und numerischen Modellen wird eine solche Ver-
stärkung oft vorausgesetzt, da sie geschlossen lösbar sind. Die vereinfachenden Voraussetzungen
einer idealen Orientierung der Vorzugsrichtung sowie eine homogene Spannungsverteilung über
den Querschnitt einer jeweiligen Einzelschicht bzw. über den Querschnitt aller Rovingstränge
tri�t jedoch in der Realität lediglich in erster Näherung zu.

Gewebe
Aus Rovings als eindimensionalem textilem Halbzeug kann durch die Weiterverarbeitung zu Ge-
weben ein zweidimensionales textiles Halbzeug mit einer zweidimensionalen Faserverstärkung
hergestellt werden. Beim Einsatz von zweidimensionalen (�ächigen) Halbzeugen steht haupt-
sächlich die einfachere Handhabung sowie die zeit- und kostengünstige Verarbeitbarkeit im Vor-
dergrund. Ein weiterer Grund hierfür ist, dass lediglich mit ausgewählten Fertigungsverfahren
eine direkte Verarbeitung von Rovings zu mechanisch hochwertigen unidirektional verstärkten
Einzelschichten möglich ist [149].

Da Leichtbaukonstruktionen meist auf dünnwandigen �ächigen Laminaten basieren, eignen sich
�ächige, also zweidimensionale, textile Halbzeuge besonders [149]. Zum Groÿteil handelt es sich
dabei um Gewebe unterschiedlicher Webart bzw. Konstruktion. Gewebe weisen rechtwinklig zu-
einander orientierte Faserrichtungen auf. Bedingt durch den Herstellungsprozess werden dabei
die Kett- und die Schussrichtung unterschieden. Die Kettfäden verlaufen in Längsrichtung und
werden im Herstellungsprozess einmalig eingezogen. Sie werden deshalb als Träger bezeichnet.
Im Gegensatz dazu werden die Schussfäden nacheinander von einer Webkante zur anderen über
die gesamte Webbreite hinweg durch die Kettfäden gezogen, sodass das Gewebe entsteht.

Im Gegensatz zu einer unidirektional verstärkten Einzelschicht, weisen Gewebe auf mesomecha-
nischer Ebene sich periodisch wiederholende Umlenkungen bzw. Krümmungen auf. Diese Umlen-
kungen resultieren aus der Verwebung von Kett- und Schusssträngen zu einem quasi formschlüs-
sigen zweidimensionalen textilen Halbzeug. Sie werden als Krümmungen [149] oder Ondulation
[151] und englisch ondulation oder undulation [127] bezeichnet. Ihre Ausprägung hängt von der
Webart und der Geometrie des Querschnitts der verwebten Rovings im Gewebe ab. Die Rovings
sind nicht ideal gestreckt und strenggenommen länger als die jeweilige theoretische Mittel- bzw.
Symmetrielinie der gewebeverstärkten Einzellage.

Es gibt unterschiedliche Webarten bzw. Gewebekonstruktionen. Diese unterscheiden sich im We-
sentlichen durch die Anzahl der Kettstränge, um die die Schussstränge onduliert werden. Wenn
die Schussstränge jeden Kettstrang ondulieren, liegt ein Leinwandgewebe mit geringer Flottie-
rung (geringe Abständen zwischen den Kreuzungspunkten) vor. Wenn die Schussfäden jeden
zweiten bis vierten Kettstrang ondulieren, liegt ein Köpergewebe mit jeweils gröÿerer Flottie-
rung (gröÿeren Abständen zwischen den einzelnen Kreuzungspunkten) vor [149]. Auf Atlasge-
webe, Gelege oder Konstruktionen die auf nicht ausgeglichene Gewebe führen, d. h. bei denen
Rovings mit unterschiedliche Querschnittsabmessungen o. ä., wird nicht näher eingegangen, da
sie für die durchgeführten experimentellen Untersuchungen nicht relevant sind.

In Schürmann 2005 [149] werden Faserkrümmungen in Geweben explizit als herstellungsbe-
dingte Störungen bezeichnet. Deren Auswirkungen, die die mechanischen Werksto�kennwerte
der Stei�gkeit und Festigkeit i. a. reduzieren, können jedoch mit erweiterten Ansätzen auf me-
somechanischer Ebene beschrieben werden. Numerische Untersuchungen mit FE-Berechnungen
von repräsentativen Volumenelementen sowie deren Validierung im Zugversuch ist für basaltfa-
serverstärkte Kunststo�e in Mazzeo, Tenuta et al. 2012 [86], Treviso, Mumoli et al. 2013
[159],Valentino et al. 2013 [163] undValentino et al. 2014 [164] nach [44], dargestellt worden.

Faser-Matrix-Halbzeuge als vorimprägnierte textile Halbzeuge (Prepregs)
Als Faser-Matrix-Halbzeuge sind v. a. sog. Prepregs relevant. Dabei handelt es sich um vor-
imprägnierte textile Halbzeuge. Der Name Prepreg ist zusammengesetzt aus der vollständigen
englischsprachigen Bezeichnung pre-impregnated �bre. Ausführliche grundlegende technische Be-
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schreibungen mit fertigungstechnischen und mechanischen Aspekten �nden sich in Schürmann
2005 [149], Flemming, Ziegmann und Roth 1996 [41] und Witten 2010 [169]. Die Verfah-
rensentwicklung für reproduzierbare und vergleichbare unidirektionale Prepregs stand zusätzlich
im Mittelpunkt der Arbeiten von Eisenried et al. 2013 [33], Eisenried 2014 [35] und Romano
et al. 2015 [136].

Die Entwicklung von Faser-Matrix-Halbzeugen verfolgt nach Schürmann 2005 [149] zwei we-
sentliche Ziele. Sie ermöglichen die Rationalisierung des Herstellungsprozesses und damit eine
Senkung der Herstellungskosten. Zusätzlich tragen sie erheblich zur Steigerung der Produkt-
qualität bei. Dieser Aspekt ist besonders für mechanische Hochwertanwendungen relevant. Die
maschinelle Imprägnierung ist dabei deutlich gleichmäÿiger, hochwertiger und reproduzierbarer
als beispielsweise Handlaminate. Ein eng tolerierbares Faser-Matrix-Verhältnis bei der Herstel-
lung ermöglicht die reproduzierbare Erreichung technisch geeigneter Faservolumengehalte und
geringem Porenanteil bei verhältnismäÿig geringem Harz�uss während des Aushärteprozesses.

Prepregs liegen ein zweidimensionales Faserhalbzeug sowie ein polymerer Matrixwerksto� zu-
grunde. Zum Erreichen mechanisch hochwertiger Stei�gkeiten und Festigkeiten werden sog. End-
losfasern mit Längen l > 50mm und Längen-Durchmesser-Verhältnissen von l

d →∞ verwendet.
Die maschinelle Imprägnierung kann dabei auf unterschiedliche Methoden erfolgen. Dabei sind
v. a. die Schmelzharzimprägnierung mit Harz�lm oder Tauchbad sowie die Lösungsmittelimprä-
gnierung zu nennen. Die maschinelle Imprägnierung ermöglicht den Einsatz sog. zähmodi�zierter
Harze. Diese sind deutlich höherviskos als für die manuelle Verarbeitung geeignete Laminier-
harze. Für den Schutz und das leichtere Handling von Prepregs werden beidseitig Schutzfolien
angebracht. Dies sorgt zusätzlich für eine hohe Arbeitshygiene. Technisch sehr relevante und
kommerziell verfügbare Prepregs sind üblicherweise unidirektional oder gewebeverstärkt. Als
Matrixwerksto� können sowohl duroplastische als auch thermoplastische Systeme verwendet wer-
den. Basierend auf der ursprünglich vorgesehenen Verwendung von Prepregs zur Herstellung von
mechanisch hochbeanspruchten Bauteilen, sind bzw. waren duroplastische Matrixsysteme üblich.
Die Aushärtung von Laminaten aus Prepregs zu mechanisch hochwertigem Material erfolgt dabei
meist im Heiÿluftautoklavverfahren.

Die Verwendung von Prepregs ermöglicht eine hohe Arbeitshygiene, lange Verarbeitungszeiten
und geringe Emissionen. Entgegen den zuvor genannten Vorteilen sind das verhältnismäÿig ho-
he Preisniveau, hohe Investitions- und Prozesskosten (beispielsweise für Heiÿluftautoklaven zur
Aushärtung, temperaturbeständige Verbrauchsmaterialien, lange Prozesszeiten) und Lagerkos-
ten (tiefgekühlte Lagerung bei üblicherweise -18 °C) Nachteile bei der Verwendung von Prepregs.

Bei Prepregs mit duroplastischem Matrixsystem werden drei Vernetzungsgrade unterschieden.
Das nicht vernetzte Matrixsystem bei der Imprägnierung der Prepregs wird A-stage (oder α-
phase) genannt. Da das Matrixsystem jedoch fertig eingestellt ist, ist es reaktiv. Es wird bis
zu einer de�nierten Zwischenstufe, der sog. B-stage (oder β-phase), vorvernetzt. Dadurch wird
die sog. Glasübergangstemperatur Tg angehoben. Die chemische Reaktion der Vernetzung kann
nicht vollständig unterbunden. Um die Reaktion jedoch stark zu verlangsamen, werden Prepregs
üblicherweise bei -18 °C tiefgekühlt gelagert. Da die Materialqualität stark temperatursensitiv
ist besitzen Prepregs ein Mindesthaltbarkeitsdatum. Zusätzlich werden üblicherweise Anzahl und
Zeitdauer der Entnahme der Prepregs aus der Kühlung zum Auftauen für den Zuschnitt der Ein-
zellagen dokumentiert werden. Auch diesbezüglich ist ein Maximum an Entnahmen bzw. Auftau-
und Tiefkühlzyklen überschritten angegeben. Prepregs sind ursprünglich für die Aushärtung im
Heiÿluftautoklavverfahren entwickelt worden. Bei der Aushärtung vernetzt das Matrixsystem
vollständig. Es erreicht die C-stage (oder γ-Phase). Prepreg-Systeme werden dabei häu�g mit
der entsprechenden Aushärtetemperatur bezeichnet.
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3.5 Ausgewählte Herstellungsverfahren für faserverstärkte

Kunststo�e

Ausgewählte Herstellungsverfahren von faserverstärkten Kunststo�en werden allgemein vorge-
stellt. Zusätzlich werden die in der vorliegenden Arbeit angewendeten Modi�kationen beschrie-
ben.

Im Allgemeinen ist die Aufgabe der Herstellungsverfahren das Zusammenführen von Verstär-
kungsfasern und Matrixwerksto� (im Falle der trockenen textilen Halbzeuge), der Aufbau eines
de�nierten Lagenaufbaus in der gewünschten Form und die Aushärtung (mit eventueller vor-
hergegangener oder zeitgleicher Kompaktierung des Laminats). In diesem Zuge entsteht dabei
zeitgleich sowohl das (Verbund-)Material als auch das Bauteil selbst.

Wickeltechnik
Die Wickeltechnik eignet sich zur Herstellung von rotationssymmetrischen Hohlkörpern. Da-
bei wird üblicherweise der trockene Rovingstrang (bzw. mehrere Rovingstränge parallel) durch
ein Harzbad gezogen und auf einen Dorn aufgewickelt. Im Detail ist das Harzbad auf einem
Wickelkopf montiert, der in Längsrichtung um den rotierenden Dorn verfahrbar ist. Die beiden
Parametern Vorschub in Längsrichtung und Rotationsgeschwindigkeit des Dorns, bestimmen den
sich einstellenden Wickelwinkel, während die Geometrie des Dorns die Form des Längsschnitts
bestimmt.

Die sich ergebende Materialqualität, v. a. den Faservolumengehalt ϕf, beein�ussen im Wesentli-
chen die Vorspannung des Rovingstrangs, die Viskosität des Matrixsystems im Harzbad und der
Durchmesser einer evtl. benötigten Abstreiföse zum Abstreifen von überschüssigem Harz. Das
gewickelte Bauteil wird kalt oder warm auf dem Dorn ausgehärtet. Bezüglich des Dorns gibt es
wiederverwendbare Dornen (von denen das ausgehärtete Bauteil entformt wird), teilbare Dornen
(als Dauerformen), verlorene Dornen oder im Bauteil verbleibende Dornen (mit strukturellen
Aufgaben).

Zu den Vorteilen der Wickeltechnik zählen u. a. der erreichbare hohe Automatisierungsgrad (öko-
nomisch günstig), die erreichbaren hohen Festigkeiten und Stei�gkeiten sowie die exakte und
reproduzierbare Steuerung der Faserorientierung. Wesentliche Nachteile sind dagegen die ferti-
gungstechnische Einschränkung auf lediglich konvexe Querschnitte, ein hoher Aufwand zur Her-
stellung von 0°-Lagen (also in Längsrichtung bzw. in Richtung der Drehachse), sich unde�niert
ergebende Ober�ächen sowie die zwingende Verarbeitung von vergleichsweise niedrigviskoseren
Harzsystemen (liefert generell schlechtere Bauteileigenschaften).

Typischerweise werden Behälter und Rohre zum Speichern und Transportieren �üssiger oder
gasförmiger Sto�e, insbesondere jedoch Drucktanks mit hoher Leichtbaugüte, aber auch Ver-
bundhohlisolatoren im Wickelverfahren hergestellt. In der vorliegenden Arbeit wird das Wickel-
verfahren auf ein Zwei�ach angewendet, um die Prüfplatten, aus denen die Probekörper für die
experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ausgeschnitten und präpariert werden,
herzustellen, wie in Kapitel 10 in Abschnitt 10.2.1 dargestellt. Dabei ist das Ziel die Herstellung
eines unidirektionalen vorimprägnierten Halbzeugs. Die Herstellung bzw. das Vorimprägnieren
der unidirektionalen Einzelschichten erfolgt in Anlehnung an die DIN 65071 [100] auf einer Dreh-
maschine.

Vorlaminattechnik
Die Vorlaminattechnik ist eine Art des Nasslaminierverfahrens (auch Handlaminierverfahren oder
Handau�egeverfahren genannt). In bzw. auf eine Negativform wird das Bauteil lagenweise auf-
gebaut. Da dabei üblicherweise zwei- oder dreidimensionale trockene textile Halbzeuge (d. h.
Gewebe, Matten oder Gelege) verwendet werden, ist jede Lage einzeln und manuell zu imprä-
gnieren. Der Harzauftrag kann dabei vor oder nach dem Au�egen der Einzellage erfolgen, wobei
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stets auf eine vollständige Durchtränkung der Faserverstärkung zu achten ist. Im Falle der Vor-
laminattechnik erfolgt er vor dem Au�egen zwischen zwei Folien aus Polyethylen (PE) mit einer
Rakel.

Die sich ergebende Materialqualität, der Faservolumengehalt ϕf und v. a. der Porenanteil, wird
dabei zunächst durch die Qualität der Imprägnierung, und damit durch die Fähigkeiten und Fer-
tigkeiten des ausführenden Bearbeiters, bestimmt. Der Lagenaufbau des Bauteils kann kalt oder
warm, jeweils ohne oder mit Vakuumaufbau, ausgehärtet werden. Durch eine vorangegangene
Vorbereitung der Form mit einer Trennschicht ist die Form, zumindest für eine gewissen Anzahl
von Bauteilen, wiederverwendbar.

Vorteile der Vorlaminattechnik sind u. a. die einfache und schnell erlernbare Durchführung sowie
die vergleichsweise geringen Investitionskosten. Zusätzlich ist im speziellen Fall der Vorlaminat-
technik von Vorteil, dass das textile Halbzeug nicht direkt mit einem Pinsel o. ä. imprägniert
wird, sondern das Harz mit der Rakel lediglich über die PE-Folie, also indirekt, verteilt wird. Ein
wesentlicher Nachteil ist die teilweise groÿe Abhängigkeit der Materialqualität von der Erfahrung
sowie von den Fähigkeiten und Fertigkeiten des ausführenden Bearbeiters sowie, analog zum Wi-
ckelverfahren, die zwingende Verarbeitung von vergleichsweise niedrigviskoseren Harzsystemen.

Das Vorlaminatverfahren eignet sich besonders für die Herstellung von komplexen oder groÿ�ächi-
gen Bauteilen in geringer Stückzahl. Dies sind typischerweise Boote, Rotorblätter für Windkraft-
anlagen. Auÿerdem wird das Verfahren im Prototypenbau und für Reparaturzwecke angewendet.
In der vorliegenden Arbeit wird die Vorlaminattechnik zur Herstellung ebener Prüfplatten ange-
wendet, aus denen die Probekörper für die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
ausgeschnitten und präpariert werden. Dies ist im Detail in Kapitel 10 in Abschnitt 10.2.1 dar-
gestellt. Dabei ist das Ziel die Herstellung eines gewebeverstärkten vorimprägnierten Halbzeugs.
Die Herstellung bzw. das Vorimprägnieren der trockenen Gewebe erfolgt in Anlehnung an die
DIN 65071-2 [101], wie u. a. in [71] und [74] angewendet, auf einer Grundplatte.

Heiÿluftautoklavverfahren und Prepreg-Technik
Für die Herstellung von Bauteilen im Heiÿluftautoklavverfahren werden vornehmlich duroplas-
tische Prepregs verwendet. Prepregs sind die im vorhergehenden Abschnitt 3.4 beschriebenen
vorimprägnierte textile Halbzeuge bzw. Faser-Matrix-Halbzeuge. Die qualitätsbestimmende Im-
prägnierung erfolgt dabei maschinell (mit den sich ergebenden Vorteilen Reproduzierbarkeit,
hohe Faservolumengehalte bei gleichzeitig geringem Porenanteil), und ist von der eigentlichen
Formgebung getrennt.

Vor allem für die Verarbeitung von Prepregs, aber auch zur mechanisch hochwertigen und re-
produzierbaren Aushärtung von Laminaten aus anderweitig imprägnierter Einzellagen, wird üb-
licherweise das Heiÿluftautoklavverfahren angewendet. Dabei werden de�niert über die Prozess-
dauer Druck und Temperatur auf das Laminat, das sich unter einem Vakuumaufbau be�ndet,
appliziert. Ein optimiertes Druck-, Temperatur- und Vakuumpro�l wird dabei üblicherweise vom
Hersteller vorgegeben. Die einzelnen Prozessparameter haben dabei unterschiedliche Funktio-
nen. Der zuvor genannte, vom Hersteller vorgegebene, Aushärteprozess berücksichtigt in ihrer
chronologischen Abfolge die teilweise zeitgleich und/oder gekoppelt auftretende E�ekte bei der
Aushärtung des Lagenaufbaus zum Laminat. Die Prozessparameter und deren Funktionen für
Lagenaufbauten aus duroplastischen Prepregs sind im Einzelnen

� der applizierte Druck,
Der Druck komprimiert das Laminat und minimiert dadurch Faserwelligkeiten und Ungän-
zen. Poren werden komprimiert. Lufteinschlüsse werden geschlossen. Der applizierte Druck
erhöht zusätzlich den Temperaturübergang durch den Vakuumaufbau auf das Laminat.

� die applizierte Temperatur und
Die Temperatur sorgt zunächst für eine Verringerung der Viskosität des Matrixsystems. Die
verbesserte Flieÿfähigkeit ermöglicht einen de�nierten Harz�uss. Dadurch wird der Kon-
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takt des Matrixsystems mit der Schlichte der Verstärkungsfasern abschlieÿend verbessert.
Durch eine weitere Erhöhung der Temperatur beginnt das Harz zunächst zu gelieren. Bei
Erreichen der Aktivierungstemperatur, wird die chemische Reaktion der Vernetzung des
Matrixsystems aktiviert.

� das applizierte Vakuum.
Das Laminat be�ndet sich unter einem Vakuumaufbau. Das Vakuum wird appliziert, indem
der Vakuumaufbau evakuiert wird. Nach der Verringerung der Viskosität des Matrixsys-
tems durch die applizierte Temperatur, ermöglicht das angelegte Vakuum den de�niert
vorgesehenen Harz�uss aus dem Laminat. Zusätzlich entweichen �üchtige Bestandteile.

Vorteile des Heiÿluftautoklavverfahrens im Allgemeinen, und der Prepreg-Technik im Besonde-
ren, sind u. a. der erreichbare hohe und reproduzierbare Faservolumengehalt, der geringe Anteil
an Poren, die industrielle Erfahrung wegen der Anwendung für strukturmechanisch hochbean-
spruchte Produkte, die Möglichkeit der Verwendung von vergleichsweise höherviskosen Harz-
systemen (liefert generell bessere Bauteileigenschaften) und die verhältnismäÿig lange Verarbei-
tungszeit. Wesentliche Nachteile sind dagegen die, im Vergleich zu anderen Herstellungsverfah-
ren, höheren Materialkosten, die Begrenzung der Bauteilgröÿe auf die Gröÿe des Heiÿluftauto-
klaven, die zwingend erforderliche Verwendung von temperaturbeständigen, und damit teuren,
Verbrauchsmaterialien, die hohen Investitions- und Betriebskosten eines Heiÿluftautoklaven so-
wie die niedrigen herstellbaren Stückzahlen wegen der vergleichsweise langen Zykluszeiten (meist
mehrere Stunden).

Im Heiÿluftautoklavverfahren werden meist Bauteile hergestellt, bei denen die Anforderung nach
höchster strutkturmechanischer Qualität bei gleichzeitig hoher Leichtbaugüte im Mittelpunkt
stehen. Dies tri�t v. a. bei Strukturanwendungen in der Luft- und Raumfahrt zu. Die Anwen-
dungen erstrecken sich aber auch zunehmend auf den Motorsport- bzw. Automobil-Bereich sowie
den Sportgerätebau. In der vorliegenden Arbeit wird das Heiÿluftautoklavverfahren angewendet,
um die Prüfplatten, aus denen die Probekörper für die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen ausgeschnitten und präpariert werden, herzustellen, wie in Kapitel 10.2.3 be-
schrieben. Dabei werden sowohl die Prüfplatten basierend auf den vorimprägnierten trockenen
textilen Halbzeuge, wie in Abschnitt 10.2.1 beschrieben, als auch die in der Prepreg-Technik
hergestellten Prüfplatten im Heiÿluftautoklavverfahren ausgehärtet. Die für die jeweiligen Ma-
terialien und Lagenaufbauten verwendeten Heiÿluftautoklavzyklen mit den Prozessparametern
Druck, Temperatur und Vakuum über die Prozesszeit sind in Abbildung 10.5 in Abschnitt 10.2.3
dargestellt und beschrieben.

3.6 Exkurs

Neben den in Abschnitt 3.1 bereits erwähnten Arten von Verstärkungsfasern, im Einzelnen
Kohlensto�-, Glas-, und Aramidfasern, sind u. a. Basaltfasern erwähnenswert. Die unterschied-
lichen Arten von Verstärkungsfasern werden entsprechend ihren jeweiligen charakteristischen
Eigenschaften eingesetzt. Kohlensto�fasern zeichnen sich dabei besonders durch ihre hohen ab-
soluten und dichtespezi�schen Stei�gkeiten und Festigkeiten aus. Glas- und Basaltfasern weisen
einander ähnliche, verhältnismäÿig moderate Stei�gkeits- und Festigkeitswerte auf, nehmen je-
doch aufgrund ihres Dämpfungsverhaltens Ein�uss auf die strukturdynamischen Eigenschaften
und damit auf das Bruchverhalten. Dagegen weisen Aramidfasern eine tendenziell höhere Ener-
giedissipationskapazität auf. Aufgrund ihrer starken Hygrophilität, schlechten Imprägnationsei-
genschaften (und damit schlechter Faser-Matrix-Haftung) und der zeit- und kostenaufwändigen
Nachbearbeitung werden Aramidfasern tendenziell nicht in lasttragenden Strukturen eingesetzt.

Die charakteristischen mechanischen Eigenschaften der unterschiedlichen Arten von Verstär-
kungsfasern basieren u. a. auf dem Herstellungsprozess, der chemischen Struktur o. ä.. Besonders
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relevant sind dabei im Wesentlichen die Stei�gkeiten und Festigkeiten der Verstärkungsfasern
sowie die darauf basierenden charakteristischen Schädigungsmechanismen im Verbund mit po-
lymeren Matrixwerksto�en. Dabei treten aufgrund des üblicherweise geschichteten Aufbaus von
faserverstärkten Kunststo�en v. a. bei Belastungen durch transversalen Impact charakteristische
Versagensmechanismen auf. Im Einzelnen ist dabei die Geschwindigkeit, mit der der transversale
Impact erfolgt, eine relevante Gröÿe, für den Schädigungsmechanismus. Überlegungen zur Kom-
binierbarkeit der charakteristischen Eigenschaften der Verstärkungsfasern führen auf die Idee
gemischter bzw. hybrider Lagenaufbauten.

Die Identi�kation und Entwicklung von tragenden Strukturen, die gleichzeitig eine ausreichende
Schutzfunktion übernehmen können geschieht durch die folgenden beiden Grundgedanken:

1. Durch die Verwendung von hybriden Lagenaufbauten aus faserverstärkten Kunststo�en
werden die unterschiedlichen Vorzüge von technisch relevanten Arten von Verstärkungsfa-
sern für tragende Strukturen im Lagenaufbau über die Dicke der Struktur entsprechend
ihrer charakteristischen mechanischen Eigenschaften sinnvoll kombiniert.

2. Die zusätzliche Verwendung von Kernmaterialien, im Besonderen mit geringer Dicke und
verhältnismäÿig geringer Stei�gkeit mit der Funktion einer elastischen Bettung statt zur
Erhöhung des Trägheitsmoments bzw. der Biegestei�gkeit, bewirkt die tendenziell stärkere
Umlagerung der transversalen Belastungen in ebene Beanspruchungen. Im Falle von Struk-
turen aus faserverstärkten Kunststo�en ist dieser fasergerechte Beanspruchungszustand in
jedem Fall anzustreben.

Mit den zuvor dargestellten beiden Grundgedanken wird die Möglichkeit gescha�en, das Leicht-
baupotential von faserverstärkten Kunststo�en vollständig zu nutzen, und gleichzeitig die Wider-
standsfähigkeit gegen transversale Impactbelastung signi�kant zu erhöhen. Diese bifunktionale
Nutzung des Materials als tragender Strukturwerksto� und Schutzwerksto�, sowie der damit ver-
bundene Wegfall einer zusätzlichen Schutzstruktur (Material und v. a. Massen entfallen.), erhöht
das Leichtbaupotential unter mehreren Aspekten gleichzeitig. Entsprechende experimentelle Un-
tersuchungen zur Validierung der zuvor beschriebenen Grundgedanken als Lösungsansätze für
transversale Impactbelastung im Hochgeschwindigkeitsbereich sind für monolithische und hybri-
de Lagenaufbauten ausführlich in Hoinkes et. al. 2014 [64], Romano et al. 2014 [137], Romano
et al. 2014 [138] und Romano et al. 2014 [139] beschrieben.



4 Lineare anisotrope Elastizität und

Materialmodelle

Die lineare anisotrope Elastizität beschreibt die Reaktion eines Werksto�es auf Belastung. Die
äuÿere Belastung verursacht Reaktionskräfte an Lagerungen. Im Inneren eines Materials verur-
sacht die Belastung Beanspruchungen. Das Material reagiert mit Verzerrungen und Spannungen
[76]. Der Zusammenhang zwischen Spannungen als in�nitesimal über Schnitt�ächen verteilte Flä-
chenkräfte und Verzerrungen wird über ein Materialgesetz beschrieben. Unter der Voraussetzung
eines linearen Zusammenhangs zwischen Spannungen und Verzerrungen wird das Materialgesetz
nach Hooke1 benannt.

4.1 Hooke'sches Gesetz des isotropen Körpers

Das Hooke'sche Gesetz wird bezüglich des Materialgesetzes, der kinematischen Beziehungen
und der lokalen Bewegungsgleichungen dargestellt. Die Beziehungen werden vereinfachend ein-
dimensional und für den Spezialfall des isotropen Materialverhaltens dargestellt.

4.1.1 Materialgesetz

Das Materialgesetz beschreibt das Verhalten eines Werksto�es unter Belastung. Die Belastung
verursacht Verzerrungen und Spannungen im Material. Wenn sich das Material linear elastisch
verhält und die Belastung Verzerrungen und Spannungen lediglich im linear elastischen Bereich
verursacht, gilt das Hooke'sche Materialgesetz. Es stellt einen linearen elastischen, und damit
vollkommen reversiblen, Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen her.

Grundsätzlich wird der Begri� Verzerrungen weiter gefasst. Im Allgemeinen wird bei Verzerrun-
gen zwischen Dehnungen, Stauchungen und Gleitungen unterschieden. Im Falle von Dehnungen
und Stauchungen ändert der Körper seine Abmessungen und damit sein Volumen, nicht jedoch
seine Gestalt. Im Gegensatz dazu sind Gleitungen Verformungen aufgrund von Schubbeanspru-
chungen. Der Körper ändert seine Gestalt, nicht jedoch sein Volumen.

Wie im weiteren Verlauf dargestellt wird, sind die Verzerrungen aufgrund einer einachsigen Belas-
tung über die Querverformungszahl miteinander gekoppelt. Diese ist das dem Werksto� typische
negative Verhältnis Querverzerrung zu Längsverzerrung unter einachsiger Belastung. Gleitungen
sind in den jeweiligen Betrachtungsrichtungen voneinander entkoppelt. Dabei sind Dehnungen,
Stauchungen und Gleitungen dimensionslose Gröÿen.

Unter der Voraussetzung einer gleichmäÿigen Verteilung einer Normalkraft F bzw. einer Tan-
gentialkraft T auf einer Querschnitts�äche A0 resultieren die eindimensionalen Zusammenhänge
für die Spannungen und die Verzerrungen

σ =
F

A0
, ε =

l − l0
l0

=
∆l

l0
und τ =

T

A0
, γ ≈ tan γ =

∆v

l0
. (4.1)

1 Robert Hooke, * 28. Juli 1635 in Freshwater, Isle of Wight, † 14. März 1703 in London. Englischer
Universalgelehrter, 1678 O�enlegung des Wortlauts des sog. Hooke'schen Gesetzes: �ut tensio sic uis� - wie
die Dehnung, so die Kraft.
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Ein sog. Materialgesetz setzt Spannungs- und Verformungsgröÿen in Beziehung. In der Konti-
nuumsmechanik werden diese Zusammenhänge auch konstitutive Gleichungen bzw. Konstitutiv-
gleichungen genannt. Unter der Voraussetzung eines linear elastischen Zusammenhangs zwischen
Belastung und Verformung werden die Gröÿen mit Hilfe des Hooke'schen Gesetzes transformiert

σ = E ε , E =
σ

ε
und τ = G γ , G =

τ

γ
, (4.2)

wobei E der Elastizitätsmodul (auch Young'sche Modul) und G der Schub- oder Gleitmodul
ist. Beide Faktoren sind Proportionalitätsfaktoren. Bei homogenen Materialien entsprechen sie
den sog. elastischen Konstanten.

In Folge einer Belastung in Normalenrichtung mit F tritt zusätzlich zur Längsverformung eine
Querverformung mit entgegengesetztem Vorzeichen auf. Dabei erfährt der Körper bei einer Deh-
nung εlängs in Längsrichtung i. a. eine Stauchung εquer in Querrichtung (orthogonal dazu), bzw.
bei einer Stauchung in Längsrichtung −εlängs i. a eine Dehnung in Querrichtung εquer. Die Ver-
zerrung quer zur Belastungsrichtung ist analog zur Verzerrung in Längsrichtung (4.1) de�niert.
Sie lautet

εquer =
b− b0
b0

=
(b0 + ∆b)− b0

b0
=
−∆b

b0
(4.3)

und liefert im Verhältnis zur Längsverzerrung die sog. Querverformungszahl

ν = − εquer
εlängs

(4.4)

Diese wird auch als Querkontraktionszahl, Querdehnzahl oder Poisson'sche Konstante bezeich-
net und ist eine weitere materialabhängige Konstante.

Im Falle des hier vorausgesetzten isotropen Materialverhaltens existieren zwei unabhängige elas-
tische Konstanten, da zwischen dem Elastizitätsmodul E, dem Schubmodul G und der Querver-
formungszahl ν der Zusammenhang

E = 2 (1 + ν) G bzw. G =
E

2 (1 + ν)
(4.5)

existiert. Damit ist der Schubmodul G für isotrope Materialien keine unabhängige elastische
Konstante.

Im Folgenden werden die sich ergebenden Zusammenhänge für die dreidimensionale isotrope
Elastizität dargestellt. Im allgemeinen Fall einer Belastung in alle drei kartesischen Koordina-
tenrichtungen, x-, y- und z-Richtung, ergeben sich aufgrund der dargestellten Kopplung der
Normalspannungen über die Querverformungszahl die Verformungen im dreidimensionalen Fall
zu

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)] , εy =

1

E
[σy − ν (σx + σz)] , εz =

1

E
[σz − ν (σx + σy)] (4.6)

und die voneinander unabhängigen Gleitungen zu

γyz =
1

G
τyz , γzx =

1

G
τzx und γxy =

1

G
τxy . (4.7)

In der Vektor-Matrix-Schreibweise ergeben sich aus den Zusammenhängen der Gleichungen (4.6)
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und (4.7) die sog. Nachgiebigkeitsmatrix [S] und invers die sog. Stei�gkeitsmatrix [E] zu

[S] =



1
E − ν

E − ν
E 0 0 0

− ν
E

1
E − ν

E 0 0 0
− ν
E − ν

E
1
E 0 0 0

0 0 0 1
G = 2(1+ν)

E 0 0

0 0 0 0 1
G = 2(1+ν)

E 0

0 0 0 0 0 1
G = 2(1+ν)

E


, (4.8)

[E] =



(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν) 0 0 0

νE
(1+ν)(1−2ν)

(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν) 0 0 0

νE
(1+ν)(1−2ν)

νE
(1+ν)(1−2ν)

(1−ν)E
(1+ν)(1−2ν) 0 0 0

0 0 0 G = E
2(1+ν) 0 0

0 0 0 0 G = E
2(1+ν) 0

0 0 0 0 0 G = E
2(1+ν)


(4.9)

Dabei besteht zwischen den Gleichungen (4.8) und (4.9) der Zusammenhang

[ε] = [E]−1 [σ] = [S] [σ] . (4.10)

Arten der Indizierung
Hier werden kurz die in der Literatur üblichen bzw. die, den einzelnen Disziplinen eigenen,
Schreibweisen mit entsprechender Indizierung vorgestellt.

Die Indizierung mit i und j wird in der Kontinuumsmechanik typischerweise verwendet. Span-
nungen und Verzerrungen werden dabei als Tensoren zweiter Stufe notiert. In diesem Fall wird
anstatt der Gleitung γ, die in der Ingenieurschreibweise typisch ist, die Dehnung εij∀i, j = 1, 2, 3
und i 6= j, die der Dehnung der Diagonalen (also der Hauptdehnung) entspricht, beschrieben.
Dabei gilt zwischen der tensoriellen Notation der Kontinuumsmechanik und der matriziellen
Notation in der Ingenieurschreibweise ε = 1

2 γ bzw. γ = 2 ε [12], [149].

Die Indizierung von Spannungen und Verzerrungen erfolgt im allgemeinen dreidimensionalen
Fall mit einer doppelten Indizierung. Sie gibt an erster Stelle die Achse an, zu der das jeweilige
Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Orientierung der jeweiligen Gröÿe. Bei dop-
pelt gleich auftretenden Indizes wird dabei oft lediglich ein Index angegeben. Diese Aussagen
gelten für die De�nition des globalen Koordinatensystems als x-y-z-Koordinatensystem und als
1-2-3-Koordinatensystem analog. Im Falle der numerischen Bezeichnung der Hauptachsen des
globalen Koordinatensystems ist es beispielsweise für Anwendungen numerischer Methoden, wie
der Finite-Elemente-Methode, günstig, die Indizes der sechs Komponenten der der matriziellen
Notation in der Ingenieurschreibweise durchgängig mit i = 1, . . . , 6 zu indizieren. Damit ergeben
sich für die Spannungen und Verzerrungen unterschiedliche aber gleichwertige Schreibweisen und
Indizierungen wie sie in der Literatur gebräuchlich sind zu

[σ] =



σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy

 =



σxx
σyy
σzz
τyz
τzx
τxy

 =



σx
σy
σz
τyz
τzx
τxy

 =



σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12

 =



σ11

σ22

σ33

τ23

τ31

τ12

 =



σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6

 bzw. (4.11)
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[ε] =



εxx
εyy
εzz
2εyz
2εzx
2εxy

 =



εxx
εyy
εzz
γyz
γzx
γxy

 =



εx
εy
εz
γyz
γzx
γxy

 =



ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε31

2ε12

 =



ε11

ε22

ε33

γ23

γ31

γ12

 =



ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

 . (4.12)

Abbildung 4.1 zeigt die positiv de�nierten Spannungskomponenten eines in�nitesimalen Volu-
menelements mit den Abmessungen dx, dy und dz, jeweils am positiven Schnittufer.
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σxx 

σyy 

σzz 

σxy 

σxz 

σzy 
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σyx 

dx 
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dz 

Abbildung 4.1: Positiv de�nierte Spannungskomponenten, jeweils am positiven Schnittufer, eines in�-
nitesimalen Volumenelements mit den Abmessungen dx, dy und dz.

4.1.2 Kinematische Beziehungen

Die im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Verformungen aufgrund von äuÿeren Belastun-
gen und daraus resultierenden Beanspruchungen im Inneren des Materials basieren auf Relativ-
bewegungen von beliebigen Punkten eines Kontinuums bzw. eines Tragwerks vom verformten
Zustand bezogen auf den unverformten Zustand. Die in�nitesimale Betrachtung der Verschie-
bungen eines beliebigen Punktes im verformten Zustand zum unverformten Zustand liefert die
sog. Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen. Sie sind unabhängig von elastischen Materialkon-
stanten.

Bei eindimensionaler Betrachtung setzt sich die Verschiebung eines Bereiches mit in�nitesima-
ler Länge unter Zugbelastung aus der Starrkörperverschiebung u und der Längsverformung du
zusammen. Die Länge des gedehnten in�nitesimalen Bereiches dx̄ ergibt sich zu

dx = dx+ (u+ du)− u = dx+ du . (4.13)

Aus der De�nition der Verformung in Gleichung (4.1) folgt für die eindimensionale Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehung, wie in Abbildung 4.2 links dargestellt,

ε =
l − l0
l0

=
dx̄− dx

dx
=

dx+ du− dx

dx
=

du

dx
, (4.14)

Beim Übergang in die dreidimensionale Betrachtung wird das gewöhnliche Di�erential in Glei-
chung (4.14) zu partiellen Di�erentialen in allen drei Raumrichtungen. Für die in der Mechanik
übliche Bezeichnung der Verschiebungen u in x-Richtung, v in y-Richtung und w in z-Richtung
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lauten diese

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z
. (4.15)

Die Zusammenhänge gelten analog für Stauchungen, wobei daraus negative Vorzeichen der par-
tiellen Di�erentiale resultieren.
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Abbildung 4.2: Deformationen eines in�nitesimalen Elements mit den Abmessungen dx und dy: Deh-
nung als positive Verzerrung εx > 0 (links) und Gleitung γxy = 2 εxy (rechts), exem-
plarisch in der x-y-Ebene.

Ein wesentlicher Unterschied besteht bei der De�nition der Gleitungen infolge von Schubbelas-
tung zwischen der mechanischen Ingenieurschreibweise und der tensoriellen Notation. Diese geht
besonders einsichtig aus der Betrachtung der zweidimensionalen Zusammenhänge hervor. In der
Ingenieurschreibweise ist die gesamte Schubverformung γ über die Gleitung eines in�nitesimalen
Quadrats mit den Abmessungen dx und dy aufgrund einer einzelnen Schubspannung τ de�niert.
Daraus resultiert der in Gleichung (4.1) über die elastische Konstante des Schubmoduls de�-
nierte Zusammenhang zwischen Schubspannung und Gleitung. Dies ist jedoch ein idealisierter
Fall. Aufgrund des Satzes von der Betragsgleichheit von einander zugeordneten Schubspannun-
gen treten Schubspannungen stets an allen Seiten des betrachteten Quadrats auf. Sie zeigen
an positiven Schnittufern in positive Richtung und an negativen Schnittufern in negative Ko-
ordinatenrichtungen. Damit zeigen positiv de�nierte Schubspannungen an den positiven sowie
negativen Schnittufern auf eine Ecke zueinander. Aufgrund der resultierenden Verformung setzt
sich die mechanische Gleitung in der x-y-Ebene γ12 aus den beiden kontinuumsmechanisch re-
levanten Komponenten ε12 = tanα ≈ α = tanβ ≈ β zusammen. Analoge dreidimensionale
Betrachtung liefert die in�nitesimalen partiellen Zusammenhänge

γyz = γzy =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
= 2εyz = 2εzy ,

γzx = γxz =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
= 2εzx = 2εxz , (4.16)

γxy = γyx =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 2εxy = 2εyz .

für die Gleitungen als Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen in der Ingenieurschreibweise so-
wie in der kontinuumsmechanischen Notation. Abbildung 4.2 rechts stellt den Zusammenhang
exemplarisch in der x-y-Ebne dar.
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Die kinematischen Beziehungen setzen Verschiebungen und Verzerrungen in Relation. Sie be-
sagen, dass in einem Kontinuum vor, während und nach der Belastung (im linear elastischen
Bereich) keine Kla�ungen entstehen dürfen. Dazu muss zwischen Verschiebungen und Verzer-
rungen ein eindeutiger Zusammenhang bestehen [12]. Damit dieser eindeutige Zusammenhang
vorliegt, muss zwischen den einzelnen Verzerrungen selbst ein di�erenzieller Zusammenhang be-
stehen [76]. Dieser lautet allgemein [11], [37]

∂2εxx
∂y2

+
∂2εyy
∂x2

− ∂2γxy
∂x∂y

= 0 . (4.17)

4.1.3 Lokale Bewegungsgleichungen

Im allgemeinen Fall stellt das zweite Gesetz von Newton2 (das sog. Aktionsprinzip oder auch
Grundgesetz der Dynamik) makroskopisch den Zusammenhang zwischen auf einen Körper mit
der Massem wirkende Kraft ~F und die daraus resultierende Beschleunigung ~a her. Es besagt, dass
die Änderung der Bewegung als Beschleunigung ~a proportional der einwirkenden Kraft ~F ist, und
in Richtung der Kraft gerichtet ist. Damit ist Fi = mai für jede Raumrichtung i mit m = const..
Mit der De�nition der Kraft Fi als Ableitung des Impulses pi = m~vi nach der Zeit t gilt Fi =
∂pi
∂t = m ∂vi

∂t in jede Raumrichtung i. Da die Geschwindigkeit als vi Ableitung der Verschiebung

si nach der Zeit t de�niert ist, gilt weiter Fi = m ∂2si
∂t2

. Im Falle eines Gleichgewichtszustandes
ergibt sich der Ausdruck zu Null,

∑
Fi = 0 in jede Raumrichtung i. Der Körper verbleibt dann

in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit weiter.

Die Anwendung in der Strukturmechanik liefert in�nitesimale partielle Zusammenhänge. Dafür
werden Spannungen als in�nitesimale Beanspruchungen betrachtet. Es wird ein in�nitesima-
ler Würfel eines Kontinuums mit den in�nitesimalen Abmessungen und damit in�nitesimalen
Volumen dx dy dz = dV der Dichte % betrachtet. Die Spannungskomponenten am in�nitesima-
len Würfel in eine Raumrichtung entsprechen, multipliziert mit der jeweiligen in�nitesimalen
Fläche, in�nitesimalen Kräften. Mit den Beschleunigungen in die jeweiligen Raumrichtungen
ax = ∂2u

∂t2
, ay = ∂2v

∂t2
und az = ∂2w

∂t2
in die jeweiligen Raumrichtungen und der in�nitesimalen

Masse dm = % dV = % dx dy dz können die Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Kürzen
der Terme mit jeweils zwei Dimensionen liefert

∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

= %
∂2u

∂t2
,

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τzy
∂z

= %
∂2v

∂t2
, (4.18)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

= %
∂2w

∂t2
.

als strukturmechanische lokale Bewegungsgleichungen. Wenn keine Beschleunigungen wirken,
also im statischen bzw. quasi-statischen Fall werden die Terme der Zeitableitungen zu Null und
es verbleiben die strukturmechanischen lokalen Gleichgewichtsbedingungen.

2 Isaac Newton, * 4. Januar 1643 in Woolsthorpe-by-Colsterworth in Lincolnshire, † 31. März 1727 in
Kensington. Englischer Naturforscher und Philosoph (!).
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4.2 Materialsymmetrien

Ausgehend von der Kontinuumsmechanik wird auf die, in der technischen Mechanik üblichen,
Zusammenhänge gefolgert. Dies ist detailliert beispielsweise in Altenbach, Altenbach und
Kissing 2004 [1] oder Betten 1993 [12] dargestellt. Dabei wird auf die unterschiedlichen Mate-
rialsymmetrien Anisotropie, Monotropie, Orthotropie, Transversalisotropie und Isotropie einge-
gangen. Diese weisen gewisse Symmetrien von Materialkennwerten bzgl. einer Achse oder einer
Ebene auf. Entsprechende Herleitungen und Aspekte sind dabei im Wesentlichen u. a. in Alten-
bach, Altenbach und Rikards 1996 [2], Ehrlich 2004 [30], Gebbeken 1996 [47], Gross et
al. 2004 [53] und Jones 1999 [69] dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit ist das monotrope, das orthotrope, das transversalisotrope sowie das
isotrope Materialgesetz relevant. Orthotropes Materialverhalten wird zum Beispiel durch or-
thogonale Anordnung von unidirektional faserverstärkten Werksto�agen im Kreuzverbund oder
durch gewebeverstärkte Einzellagen erreicht, wenn die Koordinatenachsen des lokalen Koordina-
tensystems (also die Vorzugsrichtung bzw. Richtung der Verstärkungsfasern) mit dem globalen
Koordinatensystem der Struktur zusammenfallen. Unidirektional verstärkte Einzellagen weisen
transversalisotropes Materialien mit einer Vorzugsrichtung auf, wenn die Koordinatenachsen des
lokalen Koordinatensystems mit dem globalen Koordinatensystem zusammenfallen. Die Ebene
senkrecht dazu weist dagegen quasi-isotrope Eigenschaften auf. Monotropes Materialverhalten
tritt in unidirektional verstärkten Einzelschichten auf, wenn das lokale Koordinatensystem um
die Achse in Dickenrichtung gedreht wird (also in der Ebene der Einzellage). Dadurch fällt die
Vorzugsrichtung des lokalen Koordinatensystems bzw. Richtung der Verstärkungsfasern nicht
mehr mit den Koordinatenachsen des globalen Koordinatensystems in der Ebene der Einzellage
zusammen. Im Gegensatz dazu weisen isotrope Materialien keine Vorzugsrichtung auf.

4.2.1 Anisotropie

Die Anisotropie ist der allgemeine Fall des Materialgesetzes. Anisotrope Materialien zeigen in jede
Betrachtungsrichtung unterschiedliche Materialeigenschaften. Es besteht keine Symmetrie bezüg-
lich Achsen oder Ebenen. Anisotrope Materialien können gleichbedeutend als trikline Materialien
bezeichnet werden. Alle 36 Komponenten der Stei�gkeitsmatrix [C] bzw. der Nachgiebigkeitsma-
trix [S] sind von Null verschieden. Da die Matrizen [C] und damit [S] immer symmetrisch zur
Hauptdiagonalen sind, existieren 21 unabhängige Materialkennwerte.

In allgemeiner matrizieller Form lautet das Hooke'sche Materialgesetz

[σ] = [C] [ε] , bzw. invers [ε] = [S] [σ] , wobei [S] = [C]−1 . (4.19)

gilt. Dabei ist [C] die Stei�gkeitsmatrix und deren Inversion [S] die Nachgiebigkeitsmatrix.

In Komponentendarstellung bezüglich einer kartesischen Basis ist

σij = Cijkl εkl . (4.20)

Dabei ist σij der Spannungstensor und εkl der Verzerrungstensor mit jeweils 32 = 9 Kompo-
nenten. Beide Tensoren sind von zweiter Ordnung und symmetrisch. Aufgrund der Symme-
trieeigenschaft reduzieren sich diese auf einen Spaltenvektor mit jeweils sechs Komponenten.
Zusätzlich ist Cijkl der Elastizitätstensor vierter Ordnung mit 34 = 81 Materialkoe�zienten.
Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des sog. Cauchy-Spannungstensor und des sog. Green-
Verzerrungstensors, vgl. σij = σji und εij = εji, folgt für den Materialtensor

Cijkl = Cjikl und Cijkl = Cjilk . (4.21)
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Damit reduziert sich die Anzahl der Komponenten auf 36. Die zuvor dargestellte Reduktion der
Anzahl der Komponenten von symmetrischen Tensoren entspricht einer sog. Kontraktion. Dies
ermöglicht die Formulierung des Zusammenhangs mit einer Einfachindizierung für die Spannun-
gen und Verzerrungen und einer Doppelindizierung für die elastischen Konstanten zu

[σi] = [Cij ] [εj ] mit i, j = 1, . . . , 6 und Cij 6= Cji , i 6= j (4.22)

und damit mit einer Vektor-Matrix-Schreibweise.

Für den dreidimensionalen Fall entsprechen Stei�gkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrizen aus Glei-
chung (4.19)

[C] =



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C46 C44 C45 C46

C51 C52 C56 C54 C55 C56

C61 C62 C66 C64 C65 C66

 und (4.23)

[S] =



S11 S12 S13 S14 S15 S16

S21 S22 S23 S24 S25 S26

S31 S32 S33 S34 S35 S36

S41 S42 S46 S44 S45 S46

S51 S52 S56 S54 S55 S56

S61 S62 S66 S64 S65 S66

 = [C]−1 . (4.24)

Unter der Voraussetzung, dass die Materialien hyperelastisch sind und ein elastisches Potential
bzw. eine Verzerrungsenergiedichtefunktion existiert, wird der Nachweis der Symmetrie der Stei-
�gkeitsmatrix Cij zur Hauptdiagonalen dargestellt. Für die Formänderungsenergiefunktion im
dreidimensionalen Fall wird die gespeicherte Verzerrungsarbeit eines in�nitesimalen Volumenele-
ments zu

dW = σi dεi und damit
dW

dεi
= σi (4.25)

und durch Integration über alle Koordinaten des Verzerrungsvektors und mit Gleichung (4.22)
zu

W =

∫
σi dεi =

∫
Cij εi dεj =

1

2
Cij εi εj (4.26)

als im Körper gespeicherte Verzerrungsenergiedichte. Die Verzerrungsenergiedichtefunktion hängt
dabei von allen Koordinaten der Verzerrungen ab, und es gilt W = W (εi). Analog lässt sich
über die Entwicklung von W (εi) in einer Taylor3-Reihe und unter den Voraussetzungen, dass
sich das System im Ausgangszustand für ε = 0 im Gleichgewicht be�ndet, und damit die Terme
aller ersten Ableitungen als notwendige Bedingung zu Null werden, sowie dass lediglich kleine
Verzerrungen ε mit ε2 � ε betrachtet werden, auf die jeweiligen Faktoren vor den Termen der
Ableitungen schlieÿen, und es folgt ebenfalls Gleichung (4.26). Die partiellen Di�erentiation nach
den Verzerrungen ∂εi liefert wieder das allgemeine Hooke'sche Materialgesetz in Vektor-Matrix-

3 Brook Taylor, * 18. August 1685 in Edmonton (Middlesex), † 29. Dezember 1731 in Somerset House
(London). Britischer Mathematiker.
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Form nach Gleichung (4.22) zu

∂W

∂εi
= Cij εj = σi . (4.27)

Damit ist das verallgemeinerte Hooke'sche Gesetz nach Gleichung (4.20) die allgemeinste For-
mulierung des Zusammenhangs zwischen den Koordinaten des Spannungs- und Verzerrungs-
vektors für linear-elastisches Materialverhalten. Dies gilt unter der zusätzlichen vereinfachen-
den Voraussetzung, dass der Anfangszustand keine Eigenspannungen enthält. Nach nochmaliger
partieller Di�erentiation nach den Verzerrungen ∂εj verbleibt die Stei�gkeitsmatrix bzw. der
Sto�tensor

∂2W

∂εi ∂εj
= Cij . (4.28)

Damit entspricht die Stei�gkeit C der zweiten Ableitung der Potentialfunktion im Ausgangs-
zustand. Dies stellt den Zusammenhang zwischen dem makroskopischen Materialverhalten und
der inneren Materialstruktur dar. Wenn ausgehend von der zur Gleichung (4.27) gleichwertigen
Beziehung

dW = Cji εj dεi (4.29)

ausgegangen wird, führt die zweifache partielle Di�erentiation der integrierten Gleichung (4.29)
auf

∂2W

∂εj ∂εi
= Cji . (4.30)

Die Di�erentiationsreihenfolge ist unabhängig, und es gilt

Cij = Cji . (4.31)

Damit ist die Symmetrie der Stei�gkeitsmatrix [C] zur Hauptdiagonalen nachgewiesen worden.
Analoges Vorgehen ermöglicht den Nachweis der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix [S] zur
Hauptdiagonalen. Die beiden Koe�zientenmatrizen mit 36 von Null verschiedenen Komponenten
besitzt damit maximal 21 unabhängige Koe�zienten und lauten allgemein

[Caniso] =



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

sym. C55 C56

C66

 und (4.32)

[Saniso] =



S11 S12 S13 S14 S15 S16

S22 S23 S24 S25 S26

S33 S34 S35 S36

S44 S45 S46

sym. S55 S56

S66

 . (4.33)

In den dargestellten Sonderfällen der Materialsymmetrien besitzen die Koe�zientenmatrizen für
Stei�gkeit bzw. Nachgiebigkeit stets 36 Komponenten. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften
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reduziert sich jedoch die Anzahl der voneinander unabhängigen Koe�zienten und es erhöht sich
die die Anzahl von Nulleinträgen, d. h. die Beanspruchungsarten Verzerrungen und Gleitungen
im Material werden von den äuÿeren Belastungen bzw. Verformungen immer mehr entkoppelt.

4.2.2 Monotropie

Monotropes bzw. monoklines Materialverhalten wird durch die Existenz einer Symmetrieebe-
ne der Materialeigenschaften hervorgerufen. Durch die Spiegelung der Materialeigenschaften an
einer Ebene reduzieren sich die von Null verschiedenen Komponenten auf 20. Aufgrund der Sym-
metrieeigenschaft zur Hauptdiagonale verbleiben damit 13 unabhängige elastische Kennwerte zur
Beschreibung eines monotropen Materialverhaltens.

Die Koe�zientenmatrizen unterscheiden sich in ihrer Belegung durch die Symmetrieebene. Diese
kann im dreidimensionalen Fall die x-y-, die y-z- oder die z-x-Ebene sein, wobei die Isotropieebene
dann in z = 0, x = 0 oder y = 0 liegt. Für den ersten Fall, dass die x-y-Ebene die Symmetrieebene
ist, und die Isotropieebene in z = 0 liegt, lauten die Koe�zientenmatrizen exemplarisch

[Cmono] =



C11 C12 C13 0 0 C16

C22 C23 0 0 C26

C33 0 0 C36

C44 C45 0
sym. C55 0

C66

 und (4.34)

[Smono] =



S11 S12 S13 0 0 S16

S22 S23 0 0 S26

S33 0 0 S36

S44 S45 0
sym. S55 0

S66

 . (4.35)

Monotropes Materialverhalten tritt in unidirektional verstärkten Einzelschichten auf, wenn das
lokale Koordinatensystem um die Achse in Dickenrichtung gedreht wird (also in der Ebene der
Einzellage). Dadurch fällt die Vorzugsrichtung des lokalen Koordinatensystems bzw. Richtung
der Verstärkungsfasern nicht mehr mit den Koordinatenachsen des globalen Koordinatensystems
in der Ebene der Einzellage zusammen. Aus der Belegung der Koe�zientenmatrizen geht her-
vor, dass Verzerrungen bzw. Normalspannungen und Gleitungen bzw. Schubspannungen in der
Symmetrieebene nicht voneinander entkoppelt sind. Die Verzerrungen bzw. Normalspannungen
sind miteinander über Querverformungse�ekte gekoppelt.

4.2.3 Orthotropie

Orthotropes bzw. orthotrop anisotropes Materialverhalten wird durch die Existenz von zwei
oder drei zueinander orthogonalen Symmetrieebenen, zu denen symmetrische Punkte gleiche
elastische Kennwerte besitzen, hervorgerufen. Dadurch reduzieren sich die von Null verschiedenen
Komponenten auf 12. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft zur Hauptdiagonale verbleiben damit
9 unabhängige elastische Kennwerte zur Beschreibung eines orthotropen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koe�zientenmatrizen ergibt sich aufgrund der zueinander senkrechten Sym-
metrieebenen als weiter vereinfachter Fall des Materialgesetzes. Die Koe�zientenmatrizen bei
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orthotropen Materialien lauten

[Cortho] =



C11 C12 C13 0 0 0
C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0
C44 0 0

sym. C55 0
C66

 und (4.36)

[Sortho] =



S11 S12 S13 0 0 0
S22 S23 0 0 0

S33 0 0 0
S44 0 0

sym. S55 0
S66

 . (4.37)

Orthotropes Materialverhalten tritt beispielsweise in kreuzweise unidirektional verstärkten Ver-
bunden, sog. Kreuzverbunden, oder in gewebeverstärkten Einzellagen auf, wenn die Koordina-
tenachsen des lokalen Koordinatensystems (also die Vorzugsrichtung(en) bzw. die Richtung der
Verstärkungsfasern der Kett- bzw. Schussrichtung) mit dem globalen Koordinatensystem der
Struktur zusammenfallen. Verzerrungen bzw. Normalspannungen und Gleitungen bzw. Schub-
spannungen treten im Fall orthotropen Materialverhaltens voneinander entkoppelt auf. Lediglich
Verzerrungen bzw. Normalspannungen sind miteinander über Querverformungse�ekte gekoppelt.
Im Gegensatz dazu treten Gleitungen bzw. Schubspannungen in den jeweiligen Ebenen entkop-
pelt voneinander auf.

4.2.4 Transversalisotropie

Unter der Voraussetzung, dass das Materialverhalten in einer Schnittebene, beispielsweise der
y-z-Ebene, quasi-isotrop ist, besteht in dieser Ebene keine Richtungsabhängigkeit der Materialei-
genschaften. Damit vereinfachen sich die Zusammenhänge weiter. Bei einer Drehung um die zur
Isotropieebene senkrechte Achse, in diesem Fall um die x-Achse, bleiben die Materialeigenschaf-
ten unverändert. Die Anzahl der von Null verschiedenen Komponenten in der Koe�zientenmatrix
sind weiterhin 12. Da die Materialeigenschaften in der Schnittebene jedoch richtungsunabhängig
sind, gilt im dargestellten Fall C22 = C33 und C12 = C13 sowie C55 = C66. Zusätzlich gilt für den
dargestellten Fall in der x-y-Ebene aufgrund der Zusammenhänge aus der Koordinatentrans-
formation in der Ebene und damit für den zweiachsigen Spannungszustand, dass unter reiner
Zugbelastung der um +45° bzw. -45° gedrehte Hauptschubspannungszustand nicht normalspan-
nungsfrei ist. An den Schnittufern verbleiben jeweils gleichgroÿe Zugspannungen mit der Hälfte
des Betrags der ursprünglichen Zugspannung. Deshalb gilt zusätzlich C44 = 1

2 (C22 − C32). Auf-
grund der beschriebenen Zusammenhänge und der Symmetrieeigenschaft zur Hauptdiagonale
verbleiben damit 5 unabhängige elastische Kennwerte zur Beschreibung eines transversalisotro-
pen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koe�zientenmatrizen ergibt sich aufgrund der Isotropieebene und der dazu
senkrechten Symmetrieachse als weiter vereinfachter Fall des Materialgesetzes. Die Koe�zien-



46 4 Lineare anisotrope Elastizität und Materialmodelle

tenmatrizen bei transversalisotropen Materialien lauten

[Ctransiso] =



C11 C12 C12 0 0 0
C22 C23 0 0 0

C22 0 0 0
1
2 (C22 − C23) 0 0

sym. C66 0
C66

 und (4.38)

[Stransiso] =



S11 S12 S12 0 0 0
S22 S23 0 0 0

S22 0 0 0
2 (S22 − S23) 0 0

sym. S66 0
S66

 . (4.39)

Transversalisotropes Materialverhalten tritt in unidirektional verstärkten Einzellagen auf, wenn
die Koordinatenachsen des lokalen Koordinatensystems (also die Vorzugsrichtung) mit dem glo-
balen Koordinatensystem der Struktur zusammenfallen und das Materialverhalten in Schnittebe-
nen senkrecht zur Symmetrieachse als quasi-isotrop vorausgesetzt wird. Normalspannungen sind
miteinander über Querverformungse�ekte gekoppelt. Zusätzlich ergeben sich die Gleitungen bzw.
Schubspannungen in der zur Isotropieebene senkrechten Ebene z = 0 aus den Transformations-
beziehungen des ebenen Spannungszustandes. Im Gegensatz dazu sind auftretende Gleitungen
bzw. Schubspannungen in der Isotropieebene betragsgleich, jedoch von den Zusammenhängen in
z = 0 entkoppelt.

4.2.5 Isotropie

Das isotrope Materialgesetz entspricht der höchsten Symmetriestufe des Materialgesetzes. Iso-
trope Materialien zeigen bezüglich allen Achsen und Ebenen symmetrische Materialkennwer-
te. Sie verhalten sich vollständig richtungsunabhängig. Die Anzahl der von Null verschiedenen
Komponenten in der Koe�zientenmatrix ist wiederum 12. Da die Materialeigenschaften jedoch
richtungsunabhängig sind, ergeben sich drei weitere Kopplungen zwischen Komponenten der Ko-
e�zientenmatrix. Unter der Voraussetzung gleichen Materialverhaltens in den zueinander senk-
rechten Schnittebenen x-y-, y-z- oder z-x-Ebene gilt

� C11 = C22 = C33 wegen gleichem Längsverzerrungsverhalten,
� C12 = C23 = C31 wegen gleichem Querverzerrungsverhalten und
� C44 = C55 = C66 wegen gleichem Schubverzerrungsverhalten.

Zusätzlich gilt aufgrund der Äquivalenz zwischen reiner Schubbeanspruchung in einer Ebene
und der betragsgleichen zweiachsigen Zug-Druck-Beanspruchung an den Schnittufern in der um
+45° bzw. -45° gedrehten Koordinatentransformation C44 = C55 = C66 = 1

2 (C22 − C23) =
1
2 (C11 − C12). Aufgrund der beschriebenen Zusammenhänge und der Symmetrieeigenschaft zur
Hauptdiagonale verbleiben damit lediglich noch C11 und C12 als 2 unabhängige elastische Kenn-
werte zur Beschreibung isotropen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koe�zientenmatrizen ergibt sich aufgrund der vollkommenen Symmetrie der
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elastischen Materialkennwerte. Die Koe�zientenmatrizen bei isotropen Materialien lauten

[Ciso] =



C11 C12 C12 0 0 0
C11 C12 0 0 0

C11 0 0 0
1
2 (C11 − C12) 0 0

sym. 1
2 (C11 − C12) 0

1
2 (C11 − C12)

 und (4.40)

[Siso] =



S11 S12 S12 0 0 0
S11 S12 0 0 0

S11 0 0 0
2 (S11 − S12) 0 0

sym. 2 (S11 − S12) 0
2 (S11 − S12)

 . (4.41)

Normalspannungen sind über die Querverformung gekoppelt. Zusätzlich ergeben sich die Glei-
tungen bzw. Schubspannungen aus Transformationsbeziehungen. Auftretende Gleitungen bzw.
Schubspannungen sind entgegengerichtet betragsgleich, jedoch in jeder Ebene voneinander ent-
koppelt. Isotropes Materialverhalten wird näherungsweise für Materialien vorausgesetzt, die rich-
tungsunabhängige elastische Materialkennwerte aufweisen. Dies sind typischerweise metallische
Werksto�e und unverstärkte Polymere.

Nachgiebigkeitsmatrizen in Termen von Ingenieurskonstanten
Die im vorherigen Abschnitt abgeleiteten Belegungen der Stei�gkeits- bzw. Nachgiebigkeits-
matrizen für unterschiedliche Materialsymmetrien werden für relevante Fälle in Termen von
Ingenieurskonstanten angegeben. Im Einzelnen sind dies üblicherweise die Stei�gkeit oder Elas-
tizitätsmodul E, die Querverformungszahl ν und der Schubmodul G angegeben. Diese Gröÿen
werden direkt in unterschiedlichen Methoden der Materialkennwertermittlung ermittelt. Sie sind
deshalb leichter zugänglich und anschaulich als die Koe�zienten der Stei�gkeits- bzw. Nachgie-
bigkeitsmatrizen. Dabei ist die Ermittlung der Koe�zienten der Nachgiebigkeitsmatrix teilweise
direkter nachvollziehbar, da üblicherweise Verzerrungen bzw. Verformungen als Reaktion des Ma-
terials gemessen werden, die aus bekannten, von auÿen aufgebrachten, Belastungen resultieren.
Damit tre�en Spannungen [σ] auf Nachgiebigkeiten [S] und resultieren in Verzerrungen [ε]. Dies
geht aus dem Zusammenhang [ε] = [S] [σ] hervor. Die Inversion dieses Zusammenhangs bedeu-
tet, dass Verzerrungen [ε] auf Stei�gkeiten [C] tre�en, und daraus Spannungen [σ] resultieren.
Dies wird durch [σ] = [C] [ε].

Die Nachgiebigkeitsmatrix eines monotropen Materials mit der x-y-Ebene als Symmetrieebene
und damit z = 0 als Isotropieebene lautet

[Smono] =



1
E1
−ν21
E2

−ν31
E3

0 0 ν61
E6

1
E2

−ν32
E3

0 0 ν62
E6

1
E3

0 0 ν63
E6

1
E4

ν54
E5

0

sym. 1
E5

0
1
E6


. (4.42)



48 4 Lineare anisotrope Elastizität und Materialmodelle

Die Nachgiebigkeitsmatrix eines orthotropen Materials lautet

[Sortho] =



1
E1
−ν21
E2

−ν31
E3

0 0 0
1
E2

−ν32
E3

0 0 0
1
E3

0 0 0
1
E4

= 1
G23

0 0

sym. 1
E5

= 1
G31

0
1
E6

= 1
G12


, (4.43)

mit den Ingenieurskonstanten und entsprechender Indizierung

� E1, E2, E3 als die Elastizitätsmoduli in der 1-, 2- bzw. 3-Richtung,
� ν23, ν31, ν12 als die Querverformungszahlen und
� G23, G31, G12 als die Gleitmoduli in der 2-3-, 3-1- bzw. 1-2-Ebene.

Mit der De�nition der Querverformungszahl

νij = −εj
εi

∀ i, j = 1, 2, 3 (4.44)

ist diese das negative Verhältnis der Kontraktion in j-Richtung bei reiner Zugbeanspruchung in
i-Richtung.

Mit der sog. Maxwell4-Betti5-Beziehung

νij
Ei

=
νji

Ej
∀ i, j = 1, 2, 3 , (4.45)

der u. a. aus der Symmetrie der Koe�zientenmatrizen der Stei�gkeit bzw. Nachgiebigkeit (siehe
Gleichung (4.43)) oder der Reziprozität bzw. Gegenseitigkeit der Verschiebungsarbeiten hervor-
geht, wird Gleichung (4.43) zu

[Sortho] =



1
E1
−ν12
E1

−ν13
E1

0 0 0
1
E2

−ν23
E2

0 0 0
1
E3

0 0 0
1
G23

0 0

sym. 1
G31

0
1
G12


. (4.46)

Mit den Ingenieurskonstanten

E1 , E2 = E3 , G13 = G12 , ν12 = ν13 , G23 =
E2

2 (1 + ν23)
(4.47)

lautet die Nachgiebigkeitsmatrix eines transversalisotropen Materials mit der y-z-Ebene bzw.

4 James Clerk Maxwell, * 13. Juni 1831 in Edingburgh, † 5. November 1879 in Cambridge. Schottischer
Physiker.

5 Enrico Betti, * 21. Oktober 1823 in Pistoia (Toskana, Italien), † 11. August 1892 in Soiana. Italienischer
Mathematiker.
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x = 0 als Isotropieebene

[Stransiso] =



1
E1
−ν21
E2

−ν21
E2

0 0 0
1
E2

−ν32
E3

0 0 0
1
E3

0 0 0
2(1+ν23)

E2
0 0

sym. 1
G12

0
1
G12


. (4.48)

Die Nachgiebigkeitsmatrix eines isotropen Materials in Termen der Ingenieurskonstanten E und
ν lautet

[Siso] =



1
E − ν

E − ν
E 0 0 0

1
E − ν

E 0 0 0
1
E 0 0 0

1
G = 2(1+ν)

E 0 0

sym. 1
G = 2(1+ν)

E 0
1
G = 2(1+ν)

E


. (4.49)

Die Ingenieurkonstanten sind im Einzelnen der Elastizitätsmodul E und die Querverformungs-
zahl ν. Zwischen Elastizitätsmodul E und Schubmodul G besteht der Zusammenhang

E = 2 (1 + ν)G , (4.50)

sodass das Schubmodul G kein unabhängiger Materialkennwert ist. Die Verzerrungen bzw. Nor-
malspannungen sind über die Querverformung gekoppelt. Die Kopplung wird durch die Quer-
verformungszahl ν, wie in Gleichung (4.4) dargestellt, beschrieben. Sie ist über den einachsigen
Zugversuch de�niert. Die Schubspannungen sind auch hier entkoppelt.





5 Mikromechanische Homogenisierungsansätze

Faserverstärkte Kunststo�e bestehen aus den Einzelkomponenten Verstärkungsfaser, polymerer
Matrixwerksto� und sich in der Faser-Matrix-Grenzschicht ausgebildeten Interphase. Bei der
analytischen Betrachtung geschichteter Strukturen ist jedoch i. a. eine verstärkte Einzelschicht
das kleinste berücksichtigte Werksto�element. Diese wird dabei vereinfachend als homogen vor-
ausgesetzt [92]. Da die makromechanischen Einzelschichten in der Realität mikromechanisch
jedoch aus den zuvor genannten Einzelkomponenten bestehen, ergibt sich die Notwendigkeit, die
strukturmechanischen Werksto�kennwerte der mikromechanischen Einzelkomponenten in unter-
schiedlichen Ansätzen zu makromechanisch resultierenden Gröÿen der verstärkten Einzelschicht
zu homogenisieren [69].

Ansätze zur Homogenisierung sind ein wesentlicher Bestandteil der Mikromechanik einer ver-
stärkten Einzellage. Dabei wird die grundlegende Frage behandelt, wie die strukturmechanischen
Werksto�kennwerte des makroskopischen Verbundmaterials von denen der mikromechanischen
Einzelkomponenten abhängen [69]. Im Allgemeinen setzt die Formulierung von Mischungsregeln
voraus, dass die Einzelkomponenten in einer verstärkten Einzellage makromechanisch nicht mehr
als solche erkennbar sind [69]. Unter dieser Voraussetzung liefert die Mikromechanik unterschied-
liche mechanische Modelle, die auf repräsentativ angenommenen Ausschnitten des Werksto�es
basieren. Für einen sich ständig wiederholenden Bereich (sog. Einheitszellen) werden die rele-
vanten mechanischen Eigenschaften exemplarisch analysiert. Die Eigenschaften der Einheitszelle
werden anschlieÿend als das mechanische Verhalten des makroskopischen Modells vorausgesetzt
[149]. Die strukturmechanischen Werksto�kennwerte einer verstärkten Einzellage hängen von
den jeweiligen Eigenschaften der Einzelkomponenten in unterschiedlichem Maÿ ab.

Ansätze zur Homogenisierung gewichten die strukturmechanischen Werksto�kennwerte der Ein-
zelkomponenten, sodass einer verstärkten Einzellage die entsprechenden makroskopischen struk-
turmechanischen Werksto�kennwerte zugeordnet werden. Damit mischen bzw. verschmieren Ho-
mogenisierungsansätze die strukturmechanischen Werksto�kennwerte der Einzelkomponenten.
Als Gröÿe für die Gewichtung wird dabei in den meisten Ansätzen der Faservolumengehalt ϕf
verwendet. Er dient als Indikator für die mechanische Qualität des Materials und für die Repro-
duzierbarkeit der angewendeten Herstellverfahren. In mechanisch hochwertigen faserverstärkten
Kunststo�en beträgt dieser charakteristische Materialkennwert ϕf ≈ 60 %.

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus den Werken von Altenbach, Altenbach
und Rikards 1996 [2], Jones 1999 [69], Moser 1992 [92], Schürmann 2005 [149] und Stell-
brink 1996 [151] exzerpiert. In Gebbeken 1996 [47] �ndet sich eine ausführliche Betrachtung
der Gültigkeitsbereiche und Grenzen sowie kritischen Anmerkungen zu unterschiedlich recher-
chierten Homogenisierungsansätzen [46].

5.1 Vereinfachende Voraussetzungen

Zunächst werden unidirektional verstärkte Einzelschichten betrachtet. Diese sind im lokalen Ko-
ordinatensystem transversalisotrop, wenn eine Hauptachse mit der Richtung der Verstärkungs-
fasern übereinstimmt. Dabei ergeben sich fünf voneinander unabhängige strukturmechanische
Werksto�kennwerte, die mit unterschiedlichen Homogenisierungsansätzen berechnet werden.
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Die zu Grunde liegenden vereinfachenden Voraussetzungen sind u. a.:

� Die Stei�gkeit und die Festigkeit des polymeren Matrixsystems sind mindestens eine Ma-
gnitude kleiner als die jeweilige Gröÿe der Verstärkungsfasern (v. a. in Längsrichtung) [151].

� Die Bruchdehnung des polymeren Matrixsystems ist gröÿer als die der Verstärkungsfasern.
� Das polymere Matrixsystem weist isotropes Materialverhalten auf. Die Verstärkungsfasern
weisen isotropes oder, bezogen auf die Faserlängsrichtung, transversalisotropes Material-
verhalten auf.

� Sowohl für das polymere Matrixsystemen als auch für die Verstärkungsfasern wird ver-
einfachend ein linear-elastisches Materialverhalten vorausgesetzt, obwohl v. a. polymere
Matrixsysteme in ihrer Reinform (Reinharz) teilweise nichtlineare mechanische Werkstof-
feigenschaften aufweisen.

� Die Geometrie der Verstärkungsfasern wird als zylindrisch, d. h. mit kreisrundem Quer-
schnitt und ideal gerader Achse, vorausgesetzt. Die Durchmesser betragen zwischen 5µm
und 20µm.

� Die Betrachtung einer unidirektional verstärkten Einzelschicht impliziert die vereinfachen-
den Voraussetzungen, dass die Verstärkungsfasern (quasi-)endlos lang sind und ideal par-
allel angeordnet vorliegen.

� In der Grenzschicht zwischen den Verstärkungsfasern und dem polymeren Matrixsystem
herrscht vollständige Haftung (sog. ideale Faser-Matrix-Haftung), sodass von einer Konti-
nuität der Verzerrungen, und damit einem sog. idealen Verbund, ausgegangen wird [47].

� Die sich in der Faser-Matrix-Grenz�äche ausbildende Interphase, die als sog. dritte Einzel-
komponente bezeichnet wird, wird vernachlässigt, obwohl ihr Volumenanteil im Laminat
teilweise nicht unwesentlich ist.

� Der Volumenanteil von Poren (auch: Porositäten) und Lunkern im Laminat wird als ver-
nachlässigbar klein vorausgesetzt.

Im weiteren Verlauf sind neben den Querverformungszahlen besonders die Stei�gkeiten relevant.
Diesbezüglich werden folgende weitere vereinfachende Voraussetzungen getro�en:

� Die Stei�gkeiten des Verbundmaterials werden sowohl für Zugbeanspruchungen als auch
für Druckbeanspruchungen als (betrags-)gleich vorausgesetzt. Die Stei�gkeiten und die
Festigkeiten hängen in der Realität jedoch von der jeweiligen Art der Beanspruchung (Zug-
oder Druck) ab [151].

� Bei der Betrachtung von Schubstei�gkeiten als auch von Schubfestigkeiten in der gleichen
Ebene ist das Vorzeichen per se irrelevant [151].

� Die entsprechenden Gröÿen werden im lokalen 1-2-3-Koordinatensystem berechnet. Über
Transformationsbeziehungen ergeben sich diese Gröÿen für das eventuell abweichende glo-
bale x-y-z-Koordinatensystem.

Die folgenden Darstellungen beziehen sich auf eine unidirektional verstärkte Einzelschicht. In der
zweidimensionalen Schicht fällt die 1-Richtung des lokalen Koordinatensystems mit der Richtung
der Faserverstärkung zusammen und spannt mit der dazu senkrechten 2-Richtung die Ebene
der Schicht auf. Unter diesen Voraussetzungen, die schlieÿlich lediglich die Betrachtung eines
ebenen Spannungszustandes zulassen, genügt die Kenntnis der Komponenten der sog. reduzier-
ten Stei�gkeitsmatrix Q. Dreidimensionale Betrachtungen erfordern zusätzlich die Kenntnis der
mechanischen Materialkennwerte in der 1-3-Ebene. Diese ergeben sich aufgrund von Symmetrie-
eigenschaften der Stei�gkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrix analog zu E1, E2 = E3, G13 = G12,
ν12 = ν13, G23 = E2

2(1+ν23) , wie in den Ausführungen bis zur Gleichung (4.47) dargestellt. Diese
Gröÿen werden u. a. bei der Eingabe von strukturmechanischen Werksto�kennwerten für nume-
rische Berechnungen mit der Finite-Elemente-Methode benötigt. Dabei wird aus Gründen der
Konsistenz beispielsweise auch für zweidimensionale Elemente, zu deren eindeutiger Beschrei-
bung die Kenntnis der fünf unabhängigen Materialkennwerte genügt, die vollständige Eingabe
der neun dreidimensionalen Materialkennwerte gefordert.
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5.2 Stei�gkeiten

Grundlegend existieren zwei unterschiedliche Fälle mechanische Elemente zu verbinden. Dies
sind die Parallelschaltung und die Hintereinanderschaltung. Die Parallelschaltung impliziert die
Summation der Kräfte bei Gleichheit der Verschiebungen. Die Last verteilt sich invers propor-
tional zu den Stei�gkeitsverhältnissen. Die Hintereinanderschaltung impliziert die Summation
der Verschiebungen bei Gleichheit der Kräfte. Die Verschiebungen verteilen sich invers propor-
tional zu den Stei�gkeitsverhältnissen. Basierend auf den beiden zuvor kurz beschriebenen An-
ordnungsmöglichkeiten werden Homogenisierungsansätze zur Berechnung der Stei�gkeiten einer
unidirektional verstärkten Einzelschicht im lokalen Koordinatensystem angegeben.

5.2.1 Längsstei�gkeit E11

Die Stei�gkeit in Faserlängsrichtung E11 bzw. E1 ergibt sich in erster Näherung über das Modell
der Parallelschaltung der beiden Einzelkomponenten Verstärkungsfaser und Matrixsystem unter
der Voraussetzung linear-elastischen Materialverhaltens zu

E1 = ϕfEf + (1− ϕf) Em , (5.1)

als arithmetischer Mittelwert von (Element-)Kräften. Der Ansatz entspricht dem, mit dem Fa-
servolumengehalt ϕf, gewichteten Mittel der Stei�gkeiten der Verstärkungsfasern und des Ma-
trixsystems.

Obwohl sich Gleichung (5.1) unter stark vereinfachenden Voraussetzungen ergibt, stimmen expe-
rimentell ermittelte Stei�gkeiten von unidirektional verstärkten Einzellagen sehr gut damit über-
ein. Dabei sind Querverformungse�ekte bzw. dreidimensionale Spannungszustände, beispiels-
weise hervorgerufen durch unterschiedliche Querschnittsformen, mikromechanische Anordnung
bzw. Packungsart der Verstärkungsfasern oder Eigenschaften der Interphase in der Faser-Matrix-
Grenzschicht nicht berücksichtigt. Aufgrund der verhältnismäÿig geringen Stei�gkeit des Matrix-
systems sind diese Ein�üsse entsprechend gering.

5.2.2 Querstei�gkeit E22

Die Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung E22 bzw. E2 ergibt sich in erster Näherung über
das Modell der Hintereinanderschaltung der beiden Einzelkomponenten Verstärkungsfaser und
Matrixsystem unter der Voraussetzung linear-elastischen Materialverhaltens zu

E2 =
EfEm

(1− ϕf) Ef + ϕfEm
, (5.2)

als arithmetischer Mittelwert von (Element-)Verschiebungen. Der Ansatz entspricht dem, mit
dem Faservolumengehalt ϕf, gewichteten Mittel der Nachgiebigkeiten der Verstärkungsfasern
und des Matrixsystems. Dabei verweist Stellbrink 1996 [151] auf Jones 1999 [69].

Der Zusammenhang in Gleichung (5.2) ergibt sich analog zu Gleichung (5.1) unter stark ver-
einfachenden Voraussetzungen. In diesem Fall liefern experimentell ermittelte Stei�gkeiten mit
zunehmendem Faservolumengehalt lediglich geringfügig höhere Werte. Die Gründe hierfür sind
u. a. die Voraussetzung rechteckförmiger Querschnitte von Verstärkungsfaser und Matrixsystem,
die in der Realität eher einer stochastischen Verteilung unterschiedlicher Packungsarten der zy-
linderförmig vorausgesetzten Verstärkungsfasern entspricht, sowie das Auftreten von Querverfor-
mungsbehinderungen, Fehlstellen bzw. Ungänzen und mangelnde Faser-Matrix-Haftung in der
Grenzschicht. Der Ansatz liefert im Vergleich zu alternativen Homogenisierungsansätzen verhält-
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nismäÿig kleine Werte, sodass er als unterer Grenzwert (sog. lower-bound) betrachtet werden
kann. Dabei dominiert die verhältnismäÿig geringe Stei�gkeit des Matrixsystems diese Gröÿe.
Im Detail wirken die Verstärkungsfasern mikromechanisch als Kerben, sodass die e�ektive expe-
rimentell ermittelte Stei�gkeit zusätzlich reduziert ist.

Chamis 1983 [24] bzw.Chamis 1984 [25] liefert einen verhältnismäÿig einfachen semi-empirischen
Ansatz [151],

E2 =
Em

1−
(

1−√ϕf Em
Ef,22

) . (5.3)

Er liefert annähernd die gleichen Ergebnisse wie das deutlich komplexere Kreiszylinder-Modell
nach Hashin 1983 [60], das auf einer rein analytischen Grenzwertbetrachtung basiert [151].

Für die Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung existieren noch weitere unterschiedliche Homo-
genisierungsansätze. Dabei wären insbesondere Ansätze nach Förster und Knappe, Puck,
Schneider, Tsai 1980 [161], dem Handbuch Strukturberechnung (HSB) im Luftfahrttechni-
schen Handbuch (LTH) (wird zur Auslegung von Luftfahrtstrukturen in Deutschland verwendet)
zu nennen. Diese weichen bei zunehmendem Faservolumengehalt ϕf zunehmend voneinander ab
[151]. Dabei liefert der Ansatz nach Puck stets den oberen Grenzwert (sog. upper-bound), wäh-
rend der Ansatz nach Jones in Gleichung (5.2), wie bereits erwähnt, den unteren Grenzwert
(sog. lower-bound) über den gesamten theoretischen De�nitionsbereich des Faservolumengehalts
ϕf = 0 % . . . 100 % liefert. Dabei beträgt der technisch anzustrebende Wert des Faservolumenge-
halts in Laminaten mit unidirektionaler Verstärkung ϕf,UD ≈ 60 %.

Die zuvor kurz beschriebenen Aspekte lassen den Schluss zu, dass die Stei�gkeit quer zur Fa-
serlängsrichtung deutlich sensitiver auf das Materialverhalten der untersuchten Art der Verstär-
kungsfaser (isotrop oder anisotrop), deren Wechselwirkung mit dem ausgewählten polymeren
Matrixsystem und den Faservolumengehalt ϕf ist. Zusätzlich ist die Validierung der unterschied-
lichen Homogenisierungsansätze für diesen mechanischen Werksto�kennwert eine Herausforde-
rung, da die dem Material eigene Streuung teilweise gleichzeitig in die Ergebnisbereiche mehrerer
Ansätze fällt. Die Validierung zeigt eine groÿe Sensitivität bezüglich Porositäten im Laminat.
Zusätzlich verhalten sich die Werte sensitiv auf die Art der Beanspruchung, Zug oder Druck.

5.2.3 Längs-Quer-Schubstei�gkeit G12

Die Schubstei�gkeit parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung ergibt sich in erster Näherung
analog zur Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung über das Modell der Hintereinanderschaltung
der beiden Einzelkomponenten Verstärkungsfaser und Matrixsystem unter der Voraussetzung
linear-elastischen Materialverhaltens zu

G12 =
Gf,12Gm

(1− ϕf) Gf,12 + ϕfGm
. (5.4)

Dieser Ansatz entspricht wieder einer arithmetischen Mittelwertbildung von (Element-)Ver-
schiebungen, analog zu Gleichung (5.2). Er entspricht dem, mit dem Faservolumengehalt ϕf,
gewichteten Mittel der Schubverformungen als Nachgiebigkeiten der Verstärkungsfasern und des
Matrixsystems in einer Ebene parallel zur Faserlängsrichtung. Dabei referenziert Stellbrink
1996 [151] wieder Jones 1999 [69].

Die Validierung der Gleichung (5.4) liefert analog zur Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung
nach Gleichung (5.2) zu geringe Werte. Sie ist entsprechend wieder als unterer Grenzwert zu
betrachten. Aus diesem Grund existieren in der Literatur weitere Homogenisierungsansätze für
die Schubstei�gkeit parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung. Diese werden oft mit einem Mo-
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dell abgeleitet, das dem zur Ermittlung der Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung entspricht
oder ähnlich ist. Aus diesem Grund verö�entlichten oft die gleichen Autoren, wie beispielswei-
se Förster und Knappe, Puck, Schneider, Tsai, Handbuch Strukturberechnung (HSB) im
Luftfahrttechnischen Handbuch (LTH), Hashin sowie Sendeckyj unterschiedliche Ansätze. Die
numerischen Unterschiede zwischen den einzelnen Homogenisierungsansätzen verhalten sich im
wesentlichen analog zu denen der Ansätze für die Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung [151].

Der Homogenisierungsansatz nach Gleichung (5.4) ist v. a. wieder für glasfaserverstärkte Kunst-
sto�e geeignet. Für kohlensto�faserverstärkte Kunststo�e hat sich auch hier der Homogenisie-
rungsansatz nach Chamis 1983 [24] bzw. Chamis 1984 [25] als geeignet erwiesen [151]. Die
verhältnismäÿig einfache semi-empirische Gleichung lautet im Falle für die Schubstei�gkeit par-
allel/senkrecht zur Faserlängsrichtung analog zu Gleichung (5.3)

G12 =
Gm

1−√ϕf
(

1− Gm
Gf,12

) . (5.5)

In diesem Fall unterscheiden sich die Werte nicht nach dem Vorzeichen der Beanspruchungs-
richtung. Im Falle der Schubstei�gkeit ist jedoch die Beurteilung der Ergebnisse zusätzlich er-
schwert. Ein wesentlicher Grund hierfür ist das nichtlineare Schubverformungsverhalten, das
polymere Matrixwerksto�e meist aufweisen. Das nichtlineare Werksto�verhalten einer Einzel-
komponente beein�usst das Werksto�verhalten des Verbundmaterials entsprechend hin zu einer
nichtlinearen Schubstei�gkeit parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung [151]. Die Validierung
zeigt, dass G12 verhältnismäÿig sensitiv auf Porositäten als Imperfektionen im Laminat reagiert.
Die Streuungen von experimentellen Untersuchungsergebnissen können zusätzlich auf eventuelle
Verdrillungen der Mono�lamente in den Rovings oder der Rovings selbst, also sog. Imperfek-
tionen, zurückgeführt werden [151]. Die Adaption der Gleichungen ist im Falle der Schubstei-
�gkeit parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung jedoch bereits durch geringe Modi�kation der
Eingangsgröÿen erreichbar.

Unterschiedliche experimentelle Methoden
Zur Ermittlung der Schubstei�gkeit parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung G12 existiert eine
Vielzahl von experimentellen Methoden. Deren Auswertung erlaubt in unterschiedlicher Weise
schlieÿlich die Ermittlung der Schubstei�gkeit G12. Im Folgenden wird eine Auswahl der bekann-
testen bzw. relevantesten experimentellen Methoden angeführt.

Es existieren Ansätze, die Zugversuche mit �achen stabförmigen Probekörpern mit gewissen
Winkeln der Faserverstärkung vorschlagen [92]. Dies sind im Detail, der in der DIN EN ISO
14129 [110] genormte ±45°-Zugversuch (auch Zug-Schub-Versuch) oder der O�-Axis-Zugversuch,
bei dem Vasiliev und Morozov 2007 [166] 10°-Faserverstärkung als geeignet betrachtet, und
seinerseits auf Chamis 1979 [23] verweist. Der sog. Iosipescu-Schubversuch, bei denen sym-
metrisch gekerbte Probekörper mit unterschiedlichen Lagenaufbauten über eine Vorrichtung in
einer Zugprüfmaschine in der Kerbe geschert werden, ist in der US-amerikanischen Norm ASTM
D5379M [97] beschrieben. Im Two- bzw. Three-Rail-Shear-Test werden zwei bzw. drei Probe-
körper in einer Vorrichtung in Längsrichtung parallel nebeneinander eingespannt. Die Applika-
tion von Zugbelastung auf die Vorrichtung leitet über die Fügestellen Schubbeanspruchungen
in die Probekörper ein. Versuchsaufbau, -durchführung und -auswertung sind in Grellmann
und Seidler 2005 [50], und dabei besonders in Altstädt 2005 [3], beschrieben. Beim sog.
Picture-Frame-Versuch wird ein �acher quadratischer Probekörper mit 45°-Verstärkung in einen
Viergelenk-Rahmen eingespannt, und an zwei gegenüberliegenden Gelenken in einer Zugma-
schine gezogen. Die Betrachtung von Gleichgewichtsbedingungen in Kombination mit geometri-
schen bzw. kinematischen Bedingungen erlaubt die Berechnung der wirkenden Schubspannun-
gen τ12 bzw. die Schubstei�gkeit G12, wie beispielsweise in Vasiliev und Morozov 2007 [166]
beschrieben. Schlieÿlich erlaubt die Torsionsprüfung von dünnen Kreiszylinderschalen mit 0°-
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bzw. 90°-Faserverstärkung die Ermittlung der Schubstei�gkeit G12. Die Anwendung der sog. 2.
Bredt'schen Formel1 mit dem Torsionswiderstand (auch St. Venant'scher Drillwiderstand2)
ist in Vasiliev und Morozov 2007 [166], Grellmann und Seidler 2005 [50], und dabei
besonders in Altstädt 2005 [3], beschrieben.

Der Werksto�kennwert selbst ist zusätzlich sensitiv auf das Materialverhalten der untersuchten
Art der Verstärkungsfaser (isotrop oder anisotrop), deren Wechselwirkung mit dem ausgewählten
polymeren Matrixsystem und den Faservolumengehalt ϕf. Neben der Vielzahl von experimentel-
len Methoden zur Ermittlung der Schubstei�gkeit G12 ist auch in diesem Fall besonders die dem
Material eigenen Streuung erwähnenswert. Zusätzlich weisen alle Methoden in unterschiedlichem
Umfang gleichzeitig Vor- und Nachteile auf. Die grundlegende Ursache für die zuvor genannten
Umstände ist jedoch, dass keine der recherchierten experimentellen Methoden reine Schubbean-
spruchung mit experimentellen Randbedingungen realisiert die zugleich messbar sind.

5.2.4 Quer-Quer-Schubstei�gkeit G23

Für eine vollständige Beschreibung der Elastizitätsgröÿen der unidirektional verstärkten Einzel-
schicht mit transversalisotropem Materialverhalten, wenn eine Koordinatenachse mit der Faser-
längsrichtung zusammenfällt, wird die Schubstei�gkeit senkrecht/senkrecht zur Faserlängsrich-
tung G23 benötigt. Nach De�nition liegt in der Ebene senkrecht zur Faserlängsrichtung Isotropie
vor. Unter dieser Voraussetzung gilt aus Betrachtungen des ebenen Elastizitätsgesetzes unter
Berücksichtigung geometrischer Zusammenhänge

G23 =
E2

2 (1 + ν23)
(5.6)

als bekannten Beziehung zwischen Elastizitätsmodul, Querverformungszahl und Schubstei�gkeit.
Damit ist G23 ein abhängiger strukturmechanischer Werksto�kennwert der unidirektional ver-
stärkten Einzelschicht und keine Grund-Elastizitätsgröÿe im eigentlichen Sinn. Gleichung (5.6)
verwendet jedoch die Querverformungszahl ν23 für Querverformung quer zur Faserlängsrichtung
bei Belastung quer zur Faserlängsrichtung. Entsprechende Homogenisierungsansätze sind in Ab-
schnitt 5.3.3 angegeben.

Für die Schubstei�gkeit senkrecht/senkrecht zur Faserlängsrichtung G23 gibt es zusätzlich weitere
Homogenisierungsansätze. Analog zu den Gleichungen (5.3) bzw. (5.5) gibt Chamis 1983 [24]
bzw. Chamis 1984 [25] für diesen strukturmechanischen Werksto�kennwert

G23 =
Gm

1−√ϕf
(

1− Gm
Gf,23

) (5.7)

an. Dieser wiederum relativ einfache Zusammenhang liefert jedoch tendenziell sehr hohe Werte.
Zusätzlich wird zur Auswertung von Gleichung (5.7) insbesondere eben dieser mechanische Werk-
sto�kennwert der Verstärkungsfaser benötigt. Er wird dabei wieder durch die zuvor beschriebene
Methode durch Au�ösen der jeweiligen Gleichung selbst berechnet.

Basierend auf einem konzentrischen Zylinderelement Modell gibt Tsai 1980 [161] für die Schub-

1 Rudolf Bredt, * 17. April 1842 in Barmen, † 18. Mai 1900 in Wetter. Deutscher Maschinenbauingenieur
und Unternehmer. Verö�entlichte 1886 im VDI-Journal die sog. Bredt'schen Formeln als Grundlage zur
Berechnung von Schubspannungen und Verformungen bei Bauelementen mit geschlossenen dünnwandigen
Hohlquerschnitten unter reiner Torsionsbeanspruchung.

2 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, * 23. August 1797 in Villiers-en-Bière, Seine-et-Marne,
† 6. Januar 1886 in St-Ouen, Loir-et-Cher. Französischer Ingenieur, Mathematiker und Physiker.
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stei�gkeit senkrecht/senkrecht zur Faserlängsrichtung

G23 =
ϕf + δ (1− ϕf)
ϕf
Gf,23

+ δ (1−ϕf)
Gm

mit δ =
3− 4 νm + Gm

Gf,23

4 (1− νm)
(5.8)

an. Für verhältnismäÿig schubsteife Verstärkungsfasern und einer Querverformungszahl des po-
lymeren Matrixsystems νm = 0,35 beträgt der Wert des Terms δ näherungsweise δ ≈ 0,62[151].

Obwohl die Schubstei�gkeit senkrecht/senkrecht zur Faserlängsrichtung G23 allgemein nicht re-
levant für die sog. klassische Laminattheorie (engl.: classical laminate theory (CLT)) ist, werden
in Stellbrink 1996 [151] wenige existierende Ansätze angeführt. Ein Grund dafür ist u. a.,
weil der Wert von G23 für die Berechnung der Stei�gkeit quer zur Faserlängsrichtung E22 nach
Hashin benötigt wird. Auÿerdem ist die Ermittlung des Werts notwendig, wenn numerische
Berechnungen mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) dessen Eingabe im Sinne der Konsis-
tenz der Eingabeparameter erfordern. Zusätzlich ist der Wert von G23 eine wesentliche Gröÿe
für Festigkeitsanalysen im dreidimensionalen Spannungszustand. Diese treten beispielsweise bei
Problemstellungen der Lasteinleitung auf. Gleichung (5.7) nach Chamis liefert tendenziell sehr
hohe Werte. Zusätzlich liefert Hashin 1983 [60] einen Ansatz für den unteren als auch für den
oberen Grenzwert, der in beiden Fällen jedoch verhältnismäÿig geringe Werte liefert. Die Werte
der Gleichung nach Tsai liegen dabei zwischen den tendenziell zu hohen Werten der Gleichung
nach Chamis und den tendenziell zu niedrigen Werten der Gleichungen nach Hashin. Als wahr-
scheinlicher Grund für die in der Validierung ermittelten höheren Schubstei�gkeiten als die des
Ansatzes nach Hashin wird angenommen, dass die stark vereinfachenden Voraussetzungen in
der Realität nicht zutre�en. Stattdessen liegen die Verstärkungsfasern nie exakt parallel zueinan-
der, was eine geringfügige Versteifung bewirkt. Auch in diesem Fall unterscheiden sich die Werte
nicht nach dem Vorzeichen der Beanspruchungsrichtung.

5.3 Querverformungszahlen

Querverformungszahlen νij ∀ i, j = 1, 2, 3 beschreiben das negative Verhältnis der Längsver-
zerrung aufgrund der wirkenden Beanspruchung zur dazu senkrechten Querverzerrung, wie in
Gleichung (4.44) formuliert.

Zur eindeutigen Bezeichnung der Querverformungszahlen ist eine doppelte Indizierung zwingend.
Während ein Index die Richtung der wirkenden Beanspruchung angibt, adressiert der andere die
dazu senkrechte Richtung der Querverformung. Dabei ist zusätzlich die Reihenfolge relevant.
Diese unterscheidet sich dabei in der europäischen und anglo-amerikanischen Literatur. Die eu-
ropäische Schreibweise indiziert in der Reihenfolge von Wirkung und Ursache. Im Gegensatz da-
zu indiziert die anglo-amerikanische Schreibweise in der Reihenfolge von Ursache und Wirkung.
D. h. die Querverformungszahl ν12 ist diejenige, die das negative Verhältnis der Querverzerrung
in 2-Richtung zur ursächlichen Längsverzerrung in 1-Richtung beschreibt, ν12 = − ε2

ε1
. In der

vorliegenden Arbeit ist die anglo-amerikanische Indizierung verwendet worden. Sie ist u. a. auch
von den Autoren Jones 1999 [69], Barbero 2011 [7], Ehrlich 2004 [30]. Im Gegensatz dazu
verwenden u. a. die Autoren Schürmann 2005 [149], Stellbrink 1996 [151] und Moser 1992
[92] die europäische Indizierung. Eine eindeutige Möglichkeit der Bezeichnung der Querverfor-
mungszahlen bietet ihr Betrag. Damit ergibt sich die sog. groÿe Querverformungszahl (hier: ν12)
und die sog. kleine Querverformungszahl (hier: ν21), analog zur englischen Bezeichnung major
Poisson's ratio und minor Poisson's ratio [149].
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5.3.1 Senkrecht bei Längsverformung ν12

Die Querverformungszahl ν12 für Querverformung senkrecht zur Faserlängsrichtung bei Belastung
in Faserlängsrichtung kann vereinfacht analog über eine sog. Mischungsregel ermittelt werden.
Sie ergibt sich aus dem, mit dem Faservolumengehalt ϕf, gewichteten Mittel der Querverfor-
mungszahlen der Verstärkungsfasern und des Matrixsystems. Dabei wird als Kompatibilitätsbe-
dingung formuliert, dass Verstärkungsfasern und Matrixsystem senkrecht zur Faserlängsrichtung
die gleiche Beanspruchung erfahren. Die Querverformungszahl einer unidirektional verstärkten
Einzellage senkrecht zur Faserlängsrichtung bei Belastung in Faserlängsrichtung ergibt sich zu

ν12 = ϕf νf,12 + (1− ϕf) νm . (5.9)

Obwohl auch diese Mischungsregel auf einem verhältnismäÿig einfachen eindimensionalen Modell
basiert, stimmen experimentell ermittelte Werte sehr gut mit Ergebnissen des Homogenisierungs-
ansatzes überein.

5.3.2 Längs bei Querverformung ν21

Die beiden Querverformungszahlen ν12 und ν21 sind nicht voneinander unabhängig, wie bereits
in Gleichung (4.44) formuliert. Unter der vereinfachenden Voraussetzung in�nitesimaler Verfor-
mungen bei linear-elastischem Materialgesetz ergibt sich der Zusammenhang

ν12

E1
=
ν21

E2
(5.10)

zwischen den beiden Gröÿen aufgrund der Symmetrie der Stei�gkeitsmatrix. Dieser setzt die
beiden Querverformungszahlen mit den zueinander senkrecht orientierten Elastizitätsmoduli ins
Verhältnis. Damit ist die Querverformungszahl ν21 für Querverformung in Faserlängsrichtung bei
Belastung senkrecht zur Faserlängsrichtung kein unabhängiger Materialkennwert. Die Gleichung
(5.10) ergibt sich aus dem Satz der Reziprozität der Arbeiten. Dieser Zusammenhang wird auch
als der Satz nach Maxwell3 und Betti4 auch als Maxwell-Betti-Beziehung bezeichnet.
Der analytisch geschlossene Zusammenhang wird insbesondere von Bert 1975 [10] aufgegri�en,
wie in Gebbeken 1996 [47] referenziert. Während der Zusammenhang nach Gleichung (5.10)
in Bert 1975 [10] für gewickelte kohlensto�faserverstärkte Kunststo�e nicht validiert werden
konnte, werden in [10] über 200 Literaturstellen angegeben, in denen die Gültigkeit hauptsächlich
für glasfaserverstärkte Kunststo�e mit Epoxidharzmatrix validiert werden kann.

Für die Formulierung der Gleichung (5.10) werden im Anhang kurz der sog. Vertauschungssatz
nach Maxwell und der Reziprozitätssatz von Betti vorgestellt. Diese sind in Popov 2012
[133] in Kürze angeführt, der die Lehrbücher von Gross et al. 2011 [51] und Müller 2012 [94]
zitiert.

5.3.3 Quer bei Querverformung ν23

Für eine vollständige Beschreibung der Elastizitätsgröÿen der unidirektional verstärkten Einzel-
schicht mit transversalisotropem Materialverhalten, wenn eine Koordinatenachse mit der Faser-
längsrichtung zusammenfällt, wird die Querverformungszahl ν23 für Querverformung quer zur
Faserlängsrichtung bei Belastung quer zur Faserlängsrichtung benötigt. Die Querverformungs-

3 James Clerk Maxwell, * 13. Juni 1831 in Edinburgh, † 5. November 1879 in Cambridge. Schottischer
Physiker.

4 Enrico Betti, * 21. Oktober 1823 in Pistoia (Toskana, Italien), † 11. August 1892 in Soiana. Italienischer
Mathematiker und Ingenieur.
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zahl ν23 ist ein Verformungsverhältnis in der transversal isotropen 2-3-Ebene. Die analytische
Berechnung über das mit dem Faservolumengehalt ϕf gewichtete Mittel der entsprechenden Quer-
verformungszahlen der Verstärkungsfasern und des Matrixsystems

ν23 = ϕf νf,23 + (1− ϕf) νm (5.11)

vernachlässigt jedoch die Dehnungsbehinderung. Die unter Dehnungsbehinderung e�ektiv wirk-
same Querverformungszahl des Matrixsystems wird in Schürmann 2005 [149] hergeleitet und
angegeben mit

νm,e� = −ε3

ε2
= νm

(
1 + νm − ν12

Em
E1

)
(

1− ν2
m + νm ν12

Em
E1

) . (5.12)

Wie in [149] angegeben, verwendet Foye 1972 [43] den Ansatz nach Gleichung (5.11) und setzt
νm = νm,e� nach Gleichung (5.12) ein, sodass folgt

ν23 = ϕf νf,23 + (1− ϕf) νm,e� = ϕf νf,23 + (1− ϕf) νm


(

1 + νm − ν12
Em
E1

)
(

1− ν2
m + νm ν12

Em
E1

)
 . (5.13)

Die Querverformungszahl ν23 für Querverformung quer zur Faserlängsrichtung bei Belastung quer
zur Faserlängsrichtung wird nicht zur Beschreibung des Elastizitätsgesetzes für den ebenen Span-
nungszustand benötigt, und ist damit keine Grund-Elastizitätsgröÿe im eigentlichen Sinn. Sie ist
jedoch relevant, um die Spannungs- und Verformungsanalyse auf räumliche Spannungszustände
auszudehnen.

Der Ansatz in Gleichung (5.13) nach Foye 1972 [43] ist in Knaust 1989 [78] mit mikromecha-
nischen FE-Berechnungen für glasfaserverstärktes Epoxidharz unterschiedlicher Packungsarten
numerisch veri�ziert worden [149].

5.4 Abschlieÿende Bemerkungen

Die zuvor dargestellten mikromechanischen Ansätze zur Homogenisierung der strukturmechani-
schen Werksto�kennwerte der Einzelkomponenten Verstärkungsfaser und Matrixsystem basieren
auf einer Einheitszelle oder einer entsprechenden Modellvorstellung im mikromechanischen Maÿ-
stab. Da die vereinfachenden Voraussetzungen in der Realität in unterschiedlichem Maÿe nicht
zutre�en, bedarf die vorausgesetzte direkte Übertragbarkeit der mikromechanischen Werksto�-
kennwerte auf die entsprechenden makromechanischen Gröÿen der unidirektional verstärkten
Einzelschicht einigen Anmerkungen.

Anmerkungen zum Faservolumengehalt als Gewichtungsfaktor
Der charakteristische Materialkennwert, der unterschiedlichen Homogenisierungsansätzen zu Gru-
nde liegt, ist der Faservolumengehalt ϕf. Er stellt das Verhältnis des Volumens der Verstärkungs-
fasern zum Volumen des Verbundmaterials, bestehend aus Verstärkungsfasern und Matrixwerk-
sto�, dar. Unter der Voraussetzung von ideal parallelen Verstärkungsfasern mit kreisrundem
Querschnitt gibt es unterschiedliche theoretisch ideale Muster der Anordnung. Von diesen sog.
Packungsarten sind zwei für die theoretischen Grenzwerte des Faservolumengehalts ϕf relevant.
Dies sind die quadratisch dichteste Packung (qdP) und die hexagonal dichteste Packung (hdP).
Unter der Voraussetzung gleicher Durchmesser der Verstärkungsfasern ergeben sich durchmes-
serunabhängige maximal erreichbare Faservolumengehalte ϕf,max. Diese sind für die quadratisch
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dichteste Packung (qdP) bzw. für die hexagonal dichteste Packung (hdP)

ϕf,max,qdP =
π

4
= 0,79 bzw. (5.14)

ϕf,max,hdP =
π

2
√

3
= 0,91 . (5.15)

In beiden Extremfällen der Anordnung als quadratisch bzw. hexagonal dichteste Packung liegen
die Verstärkungsfasern jedoch bereits so nahe beieinander, dass Linienkontakt zwischen den ein-
zelnen Verstärkungsfasern herrscht. In diesen Bereichen liegt keine Matrix vor, sodass sich auch
keine haftungsvermittelnde Faser-Matrix-Grenz�äche als Interphase ausbildet. Die Matrix kann
ihre mechanischen Aufgaben im Verbund, wie in Abschnitt 3.3 dargestellt, nicht erfüllen. Damit
reagiert das Material als solches nicht mehr als Verbundmaterial im eigentlichen Sinne, und weist
auch nicht mehr die entsprechenden Vorzüge auf. Dabei entspricht das viel zu steife Materialver-
halten in Verbindung mit der Neigung zu zunehmend splitterartigem Sprödbruchversagen einer
geringeren strukturmechanischen Qualität. Dies ist u. a. an Stellen der Krafteinleitung problema-
tisch. Aus diesem Grund werden in der Anwendung maximale Faservolumengehalte ϕf ≈ 60 %
angestrebt [7], [40], [49], [69], [92], [149], [151], da in unidirektional verstärkten Bereichen die
mikromechanische Übertragung der Beanspruchungen zwischen Verstärkungsfaser und Matrix-
werksto� in der Faser-Matrix-Grenz�äche (sog. Interphase) auf Schubspannungen basiert (vgl.
Abschnitt zu den Aufgaben des Matrixwerksto�es in Abschnitt 3.3). Damit wird die stochasti-
sche Verteilung der Verstärkungsfasern über den Querschnitt mit ausreichend Matrixanteil im
Laminat sichergestellt. Dabei �ndet sich in der Realität mikromechanisch meist nie lediglich eine
repräsentative Packungsart, sodass ebenfalls meist nie eine ideale maximale Packungsart erreicht
wird. Diese beiden Aussagen lassen sich mit der dem Material charakteristischen stochastischen
Eigenheiten, basierend auf der mikromechanischen Heterogenität, begründen. Es liegt stets eine
Kombination verschiedener Packungsarten vor, selten bzw. nie die dichteste.

Bestimmung des Faservolumengehalts
Der Faservolumengehalt ϕf ist ein charakteristischer Materialkennwert. Er gibt Aufschluss über
die mechanische Materialqualität und die Reproduzierbarkeit von Herstellungsprozessen. Die
experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts eines Laminats ist dabei lediglich im aus-
gehärteten Zustand nach dem eigentlichen Herstellungsprozess möglich. Dabei sind die Methoden
der (nass-)chemischen Extraktion für organische Verstärkungsfasern (z. B. Kohlensto�fasern)
nach DIN EN 2564 [103] sowie der thermischen Zersetzung des polymeren Matrixsystems für
anorganische Verstärkungsfasern (z. B. Glasfasern) nach DIN EN ISO 1172 [107] genormt. In
Schmid et al. 2012 [142] ist die Massenkonstanz von Glas- und Basaltfasern bei Temperaturen
von bis zu 820°C für bis zu 240 min nachgewiesen worden. Damit ist die das Verfahren der
thermischen Zersetzung des polymeren Matrixwerksto�es nach DIN EN ISO 1172 [107] analog
für basaltfaserverstärkte Kunststo�e anwendbar. Zur experimentellen Bestimmung des Faservo-
lumengehalts mit der Methode der (nass-)chemischen Extraktion für organische Verstärkungsfa-
sern nach DIN EN 2564 [103] ist zusätzlich vorher die experimentelle Bestimmung der Dichte des
Verbundmaterials %c nach DIN EN ISO 1183-1 [108] durchzuführen. Das Vorgehen ist im Rah-
men der Materialcharakterisierung der Probekörper für die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen durchgeführt worden, und in Abschnitt 10.3.1 detailliert beschrieben.

Methoden zur Formulierung von Homogenisierungsansätzen
Ansätze zur Homogenisierung können analytisch, numerisch oder experimentell (auch semi-
empirisch) methodisch hergeleitet und formuliert werden. Bei der Validierung bzw. experimentel-
len empirischen De�nition von Mischungsregeln gilt es jedoch zu beachten, dass im eigentlichen
Sinne lediglich die strukturmechanischen Werksto�kennwerte des Reinharzes und des Laminats
experimentell bestimmt werden können. Erst unter der zusätzlichen Berücksichtigung des Faser-
volumengehalts ϕf als charakteristischen Materialkennwert kann lediglich analytisch durch Au�ö-
sen des jeweiligen Homogenisierungsansatzes der entsprechende mechanische Werksto�kennwert



5.4 Abschlieÿende Bemerkungen 61

der Verstärkungsfasern berechnet werden. Obwohl im textilen Bereich die Werksto�kennwerter-
mittlung für einzelne trockene Rovingstränge in Faserlängsrichtung durchgeführt wird, entspre-
chen weder das Werksto�verhalten noch die Ergebnisse dem strukturmechanischen Verhalten der
Verstärkungsfasern im Verbund mit dem polymeren Matrixsystem. Ansätze zur Homogenisierung
basieren damit stets auf den bekannten experimentell ermittelten Gröÿen von Reinharz und faser-
verstärktem Probekörper mit bekanntem Faservolumengehalt ϕf. Diese drei Gröÿen ermöglichen
schlieÿlich invers die Berechnung des jeweiligen strukturmechanischen Werksto�kennwerts der
Verstärkungsfasern.

Validierung von Homogenisierungsansätzen
Bei der Validierung von analytischen oder numerisch abgeleiteten Homogenisierungsansätzen
treten in der Realität teilweise relevante Aspekte auf, die in der Modellvorstellung nicht berück-
sichtigt werden können, bzw. die Modellgrenzen nicht einschlieÿen. Dies sind beispielsweise

� Querverformungse�ekte bzw. dreidimensionale Spannungszustände, die durch unterschied-
liche Querschnittsformen hervorgerufen werden,

� mikromechanische Anordnungen der Verstärkungsfasern, die in der Realität eher einer sto-
chastischen Verteilung unterliegen,

� die Interphase in der Faser-Matrix-Grenzschicht, die nicht berücksichtigt wird,
� das (lokale) Auftreten von Querverformungsbehinderungen, Fehlstellen oder Porositäten
und mangelnde Faser-Matrix-Haftung in der Grenzschicht,

� die demMaterial eigene Streuung, die teilweise gleichzeitig in die Ergebnisbereiche mehrerer
Ansätze fällt,

� die groÿe Sensitivität bezüglich Porositäten im Laminat (global betrachtet),
� die Sensitivität auf die Beanspruchungsart und damit auf das Vorzeichen der Beanspru-
chung (bei Zug oder Druck und den zugehörigen Querverformungszahlen, nicht bei Schub),

� eventuelle Verdrillungen der Mono�lamente in den Rovings oder der Rovings selbst, also
sog. Richtungsimperfektionen, die eine geringfügige Versteifung bewirken.

Einschränkung auf bestimmte untersuchte Faser-Matrix-Kombinationen
Experimentell validierte bzw. semi-empirisch formulierte Homogenisierungsansätze gelten streng
genommen lediglich für die jeweils untersuchte Faser-Matrix-Kombination [47]. Eine Umrech-
nung bzw. Gewichtung der strukturmechanischen Werksto�eigenschaften ist zusätzlich lediglich
in kleinen Bereichen um den jeweils zu Grunde liegenden Faservolumengehalt zulässig. Gleiche
Faser-Matrix-Kombination mit stark abweichendem Faservolumengehalt können sich struktur-
mechanisch signi�kant anders verhalten.

Vernachlässigung der Interphase als dritte Einzelkomponente
Die Einzelkomponenten sind, wie zuvor beschrieben, die Verstärkungsfaser, der polymere Matrix-
werksto� und die Interphase. Die Interphase bildet sich, wie in Abschnitt 3.2 beschrieben in der
Grenzschicht zwischen Verstärkungsfaser und Matrixwerksto� aus. Obwohl der volumenmäÿige
Anteil der Interphase im Laminat nicht unwesentlich ist, wird diese in Ansätzen zur Homo-
genisierung fast immer vernachlässigt. Dabei ist der Hauptgrund die mangelnde Kenntnis von
strukturmechanischen Werksto�kennwerten aufgrund fehlender strukturmechanischer Analyse-
und Prüfmethoden in diesem Maÿstab [69].

Dichte des Verbundmaterials
Neben der zuvor genannten experimentellen Methode zur Bestimmung der Dichte des Verbund-
materials %c nach DIN EN ISO 1183-1 [108] besteht die Möglichkeit der analytischen Berechnung
der Gröÿe. Dabei ist die Dichte % kein strukturmechanischer Materialkennwert im engeren Sinne,
sondern ein physikalischer Werksto�kennwert. In Altenbach, Altenbach und Rikards 1996
[2] wird sie auch als e�ektive Dichte %c bezeichnet. Im Falle eines faserverstärkten Kunststo�es
ergibt sich die Dichte über das mit dem Faservolumengehalt ϕf gewichtete Mittel der Dichten
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der Einzelkomponenten Verstärkungsfaser %f und polymerem Matrixsystem %m zu [2]

%c = ϕf %f + (1− ϕf) %m . (5.16)

Wie zuvor beschrieben bzw. vereinfachend vorausgesetzt, werden dabei die Interphase als dritte
Einzelkomponente sowie Poren und Lunker, sog. Porositäten bzw. Ungänzen, vernachlässigt.

Graphische Darstellung der Ergebnisse
Die Ergebnisse der unterschiedlichen Homogenisierungsansätze für die jeweiligen unabhängigen
Werksto�kennwerte lassen sich graphisch über den Faservolumengehalt ϕf darstellen. Der ge-
samte De�nitionsbereich erstreckt sich dabei theoretisch von ϕf = 0 % bis ϕf = 100 %. Der
anzustrebende Faservolumengehalt ϕf als charakteristischer Materialkennwert für mechanisch
hochwertige faserverstärkte Kunststo�e beträgt jedoch ϕf ≈ 60 %. Ergebnisse der Homogeni-
sierungsansätze für relativ geringe und für relativ hohe Faservolumengehalte ϕf dienen dabei
lediglich der Veranschaulichung der unterschiedlichen Tendenzen bzw. Gewichtung der struk-
turmechanischen Werksto�kennwerte der Einzelkomponenten durch die jeweiligen Homogenisie-
rungsansätze, haben jedoch keine praktische Relevanz im eigentlichen Sinne. Wie in Abbildung
5.1 dargestellt, weichen die einzelnen Ergebnisse der unterschiedlichen Homogenisierungsansätze
um den relevanten Bereich des Faservolumengehalts ϕf ≈ 60 % teilweise nicht wesentlich vonein-
ander ab.

Abbildung 5.1 veranschaulicht exemplarisch die Ergebnisse der dargestellten Homogenisierungs-
ansätze für eine unidirektional HT-kohlensto�faserverstärkte Einzelschicht mit Epoxidharz als
polymeres Matrixsystem. Dabei sind als strukturmechanische Werksto�kennwerte der Einzel-
komponenten die in Tabelle 9.1 angegebenen Werte verwendet worden (vgl. Abschnitt 9.5.5 in
Kapitel 9). Im Detail sind die Ergebnisse für die Querstei�gkeit E22 nach den Gleichungen (5.2)
und (5.3) oben links, für die Längs-Quer-Schubstei�gkeit G12 nach den Gleichungen (5.4) und
(5.5) oben rechts, für die Quer-Quer-Schubstei�gkeit G23 nach den Gleichungen (5.6), (5.7) und
(5.8) unten links sowie für die Querverformungszahlen senkrecht bei Längsverformung ν12, längs
bei Querverformung ν21 und quer bei Querverformung ν23 nach den Gleichungen (5.9), (5.10),
(5.11) und (5.13) unten rechts dargestellt.
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Abbildung 5.1: Querstei�gkeit E22 (oben links), Längs-Quer-Schubstei�gkeit G12 (oben rechts), Quer-
Quer-Schubstei�gkeit G23 (unten links) sowie Querverformungszahlen senkrecht bei
Längsverformung ν12, längs bei Querverformung ν21 und quer bei Querverformung ν23
(unten rechts).





6 Makromechanik der Einzelschicht und

Erfassung von Schichtungen

Das zweidimensionale Werksto�gesetz der unidirektional verstärkten Einzelschicht resultiert aus
der Vernachlässigung von Spannungs- bzw. Verzerrungskomponenten, üblicherweise in 3-Richtung
eines mechanischen Tragwerks. Für die weiteren Ausführungen sind dabei besonders die Zusam-
menhänge für orthotropes bzw. transversalisotropes und isotropes Materialverhalten relevant.
Im Falle von unidirektional verstärkten Einzelschichten handelt es sich nicht lediglich um eine
Idealisierung. Vielmehr ist eine ebene Beanspruchung mit ihrem gröÿten Betrag in Richtung der
Verstärkungsfasern der Einzelschicht ein Ziel der Anwendung [69].

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus den Werken von Altenbach, Altenbach
und Rikards 1996 [2], Jones 1999 [69], Klein 2005 [76], Moser 1992 [92] und Schürmann
2005 [149] exzerpiert.

6.1 Vereinfachungen der ebenen Elastizität

Die Grundgleichungen der ebenen Elastizität sind eine Vereinfachung der dreidimensionalen Elas-
tizität. Der ebene Spannungszustand wird am häu�gsten in Flächentragwerken vorausgesetzt [76].
Er erfüllt die getro�enen vereinfachenden Voraussetzungen annähernd, weil die Ausdehnung der
Tragwerke in 3-Richtung als Dicke h gegenüber den beiden anderen Dimensionen Länge und
Breite in 1-2-Richtung (oder Radius und Winkel) klein ist, wie in Abbildung 6.1 dargestellt. Im
Stahlbau kann das Verhältnis der Dicke zur kleinsten, zweiten Abmessung 1

20 , im Leichtbau sogar
1
50 erreichen [30]. Damit ist in diesen Fällen die Voraussetzung des ebenen Spannungszustandes
gerechtfertigt. Der ebene Verzerrungszustand kann in guter Näherung in langen dickwandigen
Bauteilen oder in bestimmten Lagen von Composite-Bauteilen aus faserverstärkten Werksto�en
vorausgesetzt werden, wenn eine Verformungsbehinderung in Dickenrichtung vorliegt [76].

2 

3 

1 

2 

3 

1 

Abbildung 6.1: Lokales 1-2-3-Koordinatensystems für die Vereinfachungen der ebenen Elastizität in der
1-2-Ebene: Isotropes Material (links) und transversalisotropes Material (rechts).

Die konstitutiven Gleichungen ergeben sich entweder durch Vernachlässigen der Spannungskom-
ponente oder der Verzerrungskomponente in 3-Richtung. Es werden lediglich die Verschiebungen
u und v bzw. die Verformungen ε1 und ε2 und γ12 in der 1-2-Ebene berücksichtigt. Dabei setzt die
Vernachlässigung der Spannungskomponente einen ebenen Spannungszustand voraus, während
die Vernachlässigung der Verzerrungskomponente einen ebenen Verzerrungszustand voraussetzt.

65
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Es werden die Gleichungen für orthotropes bzw. transversalisotropes und isotropes Materialver-
halten angegeben. Entsprechend der zuvor beschriebenen Voraussetzungen zeigt Abbildung 6.1
die Lage des lokalen 1-2-3-Koordinatensystems für die ausgeführten Vereinfachungen der ebenen
Elastizität in der 1-2-Ebene, links für isotropes Materialverhalten und rechts für transversaliso-
tropes Materialverhalten, wenn die Vorzugsrichtung mit der 1-Achse des lokalen Koordinaten-
systems zusammenfällt.

6.1.1 Ebener Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes in der 1-2-Ebene werden die Span-
nungen σ3 vernachlässigt. Aus der Voraussetzung σ3 = 0 folgt τ13 = τ31 = τ23 = τ32 = 0 und
damit σ1 6= 0, σ2 6= 0 und τ12 6= 0. Für den Fall linearer orthotroper bzw. transversalisotroper
Elastizität reduziert sich die Gleichung der Nachgiebigkeiten (4.37) zu ε1

ε2

γ12

 =

 q11 q12 0
q12 q22 0
0 0 q66

 σ1

σ2

τ12

 , (6.1)

wobei sich die die Komponenten, wie in Gleichung (4.43) für den dreidimensionalen Fall darge-
stellt, ergeben zu

q11 =
1

E1
, q12 = −ν12

E1
= −ν21

E2
, q22 =

1

E2
und q66 =

1

G12
. (6.2)

Die Reduktion der Dimensionen in der Formulierung der Stei�gkeiten (4.36) führt auf σ1

σ2

τ12

 =

 Q11 Q12 0
Q12 Q22 0

0 0 Q66

 ε1

ε2

γ12

 . (6.3)

Dabei sind die Komponenten Qij die sog. reduzierten Stei�gkeiten unter der Voraussetzung
eines ebenen Spannungszustandes in der 1-2-Ebene. Ihre Ermittlung erfolgt entweder über die
Inversion der Nachgiebigkeitsmatrix [S] in Gleichung (6.1), direkt aus der Reduktion der der
Stei�gkeitsmatrix [C] oder in Termen der vier voneinander unabhängigen Ingenieurskonstanten
einer transversalisotropen Einzelschicht in der Ebene zu [69]

Q11 =
E1

1− ν12 ν21
, Q22 =

E2

1− ν12 ν21
,

Q12 =
ν12 E2

1− ν12 ν21
=

ν21 E1

1− ν12 ν21
und Q66 = G12 . (6.4)

Zur Ermittlung der Komponenten Qij der sog. reduzierten Stei�gkeitsmatrix nach Gleichung
(6.4) werden die vier unabhängigen strukturmechanischen Werksto�kennwerte, im Einzelnen
E1, E2, ν12 und G12 (vgl. Kapitel 5, Gleichungen (5.1), (5.3), (5.9) und (5.5)), zusätzlich zum
reziproken Verhältnis ν12

E1
= ν12

E2
nach Gleichung (4.45) bzw. (5.10) benötigt. Die zuvor darge-

stellten Spannungs-Verzerrungs- und Verzerrungs-Spannungs-Beziehungen bilden die Grundlage
zur Stei�gkeits- und Spannungsanalyse einer faserverstärkten Einzellage, die planar mit Kraft-
schnittgröÿen belastet ist.

Im Falle linearer isotroper Elastizität reduziert sich die Dimensionen der Gleichungen der Nach-
giebigkeiten (4.41) analog zu Gleichung (6.1). Die Komponenten der Nachgiebigkeitsmatrix [S]
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werden mit den verbleibenden beiden unabhängigen Ingenieurkonstanten E und ν zu ε1

ε2

γ12

 =

 1
E − ν

E 0
− ν
E

1
E 0

0 0 1
G

 σ1

σ2

τ12

 . (6.5)

Die Reduktion der Dimensionen in der Formulierung der Stei�gkeiten (4.40) führt analog zu
Gleichung (6.3) auf σ1

σ2

τ12

 =
E

1− ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 ε1

ε2

γ12

 . (6.6)

Die Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes führt auf Verzerrungen in Dickenrichtung
ε3 6= 0. Die Verzerrungen ε3 ergeben sich dabei über die Kopplung der Normalspannungen. Ein
ebener Spannungszustand bedingt damit einen räumlichen Verzerrungszustand. Zur Ermittlung
der Verzerrungen in Dickenrichtung ε3 genügen als bekannte Gröÿen des ebenen Spannungszu-
standes entweder die Spannungen σ1 und σ2 oder die Verzerrungen ε1 und ε2. Entsprechend
ergibt sich für orthotropes Materialverhalten [69]

ε3 = S13 σ1 + S23 σ2 = −ν13

E1
σ1 −

ν23

E2
σ2 bzw. ε3 = C13 ε1 + C23 ε2 , (6.7)

wobei der zweite Ausdruck in den Verzerrungen auf verhältnismäÿig lange Terme für C13 und
C23 führt (dargestellt in Jones 1999 [69]), und für isotropes Materialverhalten [76]

ε3 = − ν
E

(σ1 + σ2) , bzw. ε3 = − ν

1− ν
(ε1 + ε2) . (6.8)

Zur Ermittlung der Verzerrungen in Dickenrichtung ε3 im Falle orthotropen Materialverhaltens,
wie in Gleichung (6.7) dargestellt, müssen neben den Ingenieurkonstanten E1, E2, ν12 und G12

die Querverformungszahlen ν13 und ν23 bekannt sein. Diese ergeben sich durch Au�ösen der
Gleichung (6.7) und entsprechende Symmetriebedingungen (4.47).

6.1.2 Ebener Verzerrungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes werden die Verzerrungen ε3 ver-
nachlässigt. Aus der Voraussetzung ε3 = 0 folgt für die Gleitungen γ13 = γ31 = γ23 = γ32 = 0.
Für den Fall linearer isotroper Elastizität reduzieren sich die Dimensionen der Gleichungen der
Nachgiebigkeiten (4.41) analog zu Gleichung (6.1). Dabei werden die Komponenten der Nach-
giebigkeitsmatrix [S] mit den verbleibenden beiden unabhängigen Ingenieurkonstanten E und ν
zu  ε1

ε2

γ12

 =
1− ν2

E

 1 − ν
1−ν 0

− ν
1−ν 1 0

0 0 2
1−ν

 σ1

σ2

τ12

 . (6.9)

Für den Fall linearer isotroper Elastizität führt die Reduktion der Dimensionen in der Formulie-
rung der Stei�gkeiten (4.40) unter der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes analog



68 6 Makromechanik der Einzelschicht und Erfassung von Schichtungen

zu Gleichung (6.3) auf σ1

σ2

τ12

 =
E

(1 + ν) (1− 2ν)

 1− ν ν 0
ν 1− ν 0
0 0 1

2 (1− 2ν)

 ε1

ε2

γ12

 . (6.10)

Die Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes führt auf Spannungen in Dickenrichtung
σ3 6= 0. Die Spannungen in Dickenrichtung σ3 ergeben sich dabei über die Kopplung der Normal-
spannungen. Ein ebener Verzerrungszustand bedingt damit einen räumlichen Spannungszustand.
Zur Ermittlung der Spannungen in Dickenrichtung σ3 genügen als bekannte Gröÿen des ebenen
Verzerrungszustandes entweder die Spannungen σ1 und σ2 oder die Verzerrungen ε1 und ε2.
Entsprechend ergibt sich für isotropes Materialverhalten [76]

σ3 = ν (σ1 + σ2) , bzw. σ3 =
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
(ε1 + ε2) . (6.11)

6.1.3 Grenzen der Idealisierung

Die Vereinfachungen der ebenen Elastizität sind jedoch nicht ohne Widerspruch. In der Struktur-
mechanik wird für Theorien erster Ordnung die Normalenhypothese (auchBernoulli-Hypothese
bei Balken bzw.Kirchhoff-Hypothese bei Flächentragwerken) verwendet. Sie setzt voraus, dass
ein auf der unverformten Mittelebene senkrechtes Linienelement auch auf der verformten Mittele-
bene senkrecht steht [30], [69]. Das Verhalten wird als schubstarr bezeichnet. Der zur Mittelebene
lotrecht bleibende Winkel bedeutet für die Gleitungen

γ13 = γ31 = γ23 = γ32 = 0 , (6.12)

und für die zugehörigen Schubspannungen

τ13 = τ31 = τ23 = τ32 = 0 . (6.13)

Eine weitere vereinfachende Annahme ist, dass äquidistante Punkte einer Normalen zur un-
verformten Mittelebene sich auch auf einer Normalen zur verformten Mittelebene in gleichem
Abstand be�nden [30], [69]. Diese Annahme bedeutet für die Verzerrung in Dickenrichtung

ε3 =
∂w

∂z
= 0 , (6.14)

Gleichung (6.14) setzt damit voraus, dass die Verschiebung w in 3-Richtung über die Dicke h kon-
stant ist [76]. Der zur Mittelebene lotrecht bleibende Winkel liefert die Gleitungen in Dickenrich-
tung, wie in Gleichung (6.12) formuliert, zu Null. Die unveränderliche Länge des Linienelementes
bzw. die konstante Verschiebung w bedingt ε3 = 0. Gleichzeitig wird die Spannungskomponente
in Dickenrichtung oft als klein gegenüber den Spannungskomponenten in 1- bzw. 2-Richtung
angenommen. Das bedeutet

σ3 � σ1, bzw. σ3 � σ2 , (6.15)

und führt auf eine weitere häu�g getro�ene Annahme [30], [69]

σ3 = 0 . (6.16)

Die in den Gleichungen (6.12) und (6.13) getro�enen Annahmen, und damit die daraus resultie-
rende Schlussfolgerung (6.16) widersprechen sich jedoch mit der in Gleichung (6.14) formulierten
Annahme. Die getro�enen Vereinfachungen bedeuten auch nicht, dass die vernachlässigten Span-
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nungen oder Verzerrungen im belasteten Tragwerk nicht auftreten. Die Vernachlässigung von σ3

oder ε3 verhindert lediglich die Berechnung der jeweiligen Gröÿe [30].

Die beschriebenen Vereinfachungen erlauben in der Strukturmechanik jedoch häu�g die Beschrei-
bung eines Modells in erster Näherung. Theorien die auf diesen Vereinfachungen basieren, wer-
den deshalb als Theorien erster Ordnung bezeichnet. Der durch die Vereinfachungen gescha�ene
Widerspruch erlaubt jedoch wichtige und sehr e�ektive Annäherungen an die realen Beanspru-
chungen im Material bei einer Vielzahl strukturmechanischer Problemstellungen [69].

6.2 Koordinatentransformation beim ebenen Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes, wie im vorherigen Abschnitt 6.1.1
beschrieben, werden die Transformationsbeziehungen für Spannungen und Verzerrungen darge-
stellt. Die Transformationsbeziehungen werden benötigt, wenn das lokale Koordinatensystem
nicht mit dem globalen Koordinatensystem zusammenfällt. Dies ist insbesondere für unidirek-
tional verstärkte Einzelschichten relevant, wenn die Faserorientierung als Vorzugsrichtung nicht
mit dem (globalen) Bauteilkoordinatensystem übereinstimmt. Zur Unterscheidung wird das lo-
kale Koordinatensystem als 1-2-3 Koordinatensystem und das globale Koordinatensystem als
x-y-z-Koordinatensystem bezeichnet, wie bereits in Abbildung 6.1 dargestellt. Dabei ist üblich,
dass die 1-2-Ebene des lokalen Koordinatensystems mit der x-y-Ebene des globalen Koordinaten-
systems zusammenfällt, und die zur jeweiligen Ebene orthogonale Dickenrichtung in 3-Richtung
bzw. in z-Richtung gleichgerichtet, nach unten positiv de�niert, wird. Zusätzlich ist es günstig,
das lokale Koordinatensystem so zu orientieren, dass die 1-Richtung mit der Richtung der Vor-
zugsrichtung (in Faserlängsrichtung bei unidirektional verstärkten Einzellagen) übereinstimmt.

y 

z = 3 

x 

α > 0 nach anglo-amerikanischer Definition, 

mathematisch positiv, gegen den Uhrzeigersinn 

(hier verwendet) 

2 

1 

2 

1 

α > 0 nach europäischer Definition, mathematisch 

negativ, im Uhrzeigersinn 

Abbildung 6.2: De�nition des positiven Drehsinns vom globalen x-y-z-Koordinatensystem ins lokale
1-2-3-Koordinatensystem um den Winkel α > 0: Mathematisch positiv, gegen den Uhr-
zeigersinn, nach anglo-amerikanischer De�nition (lila dargestellt und hier verwendet),
und mathematisch negativ, im Uhrzeigersinn, nach europäischer De�nition (blau dar-
gestellt).

Vorzeichenkonvention bzgl. des Drehsinns
Im Falle der idealisierten ebenen Elastizität, wie im vorherigen Abschnitt 6.1 beschrieben, ge-
nügt eine zweidimensionale Koordinatentransformation in der Ebene, wenn die 3-Richtung des
lokalen mit der z-Richtung des globalen Koordinatensystems, und damit mit der Dickenrichtung,
zusammenfällt. Aus diesem Grund werden das lokale 1-2-Koordinatensystem und das globale x-
y-Koordinatensystem als reduzierte, zweidimensionale Koordinatensysteme eingeführt, sowie die
entsprechenden Koordinatentransformation in der Ebene dargestellt. Das lokale Koordinatensys-
tem ist um den Winkel α gegenüber dem globalen Koordinatensystem gedreht. Bezüglich des
Vorzeichens des Drehsinns existieren zwei Richtungskonventionen, die jeweils der europäischen
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bzw. anglo-amerikanischen Literatur folgen. Die beiden De�nitionen eines positiven Drehsinns
vom globalen x-y-z-Koordinatensystem ins lokale 1-2-3-Koordinatensystem um den Winkel α > 0
sind in Abbildung 6.2 veranschaulicht. Die anglo-amerikanische De�nition des positiven Dreh-
sinns ist mathematisch positiv, d. h. entgegen dem Uhrzeigersinn orientiert. In Schürmann 2005
[149] wird darauf hingewiesen, dass in der deutschsprachigen Literatur oft eine entgegengesetz-
te Richtungskonvention verwendet wird. Es wird jedoch erwähnt, dass sich international und
mittlerweile auch national (vgl. VDI-Richtlinie 2014 von 2006 [124]) die anglo-amerikanische
De�nition durchsetzt. Aus den zuvor genannten Gründen wird hier die anglo-amerikanische De-
�nition des positiven Drehsinns in mathematisch positive Richtung verwendet.

6.2.1 Transformation der Spannungen und Verzerrungen

Unter der vereinfachenden Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes (σ3 = 0, vgl. Ab-
schnitt 6.1.1) werden die Transformationsbeziehungen der Spannungen sowie der Verzerrungen
beschrieben. Dabei wird jeweils die zweidimensionale Transformation der Gröÿen vom lokalen ins
globale Koordinatensystem und invers vom globalen ins lokale Koordinatensystem angegeben,
wie beispielsweise in Ehrlich 2012 [31] ausführlich dargestellt.

Transformation der Spannungen
Zur Herleitung der Transformationsmatrix der Spannungen wird ein in�nitesimales Element be-
trachtet. An der zur 1-Achse des lokalen Koordinatensystems senkrechten Schnitt�äche dA wir-
ken die Normalspannung σ1 und die Schubspannung τ12. Die Formulierung der Gleichgewichts-
bedingungen im lokalen 1-2-Koordinatensystem erfolgt mit den trigonometrischen Anteilen der
Schnitt�ächen und der Normal- und Schubspannungen des globalen x-y-Koordinatensystems im
lokalen 1-2-Koordinatensystem. Analog werden die Gleichgewichtsbedingungen an der zur 2-
Achse des lokalen Koordinatensystems senkrechten Schnitt�äche dA mit der Normalspannung
σ2 und der Schubspannung τ21 aufgestellt. Au�ösen nach den Spannungskomponenten im lo-
kalen 1-2-Koordinatensystem und Kürzen mit der zur 1-Achse des lokalen Koordinatensystems
senkrechten Schnitt�äche dA liefert unter der Voraussetzung der Gleichheit der einander zuge-
ordneten Schubspannungen τ12 = τ21 σ1

σ2

τ12

 =

 cos2 α sin2 α 2 sin α cos α
sin2 α cos2 α −2 sin α cos α

− sin α cos α sin α cos α cos2 α− sin2 α

 σx
σy
τxy

 oder kurz (6.17)

[σ12] = [Tσ] [σxy] . (6.18)

Die Inversion des Zusammenhangs liefert die Spannungskomponenten des globalen x-y-Koordi-
natensystems aus den Spannungskomponenten des lokalen 1-2-Koordinatensystems zu σx

σy
τxy

 =

 cos2 α sin2 α −2 sin α cos α
sin2 α cos2 α 2 sin α cos α

sin α cos α − sin α cos α cos2 α− sin2 α

 σ1

σ2

τ12

 oder kurz (6.19)

[σxy] = [Tσ]−1 [σ12] . (6.20)

Die Gleichungen (6.18) und (6.20) beschreiben matriziell die Transformation der Spannungen
unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes. Dabei ist [Tσ] die Transformations-
matrix der Spannungen vom globalen x-y-Koordinatensystem ins lokale 1-2-Koordinatensystem.
Die inverse Formulierung liefert die inverse Matrix [Tσ]−1 als Transformationsmatrix der Span-
nungen vom lokalen Koordinatensystem ins globale Koordinatensystem.
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Zusätzlich ist die Transformationsmatrix der Spannungen vom globalen x-y-Koordinatensys-
tem ins lokale 1-2-Koordinatensystem eine Funktion des Winkels α, [Tσ] = [Tσ] (α). Dabei ist
die Transformationsmatrix des negativ de�nierten Drehwinkels −α die inverse der Matrix des
positiv de�nierten Drehwinkels α,

[Tσ] (−α) = [Tσ] (α)−1 . (6.21)

Transformation der Verzerrungen
Für die Verzerrungen werden die Transformationsbeziehungen basierend auf den Verschiebungs-
komponenten ux und vy betrachtet. Analog wird neben dem globalen x-y-Koordinatensystem ein
lokales 1-2-Koordinatensystem eingeführt, das um den Winkel α mathematisch positiv gegenüber
dem globalen Koordinatensystem gedreht ist. Basierend auf den Abmessungen eines in�nitesi-
malen Elements dx dy werden mit den trigonometrischen Beziehungen die Abmessungen eines
in�nitesimalen Elements d1d2 im lokalen Koordinatensystem formuliert. Analog werden die Ver-
schiebungen ux und vy im globalen Koordinatensystem und die Verschiebungen u1 und v2 im
lokalen Koordinatensystem über trigonometrische Zusammenhänge formuliert. Anwendung der
Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen aus den Gleichungen (4.15) und (4.16) und Berechnung
der partiellen Ableitungen der geometrischen Verhältnisse liefert εx

εy
γxy

 =

 cos2 α sin2 α − sin α cos α
sin2 α cos2 α sin α cos α

2 sin α cos α −2 sin α cos α cos2 α− sin2 α

 ε1

ε2

γ12

 oder kurz

(6.22)

[εxy] = [Tε]
−1 [ε12] . (6.23)

Die Inversion des Zusammenhangs liefert die Verzerrungskomponenten des lokalen 1-2-Koordi-
natensystems aus den Verzerrungskomponenten des globalen x-y-Koordinatensystems zu ε1

ε2

γ12

 =

 cos2 α sin2 α sin α cos α
sin2 α cos2 α − sin α cos α

−2 sin α cos α 2 sin α cos α cos2 α− sin2 α

 εx
εy
γxy

 oder kurz

(6.24)

[ε12] = [Tε] [εxy] . (6.25)

Die Gleichungen (6.23) und (6.25) beschreiben matriziell die Transformation der Verzerrungen
unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes. Dabei ist [Tε]

−1 die Transformations-
matrix der Verzerrungen vom lokalen 1-2-Koordinatensystem ins globale x-y-Koordinatensystem.
Die inverse Formulierung liefert die inverse Matrix [Tε] als Transformationsmatrix der Verzer-
rungen vom globalen Koordinatensystem ins lokale Koordinatensystem.

6.2.2 Zusammenhang zwischen den Transformationsbeziehungen

Der Zusammenhang zwischen den Transformationsmatrizen wird u. a. in Gebbeken 1996 [47]
dargestellt [46]. Da die Formänderungsarbeit als Produkt der Spannungen und Verzerrungen im
globalen als auch im lokalen Koordinatensystem invariant ist, gilt

[σxy]
T [εxy] = [σ12]T [ε12] . (6.26)
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Transponieren des Zusammenhangs (6.18) liefert

[σ12]T = [σxy]
T [Tσ]T . (6.27)

Einsetzen der Gleichungen (6.25) und (6.27) in Gleichung (6.26) liefert

[σxy]
T [εxy] = [σxy]

T [Tσ]T [Tε] [εxy] . (6.28)

Die Identität in Gleichung (6.28) liefert schlieÿlich den Zusammenhang zwischen den Transfor-
mationsmatrizen

[Tσ]T [Tε] = 1 bzw. [Tσ]T = [Tε]
−1 . (6.29)

Somit folgen die analogen Zusammenhänge für die Transformationsmatrix der Spannungen und
Verzerrungen zu

[Tσ] = [Tε]
−1T = [Tε]

−T bzw. [Tε] = [Tσ]−1T = [Tσ]−T . (6.30)

Für die spätere Verwendung sind schlieÿlich die Zusammenhänge zwischen den Inversen bzw.
Transponierten der Transformationsmatrizen der Spannungen und Verzerrungen

[Tσ]T = [Tε]
−1 bzw. [Tε]

T = [Tσ]−1 (6.31)

besonders relevant.

Mit den zuvor dargestellten Beziehungen können sämtliche Transformationen im zweidimensio-
nalen Fall durchgeführt werden. Die Zusammenhänge gelten analog für den dreidimensionalen
Fall. Dabei ist jedoch besonders die Reihenfolge der Drehungen relevant, da räumliche Drehungen
nicht kommutativ sind [47]. In der Schreibweise der Kontinuumsmechanik werden Spannungen
und Verzerrungen oft als Tensoren zweiter Stufe notiert. Dabei sind in der Tensorschreibweise
die Transformationsmatrizen für Spannungen und Verzerrungen gleich [1], [11].

6.2.3 Transformation der Stei�gkeiten und Nachgiebigkeiten

Der vorherige Abschnitt 6.2.1 stellt die zweidimensionalen Transformationsbeziehungen der Span-
nungen und Verzerrungen unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes (σ3 = 0,
vgl. Abschnitt 6.1.1) dar. Sie dienen zur Transformation der Komponenten der reduzierten Stei-
�gkeitsmatrix Cij nach Gleichung (6.4) bzw. der Komponenten der reduzierten Nachgiebigkeits-
matrix Sij nach Gleichung (6.1) vom lokalen ins globale Koordinatensystem und invers vom
globalen ins lokale Koordinatensystem.

Das zweidimensionale Werksto�gesetz der unidirektional verstärkten Einzelschicht bezüglich der
Stei�gkeiten [C] lautet im lokalen bzw. globalen Koordinatensystem

[σ12] = [C12] [ε12] bzw. (6.32)

[σxy] = [Cxy] [εxy] . (6.33)

Bezüglich der Nachgiebigkeiten [S] lautet das zweidimensionale Werksto�gesetz der unidirektio-
nal verstärkten Einzelschicht im lokalen bzw. globalen Koordinatensystem

[ε12] = [S12] [σ12] bzw. (6.34)

[εxy] = [Sxy] [σxy] . (6.35)
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Transformation der Stei�gkeitsmatrizen
Einsetzen der beiden Transformationsbeziehungen vom globalen x-y-Koordinatensystem ins lo-
kale 1-2-Koordinatensystem der Spannungen und der Verzerrungen aus Gleichung (6.18) bzw.
(6.25) in Gleichung (6.32) liefert

[Tσ] [σxy] = [C12] [Tε] [εxy] . (6.36)

Multiplikation von links mit der Inversen der Transformationsmatrix der Spannungen [Tσ]−1

liefert

[σxy] = [Tσ]−1 [C12] [Tε] [εxy] . (6.37)

Einsetzen des Zusammenhangs [Tσ]−1 = [Tε]
T , wie in Gleichung (6.31) angegeben, und der

globalen zweidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (6.33) ergibt

[Cxy] [εxy] = [Tε]
T [C12] [Tε] [εxy] bzw. (6.38)

[Cxy] = [Tε]
T [C12] [Tε] . (6.39)

Transformation der Nachgiebigkeitsmatrizen
Einsetzen der beiden Transformationsbeziehungen vom globalen x-y-Koordinatensystem ins lo-
kale 1-2-Koordinatensystem der Spannungen und der Verzerrungen aus Gleichung (6.25) bzw.
(6.18) in Gleichung (6.34) liefert

[Tε] [εxy] = [S12] [Tσ] [σxy] . (6.40)

Multiplikation von links mit der Inversen der Transformationsmatrix der Verzerrungen [Tε]
−1

liefert

[εxy] = [Tε]
−1 [S12] [Tσ] [σxy] . (6.41)

Einsetzen des Zusammenhangs [Tε]
−1 = [Tσ]T , wie in Gleichung (6.31) angegeben, und der

globalen zweidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (6.35) ergibt

[Sxy] [σxy] = [Tσ]T [S12] [Tσ] [σxy] bzw. (6.42)

[Sxy] = [Tσ]T [S12] [Tσ] . (6.43)

6.3 Makromechanik des Laminats als Mehrschichtverbund

Ein Laminat besteht aus zwei oder mehr aneinander haftenden Einzelschichten. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die Haftung zwischen den Einzelschichten ideal ist, sodass das Laminat ma-
kromechanisch als ein integrales Strukturbauteil betrachtet werden kann. Dabei steht das struk-
turmechanische Verhalten eines Laminats im Mittelpunkt. Es werden beliebige Lagenaufbauten
mit unterschiedlichen Dicken der Einzellagen und Orientierungen der Vorzugsrichtungen der je-
weiligen Einzelschicht zum globalen Koordinatensystem des Bauteils betrachtet. Es sind v. a. die
Stei�gkeiten der Struktur relevant. Diese werden über die Eigenschaften der jeweiligen Einzellage
und die Anordnung dieser im Laminat berechnet.
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6.3.1 Klassische Laminattheorie (CLT)

Die sog. Klassische Laminattheorie (engl.: Classical Lamination Theory - CLT) ist eine Zusam-
menführung von Spannungs- und Verformungshypothesen der Festigkeitslehre [69]. Sie basiert
auf dem strukturmechanischen Verhalten der faserverstärkten Einzelschicht und führt konsis-
tent auf das strukturmechanische Verhalten eines Laminats als Mehrschichtverbund. Im Detail
wird unter realitätsnahen, vereinfachenden Voraussetzungen das ursprünglich dreidimensionale,
komplexere Problem auf eine zweidimensionale, einfachere Mechanik reduziert.

Die Einzelschritte zur strukturmechanischen Beschreibung eines Laminats sind [69]

� die Formulierung der Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen einer faserverstärkten Einzella-
ge und Darstellung dieser als Gleichung der k-ten Einzellage in einem Laminat,

� die Betrachtung der Spannungs- und Verzerrungs-Verläufe im (quasi-)statischen Fall über
die Dicke des gesamten Laminats und

� die Formulierung der Beziehungen zwischen den Schnittgröÿen des Laminats (Kraft- und
Momentenschnittgröÿen) und den Verformungen (Verzerrungen und Krümmungen) über
die De�nition der sog. Laminatstei�gkeiten als Proportionalitätsfaktoren.

Abbildung 6.3 zeigt links den allgemeinen Schichtverbund als Laminat aus N Einzellagen mit glo-
balem x-y-z-Koordinatensystem und rechts eine k-te Einzelschicht mit lokalem 1-2-3-Koordinaten-
system für αk > 0.
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Abbildung 6.3: Allgemeiner Schichtverbund als Laminat aus N Einzellagen mit globalem x-y-z-
Koordinatensystem (links) und k-te Einzelschicht mit lokalem 1-2-3-Koordinatensystem
für αk > 0 (rechts).

6.3.2 Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen der faserverstärkten Einzelschicht

Die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen bei orthotropen Materialien im lokalen bzw. globalen
Koordinatensystem ergeben sich nach den Gleichungen (6.32) bzw. (6.33). Wenn die Vorzugsrich-
tungen und damit das lokale Koordinatensystem der orthotropen Einzelschicht nicht mit globalen
Koordinatenssystem des Tragwerks bzw. des Laminats zusammenfallen, ist die Koordinatentrans-
formation der Spannungen wie in Abschnitt (6.2.1) anzuwenden. Dabei ist zu beachten, dass im
allgemeinen Fall die reduzierte globale Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für i, j = 1, 2, 6 vollständig besetzt
ist, und die verstärkte Einzelschicht monotropes Materialverhalten aufweist. Die transformierten
Komponenten der reduzierten globalen Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für i, j = 1, 2, 6 in Termen der re-
duzierten lokalen Stei�gkeitsmatrix Qij für i, j = 1, 2, 6 (6.4) ergeben sich nach Gleichung (6.39)
im Einzelnen zu

Q̄11 = Q11 cos4 (α) + 2 (Q12 + 2Q66) sin2 (α) cos2 (α) +Q22 sin4 (α) ,

Q̄12 = (Q11 +Q22 − 4Q66) sin2 (α) cos2 (α) +Q12

(
sin4 (α) + cos4 (α)

)
,
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Q̄22 = Q11 sin4 (α) + 2 (Q12 + 2Q66) sin2 (α) cos2 (α) +Q22 cos4 (α) ,

Q̄16 = (Q11 −Q12 − 2Q66) sin (α) cos3 (α) + (Q12 −Q22 + 2Q66) sin3 (α) cos (α) ,

Q̄26 = (Q11 −Q12 − 2Q66) sin3 (α) cos (α) + (Q12 −Q22 + 2Q66) sin (α) cos3 (α) ,

Q̄66 = (Q11 +Q12 − 2Q12 − 2Q66) sin2 (α) cos2 (α) +Q66

(
sin4 (α) + cos4 (α)

)
. (6.44)

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes im globalen Koordinatensystem für
jede k-te Einzelschicht eines Laminats lässt sich schreiben [69]

[σxy]
k =

[
Q̄
]k

[εxy]
k . (6.45)

6.3.3 Spannungs- und Verzerrungsverläufe über die Dicke des Laminats

Die Kenntnis der Verläufe der Spannungen und Verzerrungen über die Dicke des Laminats ist
die Grundlage zur De�nition der Dehn-, Koppel- und Biegestei�gkeiten des Laminats. Dafür
wird vereinfachend eine ideale Haftung zwischen den Einzelschichten des Laminats vorausgesetzt.
Zusätzlich werden die Grenzschichten zwischen den Einzelschichten des Laminats als in�nitesimal
dünn sowie schubstarr vorausgesetzt. Dadurch resultieren über die Dicke des Laminats und
damit auch in den Grenzschichten der Einzellagen kontinuierliche Verschiebungen. Es gibt keine
Relativbewegung zwischen den Einzellagen.

Die zuvor getro�enen vereinfachenden Voraussetzungen tre�en in der Realität nicht zu. Bei be-
stimmten Lagenaufbauten stellen sich interlaminare Spannungen als Schubspannungen zwischen
den Einzellagen ein, die unter (quasi-)statischer Belastung teilweise analytisch berechnet werden
können [69]. V. a. bei transversaler Impactbelastung im Niedergeschwindigkeitsbereich können
die bei der Energiedissipation auftretenden interlaminaren Schubspannungen zu interlaminaren
Delaminationen führen [30]. Im Gegensatz dazu ist die makroskopische Beschreibung von Imper-
fektionen im mikromechanischen Maÿstab als nicht ideale Haftung in der Grenzsicht zwischen
Verstärkungsfaser und polymerem Matrixwerksto� nicht möglich [69]. Zur mechanischen Be-
schreibung des Verhaltens von geschichteten Strukturen als Laminat muss eine ausreichend hohe
interlaminare Haftung gegeben sein. Wenn das nicht zutri�t, kann das Tragwerk mechanisch
nicht als Laminat behandelt werden. In der Praxis ist so ein Bauteil vielmehr auszusondern
oder, wenn möglich, zu reparieren.

Die Anwendung der Normalenhypothese setzt voraus, dass eine im unverformten Zustand auf
der Mittelebene des Tragwerks gerade und senkrechte Linie auch im verformten Zustand auf der
Mittelebene gerade ist, senkrecht steht und ihre Länge nicht ändert. Diese Hypothese wird bei
Platten als Kirchhoff-Hypothese und bei Schalen als Krichhoff-Love-Hypothese bezeich-
net. Sie liefert die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen [69]

ε̄xx = εxx + z κxx =
∂u

∂x
− z ∂

2w

∂x2
,

ε̄yy = εyy + z κyy =
∂v

∂y
− z ∂

2w

∂y2
, (6.46)

γ̄xy = γxy + z κxy =
∂v

∂x
+
∂u

∂y
− 2 z

∂2w

∂x∂y
,

linear über die gesamte Dicke des Tragwerks h. Die Verzerrungen setzten sich zusammen aus den
Verzerrungen der Mittelebene εxx = εx, εyy = εy und der Gleitung γxy sowie den Krümmungen
der Mittelebene κxx = κx, κyy = κy und deren Verdrillung κxy.
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Einsetzen der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (6.46) in die Spannungs-Verzerrungs-Be-
ziehungen (6.45) bzw. (6.33) liefert die Spannungen der k-ten Einzelschicht σx

σy
τxy

k =

 Q̄11 Q̄12 Q̄16

Q̄12 Q̄22 Q̄26

Q̄16 Q̄26 Q̄66

k  εx
εy
γxy

+ z

 κx
κy
κxy

 . (6.47)

Die Komponenten der transformierten reduzierten Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für i, j = 1, 2, 6 hängen
von der Orientierung der jeweiligen Einzellagen im Lagenaufbau ab. Diese kann für jede Ein-
zelschicht unterschiedlich sein, wird jedoch über die Dicke der jeweiligen k-ten Einzellage hk als
konstant vorausgesetzt. Aus den weiteren vereinfachenden Voraussetzungen der Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen ergeben sich linear über die gesamte Dicke des Tragwerks h verteilte
Verzerrungen. Die resultierenden Spannungen verlaufen dann stückweise über die Dicke der je-
weiligen k-ten Einzellage hk linear über die Dicke h des Laminats, sind jedoch im allgemeinen
Fall in den Grenz�ächen der Einzellagen ungleich und unstetig. Abbildung 6.4 verdeutlicht diesen
Zusammenhang.
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Abbildung 6.4: Vorausgesetzter Verlauf der Verzerrungen und, basierend auf den reduzierten Stei�g-
keiten, sich ergebender Verlauf der Spannungen über die Dicke des Laminats h.

6.3.4 Schnittgröÿen des Laminats

Die Schnittgröÿen eines Laminats sind Kraft- und Momentenschnittgröÿen. Bei ebenen Trag-
werken werden diese üblicherweise mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Sie sind längenbezogene
Schnittgröÿen, sodass die Kraftschnittgröÿen n die Einheit Kraft

Einheitslänge = N
m und die Momenten-

schnittgröÿen die Einheit Moment
Einheitslänge = Nm

m = N tragen. Die doppelte Indizierung der Kraft- und
Momentenschnittgröÿen entspricht der Systematik der doppelten Indizierung der Spannungen
und Verzerrungen analog zu den Gleichungen (4.11) und (4.12). Dabei wird an erster Stelle die
Achse angegeben, zu der das jeweilige Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Ori-
entierung der Schnittgröÿe bzw. der verursachenden Spannung (vgl. Kapitel 4, Abschnitt 4.1.1),
hier jedoch im globalen x-y-z-Koordinatensystem. Doppelt gleich auftretende Indizes werden
dabei oft mit einem Index angegeben, sodass sich für die längenbezogenen Kraftschnittgröÿen
nxx = nx, nyy = ny und nxy, und für die längenbezogenen Momentenschnittgröÿen mxx = mx,
myy = my und mxy ergibt.

Die Schnittgröÿen der k-ten Einzelschicht des Laminats ergeben sich durch Integration der Span-
nungen der k-ten Schicht zu [69]

nkx =

∫
hk

σkx dz , nky =

∫
hk

σky dz , nkxy =

∫
hk

τkxy dz ,
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mk
x =

∫
hk

σkx z dz , mk
y =

∫
hk

σky z dz , mk
xy =

∫
hk

τkxy z dz , (6.48)

wobei hk die Dicke der k-ten Einzelschicht des Laminats ist.

Durch anschlieÿende Summation der jeweiligen Schnittgröÿe aller N Einzelschichten über die
Anzahl der Einzelschichten im Laminat k = 1, . . . , N ergeben sich die Schnittgröÿen eines in�-
nitesimalen Laminatausschnitts über die gesamte Dicke h des Laminats zu [69]

nx =
N∑
k=1

zk∫
zk−1

σkx dz , ny =
N∑
k=1

zk∫
zk−1

σky dz , nxy = s =
N∑
k=1

zk∫
zk−1

τkxy dz ,

mx =

N∑
k=1

zk∫
zk−1

σkx z dz , my =

N∑
k=1

zk∫
zk−1

σky z dz , mxy = h =

N∑
k=1

zk∫
zk−1

τkxy z dz , (6.49)

wobei N die Anzahl der Einzelschichten des Laminats ist.

Die z-Richtung ist in Dickenrichtung nach unten positiv de�niert. Die Bezugsebene z = 0 muss
dabei nicht die geometrische Mittelebene z0 = −h

2 sein. Die Bezugsebene z = 0 wird beginnend
vom Abstand z0 von der Oberseite des Tragwerks de�niert. Abbildung 6.5 links veranschau-
licht die De�nition und Geometrie des Koordinatensystems in Dickenrichtung für ein N -lagiges
Laminat. Dabei ist die Dicke der k-ten Einzelschicht

hk = zk − zk−1 für k = 1, 2, . . . , N. (6.50)

Die Dicke des gesamten N -lagigen Laminats ergibt sich aus der Summation der Dicken der
Einzellagen hk über die Anzahl der Einzellagen im Laminat N zu

h =

N∑
k=1

hk für k = 1, 2, . . . , N. (6.51)

Der vorzeichenbehaftete Abstand zk der Unterseite der k-ten Einzelschicht von der geometrischen
Mittel�äche z0 = −h

2 ist

zk =
h

2
−

k∑
i=1

hi für i = 1, 2, . . . , k. (6.52)

Der Abstand z̄k der geometrischen Mittel�äche der k-ten Einzelschicht von der geometrischen
Mittel�äche des Laminats z0 = −h

2 ist

z̄k =
1

2
(zk−1 + zk) für k = 1, 2, . . . , N. (6.53)

Obwohl die Bezugsebene z = 0 beliebig wählbar ist, und nicht die geometrische Mittelebene
z0 = −h

2 sein muss, hängen die resultierenden Schnittgröÿen nach der Integration über die
Dickenrichtung z (6.49) nicht von z ab. Sie sind jedoch Funktionen von x und y [69].

In Ehrlich 2004 [30] wird dabei explizit die in der Literatur bzw. Mechanik und in der Fertigung
unterschiedliche Nummerierung der Einzellagen im Laminat hingewiesen. Die beiden unterschied-
lichen Konventionen der positiven Zählrichtung der Einzellagen im Laminat in der Mechanik im
Gegensatz zur Fertigungstechnik ist in Abbildung 6.5 rechts dargestellt. In der Mechanik werden
die Einzellagen in positive z-Richtung, d. h. �von oben nach unten� nummeriert. Diese De�niti-
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on der Reihenfolge ist jedoch dem fertigungstechnischen Legen des Laminats entgegengesetzt,
die von �unten nach oben� nummeriert. Die Reihenfolge beim Aufbau des Laminats ist in der
DINEN7000-11 [106] normiert, und orientiert sich entgegen der mechanisch positiven z-Richtung.
Damit ist die Reihenfolge beim fertigungstechnischen Legen des Laminats der Zählrichtung der
Mechanik entgegengesetzt, sodass die jeweils getro�ene Bezeichnungsde�nition in der technischen
Kommunikation unbedingt zu beachten ist.
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Abbildung 6.5: De�nition und Geometrie des Koordinatensystems in Dickenrichtung für ein N -lagiges
Laminat (links) mit den unterschiedlichen Konventionen der positiven Zählrichtung in
der Mechanik im Gegensatz zur Fertigungstechnik (rechts).

6.3.5 Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats

Zur Formulierung der Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats ist es günstig, die
Gleichungen der Schnittgröÿen eines in�nitesimalen Laminatausschnitts über die gesamte Dicke
h des Laminats (6.49) matriziell zu schreiben. Da die Matrix der transformierten reduzierten
globalen Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für i, j = 1, 2, 6 für jede k-te Einzelschicht üblicherweise konstant
ist, wird diese vor das Integral jeder k-ten Einzellage geschrieben. Einsetzen der Spannungen
der k-ten Einzelschicht (6.47) in die Gleichungen der Schnittgröÿen eines in�nitesimalen Lami-
natausschnitts über die gesamte Dicke h des Laminats (6.49) liefert die matrizielle Schreibweise
der Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen [69] nx

ny
nxy

 =
N∑
k=1

 Q̄11 Q̄12 Q̄16

Q̄12 Q̄22 Q̄26

Q̄16 Q̄26 Q̄66


k

 zk∫
zk−1

 εx
εy
γxy

dz +

zk∫
zk−1

 κx
κy
κxy

 z dz

 , (6.54)

 mx

my

mxy

 =

N∑
k=1

 Q̄11 Q̄12 Q̄16

Q̄12 Q̄22 Q̄26

Q̄16 Q̄26 Q̄66


k

 zk∫
zk−1

 εx
εy
γxy

 z dz +

zk∫
zk−1

 κx
κy
κxy

 z2 dz

 . (6.55)

In Jones 1999 [69] wird explizit angemerkt, dass die Formulierung in den Gleichungen (6.54)
und (6.55) mit der transformierten reduzierten Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für i, j = 1, 2, 6 vor dem
Integral lediglich unter der Gültigkeit der vereinfachenden Voraussetzung einer über die Di-
cke für jede k-te Einzelschicht konstanten transformierten reduzierten Stei�gkeitsmatrix Q̄ij für
i, j = 1, 2, 6 gilt. Die getro�ene vereinfachende Voraussetzung gilt in der Realität in guter Nähe-
rung, auÿer es treten sog. hygrothermale E�ekte (Temperatur und/oder Feuchte) auf, die einen
Gradient über die Dicke der Einzelschichten aufweisen. Andernfalls ist das Laminat in jeder
Einzellage inhomogen. Eine exakte Lösung würde aufwändigere numerische Verfahren erfordern.
Auÿerdem wären die für die Homogenisierung getro�enen vereinfachenden Voraussetzung nicht
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erfüllt, sodass auch bezüglich der Homogenisierung der strukturmechanischen Materialkennwerte
die Voraussetzungen nicht erfüllt sind.

Wenn hygrothermale E�ekte auftreten, die jedoch keinen Gradient über die Dicke der Einzel-
schichten aufweisen, können diese vereinfacht berücksichtigt werden. In der vorliegenden Arbeit
werden hygrothermale E�ekte jedoch nicht weiter berücksichtigt, da diese in den durchgeführ-
ten experimentellen Untersuchungen durch entsprechende Konditionierung der Probekörper im
Klimaschrank auf ein konstantes Minimum reduziert worden sind.

6.3.6 De�nition der Laminatstei�gkeiten zur ABD-Hypermatrix

Da die Verzerrungen und Krümmungen von z unabhängig sind und sich auf die Mittelebene
beziehen, ist es möglich diese Gröÿe vor die Summation über die Einzelschichten k = 1, . . . , N
zu stellen. Die Gleichungen (6.54) und (6.55) ergeben sich damit schlieÿlich zu nx

ny
nxy

 =

 A11 A12 A16

A12 A22 A26

A16 A26 A66

  εx
εy
γxy

+

 B11 B12 B16

B12 B22 B26

B16 B26 B66

  κx
κy
κxy

 , (6.56)

 mx

my

mxy

 =

 B11 B12 B16

B12 B22 B26

B16 B26 B66

  εx
εy
γxy

+

 D11 D12 D16

D12 D22 D26

D16 D26 D66

  κx
κy
κxy

 , (6.57)

wobei gilt

Aij =
N∑
k=1

Q̄kij (zk − zk−1) =
N∑
k=1

Q̄kijhk ,

Bij =
1

2

N∑
k=1

Q̄kij
(
z2
k − z2

k−1

)
=

N∑
k=1

Q̄kijhkz̄k , (6.58)

Dij =
1

3

N∑
k=1

Q̄kij
(
z3
k − z3

k−1

)
=

N∑
k=1

Q̄kijhk

(
z̄2
k +

h2
k

12

)
hk .

Die Terme Aij sind Dehnstei�gkeiten, Dij Biegestei�gkeiten und Bij Kopplungsstei�gkeiten. Sie
werden ebenfalls nach dem in Abbildung 6.5 dargestellten Koordinatensystem in Dickenrichtung
des Tragwerks errechnet.

Mit Hilfe der sogenannten Laminatstei�gkeiten Aij , Bij und Dij für i, j = 1, 2, 6 ergeben sich
die Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats zur Hypermatrix (auch ABD-Matrix
genannt)

nx
ny
nxy
mx

my

mxy

 =



A11 A12 A16 B11 B12 B16

A21 A22 A26 B21 B22 B26

A61 A62 A66 B61 B62 B66

B11 B12 B16 D11 D12 D16

B21 B22 B26 D21 D22 D26

B61 B62 B66 D61 D62 D66





εx
εy
γxy
κx
κy
κxy

 , oder kurz (6.59)

[
[n]
[m]

]
=

[
[A] [B]
[B] [D]

] [
[ε]
[κ]

]
. (6.60)
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Dabei stellte die Terme im Einzelnen eine charakteristische Belastungs-Verformungs-Reaktion
des Laminats dar. Die Terme Bij 6= 0 bewirken eine sog. Biege-Dehn-Kopplung. Die Terme
A16 6= 0 und A26 6= 0 stellen eine Schub-Dehn-Kopplung dar, während die Terme D16 6= 0 und
D26 6= 0 eine Biege-Drill-Kopplung bewirken.

Symmetrischer Kreuzverbund als Spezialfall
Dabei ergeben sich je nach der Art des Lagenaufbaus eines Laminats sog. Spezialfälle der Lami-
natstei�gkeiten. Die in Kapitel 10 experimentell strukturdynamisch untersuchten, �achen stab-
förmigen Probekörper werden aus Prüfplatten mit einem sog. symmetrischen Kreuzverbund aus-
geschnitten und präpariert, wie in Tabelle 10.3 angegeben und in Abbildung 10.11 dargestellt.

Ein Kreuzverbund (engl.: cross-ply laminate) besteht aus Einzellagen, deren Vorzugsrichtungen
eine Winkeldi�erenz von 90° zueinander aufweisen. Dabei besteht der Lagenaufbau entweder
aus mehreren unidirektional verstärkte Einzelschichten, deren Vorzugsrichtungen abwechselnd
orthogonal zueinander orientiert sind, oder aus gewebeverstärkten Einzellagen. Wenn der La-
genaufbau symmetrisch zur Mittelebene z = 0 ist und die gegenüberliegenden Einzellagen gleich
Dick sind, wird der Lagenaufbau als symmetrischer Kreuzverbund bezeichnet [149]. In diesem
Fall ergibt sich die Belegung der Hypermatrix aus Gleichung (6.59) mit A16 = A26 = 0, Bij = 0
und D16 = D26 = 0 zu

nx
ny
nxy
mx

my

mxy

 =



A11 A12 0 0 0 0
A21 A22 0 0 0 0
0 0 A66 0 0 0
0 0 0 D11 D12 0
0 0 0 D21 D22 0
0 0 0 0 0 D66





εx
εy
γxy
κx
κy
κxy

 . (6.61)

Da der symmetrische Kreuzverbund drei Symmetrieebenen aufweist, ist er orthotrop (vgl. Glei-
chungen (4.36), (4.37) und (4.43) in Abschnitt 4.2.3). Deshalb tritt bei Beanspruchung in Rich-
tung der Symmetrieachsen bzw. entlang der Vorzugsrichtungen keine Dehn-Schub-Kopplung auf.

Inversion der ABD-Hypermatrix der Stei�gkeiten zur abd-Hypermatrix der Nach-
giebigkeiten
Die bereits in Kapitel 4, Abschnitt 4.2.5 angeführte Inversion der Stei�gkeiten zu Nachgiebigkei-
ten wird analog für die Terme der ABD-Hypermatrix durchgeführt. Der Hintergrund ist, dass die
Ingenieurskonstanten (4.47), wie auf Seite 47 beschrieben, direkt in unterschiedlichen Methoden
der Materialkennwertermittlung ermittelt werden.

Au�ösen von Gleichung (6.59) nach den Verzerrungen bzw. Krümmungen erfordert die Inversion
der Stei�gkeitsmatrix des Gesamtverbundes (ABD-Matrix) zur Nachgiebigkeitsmatrix des Ge-
samtverbundes (abcd-Matrix). Es ergibt sich analog zur Hypermatrix der Stei�gkeiten (6.60) die
Hypermatrix der Nachgiebigkeiten zu[

[ε]
[κ]

]
=

[
[a] [b]
[c] [d]

] [
[n]
[m]

]
. (6.62)

Dabei ergeben sich die Untermatrizen [a], [b], [c] und [d] durch Inversion von Gleichung (6.60)
[2], [31], [92]. Daraus folgt zusätzlich [c] = [b]T .

Die Untermatrizen lauten zusammenfassend

[a] = [A]−1 + [A]−1 [B]
(

[D]− [B] [A]−1 [B]
)−1

[B] [A]−1 ,

[b] = − [A]−1 [B]
(

[D]− [B] [A]−1 [B]
)−1

,
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[c] = [b]T = −
(

[D]− [B] [A]−1 [B]
)−1

[B] [A]−1 ,

[d] =
(

[D]− [B] [A]−1 [B]
)−1

,

Mit der Hypermatrix der Nachgiebigkeiten (6.62) ergeben sich die Spannungen und Verzerrungen
der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem bzw. mit den Zusammenhängen (6.20)
und (6.23) im lokalen Koordinatensystem zu

[σ̄]k =
[
Q̄
]
k

[ε̄]k bzw. (6.63)

[σ]k = [Tε]
−T [Q̄]

k
[Tε]
−1 [ε]k = [Q]k [ε]k . (6.64)

Dabei entspricht der Verzerrungsvektor des Laminats [ε̄] dem der Einzelschichten [ε̄]k, da die glei-
chen Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (6.46) gelten. Aus Gleichung (6.64) geht zusätzlich
der inverse Zusammenhang von Gleichung (6.39) als Rücktransformation der Stei�gkeitsmatrix
vom globalen x-y-Koordinatensystem ins lokale 1-2-Koordinatensystem hervor,

[C12] = [Tε]
−T [Cxy] [Tε]

−1 . (6.65)

Für den Verzerrungsvektor gilt [ε̄] = [ε̄0]+z [κ]. Die Spannungen [σ̄]k setzen sich aus einem kon-
stanten Normalverzerrungsanteil und einen linear über die Dicke h verlaufenden Krümmungsan-
teil zusammen. Für unterschiedliche reduzierte Stei�gkeiten der k Einzelschichten im allgemeinen
Fall ergeben sich Spannungsverläufe über die Dicke h, wie in Abbildung 6.4 dargestellt. Bezüglich
der unterschiedlichen Anteile zitiert Ehrlich 2004 [30] die Arbeit von Rolfes und Rohwer
1997 [135], der für Plattenbiegung mit kleinen Durchbiegungen w vorschlägt, näherungsweise
eine reine Biegeform anzunehmen und Normalverzerrungen [ε̄0] zu vernachlässigen.





7 Aspekte der linearen Viskoelastizität

Die folgenden Ausführungen zu relevanten Aspekten der linearen Viskoelastizität orientieren
sich u. a. an Boyce und DiPrima 1995 [14], Brinson und Brinson 2008 [16], Bronstein
und Semdendajew 2008 [18], Forster 2011 [42], Gibson 2012 [49], Gross et al. 2008 [52],
Silberberger 2008 [150], Popov 2012 [133] und Szabo 2003 [154], sowie an den Ausführun-
gen in Schmidt und Gaul 2007 [144] bzw. Schmidt 2003 [145] und an der DIN 1311 [98].
Vor dem Hintergrund der, in Abschnitt 11.2.1 dargestellten, Auswertungen der experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen der frei abklingenden Transversalschwingungen der einsei-
tig fest eingespannten �achen stabförmigen Probekörper, deren Durchführung in Abschnitt 10.5
beschrieben ist, wird v. a. auf die Frequenzbereichsdarstellung und auf den komplexen Modul
eingegangen.

7.1 De�nition und Beschreibung von Schwingungen

Die zeitliche Änderung einer Zustandsgröÿe eines Systems, die im allgemeinen abwechselnd zu-
und abnimmt, wird als Schwingung bezeichnet. Dazu zählen z. B. sich wiederholende, periodische
Bewegungsvorgänge, aber auch Stoÿ- und Kriechvorgänge können im erweiterten Sinn als Schwin-
gungen behandelt werden [98]. Voraussetzung für schwingendes Verhalten eines Systems ist die
Existenz von Energiespeichern, wie z. B. Federn für potentielle Energie und Massen für kinetische
Energie, die abwechselnd und wiederkehrend geladen und entladen werden. Bei mechanischen
Systemen sind die Zustandsgröÿen beispielsweise äuÿere Kräfte als Belastungen, innere Kräfte
als Beanspruchungen oder Verschiebungen bzw. Verformungen. Zur eindeutigen Beschreibbarkeit
des momentanen Zustandes eines Systems werden mindestens zwei Zustandsgröÿen je Freiheits-
grad benötigt [98].

Es wird vereinfachend vorausgesetzt, dass die �achen stabförmigen Probekörper frei abklingende
Transversalschwingungen ausführen, wie in Kapitel 8 beschrieben. Von den unterschiedlichen
Arten bzw. De�nitionen von Schwingungen wird deshalb auf harmonische Schwingungen als
periodische, und damit deterministische Schwingung eingegangen. In diesem Fall existiert eine
funktionale Abhängigkeit x (t) zu jedem Zeitpunkt t und der Zustandsgröÿe x.

7.2 Eindimensionale Betrachtung schwingungsfähiger Systeme

Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung beschreiben i. a. schwingungsfähige Systeme. Dabei sind
besonders eindimensionale Bewegungen in einem Potential sowie freie und gedämpfte Schwin-
gungen relevant. Die folgenden Ausführungen sind rein mathematisch formuliert, und orientieren
sich an Boyce und DiPrima 1995 [14] sowie Forster 2011 [42].

83
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7.2.1 Eindimensionale Bewegung

Die Di�erentialgleichung

d2x

dt2
= f (x) mit t, x ∈ R (7.1)

ist im physikalischen Sinne die Di�erentialgleichung eines Masseteilchens mit einem Freiheitsgrad
x [42]. Das Masseteilchen kann als Einheitsmasse der Masse 1 betrachtet werden. Es bewegt sich
unter dem Ein�uss einer lediglich vom Ort x abhängigen Kraft f (x). Dabei ist t die Zeitvariable.

Die erste Ableitung des Ortes nach der Zeit ist die Geschwindigkeit v (t) = ẋ (t) = dx(t)
dt , und

die zweite Ableitung ist die Beschleunigung a (t) = ẍ (t) = d2x(t)
dt2

, jeweils zum Zeitpunkt bzw. in
Abhängigkeit von t.

Mit der De�nition der potentiellen Energie U (x) = −
∫ x
a f (ξ) dξ geht die Di�erentialgleichung

(7.1) über in [42]

d2x

dt2
= −dU

dx
(x) . (7.2)

Durch Multiplikation mit ẋ (t) = dx
dt folgt

d

dt

(
1

2
ẋ (t)2 + U (x (t))

)
= 0 . (7.3)

Es existiert eine Konstante E ∈ R, die die Gesamtenergie des Systems darstellt, sodass gilt [42]

1

2
v (t)2 + U (x (t)) = E ∀ t . (7.4)

Da der Term v2 stets positiv ist, erfolgt die Bewegung in Bereichen, für die gilt U (x) ≤ E. Die
Bewegung genügt dann der Di�erentialgleichung

ẋ =
√

2 (E − U (x)) für ẋ ≥ 0 bzw. ẋ = −
√

2 (E − U (x)) für ẋ ≤ 0 . (7.5)

Mit der De�nition [42]

G (x) =

∫ x

x0

dξ√
2 (E − U (ξ))

(7.6)

und der Anfangsbedingung x (t0) = x0 gilt

G (x (t)) = t− t0 oder x (t) = H (t− t0) , (7.7)

wobei H die Umkehrfunktion von G ist. Das Integral G (x) gibt die Zeitdauer an, die das Mas-
seteilchen benötigt, um von x0 nach x zu gelangen.

Mit den beiden Punkten xA und xB, und unter der Voraussetzung, dass xA < xB mit

U (xA) = U (xB) = E und U (ξ) < E für xA < ξ < xB , (7.8)

sowie unter der Voraussetzung, dass [42]

U ′ (xA) 6= 0 und U ′ (xB) 6= 0 , d. h. f (xA) 6= 0 und f (xB) 6= 0 , (7.9)

verläuft die Bewegung im Intervall [xA, xB]. Die Zeit T die das Masseteilchen von xA nach xB
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benötigt wird durch das uneigentliche Integral

T =

∫ xB

xA

dx√
2 (E − U (x))

(7.10)

beschrieben. Wegen der Voraussetzung

dv

dt
(tB) =

d2x

dt2
(tB) = f (xB) für x (tB) = xB (7.11)

ist die Geschwindigkeit im Punkt xB null und ändert das Vorzeichen. Das Masseteilchen läuft
anschlieÿend von xB nach xA zurück. Der Zeitbedarf ist wieder T und es ergibt sich eine periodi-
sche Bewegung mit der Schwingungsdauer 2T . Abhängig vom Vorzeichen der Geschwindigkeit
gehorcht das Masseteilchen alternierend den Di�erentialgleichungen (7.5).

7.2.2 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator genügt der Di�erentialgleichung

d2x

dt2
= −k x , (7.12)

die im physikalischen Sinne eine eindimensionale Schwingung eines Masseteilchens mit einem
Freiheitsgrad x um den Nullpunkt beschreibt. Das Masseteilchen kann als Einheitsmasse der
Masse 1 betrachtet werden. Es bewegt sich unter dem Ein�uss einer lediglich vom Ort x ab-
hängigen Kraft. Die Proportionalität der Rückstellkraft wird durch die positive Konstante k
beschrieben. Physikalisch betrachtet entspricht sie einer Federkonstante.

Mit den Bedingungen für die Anfangsauslenkung x (t0) = 0 und die Anfangsgeschwindigkeit
ẋ (t0) = v0 > 0 wird die potentielle Energie des Systems zu [42]

U (x) =

∫ x

0
k ξ dξ =

1

2
k x2 . (7.13)

Mit den Anfangsbedingungen wird die Konstante E ∈ R als Gesamtenergie des Systems zu [42]

E =
1

2
ẋ (t0)2 + U (x (t0)) =

1

2
v2

0 . (7.14)

Die Bewegung verläuft im Intervall {x ∈ R : U (x) ≤ E} =
{
x ∈ R : |x| ≤ v0√

k

}
. Mit den Abkür-

zungen

A =
v0√
k

und ω =
√
k (7.15)

ist für |x| < A [42]

G (x) =

∫ x

0

dξ√
2 (E − U (ξ))

=

∫ x

0

dξ√
v2

0 − k ξ2
=

1

Aω

∫ x

0

dξ√
1−

(
ξ
A

)2
(7.16)

und mit der Substitution u = ξ
A folgt [42]

G (x) =
1

ω

∫ x
A

0

du√
1− u2

=
1

ω
arcsin

( x
A

)
=

1

ω
arcsin

(
x (t)

A

)
= t− t0 . (7.17)
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Aufgelöst nach der Auslenkung in Abhängigkeit der Zeit folgt

x (t) = A sin [ω (t− t0)] . (7.18)

Die Gültigkeit der Beziehung, die zunächst lediglich für |ω (t− t0)| < π
2 gegeben ist, kann auf

alle Zeitpunkte t ausgeweitet werden [42]. Die Bewegung ist eine Schwingung um den Nullpunkt
mit der Amplitude A = v0√

k
und der Schwingungs- oder Periodendauer T = 2π

ω = 2π√
k
.

7.3 Eindimensionale mechanische Schwingungen

Praktisch existieren keine Systeme ohne Dämpfung. Dabei unterscheiden sich verschiedene Dämp-
fungse�ekte in ihren Ursachen, sowie ihren Auswirkungen auf das schwingungsfähige System. Sie
sind in der mathematischen Formulierung von mechanischen Modellen entsprechend zu berück-
sichtigen. Der harmonische Oszillator als Einmassenschwinger mit ideal-elastischer Feder nach
dem Hooke'schen Gesetz als Energiespeicher, und ideal-viskosem Dämpfer nach Newton'schen
Voraussetzungen als Dissipationsglied, und damit geschwindigkeitsproportionaler Dämpfung mit
einem Freiheitsgrad, wird in der Mechanik durch die Di�erentialgleichung

mẍ+ d ẋ+ c x = f(t) (7.19)

beschrieben [14], [18]. Darin ist m die Masse (in kg), d die Dämpfungskonstante (in Ns/m) und c
die Stei�gkeit (in N/m) [150]. Gleichung (7.19) enthält zunächst alle Glieder der mathematischen
De�nition einer gewöhnlichen, inhomogenen linearen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koe�zienten. Durch eventuelle Vernachlässigbarkeit oder das Fehlen entsprechender
Anfangsbedingungen vereinfacht sich die Di�erentialgleichung und die zugehörige Lösung, da
Glieder entfallen.

Bei fehlender Anregung f(t) = 0 reduziert sich Gleichung (7.19) auf die Di�erentialgleichung der
freien viskos gedämpften Schwingung nach Normieren mit der Masse m zu [150]

ẍ+ 2 δ ẋ+ ω2
0 x = 0 , (7.20)

wobei es für die folgenden Ausführungen günstig ist, die Substitutionen

2 δ =
d

m
und ω2

0 =
c

m
, (7.21)

jeweils in 1
s , zu verwenden [14], [18], [150]. Dabei ist δ der sog. Abklingkoe�zient und ω0 die

Eigenkreisfrequenz der ungedämpften Schwingung. Die Di�erentialgleichung (7.20) ist von zwei-
ter Ordnung, gewöhnlich, homogen, linear und mit konstanten Koe�zienten. Sie beschreibt das
Verhalten eines nach Anregung sich selbst überlassenen (frei ausschwingenden) Einmassenschwin-
gers.

Zur Ermittlung der Gesamtheit aller Lösungen genügt die Kenntnis von zwei linear unabhängigen
Lösungen. Dazu wird der Exponentialansatz

x (t) = Aeλ t (7.22)

mit der unbestimmten Konstanten der Amplitude A und der komplexen Konstanten λ ∈ C in
die Di�erentialgleichung (7.20) eingesetzt. Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung zu
[14], [18], [150]

λ2 + 2 δ λ+ ω2
0 = 0 . (7.23)



7.3 Eindimensionale mechanische Schwingungen 87

Die Lösungen ergeben sich nach der Lösungsformel für quadratische Gleichungen zu

λ1,2 = −δ ±
√
δ2 − ω2

0 . (7.24)

Für δ 6= ω0 gilt λ1 6= λ2 und es ergeben sich die beiden Lösungen

xk (t) = Aeλk t , mit k = 1, 2 . (7.25)

Deren lineare Unabhängigkeit wird durch die Wronski1-Determinante überprüft [42]. Es gilt

W (0) = det

(
x1 (0) x2 (0)
x′1 (0) x′2 (0)

)
= det

(
1 1
λ1 λ2

)
= λ2 − λ1 6= 0 . (7.26)

Die beiden Lösungen bilden damit ein Lösungsfundamentalsystem [42].

Zusätzlich zu den Substitutionen (7.21) ist es für die weiteren Ausführungen günstig, das dimen-
sionslose sog. Lehr2'sche Dämpfungsmaÿ

D =
d

2
√
cm

=
d

2mω0
=

δ

ω0
(7.27)

einzuführen [52], [150]. Damit lautet Gleichung (7.24)

λ1,2 = −δ ± ω0

√
D2 − 1 , (7.28)

sodass eine Fallunterscheidung bezüglich der Intensität des Lehr'schen Dämpfungsmaÿes D für
drei Fälle durchzuführen ist. Die Fallunterscheidung der drei Fälle erfolgt nach dem Wert des
Radikanden aus (7.28) in [52], [150]

� schwach gedämpfte Systeme mit 0 < D < 1,
� stark gedämpfte Systeme (sog. Kriechvorgänge) mit D > 1 und
� aperiodische Grenzfälle mit D = 1.

Für die in Abschnitt 11.2.1 dargestellten Auswertungen der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen, wie in Abschnitt 10.5 beschrieben, ist dabei der erste Fall relevant.

7.3.1 Ungedämpfte Schwingung

Trotz der zuvor getro�enen Fallunterscheidung wird in diesem Abschnitt zunächst auf die unge-
dämpfte Schwingung eingegangen. Im Fall fehlender DämpfungD = 0 bzw. δ = 0 ist λ1,2 = ±iω0,
wobei i die imaginäre Einheit i =

√
−1 darstellt. Die beiden Funktionen x± (t) = Ae±iω0 t bilden

ein Lösungsfundamentalsystem. Geeignete Linearkombinationen erlauben, unter der Berücksich-
tigung der Euler'schen Formeln, die Umrechnung von Exponentialfunktionen mit komplexen
Argumenten auf Linearkombinationen trigonometrischer Funktionen mit reellen Argumenten. In
diesem Fall lautet das reelle Lösungsfundamentalsystem [42]

x1 (t) =
1

2
(x+ (t) + x− (t)) = cos (ω0 t) ,

x2 (t) =
1

2 i
(x+ (t)− x− (t)) = sin (ω0 t) . (7.29)

1 Jósef Maria Hoëné-Wro«ski, eigentlich Jósef Hoëné, * 23. August 1776 in Wolsztyn, Polen, † 9. August
1853 in Paris. Polnischer Philosoph und Mathematiker.

2 Ernst Lehr, * 4. Juli 1896 in Groÿ-Eichen, † 24. März 1944 in Berlin. Deutscher Physiker, Werksto�forscher
und Maschinenbauer.
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Die lineare Unabhängigkeit von x1 und x2 folgt aus der umgekehrten linearen Kombinierbarkeit
von x+ und x− aus x1 und x2.

Die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung (7.20) ergibt sich aus den linear unabhängigen
Lösungen bzw. Fundamentallösungen (7.29) zu

x (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) ,

= C cos (ω0 t− α) . (7.30)

Die reellen Integrationskonstanten A und B bzw. C und α werden aus den Anfangsbedingungen
bestimmt [52], [150]. Mit ihrer Kenntnis und durch Superposition der beiden gleichfrequenten
harmonischen Schwingungen (Anwendung des Superpositionsprinzips der Physik) ist es möglich,
die beiden linear unabhängigen Lösungen als eine harmonische Schwingung zu formulieren. Dabei
ist C =

√
A2 +B2 die resultierende Amplitude und tanα = −B

A die Phasenverschiebung (vgl.
Zeigeraddition in der komplexen Ebene).

Für δ = 0 sind alle Lösungen periodisch. Mit der Periode T und der Frequenz f gilt ω0 = 2π
T =

2π f , vgl. Gleichung (8.48) in Abschnitt 8.2.4. Es �ndet eine Schwingung mit der Kreisfrequenz
der ungedämpften Schwingung ω0, bzw. mit der Eigenfrequenz f0 = ω0

2π , statt [52], [150].

7.3.2 Schwache Dämpfung

Im Fall schwacher Dämpfung ist 0 < D < 1 bzw. 0 < δ < ω0 und der Radikand in Gleichung
(7.28) wird negativ. Die beiden Lösungen der charakteristischen Gleichung lauten

λ1,2 = −δ ± iω0

√
1−D2 = −δ ± iωd , (7.31)

als zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte [52], [150]. Dabei ist die Substitution ωd =
ω0

√
1−D2 die Eigenkreisfrequenz des schwach gedämpften Systems.

Die Funktionen x± (t) = Ae−δ te±iωd t bilden ein Lösungsfundamentalsystem. Das reelle Funda-
mentalsystem ergibt sich zu [42]

x1 (t) = e−δ t cos (ωd t) ,

x2 (t) = e−δ t sin (ωd t) . (7.32)

Die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung (7.20) ergibt sich aus den linear unabhängigen
Lösungen bzw. Fundamentallösungen (7.32) zu [42]

x (t) = A1 e
λ1 t +A2 e

λ2 t = e−δ t
(
A1 e

iωd t +A2 e
iωd t

)
, (7.33)

und mit der Euler'schen Formel [14], [18] ergibt sich

x (t) = e−δ t [(A1 +A2) cos (ωd t) + i (A1 −A2) sin (ωd t)] =

= e−δ t [A cos (ωd t) +B sin (ωd t)] (7.34)

mit den reellen Integrationskonstanten A und B. Mit ihrer Kenntnis und durch Superposition
der beiden gleichfrequenten harmonischen Schwingungen (Anwendung des Superpositionsprin-
zips der Physik) ist es möglich, die beiden linear unabhängigen Lösungen als eine harmonische
Schwingung zu formulieren. Mit der resultierenden Amplitude C =

√
A2 +B2 und der Phasen-

verschiebung tanα = −B
A (vgl. Zeigeraddition in der komplexen Ebene) lautet die allgemeine
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Lösung der Di�erentialgleichung des viskos gedämpften Einmassenschwingers [52], [150]

x (t) = C e−δ t cos (ωd t− α) . (7.35)

Es �ndet eine Schwingung mit der Kreisfrequenz der schwach gedämpften Schwingung ωd, bzw.
mit der Eigenfrequenz fd = ωd

2π = ω0

√
1−D2

2π , statt. Diese ist dabei stets geringfügig kleiner als die
der ungedämpften Schwingung, ωd < ω0, bzw. die Schwingungsdauer der gedämpften Schwingung
ist geringfügig gröÿer als die der ungedämpften, Td = 2π

ωd
> T 2π

ω0
. Die Amplitude C (bzw. A und

B) nimmt entsprechend des Vorfaktors e−δ t exponentiell ab. Der Vorfaktor beschreibt damit
die Hüllkurve der über die Zeit abklingenden Schwingung als sog. Einhüllende [52], [150]. Die
Integrationskonstanten C und α sind in Abhängigkeit von den Anfangs- und Randbedingungen
zu bestimmen. Für t→∞ geht der Ausschlag x (t) gegen Null.

De�nition des logarithmischen Dekrements Λ
Die Schwingung beträgt zum Zeitpunkt t bzw. zum Zeitpunkt t+ Td [42]

x (t) = C e−δ t cos (ωd t− α) bzw.

x (t+ Td) = C e−δ (t+Td) cos [ωd (t+ Td)− α] =

= C e−δ (t+Td) cos (ωd t− α) . (7.36)

Das Verhältnis von aufeinanderfolgenden Ausschlägen im Zeitabstand Td ist [42]

x (t)

x (t+ Td)
= eδ Td . (7.37)

Der natürliche Logarithmus des Verhältnisses (7.37) ist [52], [150]

Λ = ln
x (t)

x (t+ Td)
= δ Td =

2π δ

ωd
= 2π

D√
1−D2

, (7.38)

und wird entsprechend als logarithmisches Dekrement Λ bezeichnet. Es lässt sich aus experi-
mentellen Untersuchungen meist verhältnismäÿig einfach bestimmen, und ermöglicht damit die
Berechnung des Lehr'schen Dämpfungsmaÿes D bzw. der Abklingkonstante δ bei bekannter
Kreisfrequenz der schwach gedämpften Schwingung ωd nach Gleichung (7.38) [52], [150].

7.3.3 Starke Dämpfung

Im Fall starker Dämpfung ist D > 1 bzw. δ > ω0. Mit µ = ω0

√
D2 − 1 ergeben sich als Lösungen

die charakteristischen Gleichungen (7.28)

λ1,2 = −δ ± µ mit λ2 < −δ < λ1 < 0 . (7.39)

als zwei reelle, negative Werte [52], [150]. Das Lösungsfundamentalsystem besteht demnach aus
zwei exponentiell abfallenden Funktionen [42]

x1 (t) = e−(δ−µ) t und x2 (t) = e−(δ+µ) t . (7.40)

Zu jedem λ1,2 gehört nunmehr eine Lösung, sodass sich die allgemeine Lösung aus der Linear-
kombination der beiden Teillösungen ergibt zu [42]

x (t) = A1 e
λ1 t +A2 t e

λ2 t = e−δ t
(
A1 e

µ t +A2 e
−µ1 t

)
. (7.41)
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Die beiden Konstanten A1 und A2 werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt. Wegen δ > µ
stellt die allgemeine Lösung für den Fall starker Dämpfung (7.41) eine exponentiell abklingen-
de Bewegung dar. Im Detail weist der Ausschlag höchstens einen Extremwert und höchstens
einen Nulldurchgang auf [42]. Da die beschriebene Bewegung keine Schwingung im engeren Sinn
darstellt, wird sie Kriechbewegung genannt [52], [150].

7.3.4 Aperiodischer Grenzfall

Der aperiodische Grenzfall ist charakterisiert durch D = 1 bzw. δ = ω0 [14], [18], [52], [150].
Gleichung (7.28) liefert die beiden zusammenfallenden Wurzeln λ1 = λ2 = −δ als identische
reelle, negative Lösung. Entsprechend liefert der Ansatz (7.22) lediglich eine unabhängige Lö-
sung x1 (t) = e−δ t. Um eine zweite, davon linear unabhängige, Lösung zu erhalten, wird eine
Grenzwertbetrachtung durchgeführt [42]. Ausgehend vom Fall starker Dämpfung δ > ω0 wird
der Grenzwert für δ → ω0 betrachtet. Dann strebt µ = ω0

√
µ2 − ω2

0 gegen 0. Für µ > 0 ist

Ψ (µ, t) =
1

2µ

(
e(−δ+µ) t − e(−δ−µ) t

)
=
eµ t − e−µ t

2µ
e−δ t (7.42)

eine Lösung der Di�erentialgleichung [42]. Es ist

lim
µ→0

eδ t − e−µ t

2µ
=

d
dµ

sinh (µ t)

∣∣∣∣
µ=0

= t ,

lim
µ→0

Ψ (µ t) = t e−δ t = x2 (t) .

Die lineare Unabhängigkeit der beiden Lösungen x1 (t) = e−δ t und x2 (t) = t e−δ t wird durch
die Wronski-Determinante überprüft. Im Nullpunkt ist [42]

W (0) = det

(
x1 (0) x2 (0)
x′1 (0) x′2 (0)

)
= det

(
1 0
−δ 1

)
= 1 6= 0 . (7.43)

Die beiden Lösungen bilden damit ein Lösungsfundamentalsystem im aperiodischen Grenzfall,
und die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung (7.20) lautet

x (t) = A1 e
λ1 t +A2 t e

λ1 t = (A1 +A2 t) e
−δ t . (7.44)

Gleichung (7.44) beschreibt, analog zur allgemeinen Lösung bei starker Dämpfung (7.41), eine
exponentiell abklingende Bewegung, die ebenfalls kriechend erfolgt [52], [150]. Da im Grenzfall
δ = ω0 gilt, ergibt sich die Dämpfungskonstante zu d = 2

√
mc. Im Detail geht der Ausschlag

im aperiodischen Grenzfall D = 1 schneller gegen Null, als bei starker Dämpfung [52].

7.4 Dynamisches Materialgesetz

Die Frequenzbereichsdarstellung linear viskoelastischer Sto�gesetze sowie die Einführung des
komplexen Moduls ist in Brinson und Brinson 2008 [16] sowie Popov 2012 [133] beschrie-
ben, und in den Ausführungen von Schmidt und Gaul 2007 [144] bzw. Schmidt 2003 [145]
angewendet.
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7.4.1 Gedächtnisintegral

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen wird durch den Elastizitätsmodul
bzw. die Stei�gkeit eines Materials dargestellt. Er unterscheidet sich dabei nach der Art der
Belastung. Bei (quasi-)statischer Belastung ist der entsprechend (quasi-)statische Elastizitäts-
modul bzw. die (quasi-)statische Stei�gkeit ein konstanter, zeitinvarianter Werksto�kennwert,
E (∞), wie in den Ausführungen in Kapitel 4 vorausgesetzt. Bei dynamischer Belastung ist der
entsprechend dynamische Elastizitätsmodul bzw. die dynamische Stei�gkeit ein zeitabhängiger
Werksto�kennwert, E (t) [16], [133].

Zunächst wird eine beliebige, zeitabhängige Verzerrung ε (t) vorausgesetzt. Die Approximation
von deren Verlauf über die Zeit erfolgt über die Summation von sich zeitlich über die in�nitesima-
len Zeitintervalle dt′ ändernde Stufenfunktionen. Die zum Zeitpunkt t′ zugehörige in�nitesimale
Amplitude ist dε (t′) = ε̇ (t′) dt′. Die resultierende in�nitesimale Spannungsänderung in jedem
in�nitesimalen Zeitintervall ist dσ = E (t− t′) ε̇ (t′) dt′ als linearer Zusammenhang der mo-
mentanen Stei�gkeit und der in�nitesimalen Veränderung der Verzerrung [133]. Dabei stellt der
Ausdruck (t− t′) die Zeitdauer zwischen dem Beginn des in�nitesimalen Betrachtungszeitraumes
t′ und dem momentanen Zeitpunkt t dar [133]. Die gesamte resultierende Spannung zu jedem
Zeitpunkt t ergibt sich über Integration zu

σ (t) =

∫ t

−∞
E
(
t− t′

)
ε̇
(
t′
)

dt′ . (7.45)

Die Voraussetzung einer beliebigen, zeitabhängigen Spannung σ (t) führt auf den inversen Zu-
sammenhang (vgl. Gleichung (4.10) in Kapitel 4, Abschnitt 4.1.1) für die gesamte resultierende
Verzerrung zu jedem Zeitpunkt t durch Integration zu

ε (t) =

∫ t

−∞
S
(
t− t′

)
σ̇
(
t′
)

dt′ . (7.46)

Die beiden Gleichungen (7.45) und (7.46) liefern σ (t) als die resultierenden Spannungen bei vor-
gegebener Verzerrung bzw. ε (t) als die resultierenden Verzerrungen bei vorgegebener Spannung,
jeweils zum Zeitpunkt t. Die Gröÿen ergeben sich dabei durch Gewichtung der dynamischen
Stei�gkeit E (t) bzw. der dynamischen Nachgiebigkeit S (t), jeweils als zeitabhängiger Werk-
sto�kennwert, mit der zeitabhängigen Veränderung der Verzerrungen ε (t) bzw. der Spannungen
σ (t). Deshalb werden die dynamische Stei�gkeit E (t) bzw. die dynamische Nachgiebigkeit S (t)
als zeitabhängige Werksto�kennwerte auch als sog. Gedächtnisfunktionen nach Boltzmann3

bezeichnet [133].

Die streng mathematische Formulierung der beiden Gleichungen (7.45) und (7.46) als uneigent-
liche Integrale mit der unteren Integrationsgrenze −∞ scheint dabei nicht sofort einsichtig, da
in den meisten strukturmechanischen Problemstellungen der Zeitpunkt des Beginns einer struk-
turmechanisch relevanten Belastung ((quasi-)statisch oder dynamisch) bekannt ist. Dabei ist
es jedoch v. a. bei Kunststo�en als polymere Werksto�e notwendig, vorhergegangene Belas-
tungsereignisse, eventuell bis hin zur Polymerisation bzw. zum Produktionsprozess, sorgfältig
zu berücksichtigen [16]. Darüber hinaus ist eventuell die Berücksichtigung vorhergegangener
Temperaturbelastungen und/oder Umweltein�üsse relevant, die zu resultierenden, als im Ma-
terial verbliebene, sog. eingefrorenen, Spannungen (auch Eigenspannungen) führen können. Die
zuvor genannten E�ekte können Auswirkungen auf die molekulare Struktur des Material ha-
ben, sodass diese in der strukturmechanischen Berechnung nicht mehr vernachlässigbar sind.
Charakteristische Materialeigenschaften sind in Abschnitt 3.3 exemplarisch für Epoxidharze als

3 Ludwig Eduard Boltzmann, * 20. Februar 1844 in Wien, † 5. September 1906 in Duino bei Triest.
Österreichischer Physiker und Philosoph.
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Duroplaste detailliert beschrieben, die als polymerer Matrixwerksto� häu�g in faserverstärkten
Kunststo�en verwendet werden. E�ekte von, im Verbundmaterial verbliebenen, Eigenspannun-
gen aufgrund der Schwindung bzw. Temperaturbelastung in der Faser-Matrix-Grenz�äche als
Schubspannungen, sind entsprechend beispielsweise in Bode 1996 [15] untersucht worden [16].

7.5 Frequenzbereichsdarstellung

Die Frequenzbereichsdarstellung linear viskoelastischer Werksto�gesetze erfolgt unter der Vor-
aussetzung einer harmonischen Veränderung der Verzerrungen

ε (t) = ε̂ cos (ω t) , (7.47)

als Erregung, die, nach einem eventuellen inhomogenen Einschwingvorgang, eine periodische Än-
derung der Spannungen σ (t) mit gleicher Frequenz ω bedingt [133]. Die reelle Funktion cos (ω t)
lässt sich über die Euler'schen Formeln als Summe mit zwei betragsgleichen komplexen Expo-
nenten mit entgegengesetztem Vorzeichen formulieren,

cos (ω t) =
1

2

(
eiω t + e−iω t

)
. (7.48)

Aufgrund der Gültigkeit des Superpositionsprinzips ergeben sich die Spannungen basierend auf
den beiden komplexen Schwingungen

ε (t) = ε̃ eiω t und ε (t) = ε̃ e−iω t (7.49)

mit anschlieÿender Summation. Einsetzen von ε (t) = ε̃ eiω t in Gleichung (7.45) liefert die Span-
nungen

σ (t) =

∫ t

−∞
E
(
t− t′

)
iω ε̃ eiω t

′
dt′ . (7.50)

Die Substitution τ = t − t′ führt auf eine alternative Formulierung des uneigentlichen Integrals
mit der oberen bzw. der unteren Integrationsgrenze 0 bzw. ∞ [133]. Sie lautet

σ (t) = iω ε̃ eiω t
∫ ∞

0
E (τ) e−iω τdτ

= E∗ (ω) ε̃ eiω t (7.51)

= E∗ (ω) ε (t) . (7.52)

Der, im allgemeinen Fall komplexe, Proportionalitätskoe�zient

E∗ (ω) = iω
∫ ∞

0
E (τ) e−iω τdτ (7.53)

wird als sog. komplexer Modul, komplexe Stei�gkeit oder komplexer Elastizitätsmodul bezeichnet
[16], [133]. Dabei wird der Realteil E′ (ω) = ReE∗ (ω) als Speichermodul, und der Imaginärteil
E′′ (ω) = ImE∗ (ω) als Verlustmodul bezeichnet.

Die Amplitude der resultierenden Spannungen |σ (t)| ergibt sich durch die Betragsbildung des
komplexen Ausdrucks zu

|σ (t)| =
∣∣E∗ (ω) ε̃ eiω t

∣∣ = |E∗ (ω)| |ε̃|
∣∣eiω t∣∣ , (7.54)
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und wegen
∣∣eiω t∣∣ = 1 folgt

|σ (t)| = |E∗ (ω)| |ε̃| . (7.55)

Damit hängen die Amplituden der Spannungen bzw. der Verzerrungen direkt vom Betrag des
komplexen Moduls ab [133].

7.6 Komplexe strukturdynamische Werksto�kennwerte

Zunächst wird eine harmonische Veränderung der Verzerrungen vorausgesetzt,

ε (t) = ε0 e
iω t . (7.56)

In der Realität entspricht dies entweder dem Realteil oder dem Imaginärteil als Kosinus- bzw. Si-
nusschwingung, wobei in der analytischen Betrachtung die Formulierung als Exponentialfunktion
mit komplexem Exponent günstiger ist. Zusätzlich sind die weiteren Ausführungen lediglich für
den stationären Zustand als homogene Frequenzantwort gültig, der sich nach einem eventuellen
inhomogenen Einschwingvorgang einstellt [16]. Die Voraussetzung (7.56) führt auf

σ (t) = σ∗ eiω t (7.57)

als resultierende Spannungen in der Formulierung als Exponentialfunktion mit komplexem Ex-
ponent. Dabei ist ω die Kreisfrequenz der harmonischen Veränderung der Verzerrungen. Für die
komplexe Gröÿe σ∗ gilt weiterhin

σ∗ = ε0E
∗ (iω) (7.58)

sodass sich die resultierenden Spannungen ergeben zu

σ (t) = ε0E
∗ (iω) eiω t . (7.59)

Dabei ist E∗ der sog. komplexe Modul, als Summe von Realteil und Imaginärteil,

E∗ (iω) = E′ (ω) + iE′′ (ω) . (7.60)

Der Realteil ist der sog. Speichermodul, ReE∗ (iω) = E′ (ω), und der Imaginärteil ist der sog.
Verlustmodul, ImE∗ (iω) = E′′ (ω) [16].

Aus den Gleichungen (7.56) und (7.59) folgt der direkte Zusammenhang zwischen den zeitabhän-
gigen Spannungen und den zeitabhängigen Verzerrungen über den komplexen Modul im Falle
einer harmonischen Belastung zu

σ (t) = E∗ (iω) ε (t) . (7.61)

Bei harmonischer Veränderung der Spannungen anstatt der Verzerrungen, wie in Gleichung
(7.56) vorausgesetzt, liefert die analoge Vorgehensweise die komplexe Nachgiebigkeit S∗ (iω) =
S′ (ω) + iS′′ (ω). Dabei ist der Realteil die sog. Speichernachgiebigkeit, ReS∗ (iω) = S′ (ω),
und der Imaginärteil ist die sog. Verlustnachgiebigkeit, ImS∗ (iω) = S′′ (ω) [16]. Der inverse
Zusammenhang zwischen den zeitabhängigen Verzerrungen und den zeitabhängigen Spannungen
über die komplexe Nachgiebigkeit lautet ε (t) = S∗ (iω) σ (t) (vgl. Gleichung (4.10) in Kapitel
4, Abschnitt 4.1.1).
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7.6.1 Kelvin-Voigt-Element

Als sog. Kelvin4-Voigt5-Element (teilweise auch nur Kelvin-Element) wird, der bereits in Ab-
schnitt 7.3 behandelte, harmonische Oszillator als Einmassenschwinger bezeichnet. Dabei handelt
es sich im Detail um eine Parallelschaltung der beiden rheologischen Modellkörper einer idea-
len linear-elastischen Feder und eines idealen linear-viskosen Dämpfers [16], [133]. Der komplexe
Modul des Kelvin-Voigt-Elements ist

E∗ (iω) = E + i dω = E (1 + i η ω) , (7.62)

wobei d die sog. Dämpfungskonstante ist (vgl. Gleichung (7.19) und η = d
E gilt [16]. Der Realteil

und der Imaginärteil in Gleichung (7.62) sind der Speichermodul und Verlustmodul

E′ (ω) = E und E′′ (ω) = dω . (7.63)

Die komplexe Nachgiebigkeit ergibt sich aus dem inversen Zusammenhang zuD∗ (iω) = E−i dω
E2+d2 ω2 ,

mit der SpeichernachgiebigkeitD′ (ω) = E
E2+d2 ω2 und der VerlustnachgiebigkeitD′′ (ω) = −dω

E2+d2 ω2 .

Die zuvor formulierten Zusammenhänge ergeben sich analog durch die Lösung der inhomogenen
Di�erentialgleichung desKelvin-Voigt-Elements (7.19), unter der Voraussetzung harmonischer
Veränderung der Verzerrungen, ε0 [cos (ω t)].

7.6.2 Physikalische Interpretation

Zur physikalischen Interpretation des Materialverhaltens unter harmonischer Belastung sowie
des komplexen Moduls als Summe des Speichermoduls und Verlustmoduls werden die Realteile
der komplexen Verzerrungen bzw. der resultierenden komplexen Spannungen betrachtet,

ε (t) = Re
(
ε0 e

iω t
)

=

= ε0 cos (ω t) bzw. (7.64)

σ (t) = Re
[
ε0E

∗ (iω) eiω t
]

=

= Re
{
ε0

[
E′ (ω) + iE′′ (ω)

]
[cos (ω t) + i sin (ω t)]

}
=

= ε0

[
E′ (ω) cos (ω t)− E′′ (ω) sin (ω t)

]
. (7.65)

Die zuvor formulierten Zusammenhänge stellen das linear viskoelastische Materialverhalten unter
harmonischer Belastung dar. Die kosinusförmige Veränderung der Verzerrungen über die Zeit
verursacht entsprechend kosinusförmige resultierende Spannungen. Die Spannungen sind zu den
Verzerrungen jedoch phasenverschoben, wobei die Spannungen den Verzerrungen nachlaufen [16].

Die Ursache für die Phasenverschiebung δ bzw. das Nachlaufen der resultierenden Spannungen
zu den aufgebrachten Verzerrungen wird durch die Formulierung des komplexen Moduls mit
Betrag und Phasenwinkel in der komplexen Ebene veranschaulicht. Dabei ist

E∗ (iω) = E′ (ω) + iE′′ (ω) = |E∗ (iω)| ei δ(ω) (7.66)

4 William Thomson, 1. Baron Kelvin, meist Lord Kelvin oder Kelvin of Largs, * 26. Juni 1824 in Belfast
(Nordirland), † 17. Dezember 1907 in Netherhall bei Largs (Schottland). In Irland geborener britischer
Physiker.

5 Woldemar Voigt, * 2. September 1850 in Leipzig, † 13. Dezember 1919 in Göttingen. Deutscher Physiker;
Gilt als Begründer der Festkörperphysik
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wobei für den Betrag des komplexen Moduls bzw. den Phasenwinkel gilt

|E∗ (iω)| =
√
E′ (ω)2 + E′′ (ω)2 bzw. tan δ (ω) =

E′′ (ω)

E′ (ω)
. (7.67)

Die resultierenden Spannungen σ (t) unter der Voraussetzung einer harmonischen Veränderung
der Verzerrungen ε (t) = ε0 cos (ω t) ergeben sich entsprechend zu

σ (t) = Re
(
ε0 |E∗ (iω)| ei(ω t+δ(ω))

)
=

= ε0 |E∗ (iω)| cos (ω t+ δ (ω)) , (7.68)

wobei die resultierenden Spannungen σ (t) der aufgebrachten harmonischen Veränderung der
Verzerrungen ε (t) deutlich um den Phasenwinkel δ (ω) nachlaufen. Der Phasenwinkel δ (ω) ist
ein charakteristischer Materialkennwert, der i. a. von der Kreisfrequenz ω abhängt, und in der
Literatur teilweise unterschiedliche Bezeichnungen hat [16].

7.6.3 Energiedissipation

Hier wird auf die Ermittlung der, in einem linear viskoelastischen Material während eines voll-
ständigen Belastungszyklus bei dynamischer Belastung, dissipierten Energie eingegangen. Dabei
wird eine symmetrische Belastung vorausgesetzt, d. h. eine anfängliche Belastung, ausgehend
vom unverformten Zustand in den verformten Zustand aufgrund resultierender Verzerrungen,
mit darauf folgender Entlastung vom verformten Zustand in den unverformten Zustand (also zur
Ausgangskon�guration), und damit Wegnahme aller Verzerrungen. Der Zusammenhang zwischen
Arbeit und Energie wird schlieÿlich zeigen, dass die dissipierte Energie direkt proportional zum
Verlustmodul ist [16]. Die Arbeit einer Einheitszelle eines beanspruchten Materials ist

W =

∫
σ dε =

∫ t

0
σ ε̇dt . (7.69)

Unabhängig vom vorausgesetzten bzw. realen Materialverhalten (ideal-elastisch, linear-visko-
elastisch, etc.) verursacht ein vollständiger Zyklus einer harmonischen, sog. symmetrischen, Be-
lastung die Speicherung von Energie in den, durch die Beanspruchungen verursachten, verformten
Zustand durch Verzerrungen. Eine anschlieÿende Entlastung bis zum Verschwinden der Bean-
spruchungen bei gleichzeitigem Rückgang in den ursprünglichen, unverformten Zustand setzt die
gesamte, zunächst gespeicherte, (Verzerrungs-)Energie wieder frei, sodass keine weitere Ener-
gie mehr gespeichert ist. Der Betrag der, in einem vollständigen Belastungszyklus, dissipierten
Energie Wdiss ergibt sich entsprechend durch die Integration von Gleichung (7.69) über die Pe-
riodendauer T = 2π

ω zu [16]

Wdiss =

∮
σ dε =

∫ 2π
ω

0
σ ε̇ dt . (7.70)

Unter der Voraussetzung eines linear-viskoelastischen Materialverhaltens ergibt sich die resultie-
rende Spannung als Funktion der aufgebrachten Verzerrungen über den komplexen Modul, wie
in Gleichung (7.61) angegeben. Die Formulierung mit dem komplexen Modul in den Termen des
Speichermoduls und des Verlustmoduls liefert

σ (t) = E∗ (iω) ε (t) =

= E′ (ω) ε (t) +
E′′ (ω)

ω
iω t ε (t) =
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= E′ (ω) ε (t) +
E′′ (ω)

ω
ε̇ (t) . (7.71)

Die Berechnung der, während eines vollständigen Belastungszyklus, dissipierten Energie Wdiss

erfolgt durch Einsetzen von Gleichung (7.71) in Gleichung (7.70). Für sinusförmig aufgebrachte
Verzerrungen ε (t) = ε0 sin (ω t) gilt

Wdiss =

∫ 2π
ω

0
σ ε̇dt =

=

∫ 2π
ω

0

[
E′ (ω) ε (t) +

E′′ (ω)

ω
ε̇ (t)

]
ε̇dt =

= ε2
0 ω π E

′′ . (7.72)

Gleichung (7.72) stellt die zuvor genannte, direkte Proportionalität zwischen der, während eines
vollständigen Belastungszyklus, dissipierten Energie Wdiss und dem Verlustmodul E′′ dar [16].
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Die beschreibenden Di�erentialgleichungen eines Tragwerks können, abhängig von den getrof-
fenen Voraussetzungen, Annahmen und Randbedingungen, mit mehreren Methoden hergeleitet
werden. Die gewonnenen Di�erentialgleichungen beschreiben die Zusammenhänge von Belastun-
gen, Verformungen und Beanspruchungen des Tragwerks. Eine Möglichkeit der Herleitung basiert
auf dem Newton'schen Grundgesetz. Dabei werden nacheinander [53]

� die Gleichgewichtsbedingungen am in�nitesimalen Element formuliert, die den Zusammen-
hang zwischen äuÿeren Lasten und inneren Kräften (Schnittgröÿen) beschreiben,

� die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen vom unverformten zum verformten Tragwerk
formuliert, die die Verschiebungsgröÿen mit den Verzerrungsgröÿen verbindet, und

� ein zu Grunde gelegtes Materialgesetz, das die Beziehung zwischen Kraft- und Deformati-
onsgröÿen beschreibt, formuliert und eingesetzt.

Analog dazu führt die Anwendung des Arbeitsbegri�es der Mechanik mit dem Hamilton1'schen
Prinzips und der Lagrange2'schen Gleichung ebenfalls auf die beschreibenden Di�erentialglei-
chungen eines Tragwerks. Für die Transversalschwingungen des homogenen isotropen Balkens ist
dies beispielsweise in Hagedorn 1989 [58] aufgezeigt, während die analogen Zusammenhänge
für den Laminatbalken in Altenbach, Altenbach und Kissing 2004 [1] zu �nden sind.

Entsprechend der, in unterschiedlichem Maÿe, vereinfachend getro�enen Voraussetzungen, füh-
ren diese Vorgehen auf Theorien erster bzw. höherer Ordnung. Theorien erster Ordnung bedingen
teilweise stark vereinfachende Voraussetzungen und damit Einschränkungen für die Gültigkeit
bzw. Anwendbarkeit. Höherwertige Theorien beschreiben die Zusammenhänge meist allgemei-
ner und realitätsnäher, sind jedoch komplexer in ihrer Formulierung und v. a. in ihrer Lösung.
Eine groÿe Auswahl bekannter Balkentheorien ist in Karnovsky und Lebed 2004 [73] ausführ-
lich dargestellt. Ein ausführlicher Beitrag zur historischen Entwicklung ist in Gebbeken 1988
[45] gegeben [46]. Dabei wird auf die Balkentheorien nach Bresse3-Timoshenko4 (auch nur
Timoshenko) und nach Euler5-Bernoulli6 (auch nur Bernoulli) eingegangen.

Die folgenden Ausführungen orientieren sich v. a. an Altenbach, Altenbach und Kissing
2004 [1],Altenbach,Altenbach und Rikards 1996 [2],Dresig und Fidlin 2014 [28],Gross
et al. 2011 [51] und Gross et al. 2004 [53], Jones 1999 [69], Szabo 2003 [154], Szabo 2001
[155] und Weigand 1962 [167].

Im Hinblick auf die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der �achen stabförmi-
gen Probekörper, wie in Kapitel 10 beschrieben, stehen Biegewellen von Balken im Mittelpunkt.

1 William Rowan Hamilton, * 4. August 1805 in Dublin, † 2. September 1865 in Dunsink bei Dublin.
Irischer Mathematiker und Physiker.

2 Joseph-Louis de Lagrange, * 25. Januar 1736 in Turin als Giuseppe Lodovico Lagrangia, † 10. April 1813
in Paris. Italienischer Mathematiker und Astronom.

3 Jacques Antoine Charles Bresse, * 9. Oktober in Vienne, † 22. Mai 1883 in Paris. Französischer Inge-
nieur und Mathematiker.

4 Stepan Prokopowytsch Tymoschenko, * 23. Dezember 1878 in Schpotiwka bei Poltawa, Ukraine, † 29.
Mai 1972 in Wuppertal-Elberfeld. Pionier der angewandten Mechanik.

5 Leonhard Euler, * 15. April 1707 in Basel, † 18. September 1783 in Sankt Petersburg. Schweizer Mathe-
matiker; wird als einer der bedeutendsten gesehen.

6 Jakob I. Bernoulli, * 6. Januar 1655 in Basel, † 16. August 1705 ebd.. Schweizer Mathematiker und
Physiker; Onkel von Daniel Bernoulli.
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Dabei handelt es sich um Transversalwellen als Verschiebungen quer zur Balkenachse infolge
von Biegemomenten und Querkräften unter Trägheitsein�uÿ [54]. Aus Gründen der Einfach-
heit werden hier alle thermischen und hygrothermalen E�ekte (Ein�uss der Temperatur und
Feuchte) vernachlässigt. Diese können jedoch v. a. beim Einsatz geschichteter Strukturen aus
faserverstärkten Kunststo�en relevant sein.

8.1 Eigenschaften des Balkens als mechanisches Tragwerk

Balken sind Tragwerke, bei denen die Abmessung in eine Dimension (Längsrichtung, meist x-
Richtung) gegenüber den beiden dazu senkrechten Querschnittsdimensionen (y-Richtung aus der
Ebene heraus und z-Richtung nach unten) dominiert. Die Balkenachse z = 0 ist die ursprünglich
gerade Verbindungslinie der Querschnittsschwerpunkte [154]. Aus diesem Grund zählen Balken
zu den Linientragwerken [53]. Bezüglich der sog. neutralen Faser sind Biegung und Verzerrung
voneinander entkoppelt. Die Schnittgröÿen eines Balkens sind im allgemeinen Querkräfte in z-
Richtung Qz, Längs- oder Normalkräfte in x-Richtung Nx und Biegemomente um die y-Achse
My. Sie werden durch die Belastungen in Richtung der Balkenachse px und senkrecht dazu qz
hervorgerufen. Die zugehörigen Di�erentialgleichungen der Biegung und den dazugehörigen Bie-
geschwingungen werden unter verschiedenen vereinfachenden Voraussetzungen hergeleitet [154].
Dabei ist das Ziel der di�erentiellen Beschreibung der Deformation des Balkens durch die Biege-
linie w (auch elastische Linie oder Elastika) der Balkenachse x = [0;L], y = 0, z = 0, die, neben
den physikalischen Parametern der Dichte % und der Stei�gkeit E bzw. G sowie den geometri-
schen Parametern der Querschnitts�äche A bzw. des Flächenträgheitsmomentes 2. Ordnung I,
als Variablen lediglich noch die Verformungen und die entsprechenden Belastungen enthält.

Während die Beanspruchungen im Balken bei statischer bzw. quasi-statischer Belastung lediglich
vom Ort x abhängig sind, sind die Beanspruchungen beim transversalschwingenden Balken von
Ort x und Zeit t abhängig. Balkenschwingungen können als linear schwingendes kontinuierliches
mechanisches System behandelt werden [58]. Im Gegensatz zu diskreten Systemen sind die für die
Schwingungen maÿgeblichen physikalischen Gröÿen, wie z. B. Masse und Stei�gkeit, kontinuier-
lich verteilt. Sie besitzen unendlich viele Freiheitsgrade wobei unendlich viele Eigenkreisfrequen-
zen bzw. Eigenfrequenzen und Eigenformen auftreten. Lineare Schwingungen kontinuierlicher
mechanischer Systeme werden durch partielle Di�erentialgleichungen beschrieben [53].

Anmerkung zu Bezeichnung und Indizierung
Die Bezeichnung und Indizierung von Gröÿen bei der Beschreibung von Tragwerken in der tech-
nischen Mechanik hängt von der Art des Tragwerks ab. Dabei ist hier die Anwendung auf Lini-
entragwerke und Flächentragwerke relevant.

Bei der mechanischen Betrachtung von Balken hängen alle ortsabhängigen Gröÿen lediglich von
der Position x auf dem Tragwerk ab. Damit sind Balken sog. eindimensionale Tragwerke oder
Linientragwerke. Im Falle von Laminatbalken muss jedoch zur eindeutigen Behandlung zunächst
auf die Behandlung als Flächentragwerk zurückgegri�en werden, wie in Kapitel 6 in Abschnitt 6.3
dargestellt. Die mechanische Beschreibung von geschichteten Balken basiert auf der zweidimen-
sionalen Laminattheorie, die um die Dimension der Breite reduziert wird. Die Laminattheorie
basiert ihrerseits auf der Plattentheorie, und damit auf der Betrachtung als Flächentragwerk.

Die allgemeine Belastungen q senkrecht zur Tragwerksebene bzw. Tragwerksachse werden in
beiden Fällen mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Belastung q bei Flächentragwerken wird als
Flächenlast q (x, y) bzw. q (x, y, t) vorausgesetzt, mit [q] = N

m2 . Bei Linientragwerken wird sie als
Linienlast q (x) bzw. q (x, t) angenommen, mit [q] = N

m .

Schnittgröÿen und Eigenschaften werden abhängig von der Art des Tragwerks bezeichnet und
indiziert. Die Schnittgröÿen und Eigenschaften von Flächentragwerken werden in der Literatur
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oft mit Kleinbuchstaben angegeben. Die Indizierung erfolgt in diesem Fall nach der Orientierung
der hervorrufenden Spannungen. Dies führt auf eine doppelte Indizierung. Sie gibt an erster Stelle
die Achse an, zu der das jeweilige Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Orientierung
der verursachenden Spannungen. Bei Flächentragwerken sind die Schnittgröÿen stets längenbe-
zogen. Für Momentenschnittgröÿen gilt [m] = Nm

m und für Kraftschnittgröÿen [n] = [q] = N
m . Die

entsprechenden Zusammenhänge für Flächentragwerke sind in Abschnitt 6.3.4 dargestellt. Bei
Linientragwerken werden die Schnittgröÿen und Eigenschaften meist mit Groÿbuchstaben ange-
geben. Sie werden nach der Orientierung der Gröÿe indiziert. Damit lauten die Schnittgröÿen im
Einzelnen, für die Querkraft in z-Richtung Qz, für die Längs- oder Normalkraft in x-Richtung
Nx und für das Biegemoment um die y-Achse My. Die Einheit der Schnittgröÿe entspricht der
Art der Schnittgröÿe, [Q] = [N ] = N und [M ] = Nm.

In den folgenden Herleitungen der beschreibenden Di�erentialgleichungen wird aus Gründen der
Eindeutigkeit sowie aus Gründen der Übersichtlichkeit auf die Indizierung verzichtet.

In der ausgeführten, transienten Betrachtung treten gleichzeitig Abhängigkeiten vom Ort x oder
von der Zeit t auf. Zur zusätzlichen Vereinfachung wird auf die Angabe der Abhängigkeiten
vom Ort x oder von der Zeit t teilweise ebenfalls verzichtet, und lediglich an geeigneter Stelle
angegeben. Im Gegensatz zur (quasi-)statischen Betrachtung, bei der gewöhnliche Di�erentiale d
auftreten, treten im Zuge der transienten Betrachtung partielle Di�erentiale ∂ auf. Dabei werden
die in der Mechanik üblichen Abkürzungen

∂ ( )

∂x
= ( )′ und

∂ ( )

∂t
= ˙( ) (8.1)

für die jeweilige partielle Di�erentiation nach dem Ort x bzw. nach der Zeit t verwendet.

Einschränkungen im Hinblick auf die Geometrie der Probekörper
Im Hinblick auf die Geometrie der in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
verwendeten Probekörper, wie in Kapitel 10 in Abschnitt 10.3.2 beschrieben, werden die folgen-
den Zusammenhänge unter der Vernachlässigung nicht relevanter Gröÿen und Abhängigkeiten
dargestellt. Im Einzelnen sind dies:

� Die Breite b und die Dicke des Tragwerks h als geometrischen Abmessungen der Quer-
schnitts�äche A und damit das Flächenträgheitsmoment 2. Ordnung um die y-Achse I = Iy
als geometrische Parameter werden über die Länge in x-Richtung als konstant vorausge-
setzt, A(x) = A = const. und I(x) = Iy(x) = I = const..

� Die Dichte % und die Stei�gkeit E bzw. G als physikalische Parameter werden über die
Länge in x-Richtung als konstant vorausgesetzt, %(x) = % = const. und E(x) = E = const..

� Es treten keine Belastungen p = px und damit Beanspruchungen N = Nx in Richtung der
Balkenachse auf. Sie werden vernachlässigt, und es gilt p = px = 0.

� Auÿerdem sind die Ausführungen auf gerade bzw. einachsige Biegung beschränkt. Unter
dieser Voraussetzung sind die y-Achse und die z-Achse Hauptachsen des Querschnitts.
Belastungen verursachen als Schnittkräfte lediglich Querkräfte in z-Richtung Q = Qz und
Momente um die y-Achse M = My [51].

� Aufgrund des in Abschnitt 10.4 beschriebenen Versuchsaufbaus wird abschlieÿend stets
der Fall des einseitig fest eingespannten Balkens, auch Kragbalken genannt, ausführlich
dargestellt. Die Lösungen werden speziell für die Randbedingungen fest-frei ausgeführt.

8.2 Homogener isotroper Balken

Besitzt ein Tragwerk die zuvor genannten Eigenschaften, und besteht er aus einem einzigen Mate-
rial, das zudem keine richtungsabhängigen Eigenschaften besitzt, handelt es sich um einen homo-
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genen isotropen Balken. Es werden zunächst die Gleichgewichtsbedingungen, die Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen und das Materialgesetz dargestellt. Unter vereinfachenden Vorausset-
zungen wird das Elastizitätsgesetz für das Biegemoment und das Elastizitätsgesetz der Querkraft
ermittelt. Die Berücksichtigung der schubweichen Kinematik führt auf die allgemeinere Theorie
nach Bresse-Timoshenko. Weitere Vereinfachungen zur schubstarren Kinematik des Balken-
querschnitts liefern die Theorie nach Euler-Bernoulli. Die Zusammenhänge werden zunächst
basierend auf dem Newton'schen Grundgesetz und anschlieÿend unter der Anwendung des
Hamilton'schen Prinzips hergeleitet.

8.2.1 Gleichgewicht, Verschiebung-Verzerrung, Materialgesetz

Die Gleichgewichtsbedingungen und die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen für ein in�nite-
simales Balkenelement werden dargestellt. Das zugrunde gelegte Materialgesetz wird angegeben.

Gleichgewichtsbedingungen
In Abbildung 8.1 sind Belastungen und Schnittgröÿen am in�nitesimalen Balkenelement darge-
stellt. Die Belastungen und die daraus resultierenden Schnittgröÿen werden am unverformten
in�nitesimalen Balkenelement angesetzt, sodass eine geometrisch lineare Theorie folgt [76]. Die
in�nitesimale Änderung der Koordinate von x auf x + dx verursacht die di�erentiell kleinen
Änderungen der Schnittgröÿen [154]. Die Belastungen verursachen die Schnittgröÿen und rufen
so Spannungen im Tragwerk hervor. Terme, die von zweiter oder höherer Ordnung klein sind,
werden vernachlässigt.

px 
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dx 
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Abbildung 8.1: Belastungen und Schnittgröÿen am in�nitesimalen Balkenelement.

Das Kräftegleichgewicht in x-Richtung betrachtet die entsprechenden Kraftschnittgröÿen, und
führt auf ∂N∂x = −p. Aufgrund der getro�enen vereinfachenden Voraussetzung p = 0 ist die axiale
Gleichgewichtsbedingung hier nicht relevant.

Das Kräftegleichgewicht in z-Richtung betrachtet die entsprechenden Kraftschnittgröÿen, und
führt auf

−Q+

(
Q+

∂Q

∂x
dx

)
+ q dx = dm

∂2w

∂t2
,

∂Q

∂x
+ q = %A

∂2w

∂t2
,

Q′ + q = %A ẅ , (8.2)

wobei dF = dmẅ = %A ẅ die Massenträgheit des in�nitesimalen Balkenelementes ist.

Das Momentengleichgewicht um die y-Achse betrachtet die entsprechenden Momentenschnitt-
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gröÿen, und führt auf

−M +

(
M +

∂M

∂x
dx

)
−Qdx = dJy

∂2ψ

∂t2
,

∂M

∂x
−Q = % Iy

∂2ψ

∂t2
,

M ′ −Q = % Iy ψ̈ , (8.3)

wobei Iy = I das Flächenträgheitsmoment um die y-Achse und dM = dJy ψ̈ = % Iy ψ̈ die
Rotationsträgheit des in�nitesimalen Balkenelements um die y-Achse ist.

Bei (quasi-)statischer Betrachtung werden die Trägheitsterme in den Gleichungen (8.2) und (8.3)
vernachlässigt. Die statischen Gleichgewichtsbedingungen der Kraftschnittgröÿen und Momen-
tenschnittgröÿen am in�nitesimalen Balkenelement lauten damit [51], [154]

∂Q

∂x
= −q und

∂M

∂x
= Q bzw.

∂2M

∂x2
=
∂Q

∂x
= −q und kurz

Q′ = −q und M ′ = Q bzw. M ′′ = Q′ = −q . (8.4)

Dabei ist das Biegemoment M die resultierende Reaktion der über den Querschnitt verteilten
Normalspannungen σ und die Querkraft Q die resultierende Reaktion der über den Querschnitt
verteilten Schubspannungen τ . Sie ergeben sich zu [51]

M =

∫
A
z σ dA und Q =

∫
A
τ dA . (8.5)

Die Normalkraft N =
∫
A σ dA ist die resultierende Reaktion aufgrund der Belastungen p, die

jedoch im weiteren Verlauf vernachlässigt wird.

Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen
Mit den Verschiebungen u in x-Richtung und w in z-Richtung gilt

εx = ε =
∂u

∂x
= u′ und γxz = γ =

∂w

∂x
+
∂u

∂z
= w′ + ψ . (8.6)

Der Zusammenhang in Gleichung (8.6) folgt aus der getro�enen Voraussetzung einer geraden
bzw. einachsigen Biegung. Im Detail reduzieren sich die Gleichungen (4.15) und (4.16) auf den
eindimensionalen Fall. Deshalb kann zunächst auf die Indizes verzichtet werden. Die Verzerrung
ε und die Gleitung γ entsprechen der Deformation eines beliebigen Balkenelements dx dz.

Materialgesetz
Der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen ε und den Normalspannungen σ sowie zwischen
den Gleitungen γ und den Schubspannungen τ ist bei homogenem isotropem Material durch die
Elastizitätsgesetze

σ = E ε und τ = Gγ (8.7)

gegeben. Sie beschreiben linear elastisches Materialgesetz nach Hooke. Auch hier ergibt sich
Gleichung (8.7) im Detail aus der Reduktion der Gleichung (4.9) auf den eindimensionalen Fall.
Dabei ist das Schubmodul G kein unabhängiger Werksto�kennwert. Bei homogenen isotropen
Werksto�en sind der Schubmodul G und der Elastizitätsmodul E mit der Querverformungszahl
ν = − εquer

εlängs
, wie in Gleichung (4.4) de�niert, gekoppelt, und es gilt E = 2 (1 + ν) G bzw. G =

E
2 (1+ν) , wie in Gleichung (4.5) angegeben.
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Vereinfachende Voraussetzungen
Die angegebenen Gleichungen lassen zunächst keine eindeutige Ermittlung der Spannungen und
der Verschiebungen zu. Dafür werden sinnvoll zwei Annahmen über die Verschiebung der Punkte
eines Balkenquerschnitts an beliebiger Stelle x getro�en:

� Die Verschiebungen w in z-Richtung sind unabhängig von z. Sie hängen lediglich von x ab,
w = w(x). Alle Punkte eines Querschnitts erfahren die gleiche Durchbiegung. Dabei ändert
sich die Balkenhöhe nicht, εz = ∂w

∂z = 0.
� Querschnitte, die vor der Deformation eben waren, sind auch im deformierten Zustand
eben. Ein Querschnitt erfährt neben der Durchbiegung w eine reine Drehung ψ = ψ(x).
Für einen Punkt mit beliebigem Abstand z von der Balkenachse wird die Verschiebung u
in x-Richtung zu u = ψ z bzw. u(x,z) = ψ(x) z.

Elastizitätsgesetz der Biegung und Elastizitätsgesetz der Querkraft
Die zuvor getro�enen Annahmen in Gleichung (8.7) eingesetzt liefern mit der Abkürzung d()

dx = ()′

σ = E
∂u

∂x
= E ψ′ z , (8.8)

τ = G

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

)
= G

(
w′ + ψ

)
, (8.9)

mit w′ als Neigung der deformierten Balkenachse. Da |w′| � 1, wird der Neigungswinkel mit
α = w′ angenähert. Mit Gleichung (8.8) folgt aus (8.5) für das Moment

M = E ψ′
∫
z2 dA (8.10)

und für die Normalkraft N = E ψ′
∫
z dA, die jedoch aufgrund der Wahl des Koordinatensystems

mit der y-Achse als Schwereachse und dem Koordinatenursprungs des y-z-Koordinatensystems
als Schwerpunkt des Querschnitts verschwindet. Mit dem Flächenträgheitsmoment

I = Iy =

∫
z2 dA (8.11)

wird Gleichung (8.10) zu

M = E I ψ′ . (8.12)

Gleichung (8.12) ist das Elastizitätsgesetz für das Biegemoment, wobei der Proportionalitäts-
faktor EI als Biegestei�gkeit bezeichnet wird. Dabei ist die Änderung dψ über die Länge dx
proportional zum wirkenden Moment M .

Gleichung (8.9) liefert eine über die Querschnitts�äche konstante Schubspannung τ , als Folge der
vereinfachend getro�enen Annahmen. Dies tri�t in der Realität jedoch nicht zu. Die Schubspan-
nung τ ist über die Querschnitts�äche veränderlich und am oberen und unteren Rand z = ±h

2
Null, τz=±h

2
= 0, was sich anhand des Satzes über die Gleichheit einander zugeordneter Schub-

spannungen begründen lässt [51]. Die veränderliche Verteilung der Schubspannungen τ(z) wird
durch einen Korrekturfaktor berücksichtigt, sodass mit Gleichung (8.9) aus Gleichung (8.5) für
die Querkraft mit dem sog. Schubkorrekturfaktor κ geschrieben werden kann als

Q = κGA
(
w′ + ψ

)
,

Q = GAS

(
w′ + ψ

)
. (8.13)

Dabei wird die Abkürzung AS = κA als sog. Schub�äche bezeichnet. Unter der Wirkung der
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Querkraft Q erfährt das Balkenelement eine Schubverzerrung bzw. Gleitung (w′ + ψ). Gleichung
(8.13) ist das Elastizitätsgesetz für die Querkraft.

Der Schubfaktor oder Schubkorrekturfaktor κ berücksichtigt die ungleichförmige Verteilung der
Schubspannungen über den Querschnitt, sodass

AS = κA mit κ < 1 und damit AS < A (8.14)

gilt [1], [53]. Der Faktor κ hängt dabei von der Form des Querschnitts ab. Für die relevanten,
rechteckförmigen Querschnitte gilt κ = 5

6 (vgl. auch Abschnitt 8.4).

8.2.2 Schubdeformationstheorie erster Ordnung nach Timoshenko

Die Schubdeformationstheorie erster Ordnung für Balken nach Timoshenko berücksichtigt ne-
ben der reinen Biegung die Rotationsträgheit des Balkenquerschnitts sowie den Ein�uss der
Schubdeformation infolge von Querkräften. Die zugehörige Theorie wird meist nach Timo-
shenko (1878-1972) benannt, der 1922 dazu verö�entlicht hat. Die vollständigen Di�erenti-
algleichungen sind jedoch bereits 1859 von Bresse in seinem Lehrbuch angegeben worden, wie
in Hagedorn 1989 angegeben [58]. Die Theorie führt zu einer realitätsnahen mathematischen
Beschreibung der Biegeschwingungen von Balken.

Kinematik des Timoshenko-Balkens
Die Formulierung der Di�erentialgleichung geschieht durch die Berücksichtigung der Rotations-
trägheit des Querschnitts, % I, sowie durch die Voraussetzung eines schubweichen Querschnitts,
GAS. Die Voraussetzung der Schubweichheit als Timoshenko-Kinematik, wie in Abbildung
8.2 dargestellt, führt schlieÿlich auf die sog. Schubdeformationstheorie erster Ordnung. Die Ti-
moshenko-Hypothese setzt voraus, dass vor der Deformation zur Balkenachse senkrechte Quer-
schnittsebenen auch nach der Deformation eben sind, d. h. keine Verwölbung erleiden, sich je-
doch in Richtung der Balkenachse (in x-Richtung) und senkrecht dazu in Dickenrichtung (in
z-Richtung) verschieben können, sowie um die Dimension der Breite (um die y-Achse) verdre-
hen können, (w′ + ψ) 6= 0 bei endlich groÿer Querkraft Q [2]. Der Querschnitt hat damit den
kinematischen Freiheitsgrad 3 [1].

Dabei setzt sich die Verschiebung der Mittellinie w = w(x,t) im vorliegenden Fall aus den Anteilen
der Biegung und der Verformung durch Querkraft zusammen. Dabei wird der Winkel der Drehung
der Querschnitte aufgrund der Biegeverformung mit ψ bezeichnet. Die Neigung aufgrund der
Schubverformung w′ − ψ ist die Di�erenz der gesamten Neigung des Querschnitts w′ und dem
Anteil der Biegeverformung ψ. Abbildung 8.2 zeigt die Kinematik des Timoshenko-Balkens.

ψ 
wʹ-ψ 

wʹ 

Biegeverformung Schubverformung 

+ = 

Abbildung 8.2: Kinematik des Timoshenko-Balkens.

Die Di�erentialgleichungen der Kinematik des Biegebalkens mit Schubanteil lauten ausführlich
[87] (vgl. auch erste Gleichung (6.46))

εx (x, z) =
∂ u (x)

∂ x
− z ∂ ψy (x)

∂ x
und ψy (x) = −∂ w (x)

∂ x
+ γxz (x) bzw. kurz
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ε =
∂ u

∂ x
− z ∂ ψ

∂ x
= u′ − z ψ′ und ψ = −∂ w

∂ x
+ γ = −w′ + γ . (8.15)

Es sind somit eine Verzerrung und eine Gleitung von Null verschieden [1].

Newton'sches Prinzip
Mit den Gleichungen (8.2), (8.3), (8.12) und (8.13) stehen vier Di�erentialgleichungen zur Be-
stimmung der vier unbekannten Gröÿen M , Q, w und ψ zur Verfügung.

Die beiden Elastizitätsgesetze (8.12) und (8.13) werden in die beiden statischen Gleichgewichts-
bedingungen (8.2) und (8.3) eingesetzt. Im Einzelnen wird dafür die Di�erentiation des Elastizi-
tätsgesetzes der Querkraft (8.13) nach x in das Gleichgewicht (8.2) eingesetzt. Die Di�erentiation
des Elastizitätsgesetzes des Biegemoments (8.12) nach x und das Elastizitätsgesetz der Querkraft
(8.13) wird in den Drallsatz (8.3) eingesetzt. Das Vorgehen liefert

%A ẅ −
[
GAS

(
w′ + ψ

)]′
= q , (8.16)

% I ψ̈ −
[
E I ψ′

]′
+GAS

(
w′ + ψ

)
= 0 . (8.17)

In den beiden Gleichungen (8.16) und (8.17) sind die Schnittgröÿen M und Q eliminiert. Die
beiden Gleichungen sind zwei gekoppelte, partielle, transiente, lineare Di�erentialgleichungen
zweiter Ordnung, von denen die erste inhomogen und die zweite homogen ist.

Unter den vorher genannten vereinfachenden Einschränkungen im Hinblick auf die geometrischen
und physikalischen Parameter (A = const., I = const., % = const., E = const., G = const.,
κ = const. [54]) und der im weiteren Verlauf experimentell strukturdynamisch untersuchten
Probekörper lassen sich die Gleichungen (8.16) und (8.17) weiter vereinfachen und schlieÿlich
entkoppeln. Dazu wird im Elastizitätsgesetz des Biegemoments (8.12) und der Querkraft (8.13)
nacheinander das BiegemomentM , der Term (w′ + ψ) und die Querkraft Q durch Di�erentiation
und sinnvolle Ergänzung eliminiert.

Das detaillierte Vorgehen zur Entkopplung der beiden gekoppelten Di�erentialgleichungen (8.16)
und (8.17) setzt sich aus folgenden Einzelschritten zusammen:

� Die Gleichung (8.12) wird mit E I w′′ und die Gleichung (8.3) mit % I ẅ′ ergänzt. Um-
stellen und Ausklammern von E I bzw. % I ermöglicht das Ausklammern des Terms der
Schubverzerrung (w′ + ψ). Umgestellt ergeben sich

M = E I
(
w′ + ψ

)′ − E I w′′ , (8.18)

% I
(
w′ + ψ

)̈
− % I ẅ′ −M ′ +Q = 0 . (8.19)

� Zweimalige Di�erentiation von Gleichung (8.18) nach x und Au�ösen nach M ′′ liefert

M ′′ = E I
(
w′ + ψ

)′′′ − E I wlV . (8.20)

und die Di�erentiation von Gleichung (8.19) nach x liefert

% I
(
w′ + ψ

)̈ ′ − % I ẅ′′ −M ′′ +Q′ = 0 . (8.21)

� Gleichung (8.20) wird in Gleichung (8.21) eingesetzt, sodass

% I
(
w′ + ψ

)̈ ′ − % I ẅ′′ − E I (w′ + ψ
)′′′

+ EIwlV +Q′ = 0 . (8.22)

als entkoppelte Di�erentialgleichung folgt.
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� Zur Elimination des Terms der Schubverzerrung (w′ + ψ) wird das Elastizitätsgesetz der
Querkraft (8.13) in der Form (w′ + ψ) = Q

GAS
in Gleichung (8.22) eingesetzt. Zur Elimina-

tion der verbliebenen Terme der Ableitung der Querkraft nach dem Ort Q′ wird schlieÿlich
das Gleichgewicht (8.2) in der Form Q′ = %A ẅ − q eingesetzt.

Ausmultiplizieren und Umformen liefert

E I wlV + %A ẅ − % I
(

1 +
E A

GAS

)
ẅ′′ + %A

% I

GAS

¨̈w = q +
% I

GAS
q̈ − E I

GAS
q′′ (8.23)

als entkoppelte, partielle, transiente, lineare, inhomogene Di�erentialgleichung vierter Ordnung
mit konstanten Koe�zienten. Gleichung (8.24) beschreibt die Transversalschwingungen des schu-
belastischen Timoshenko-Balkens. Sie enthält die physikalischen und geometrischen Parameter,
sowie als Variablen lediglich noch die Durchbiegung w = w(x,t) und die senkrechte Belastung
q = q(x,t). Für freie Schwingungen von Balken mit konstantem Querschnitt gilt q = q(x,t) = 0
und die Di�erentialgleichung (8.23) wird zur homogenen Di�erentialgleichung

E I wlV + %A ẅ − % I
(

1 +
E A

GAS

)
ẅ′′ + %A

% I

GAS

¨̈w = 0 . (8.24)

Die Di�erentialgleichungen des Timoshenko-Balkens enthalten neben der vierten Ableitung von
w = w(x,t) nach dem Ort x und nach der Zeit t getrennt voneinander auch gemischte Ableitungen
nach Ort x und Zeit t.

Die Entkopplung der beiden Di�erentialgleichungen (8.16) und (8.17) zu (8.23) bzw. (8.24) erhöht
die Kontinuitätsanforderungen an die Durchbiegung w = w(x,t). Im Falle einer numerischen
Lösung würde die Elimination des Verdrehwinkels ψ = ψ(x,t) deshalb nicht durchgeführt [54].

Hamilton'sches Prinzip
Die Bewegungsgleichungen des schubelastischen Balkens werden zusätzlich nach dem Hamil-
ton'schen Prinzip, wie beispielsweise in Hagedorn 1989 [58] ausgeführt, hergeleitet.

Die potentielle Energie (Formänderungsenergie) ist in diesem Fall

U =
1

2

∫ l

x=0
E I ψ′ 2 dx+

1

2

∫ l

x=0
GAS

(
ψ − w′

)2
dx . (8.25)

Der Ausdruck der potentiellen Energie der Scherung ist um den von der Krümmung der Balken-
achse durch Biegemomente hervorgerufenen Anteil ψ auf (ψ − w′) zu korrigieren.

Die kinetische Energie ist

T =
1

2

∫ l

x=0
%A ẇ 2 dx+

1

2

∫ l

x=0
% I ψ̇ 2 dx , (8.26)

und setzt sich zusammen aus der translatorischen Trägheit der Balkenachse in z-Richtung und
dem rotatorischen Anteil des Querschnitts um die y-Achse.

Mit der Lagrange'schen Funktion L = T −U und unter der Voraussetzung, dass lediglich eine
Streckenlast q = q(x,t) und keine davon unabhängigen Momente den Balken belasten, ergibt sich
nach dem Hamilton'schen Prinzip für den frei schwingenden Balken

δ

∫ t2

t1

Ldt = δ

∫ t2

t1

∫ l

x=0

1

2

[
%A ẇ 2 + % I ψ̇ 2 − E I ψ′ 2 −GAS

(
ψ − w′

)2]
dx dt+

+

∫ t2

t1

∫ l

x=0
q δw dx dt = 0 . (8.27)
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Die Variation der potentiellen Energie U ergibt sich nach zweimaliger Teilintegration zu

δU =

∫ l

x=0
E I ψ′ δψ′dx+

∫ l

x=0
GAS

(
ψ − w′

)
δ
(
ψ − w′

)
dx =

=

∫ l

x=0

{[
GAS

(
ψ − w′

)]′
δw +

[
GAS

(
ψ − w′

)
−
(
E I ψ′

)′]
δψ
}

dx−

− GAS

(
ψ − w′

)
δw

∣∣∣∣l
0

+
[
E I ψ′

]
δψ

∣∣∣∣l
0

. (8.28)

Die Variation der kinetischen Energie ist

δT =

∫ l

0

[
%A ẇ δẇ + % I ψ̇ δψ̇

]
dx (8.29)

und daraus folgt∫ t2

t1

δT dt =

∫ l

x=0

{
%A ẇ δw

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

%A ẅ δw dt+ % I ψ δψ

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

% I ψ̈ δψ dt

}
dx .

(8.30)

Im Hamilton'schen Prinzip verschwinden die Variationen der verallgemeinerten Koordinaten
δw = δw(x,t) und δψ = δψ(x,t) für t1 und t2, und (8.30) wird zu∫ t2

t1

δT dt = −
∫ t2

t1

{∫ l

x=0
%A ẅ δw dx+

∫ l

x=0
% I ψ̈ δψ dx

}
dt . (8.31)

Damit führt das Hamilton'sche Prinzip L = T − U schlieÿlich auf∫ t2

t1

{∫ l

x=0

[
−
[
GAS

(
ψ − w′

)]′ − %A ẅ + q
]
δw dx +

+

∫ l

x=0

[
−% I ψ̈ −GAS

(
ψ − w′

)
+
[
E I ψ′

]′]
δψ dx+

+ GAS

(
ψ − w′

)
δw

∣∣∣∣l
x=0

− E I ψ′ δψ
∣∣∣∣l
x=0

}
dt = 0 . (8.32)

Die Bewegungsgleichungen des schubweichen Balkens nach Timoshenko ergeben sich wie im
vorherigen Abschnitt zu den gekoppelten Di�erentialgleichungen (8.16) und (8.17).

8.2.3 Schubstarre Theorie nach Euler-Bernoulli

Die schubstarre Theorie für Balken nach Leonhard Euler (1707-1783), der v. a. Untersu-
chungen zur elastischen Linie und zum Knicken anstellte [58], und Jakob Bernoulli (1655-
1705), der den Zusammenhang zwischen Belastung und Biegung untersuchte [58], basiert auf
weiteren vereinfachenden Voraussetzungen. Durch Vernachlässigung der Rotationsträgheit des
Balkenquerschnitts sowie des Ein�usses der Schubdeformation infolge von Querkräften wird in
diesem Fall lediglich die reine Biegung berücksichtigt. Die zugehörige Theorie wird meist Euler-
Bernoulli oder kurz Bernoulli-Theorie genannt. Die z. T. stark vereinfachten Di�erential-
gleichungen beschreiben die Biegeschwingungen von Balken weniger realitätsnah, sind jedoch
mathematisch einfacher zu behandeln.
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Kinematik des Bernoulli-Balkens
Die Vereinfachung der Di�erentialgleichung geschieht durch die Vernachlässigung der Rotati-
onsträgheit des Querschnitts, % I → 0, sowie durch die Voraussetzung eines schubstarren Quer-
schnitts, GAS →∞. Die Voraussetzung der Schubstarrheit führt auf die sog. Normalenhypothe-
se bzw. die sich daraus ableitende Bernoulli-Kinematik. Die sog. Bernoulli-Hypothese setzt
voraus, dass vor der Deformation zur Balkenachse senkrechte Querschnittsebenen auch nach
der Deformation eben sind, d. h.keine Verwölbung erleiden und zur elastischen Linie senkrecht
stehen, (w′ + ψ) = 0 bzw. w′ = −ψ bei endlich groÿer Querkraft Q [51], [70], [154]. Aus den,
in Abbildung 8.3 dargestellten, vereinfachten Zusammenhängen ergibt sich die Kinematik des
Bernoulli-Balkens.

x 

z 

dS 

dα 

ds 

dα 

R 

Abbildung 8.3: Kinematik des Bernoulli-Balkens.

Unter der Voraussetzung kleiner Durchbiegungen ist die Neigung der Balkenachse sinα = dw
dx =

w′(x) = w′ klein. Das erlaubt die Vernachlässigung des Quadrats der Neigung im Ausdruck der
Krümmung der Balkenachse, w′(x) � 1 bzw. w′ � 1. Die Krümmung der Balkenachse ergibt sich
somit zu [51], [155]

1

R
=

w′′

± [1 + w′2]3/2
≈ w′′ = d2w

dx2
. (8.33)

Jede Faser wird als konzentrischer Kreisbogen betrachtet. Mit dem Krümmungsradius R folgt
für die Länge einer beliebigen Faser

dS = (R+ z) dα = R dα+ z dα

= ds+ z dα .

Die Verzerrung ist die relative Längenänderung bezogen auf die ursprüngliche Länge bzw. auf
die längenkonstant angenommene neutrale Faser. Mit dem linearisierten Zusammenhang von
Krümmungsradius und Winkel (8.33) gilt

ε =
dS − ds

ds
= z

dα

ds
=
z

R
= w′′ z = −κ z . (8.34)

Newton'sches Prinzip
Aus den getro�enen Voraussetzungen folgen die vier vereinfachten Balkengleichungen zu

%A ẅ = Q′ + q , M ′ = Q , E I ψ′ = M , w′ = −ψ . (8.35)
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Die Di�erentiation der letzten Gleichung, die als Elastizitätsgesetz der Querkraft die Schubstarr-
heit des Balkens beschreibt, nach x und Einsetzen in die dritte Gleichung, die das Elastizitäts-
gesetz für das Biegemoment beschreibt, folgt die Di�erentialgleichung der Biegelinie zu

w′′ = − M

E I
. (8.36)

Wenn der Verlauf des Biegemoments über die Länge L sowie die Biegestei�gkeit E I bekannt
sind, ermöglicht Gleichung (8.36) durch einfache Integration die Berechnung der Neigung w′ und
durch nochmalige Integration die Berechnung der Durchbiegung oder Biegelinie w.

Unter der Berücksichtigung des Ausdrucks der Krümmung nach Gleichung (8.33), der unter der
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen näherungsweise gilt [51], [155], ist nach der Gleichung
(8.36) die Krümmung des Balkens proportional zum Moment und es gilt κ < 0 für M > 0 bzw.
κ > 0 für M < 0, vgl. Gleichung (8.34).

Weiteres Einsetzen der ersten beiden Gleichungen von (8.35) (Schwerpunktsatz und Drallsatz,
ggf. durch vorhergegangene Di�erentiation nach x) ermöglicht die Elimination zunächst von M
und anschlieÿend von Q. Es folgt die Di�erentialgleichung der Biegelinie als Bewegungsgleichung
zu (

E I w′′
)′′

+ %A ẅ = q , (8.37)

die unter der Voraussetzung von E I = const. zu

E I wlV + %A ẅ = q (8.38)

wird. Die Gleichung (8.37) bzw. (8.38) ist eine partielle, transiente, lineare, inhomogene Di�e-
rentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koe�zienten. Sie beschreibt die Transversal-
schwingungen des schubstarren Euler-Bernoulli-Balkens. Für freie Schwingungen von Balken
mit konstantem Querschnitt gilt q = q(x,t) = 0 und die Di�erentialgleichung (8.38) wird zur ho-
mogenen Di�erentialgleichung

E I wlV + %A ẅ = 0 . (8.39)

Die Di�erentialgleichungen nach Bernoulli enthalten lediglich eine vierte Ableitungen nach
dem Ort x und eine zweite Ableitung nach der Zeit t, wobei beide davon jeweils getrennt von-
einander auftreten. Damit werden durch die Di�erentialgleichung lediglich die Durchbiegungen
der Balkenquerschnitte linear berücksichtigt und die Verschiebung der Mittellinie w wird ledig-
lich durch die Biegung angenommen. Die Neigung des Querschnitts ψ aufgrund der endlichen
Querkraft Q, sowie die Rotationsträgheit der Balkenquerschnitte werden vernachlässigt.

Wenn der Verlauf der Belastung q = q (x) über die Länge L sowie die Biegestei�gkeit E I bekannt
sind, ermöglicht Gleichung (8.39) durch vierfache Integration die Berechnung der Durchbiegung
oder Biegelinie w = w (x).

Hamilton'sches Prinzip
Die Bewegungsgleichungen des schubstarren Balkens werden zusätzlich nach demHamilton'schen
Prinzip hergeleitet. Die Ausführung �ndet sich analog beispielsweise in Hagedorn 1989 [58].

In der linearen Theorie und bei gerader Biegung beim frei schwingenden schubstarren Balken
der Länge l ist die potentiellen Energie U als Energie der elastischen Verformung

U =
1

2

∫ l

x=0
E I w′′ 2 dx . (8.40)
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Die kinetische Energie wird beschrieben durch

T =
1

2

∫ l

x=0
%A ẇ 2 dx (8.41)

Mit der Lagrange'schen Funktion L = T − U ergibt sich nach dem Hamilton'schen Prinzip
für den frei schwingenden Balken

δ

∫ t2

t1

Ldt = δ

∫ t2

t1

∫ l

x=0

1

2

[
%A ẇ 2 − E I w′′ 2

]
dx dt = 0 . (8.42)

Unter Vertauschung der Reihenfolge der Integrale führen Teilintegrationen zur entsprechenden
Di�erentialgleichung. Dazu wird in (8.42) zunächst bezüglich t einmalig partiell im ersten Integral
integriert,

δ

∫ t2

t1

1

2
%A ẇ2 dt =

∫ t2

t1

%A ẇ δẇ dt = %A ẇ δw

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

%A ẅ δw dt , (8.43)

anschlieÿend wird bezüglich x zweimalig partiell im zweiten Integral integriert,

δ

∫ l

x=0

1

2
E I w′′ 2 dx =

∫ l

x=0
E I w′′ δw′′ dx =

= E I w′′δw′
∣∣∣∣l
0

−
∫ l

x=0

(
E I w′′

)′
δw′ dx = (8.44)

= E I w′′ δw′
∣∣∣∣l
0

−
(
E I w′′

)′
δw

∣∣∣∣l
0

+

∫ l

x=0

(
E I w′′

)′′
δw dx .

Die Variationen δw für t1 und t2 verschwinden im Hamilton'schen Prinzip. Die Ausdrücke
(8.43) und (8.44) in die Ausgangsgleichung (8.42) eingesetzt liefert

δ

∫ t2

t1

Ldt =

∫ t2

t1

{∫ l

x=0

[
−%A ẅ −

(
E I w′′

)′′]
δw dx−

−E I w′′ δw′
∣∣∣∣l
0

+
(
E I w′′

)′
δw

∣∣∣∣l
0

}
dt = 0 . (8.45)

Die Zeitpunkte t1 und t2 sind beliebig. Dadurch verschwindet der Ausdruck in der geschweiften
Klammer von (8.45) für alle t. Der Fundamentalsatz der Variationsrechnung verlangt, dass die
eckige Klammer in (8.45) gleich Null sein muss. Für die beliebige Variation δw sind höchstens
die Randwerte de�niert und es gilt die Bewegungsgleichung analog zu Gleichung (8.39).

8.2.4 Lösung durch Separationsansatz

Zur Lösung der Di�erentialgleichungen des transversalschwingenden Balkens nach Bernoulli
(8.37) wird üblicherweise der sog. Separations- oder Produktansatz nach nachDaniel Bernoul-
li7 (1700-1782) angewendet. Der partikuläre Ansatz ermöglicht die Separation der Variablen in
rein ortsabhängige und rein transiente Gleichungen. Der Ansatz beschreibt eine Bewegung, bei
der sich alle Punkte des Kontinuums nach dem gleichen Zeitgesetz (synchron) bewegen. Im

7 Daniel Bernoulli, * 8. Februar 1700 in Groningen, † 17. März 1782 in Basel. Schweizer Mathematiker und
Physiker; Ne�e von Jakob I. Bernoulli; arbeitete mit Leonhard Euler.
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Gegensatz zur D'Alembert8'schen Lösung durch Integration, der Wellen beschreibt und auf
eine allgemeine Lösung führt, werden mit der Bernoulli'schen Lösung direkt Schwingungen
beschrieben, die auf partikuläre Lösungen führt [53].

Die Beschreibung der freien ungedämpften Schwingungen des Balkens ist ein Eigenwertproblem.
Es wird durch die homogene Di�erentialgleichung der elastischen Linie des Balkens entsprechend
der jeweiligen Theorien beschrieben, da für die von auÿen aufgebrachte Belastung q = q(x,t) = 0
gilt. Zur Lösung müssen auÿerdem die zugehörigen Randbedingungen bekannt sein. Wenn die ge-
wählten Ansatzfunktionen die Randbedingungen erfüllen, ermöglicht der Separationsansatz die
Bestimmung der Eigenkreisfrequenzen bzw. Eigenfrequenzen sowie der Eigenformen des Trag-
werks. Der Produktansatz lautet

w(x,t) = W(x) T(t) bzw. w = W T . (8.46)

Er wird zunächst zur Lösung der Di�erentialgleichungen des transversalschwingenden Balkens
zunächst nach Euler-Bernoulli (8.37) dargestellt. Er ermöglicht die Formulierung der Glei-
chung in der Art, dass eine Seite lediglich von x und die andere lediglich von t abhängt. Für alle
x und t ist das nur dann möglich, wenn beide Seiten einer Konstanten gleich sind. Es zeigt sich
für den weiteren Verlauf günstig, die Konstante mit −ω2 zu bezeichnen.

Eigenkreisfrequenzen sowie Eigenfrequenzen und Eigenformen
Der Produktansatz für Schwingungen kontinuierlicher Systeme (8.46) wird hinsichtlich der Ord-
nung der Schwingung k im Index erweitert. Ein kontinuierlichen System hat unendlich viele
Freiheitsgrade. Somit besitzt es k Eigenwerte λ, also λk, wobei k gegen unendlich geht, k →∞.
Jedem Eigenwert λ der Ordnung k kann eine Eigenkreisfrequenz ωk bzw. eine Eigenfrequenz fk
mit zugehöriger Eigenform Wk zugeordnet werden. Aus diesem Grund wird der Separationsan-
satz (8.46) zum sog. erweiterte Produktansatz

wk(x,t) = Wk(x) Tk(t) bzw. wk = Wk Tk . (8.47)

modi�ziert, wobei bei den Eigenkreisfrequenzen der triviale Fall ω0 = 0 für k = 0, sowie die
physikalisch nicht sinnvollen Lösungen ωk < 0 für k = −1,−2, . . . nicht berücksichtigt werden.

Die allgemeine Lösung von gewöhnlichen, homogenen Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung
ist im Anhang A.2 exemplarisch nach der Zeit t dargestellt. Die kleinste Eigenkreisfrequenz
ergibt sich für k = 1 zu ω1, und die zugehörige Eigenfrequenz beträgt f1. Sie wird als Grundfre-
quenz bezeichnet. Die zugehörige Eigenform heiÿt GrundschwingungW1(x). Eigenfrequenzen und
die zugehörigen Eigenformen der Ordnung k > 1 werden als Oberfrequenzen und zugehörigen
Oberschwingungen bezeichnet.

Dabei gilt zwischen der Kreisfrequenz ω, der Frequenz f und der Periodendauer bzw. Schwin-
gungsdauer T allgemein bzw. jeder Ordnung k der Zusammenhang

ω = 2π f =
2π

T
bzw. ωk = 2π fk =

2π

Tk
. (8.48)

Bezüglich der Einheit der Kreisfrequenz gilt [ω] = s−1, während für die Frequenz gilt [f ] = s−1 =
Hz. Obwohl sich die Dimensionen der beiden Gröÿen ω und f entsprechen, [ω] = [f ] = T−1 lautet
die Einheit lediglich bei der Frequenz f Hz nach Hertz9, nicht jedoch bei der Kreisfrequenz ω.

Der erweiterte Produktansatz (8.47) liefert die Eigenwerte λk als partikuläre Lösungen, die die
Randbedingungen erfüllen [53]. Da die zuvor dargestellten Di�erentialgleichungen linear bzw.

8 Jean-Baptiste le Rond genannt D'Alembert, * 16. November 1717 in Paris, † 29. Oktober 1783 ebd..
Französischer Mathematiker und Physiker sowie Philosoph der Aufklärung.

9 Heinrich Rudolf Hertz, * 22. Februar 1857 in Hamburg, † 1. Januar 1894 in Bonn. Deutscher Physiker
mit Arbeiten zum experimentellen Nachweis elektromagnetischer Wellen.
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linearisiert sind, stellt die Summe der Eigenschwingungen mit der jeweiligen Eigenfrequenz
ebenfalls eine Lösung dar, die den Randbedingungen genügt. Dies ist eine Folgerung aus dem
Superpositionsprinzip der Mechanik. Die Überlagerung aller Eigenschwingungsformen mit den
zugehörigen Eigenfrequenzen liefert schlieÿlich die allgemeine Lösung

w(x,t) =
∞∑
k=1

Wk(x)Tk(t) bzw. w =
∞∑
k=1

Wk Tk . (8.49)

Die Formulierung der allgemeinen Lösung (8.49) stellt die Auslenkung W = W(x) zu jedem
Zeitpunkt t als harmonische Schwingung dar. Sie beschreibt für jedes k eine stehende Welle [167]
und kann für alle k als Fourier10-Reihe interpretiert werden. Da jede beliebige Funktion stets
durch eine Fourier-Reihe dargestellt bzw. angenähert werden kann, ist die Bernoulli'sche
Lösung der Lösung nach D'Alembert äquivalent [53].

Die allgemeine Lösung von gewöhnlichen, homogenen Di�erentialgleichungen vierter Ordnung
ist im Anhang A.2 exemplarisch nach dem Ort x dargestellt. Sie lautet mit den sich ergebenden
vier Konstanten Cki mit i = 1, . . . , 4 [18], [130]

Wk(x) = Ck1 cos (λx) + Ck2 sin (λx) + Ck3 sinh (λx) + Ck4 cosh (λx) . (8.50)

Stellen x an denen gilt Wk(x) = 0 sind Schwingungsknoten oder Knoten. Bei der Eigenform, die
in der jeweiligen Eigenfrequenz auftritt, �ndet an diesen Stellen keine Auslenkung statt. Stellen
x an denen gilt Wk(x) = max. sind Schwingungsbäuche. Bei der Eigenform, die in der jeweiligen
Eigenfrequenz auftritt, �ndet an diesen Stellen die maximale Auslenkung statt. Entsprechend
bildet sich bei Schwingungen in der Grundfrequenz ω1 wegen k = 1 die geringste Anzahl von
Knoten aus. Bei Oberschwingungen ωk mit k > 1 erhöht sich mit der Ordnung von k die Anzahl
der Schwingungsknoten bzw. Schwingungsbäuche.

Wie bei allen Eigenwertproblemen sind dabei die Amplituden in Betrag und Richtung unbe-
stimmt [70]. Bei schwingenden Systemen ist dabei meist die erste Eigenfrequenz, die sog. Grund-
frequenz, mit der zugehörigen ersten Eigenform, der sog. Grundschwingung, relevant. Sie führen
i. a. zu hohen Amplituden und somit zu kritischen Belastungen. Dabei schwingt das Tragwerk in
Resonanz und kann so zu katastrophalem Versagen führen [37], [53], [70].

8.2.5 Einseitig fest eingespannter Balken

Da die Di�erentialgleichungen des schubweichen und des schubstarren Balkens von vierter Ord-
nung nach dem Ort x sind, werden zur Lösung vier Randbedingungen benötigt. Sie erlauben die
Bestimmung von Integrationskonstanten. Das Einsetzen der Randbedingungen für den relevanten
Fall des einseitig fest eingespannten Balkens ermöglicht die Bestimmung der charakteristischen
Gleichung. Die charakteristische Gleichung ermöglicht die Bestimmung der Eigenwerte λk, mit
denen schlieÿlich die Eigenformen Wk und die Eigenfrequenzen ωk ermittelt werden [53].

Randbedingungen
Für einen Kragbalken mit einer einseitig festen Einspannung bei x = 0 und freiem Ende und
damit Querkraft- und Momentenfreiheit bei x = L lauten die Randbedingungen an der Einspan-
nung bei x = 0 bzw. am freien Ende bei x = L

w(0,t) = 0 und w′(0,t) = 0 , bzw. (8.51)

10 Jean-Baptiste-Joseph Fourier, * 21. März 1768 bei Auxerre, † 16. Mai 1830 in Paris. Französischer
Mathematiker und Physiker.
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M(L,t) = −E I w′′(L,t) = 0 und Q(L,t) = −E I w′′′(L,t) = 0 . (8.52)

wegen M(x=L) = 0 bzw. wegen Q(x=L) = M ′(x=L) = 0. Dabei werden die Randbedingungen, die
die Verschiebung w(x,t) oder die Neigung w′(x,t) der Mittellinie z = 0 beschreiben, als geome-

trische (auch wesentliche, kinematische oder Dirichlet11'sche) Randbedingungen bezeichnet.
Randbedingungen, die die Kraft- bzw. Schnittgröÿen beschreiben, werden als natürliche (auch
restliche, statische oder Neumann12'sche) Randbedingungen bezeichnet [51].

Charakteristische Gleichung und Eigenwerte
Der Produktansatz (8.46) in die homogene Di�erentialgleichung (8.38) eingesetzt liefert [53]

W lV − λ4W = 0 mit λ4 = ω2 %A

E I
=
ω2

c2
(8.53)

als gewöhnliche homogene Di�erentialgleichung vierter Ordnung. Aus der Formulierung ergibt

sich durch Umstellen die sog. Strukturkonstante des Bernoulli-Balkens zu c =
√

E I
%A mit [c] =

m2

s , und damit keiner Wellenausbreitungskonstante im engeren Sinn [54]. Unter der Bedingung
der Existenz nichttrivialer Lösungen λ 6= 0 liefern die Randbedingungen (8.51) und (8.52) in die
allgemeine Lösung bzw. deren erste bis dritte Ableitung nach dem Ort x nach Gleichung (8.50)
eingesetzt

W0 = 0 A+ C = 0

W ′0 = 0 λB + λD = 0

W ′′L = 0 −λ2A cos (λL)− λ2B sin (λL) + λ2C cosh (λL) + λ2D sinh (λL) = 0

W ′′′L = 0 λ3A sin (λL)− λ3B cos (λL) + λ3C sinh (λL) + λ3D cosh (λL) = 0 .
(8.54)

Dabei sind die Argumente der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen stets das Pro-
dukt aus Eigenwert λ und der Länge L des Balkens, (λL). Aus den ersten beiden Gleichungen
von (8.54) folgt C = −A und D = −B. Sie werden in den letzten beiden Gleichungen von (8.54)
eliminiert, sodass diese lauten

A [cos (λL) + cosh (λL)] +B [sin (λL) + sinh (λL)] = 0

A [− sin (λL) + sinh (λL)] +B [cos (λL) + cosh (λL)] = 0 . (8.55)

Charakteristische Gleichung des Bernoulli-Balkens
Das lineare homogene Gleichungssystem für die Konstanten A und B hat unendlich viele re-
elle (nichttriviale) Lösungen λ = λk, wenn die Koe�zientendeterminante in (8.55) zu Null
wird. Dabei gilt zwischen den hyperbolischen Funktionen mit gleichem Argument cosh2 (. . .) −
sinh2 (. . .) = 1. Mit dem hier jeweils auftretenden Argument (. . .) = (λL) als Eigenwert lautet
der Zusammenhang cosh2 (λL)− sinh2 (λL) = 1. Dies führt schlieÿlich auf

cos (λL) cosh (λL) + 1 = 0

cos (λL) = − 1

cosh (λL)
(8.56)

11 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, * 13. Februar 1805 in Düren, † 5. Mai 1859 in Göttingen.
Deutscher Mathematiker.

12 Carl Gottfried Neumann, * 7. Mai 1832 in Königsberg (Preuÿen), † 27. März 1925 in Leipzig. Deutscher
Mathematiker.
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als Eigenwertgleichung oder charakteristischer Gleichung. Ihre Auswertung liefert das gesuch-
te Produkt (λk L) als Eigenwerte, aus denen schlieÿlich die Eigenkreisfrequenzen ωk bzw. die
Eigenfrequenzen fk bestimmt werden können. Abbildung 8.4 zeigt die Grundfunktionen der cha-
rakteristischen Gleichung (8.56). Dabei ermöglicht die zweite Formulierung von Gleichung (8.56)
die günstige graphische Bestimmung der Eigenwerte (λk L).
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Abbildung 8.4: Grundfunktionen der charakteristischen Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte
(λk L) des schwingenden Kragbalkens mit Bernoulli-Kinematik.

Daraus gehen die Eigenwerte

λk L =
2k − 1

2
π + ek (8.57)

hervor. Der Term ek besitzt ein alternierendes Vorzeichen. Sein Betrag nimmt mit gröÿer wer-
dendem k rasch ab, und es gilt e1 = 0,3042, e2 = −0,018 und e3 = 0,001. Im Detail sind die
ersten drei Eigenwerte des schwingenden Kragbalkens [155, 53, 49]

λk=1 L = 1,875 , λk=2 L = 4,694 und λk=3 L = 7,855 . (8.58)

Für groÿe k gilt die Näherung λk+1 L− λk L = π, da der Betrag von ek stetig abnimmt.

Eigenformen und Eigenfrequenzen des Bernoulli-Balkens
Im Gleichungssystem (8.55) kann wegen B = −D aus der ersten Gleichung die Konstante B
geschrieben werden als B = −A cos(λL)+cosh(λL)

sin(λL)+sinh(λL) . Es verbleibt A als einziger beliebiger Faktor,
der in Betrag und Amplitude unbestimmt ist. Die Ortsfunktion der k-ten Eigenschwingung des
einseitig fest eingespannten Balkens und freiem Ende ist

Wk(x) = Ak

[
cos (λk x)− cosh (λk x)− cos (λk L) + cosh (λk L)

sin (λk L) + sinh (λk L)

(
sin (λk x)− sinh (λk x)

)]
.

(8.59)

Die Lösungsfunktionen basieren auf trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen. Diese
sind orthogonal im Sinne eines sog. L2-Skalarproduktes [54],∫ L

x=0
Wn(x)Wm(x) dx ∀ n 6= m . (8.60)
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Sie sind für die Einarbeitung der Anfangsbedingungen notwendig. Abbildung 8.5 zeigt die ersten
drei Eingenfunktionen W1(x), W2(x) und W3(x) für den einseitig eingespannten Balken mit Ber-
noulli-Kinematik. Dabei sind die Werte im dargestellten Intervall x ∈ [0, L] auf das jeweilige
Maximum max

{
Wk(x)

}
normiert, sodass gilt max

{
Wk(x)

}
= 1 [58]. Die Grundschwingung des

schwingenden Kragbalkens für k = 1 besitzt keinen Schwingungsknoten. Der Schwingungsknoten
der ersten Oberschwingung k = 2 be�ndet sich bei xk=2 = 0, 783L. Die beiden Schwingungskno-
ten der zweiten Oberschwingung k = 3 be�nden sich bei x1,k=3 = 0, 5L bzw. x2,k=3 = 0, 868L.
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Abbildung 8.5: Eigenformen des schwingenden Kragbalkens mit Bernoulli-Kinematik für k = 1,
k = 2 und k = 3.

Charakteristische Gleichung des Timoshenko-Balkens
Mit dem Produktansatz (8.46) und der Bedingung zur Existenz nichttrivialer Lösungen λ 6= 0
folgt aus der homogenen Di�erentialgleichung (8.24) [53]

W lV + λ4 i2 (1 + α) W ′′ − λ4
(
1− λ4 i4 α

)
W = 0 , (8.61)

wobei die Abkürzungen λ4 = ω2 %A
E I , i

2 = I
A (mit i als sog. Trägheitsradius [51], [53]) und

α = EA
GAS

verwendet werden.

Im Gegensatz zur Di�erentialgleichung freier Schwingungen des Bernoulli-Balkens (8.39) kann
die Wellengleichung des Timoshenko-Balkens (8.61) formal nicht mit dem Separationsansatz
nach Bernoulli (8.46) gelöst werden [54]. Aufgrund der gemischt auftretenden partiellen Ab-
leitung ist die Separation in ein Randwertproblem und ein Anfangswertproblem per se nicht
möglich. Aus diesem Grund wird vereinfachend angenommen, dass die Eigenfunktionen Wk (x)
des Timoshenko-Balkens mit denen des Bernoulli-Balkens identisch sind, und dass die zu-
gehörigen zeitlichen Lösungen Tk (t) periodisch sind [54]. Unter diesen Voraussetzungen sind
analytische Lösungen ausführlich in Dresig und Fidlin 2014 [28] sowie Weigand 1962 [167]
angegeben.

8.3 Laminatbalken

Besteht ein Balken aus mehreren Schichten gleichen oder unterschiedlichen Materials, oder besit-
zen die Einzelschichten richtungsabhängige Eigenschaften, wird das Tragwerk als geschichteter
Balken oder Laminatbalken bezeichnet. Das Vorgehen zur strukturmechanischen Beschreibung
von Laminatbalken basiert dabei sowohl auf der Beschreibung homogener isotroper Balken, wie
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in Abschnitt 8.2 dargestellt, als auch auf der Makromechanik eines Laminats als Mehrschicht-
verbund, wie in Abschnitt 6.3 dargestellt. Im Detail wird die zweidimensionalen Laminattheorie
um die Dimension der Breite reduziert.

Zunächst wird die schubweiche Kinematik nach Timoshenko, die auf die Schubdeformations-
theorie erster Ordnung führt, und schlieÿlich die schubstarre Kinematik nach Bernoulli, die
auf die klassische bzw. technische (Biege-)Theorie führt, behandelt (vgl. Vorgehen beim homo-
genen isotropen Balken in Abschnitt 8.2). Dabei ist die Unterscheidung zwischen Balken- und
Plattenschnittgröÿen, die diskrete Verteilung der Stei�gkeiten über den Querschnitt und der zu-
gehörigen Wahl des Bezugssystems in Dickenrichtung zu beachten. Dabei ermöglichen in beiden
Fällen vereinfachende Voraussetzungen die analytische Beschreibung. Diese sind u. a., dass die
Einzelschichten ideal miteinander verbunden sind, und dass die Einzelschichten der Laminatbal-
ken unidirektional verstärkt sind.

Schubdeformationstheorie erster Ordnung nach Timoshenko
Da der Querschnitt des gesamten Laminats betrachtet wird, gelten für den Laminatbalken, analog
zum homogenen isotropen Balken, die Di�erentialgleichungen der Kinematik des Biegebalkens
mit Schubanteil, wie in Gleichung 8.15 angegeben [1], [87]

ε =
∂ u

∂ x
− z ∂ ψ

∂ x
= u′ − z ψ′ und ψ = −∂ w

∂ x
+ γ = −w′ + γ . (8.62)

Die De�nitionen der Schnittgröÿen M und Q des Laminatbalkens ergeben sich analog zu den
Gleichungen (6.48) bzw. (8.5) durch Integration der über den Querschnitt A verteilten Normal-
spannungen σ und Schubspannungen τ zu

N =

∫
A
σ dA , M =

∫
A
σ z dA , Q =

∫
A
τ dA , (8.63)

Mit dem verallgemeinerten Hooke'schen Gesetz für orthotrope Werksto�e folgen unter der
Berücksichtigung der Kinematik nach Timoshenko (8.62) die konstitutiven Gleichungen der
Schnittgröÿen des Timoshenko-Balkens zu

N = Ā11 ε+ B̄11 κ , M = B̄11 ε+ D̄11 κ , Q = κS Ā55 γ , (8.64)

wobei zur Unterscheidung die Krümmung des Laminatbalkens mit κ und der Schubkorrektur-
faktor entsprechend der Form des Querschnitts mit κS bezeichnet werden.

Die Gröÿen Ā11, Ā55, B̄11 und D̄11 in Gleichung (8.64) sind die Stei�gkeiten des Laminatbalkens.
Sie ergeben sich durch die Multiplikation der Laminatstei�gkeiten des Mehrschichtverbundes
nach Gleichung (6.58) mit der Breite des Laminatbalkens b zu

Ā11 = bA11 = b
N∑
k=1

Q̄k11 (zk − zk−1) = b
N∑
k=1

Q̄k11hk ,

Ā55 = bA55 = b

N∑
k=1

Q̄k55 (zk − zk−1) = b

N∑
k=1

Q̄k55hk ,

B̄11 = bB11 = b
1

2

N∑
k=1

Q̄k11

(
z2
k − z2

k−1

)
= b

N∑
k=1

Q̄k11hkz̄k , (8.65)

D̄11 = bD11 = b
1

3

N∑
k=1

Q̄k11

(
z3
k − z3

k−1

)
= b

N∑
k=1

Q̄k11hk

(
z̄2
k +

h2
k

12

)
hk .
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Es sind Ā11 = bA11 die Dehnstei�gkeit, Ā55 = bA55 die (Quer-)Schubstei�gkeit, D̄11 = bD11 die
Biegestei�gkeit und B̄11 = bB11 die Kopplungsstei�gkeit des schubweichen Laminatbalkens. Die
Gröÿen basieren damit auf den elastischen Kennwerten Q̄kij jeder k-ten Einzelschicht im globalen
Koordinatensystem sowie deren Dicke und Position im Lagenaufbau. Dabei ist besonders die
Berechnung der (Quer-)Schubstei�gkeit Ā55 = bA55 deutlich anspruchsvoller, und wird deshalb
meist lediglich näherungsweise bestimmt [1].

Unter der Voraussetzung eines symmetrisch zur Mittelebene geschichteten Laminatbalkens gilt
für die Terme der Kopplungsstei�gkeit B11 = 0. Die Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen
(8.64) liefern

M = D̄11
∂ψ

∂x
und Q = κS Ā55

(
ψ +

∂w

∂x

)
und kurz

M = D̄11 ψ
′ und Q = κS Ā55

(
ψ + w′

)
. (8.66)

als Elastizitätsgesetz der Biegung und Elastizitätsgesetz der Querkraft, analog zu den Gleichun-
gen (8.12) und (8.13).

Einsetzen der Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen (8.66) in die Gleichgewichtsbedingungen
mit den entsprechenden Trägheitstermen (8.2) und (8.3) liefert analog zu den beiden gekoppelten
Di�erentialgleichungen (8.16) und (8.17)

κS Ā55

[
ψ + w′

]′ − %0 ẅ = −q und[
D̄11 ψ

′]′ − κS Ā55

[
ψ + w′

]
− %2 ψ̈ = 0 , (8.67)

mit den Termen der translatorischen Trägheit und der rotatorischen Trägheit

%0 = b
n∑
k=1

%k (zk − zk−1) und %2 = b
n∑
k=1

1

3
%k
(
z3
k − z3

k−1

)
. (8.68)

Die beiden Gleichungen (8.67) sind zwei gekoppelte Di�erentialgleichungen der Biegung für einen
symmetrischen Laminatbalken mit schubweicher Kinematik nach Timoshenko, unter der Vor-
aussetzung für über die Länge L des Laminatbalkens konstante Gröÿen der Dicke h, der Breite
b, der Querschnitts�äche A, der Biegestei�gkeit D̄11 und der Dichte %. Im Falle freier Trans-
versalschwingungen gilt für die senkrechte Belastung q = q (x, t) = 0, sodass als homogene
Di�erentialgleichungen folgen

κS Ā55

[
ψ + w′

]′ − %0 ẅ = 0 und[
D̄11 ψ

′]′ − κS Ā55

[
ψ + w′

]
− %2 ψ̈ = 0 . (8.69)

Schubstarre Theorie nach Euler-Bernoulli
Es wird der Querschnitt des gesamten Laminats betrachtet, sodass für den schubstarren Lami-
natbalken, analog zum homogenen isotropen Balken, die Di�erentialgleichungen der Kinematik,
wie in Abschnitt 8.2.3 dargestellt, gelten. Die Voraussetzung der schubstarren Kinematik nach
Bernoulli vernachlässigt die Rotationsträgheit des Querschnitts, und setzt einen schubstarren
Querschnitt voraus. Dabei gelten die beiden gekoppelten kinematischen Beziehungen [1]

ε =
∂ u

∂ x
− z ∂ ψ

∂ x
= u′ − z ψ′ mit ψ = −∂ w

∂ x
= −w′ . (8.70)
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Die di�erentiellen Zusammenhänge für den schubstarren Laminatbalken ergeben sich analog aus
der Reduktion der zweidimensionalen Laminattheorie (vgl. Abschnitt 6.3) um die y-Richtung in
die Breite.

Die Schnittgröÿen des schubstarren Laminatbalkens und die Schnittgröÿen-Verzerrungs-Bezieh-
ungen ergeben sich analog zu denen des schubweichen Laminatbalkens, wie in den Gleichungen
(8.63) und (8.64) angegeben. Aufgrund der vereinfachend vorausgesetzten Schubstarrheit gibt es
keine konstitutive Gleichungen für den Zusammenhang der Querkraft Q, der Querschubstei�gkeit
Ā55 und der Schubverformung γ.

Die Stei�gkeiten des schubstarren Laminatbalkens ergeben sich ebenfalls analog zu Gleichung
(8.64) aus der Multiplikation der Laminatstei�gkeiten des Mehrschichtverbundes nach Gleichung
(6.58) mit der Breite des Laminatbalkens b. Es gibt jedoch wiederum keine konstitutive Gleichung
für die Zusammenhänge in Querrichtung, sodass gilt

Ā11 = bA11 = b

N∑
k=1

Q̄k11 (zk − zk−1) = b

N∑
k=1

Q̄k11hk ,

B̄11 = bB11 = b
1

2

N∑
k=1

Q̄k11

(
z2
k − z2

k−1

)
= b

N∑
k=1

Q̄k11hkz̄k , (8.71)

D̄11 = bD11 = b
1

3

N∑
k=1

Q̄k11

(
z3
k − z3

k−1

)
= b

N∑
k=1

Q̄k11hk

(
z̄2
k +

h2
k

12

)
hk .

Es sind Ā11 = bA11 die Dehnstei�gkeit, D̄11 = bD11 die Biegestei�gkeit und B̄11 = bB11

die Kopplungsstei�gkeit des schubstarren Laminatbalkens. Die Gröÿen basieren damit auf den
elastischen Kennwerten Q̄kij jeder k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem sowie deren
Dicke und Position im Lagenaufbau.

Unter der Voraussetzung eines symmetrisch zur Mittelebene geschichteten Laminatbalkens gilt
für die Terme der Kopplungsstei�gkeit B11 = 0. Die Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen
liefern

M = −D̄11
∂2w

∂x2
und Q = −

[
D̄11

∂2w

∂x2

]′
und kurz

M = −D̄11w
′′ und Q = −

[
D̄11w

′′]′ . (8.72)

Einsetzen der Schnittgröÿen-Verzerrungs-Beziehungen (8.72) in die Gleichgewichtsbedingungen
mit den entsprechenden Trägheitstermen (8.2) und (8.3) liefert

D̄11w
lV + %A ẅ = q , (8.73)

mit der Dichte des Laminatbalkens

% =
1

h

N∑
k=1

%khk . (8.74)

als Di�erentialgleichung der Biegung für einen symmetrischen Laminatbalken mit schubstarrer
Kinematik nach Bernoulli, unter der Voraussetzung für über die Länge L des Laminatbalkens
konstante Gröÿen der Dicke h, der Breite b, der Querschnitts�äche A, der Biegestei�gkeit D̄11

und der Dichte %. Im Falle freier Transversalschwingungen von Balken gilt q = q (x, t) = 0 und



118 8 Transversalschwingungen von Balken

Gleichung (8.73) wird analog zu Gleichung (8.39)zur homogenen Di�erentialgleichung

D̄11w
lV + %A ẅ = 0 . (8.75)

Lösung für Kragbalken
Die Lösung der Di�erentialgleichung freier Transversalschwingungen eines symmetrischen La-
minatbalkens mit schubstarrer Kinematik nach Bernoulli (8.75) erfolgt ebenfalls mit dem
Produktansatz wk = Wk Tk nach Gleichung (8.46) bzw. (8.47). Für einen Kragbalken (Rand-
bedingungen fest-frei) sind die Randbedingungen für das feste bzw. freie Ende in den beiden
Gleichungen (8.51) und (8.52) angegeben. Einsetzen des Produktansatzes (8.46) in die homoge-
ne Di�erentialgleichung (8.75) liefert

W lV − λ4W = 0 mit λ4 = ω2 %A

D̄11
= ω2 %A

bD11
=
ω2

c2
(8.76)

analog zu Gleichung (8.53), wobei als Biegestei�gkeit des schubstarren Laminatbalkens D̄11 =
bD11 anstelle der Biegestei�gkeit des homogenen isotropen Balkens E I berücksichtigt ist. Ein-
setzen der Randbedingungen (8.51) und (8.52) in die allgemeine Lösung (8.50) liefert analog das
lineare Gleichungssystem (8.55). Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte
(λk L) entspricht Gleichung (8.56). Damit ergeben sich die gleichen Eigenwerte, wie in Gleichung
(8.58) angegeben.

8.4 Anmerkungen

Aufgrund der getro�enen Voraussetzungen wird kurz auf die sich ergebende einachsige Elasti-
zität eingegangen, und die analytische Bestimmung des Schubkorrekturfaktors κ für homogene
isotrope Balken angegeben.

Einachsige Elastizität
Die teilweise stark vereinfachend getro�enen Voraussetzungen beschränken die Gültigkeit des
Modells und liefert Grenzen des Modells. Die in Abschnitt 6.1.3 dargestellten Grenzen der Idea-
lisierung zur Beschreibung der ebenen Elastizität in Abschnitt 6.1 gelten analog für die zuvor dar-
gestellten Zusammenhänge. Dabei werden zusätzlich die Gröÿen in Breitenrichtung (y-Richtung)
vernachlässigt, sodass die ausgeführte Betrachtung eine einachsige Elastizität voraussetzt.

Beim Balken werden die E�ekte der Querverformung in beide Dimensionen des Querschnitts
(sowohl in die Breite in y-Richtung als auch in die Dicke in z-Richtung) vernachlässigt. Die Ver-
nachlässigung der E�ekte in y-Richtung erfolgt über die Multiplikation der Laminatstei�gkeiten
mit der Breite b des Laminatbalkens. Dadurch reduziert sich die Dimension der ursprünglich zwei-
dimensionalen Laminatstei�gkeiten nach Gleichung (6.58) auf die eindimensionalen Stei�gkeiten
des Laminatbalkens in Längsrichtung. Die Vernachlässigung der E�ekte in Dickenrichtung erfolgt
durch die Voraussetzung einer Kinematik vom unverformten zum verformten Querschnitt (vgl.
Bresse-Timoshenko vs. Euler-Bernoulli). Damit sind die reduzierte Stei�gkeit Q̄k11, die
Stei�gkeit Ck11 und der elastischen Kennwerte Ckij , jeweils in der k-ten Einzelschicht im globalen
Koordinatensystem in Längsrichtung identisch, und es gilt

Q̄k11 = Ck11 = Ekx = Ek und Ck55 = Gkxz = Gk . (8.77)

Dabei ist Ekx = Ek der Elastizitätsmodul der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem
in Längsrichtung (x-Richtung) und Gkxz = Gk der zugehörige, auf die Querrichtung (z-Richtung)
bezogene, Schubmodul [1].
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Querschubstei�gkeit
Homogene isotrope Balken weisen i. a. eine höhere Querschubstei�gkeit als Laminatbalken auf.
Der Ein�uss der Schubspannungen aufgrund von Querkräften hat damit bei Laminatbalken grö-
ÿeren Ein�uss auf das strukturmechanische Verhalten als bei homogenen isotropen Balken. Im
Gegensatz zu homogenen isotropen Balken, die in guter Näherung mit der schubstarren Kinema-
tik nach Bernoulli beschrieben werden können, bietet sich zur realitätsnäheren Beschreibung
von Laminatbalken die Anwendung der Schubdeformationstheorie erster Ordnung an [1], [49].

Anmerkungen zum Schubkorrekturfaktor κ
Der im Abschnitt 8.2.1 in Gleichung (8.13) eingeführte Schubkorrekturfaktor κ liefert mit der
Querschnitts�äche A die sog. Schub�äche AS = κA. Der Faktor κ berücksichtigt die ungleich-
förmige Verteilung der Schubspannungen über den Querschnitt. Sein Betrag hängt dabei von
der Form des Querschnitts des Balkens ab. Wie zuvor erwähnt, beträgt er für rechteckförmige
Querschnitte κ = 5

6 .

Bei der Berechnung der Schub�äche AS nach Gleichung (8.14) gilt bei der Verwendung unter-
schiedlicher Literatur zu beachten, dass stets gilt

AS < A. (8.78)

Der Zusammenhang in Gleichung (8.14) wird in der angelsächsischen Literatur nämlich teilweise
invers als sog. Schubformfaktor (engl. form factor for shear), AS = 1

κ A für κ > 1 verwendet [58],
[87]. In diesem Fall ist entsprechend der Kehrwert des angegebenen Werts zu verwenden, sodass
zwischen Schub�äche AS und Querschnitts�äche A stets AS < A nach Gleichung (8.14) gilt.

Exemplarische Herleitung des Schubkorrekturfaktors κ für rechteckförmige Querschnitte
Der Schubkorrekturfaktor wird exemplarisch für die in der vorliegenden Arbeit relevanten recht-
eckförmigen Querschnitte nach Altenbach, Altenbach und Kissing 2004 [1] hergeleitet. Die
analytische Ermittlung erfolgt dabei über die Bedingung der Gleichheit der Verzerrungsenergie
aufgrund der klassischen Querschubspannungen W1 mit der Verzerrungsenergie aufgrund der
Schubdeformationstheorie erster Ordnung W2. Im Falle eines homogenen isotropen Balkens mit
rechteckförmigem Querschnitt A = b h lautet die Schubspannungsverteilung

τ = τxz = τ1 =
3

2

Q

bh

[
1−

(
2 z

h

)2
]

∀ − h

2
≤ z ≤ +

h

2
. (8.79)

Die getro�enen Voraussetzung der Schubdeformationstheorie erster Ordnung liefern eine über
die Querschnitts�äche bzw. über die Dicke h konstant verteilte Schubspannung (vgl. Gleichung
(8.9)) τ und damit

τ = τxz = τ2 =
Q

bh
bzw. γ = γxz = γ2 =

Q

κG
. (8.80)

Die Forderung der Gleichheit der beiden Formulierungen der VerzerrungsenergieW1 = W2 liefert

1

2

∫
(A)

τ2
1

G
dA =

1

2

∫
(A)

τ2
2

κ G
dA ,

3

5

Q2

Gbh
=

1

κ

Q2

2Gbh
,

und führt schlieÿlich auf den Schubkorrekturfaktor für rechteckförmige Querschnitte κ = 5
6 .
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Lösungen
Alle Lösungen der elementaren Balkentheorie für homogene isotrope Balken können im Wesentli-
chen auf geschichtete Balken übertragen werden [1]. Dabei ist zu beachten, dass sich geschichtete
Strukturen aus faserverstärkten Kunststo�en i. a. schubweicher verhalten als metallische Materia-
lien, wie zuvor erwähnt. Dabei ist im Falle des schubstarren Laminatbalkens die Biegestei�gkeit
D̄11 = bD11 anstelle der Biegestei�gkeit des homogenen isotropen Balkens E I zu berücksichti-
gen.

Einsetzen der Randbedingungen (8.51) und (8.52) in die allgemeine Lösung (8.50) liefert analog
das lineare Gleichungssystem (8.55). Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Ei-
genwerte (λk L) entspricht Gleichung (8.56). Damit ergeben sich die gleichen Eigenwerte, wie in
Gleichung (8.58) angegeben.

Unter der Voraussetzung einer schubstarren Kinematik nach Bernoulli können die Di�erential-
gleichungen freier Transversalschwingungen sowohl für homogene isotrope Balken (8.39) als auch
für Laminatbalken (8.75) mit dem Separationsansatz (8.46) gelöst werden. Unter der Vorausset-
zung einer schubweichen Kinematik nach Timoshenko ist dies für die Di�erentialgleichungen
freier Transversalschwingungen weder für homogene isotrope Balken (8.24) noch für Laminat-
balken (8.69) formal möglich, da die partiellen Ableitungen nach dem Ort x und nach der Zeit
t auch gemischt auftreten [54]. Aus diesem Grund wird vereinfachend angenommen, dass die
Eigenfunktionen Wk (x) des Timoshenko-Balkens mit denen des Bernoulli-Balkens identisch
sind, und dass die zugehörigen zeitlichen Lösungen Tk (t) periodisch sind [54].



9 Analytische und numerische Untersuchungen

Die angenommene mesomechanische Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geo-
metrischer Zusammenhänge wird analytisch und numerisch behandelt. Das Modell beschränkt
sich dabei auf eine eindimensionale Beschreibung einer vollständigen Ondulation in Richtung
eines Rovingstranges im Gewebe. Dies entspricht einer Betrachtung als ebene repräsentative
Sequenz (ERS) in einem eindimensionalen Kontinuum analog zu einem sog. repräsentativen
Volumenelement (RVE) in einem dreidimensionalen Kontinuum. Dafür werden bezüglich der
geometrischen und strukturmechanischen Verhältnisse vereinfachende Voraussetzungen getrof-
fen. Im Detail werden Leinwandgewebe und Köpergewebe 2/2 betrachtet. Die Ergebnisse der
FE-Berechnungen dienen der Veri�zierung des analytischen Modells. Zur Validierung von struk-
turmechanischen Werksto�kennwerten von basaltfaserverstärkte Kunststo�en, die im Zugversuch
ermittelt worden sind, sind vergleichbare Untersuchungen mit repräsentativen Volumenelemen-
ten in Mazzeo, Tenuta et al. 2012 [86], Treviso, Mumoli et al. 2013 [159], Valentino et
al. 2013 [163] und Valentino et al. 2014 [164] nach [44] beschrieben.

9.1 Mesomechanische Betrachtung von Geweben

Das Phänomen der Ondulation in gewebeverstärkten Einzellagen wird in der sog. mesomecha-
nischen Betrachtungsebene untersucht. Sie liegt zwischen der mikromechanischen Ebene und
der makromechanischen Ebene. Während in der Mikromechanik beispielsweise die Homogenisie-
rungsansätze abgeleitet werden, werden in der Makromechanik globale Reaktionen eines ideali-
sierten mechanischen Tragwerks betrachtet.

Die mesomechanische Betrachtungsebene ist dabei v. a. bei der strukturmechanischen Beschrei-
bung von gewebeverstärkten Einzellagen (orthotrop im lokalen Koordinatensystem, vgl. Ab-
schnitt 4.2.3) und Lagenaufbauten relevant. Die Kettstränge werden senkrecht von den Schuss-
strängen alternierend auf Ober- und Unterseite gekreuzt. Die Reihenfolge und das sich ergebende
Muster sind für die jeweilige Art der Gewebeverstärkung (Leinwand, Köper, etc.) charakteris-
tisch. Die dadurch verursachte Ondulation (auch Flottierung [92]) von Rovingsträngen in Ge-
weben als textiles Halbzeug wird in der mesomechanischen Betrachtungsebene untersucht. Da-
bei wird meist vereinfachend vorausgesetzt, dass der ondulierte Verlauf der Rovingstränge sich
regelmäÿig wiederholend und kontinuierlich ist. Die geometrischen Dimensionen hängen dabei
signi�kant von den verwendeten Rovingsträngen und der Gewebekonstruktion ab. Verbreitete
Gewebekonstruktionen sind dabei das Leinwand- und das Köpergewebe 2/2. Während beim
Leinwandgewebe jeder kreuzende Rovingstrang onduliert wird, wird beim Köpergewebe 2/2 le-
diglich jeder zweite Rovingstrang onduliert. Wenn in Kett- und Schussrichtung Rovingstränge
mit gleichen geometrischen und mechanischen Kennwerten verwendet werden, wird das Gewebe
als ausgeglichen bezeichnet.

Das kleinste sich regelmäÿig wiederholende Element bzw. die kleinste sich wiederholende Sequenz
ist eine vollständige Ondulation der Rovingstränge in Kett- bzw. Schussrichtung. Sie besteht aus
den als unidirektional verstärkt vorausgesetzten Rovingsträngen und Bereichen mit Reinharz oh-
ne Faserverstärkung. Bei unidirektional verstärkten Einzellagen und Lagenaufbauten daraus ist
die mesomechanische Betrachtungsebene praktisch nicht relevant, da direkt über mikromechani-
sche Homogenisierungsansätze, wie in Kapitel 5 beschrieben, die makromechanischen Eigenschaf-
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ten der Einzelschicht bestimmt werden, und Schichtungen, wie in Kapitel 6 dargestellt, erfasst
werden können. Zur Ermittlung der fünf voneinander unabhängigen strukturmechanischen Werk-
sto�kennwerte für unidirektional verstärkte Einzellagen im lokalen Koordinatensystem (trans-
versalisotrop, vgl. Abschnitt 4.2.4) werden mikromechanische Homogenisierungsansätze, wie in
Kapitel 5 beschrieben, angewendet. Die kleinsten sich regelmäÿig wiederholenden Elemente bzw.
Sequenzen sind Verstärkungsfaser und Matrixwerksto� in der mikromechanischen Betrachtungs-
ebene. Die makroskopische strukturmechanische Beschreibung des Tragwerks erfolgt in jedem
Fall anschlieÿend direkt über eine Schichtverbundanalyse, wie beispielsweise in Abschnitt 8.3 für
den geschichteten Balken dargestellt.

In der mesomechanischen Betrachtungsebene wird, analog zu den Überlegungen der mikrome-
chanischen Homogenisierungsansätze in Kapitel 5, die Frage behandelt, wie die strukturmechani-
schen Werksto�kennwerte einer gewebeverstärkten Einzellage oder von Lagenaufbauten daraus
als makroskopisches Verbundmaterial von mesomechanischen Zusammenhängen abhängen. Un-
ter der Voraussetzung, dass die repräsentativen Elemente bzw. sich wiederholenden Sequenzen
der mesomechanischen Betrachtungsebene in der makromechanischen nicht mehr als solche er-
kennbar sind, wird exemplarisch ein Element bzw. eine Sequenz analysiert. Die Ergebnisse dienen
der Vorhersage des strukturmechanischen Verhaltens des makroskopischen Modells. Dabei wer-
den unidirektional verstärkte Rovingstränge und Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstärkung
als unterschiedliche Bereiche der Elemente bzw. Sequenzen vorausgesetzt. Das strukturmecha-
nische Verhalten des repräsentativen Elements bzw. der repräsentativen Sequenz hängt von der
mesomechanischen Geometrie ab.

9.2 Geometrie und Strukturmechanik

In diesem Abschnitt werden die geometrischen Verhältnisse und die strukturmechanischen Eigen-
schaften der mesomechanischen Ondulation betrachtet. Dabei wird vereinfachend vorausgesetzt,
dass die Geometrien der ebenen repräsentativen Sequenz sowohl des analytischen Modells als
auch der numerischen FE-Berechnungen auf mathematisch verhältnismäÿig einfach zu behan-
delnden Sinus-Funktionen basieren. Die ondulierten Rovingstränge werden strukturmechanisch
als ideal parallel unidirektional verstärkt vorausgesetzt, umgeben von Bereichen mit Reinharz
ohne Faserverstärkung.

Die vereinfachende Voraussetzung lautet analytisch formuliert

y (x) = A sin
(

2π
x

L

)
. (9.1)

Dabei sind die geometrischen Parameter zunächst die Amplitude A, und die Länge einer vollstän-
digen Ondulation L, wie in Abbildung 9.1 oben links dargestellt. Mit diesen geometrischen Para-
metern ergibt sich, wie in Abschnitt 9.3 dargestellt, der Grad der Ondulation Õ nach Gleichung
(9.9). Derartige repräsentative Sequenzen können zur Abbildung gröÿerer Längenabschnitte be-
liebig oft in aufeinanderfolgender Reihenschaltung betrachtet werden. Zusätzlich ist der Verlauf
der Ondulation über den gesamten De�nitionsbereich stetig und di�erenzierbar.

9.2.1 Geometrische Verhältnisse

Ein senkrechter Schnitt einer gewebeverstärkten Einzellage entlang der theoretischen Mittellinie
eines Rovingstranges erlaubt die Ermittlung aller relevanten geometrischen Parameter einer Ge-
webeondulation. Diese sind im Einzelnen, wie zuvor erwähnt, die Amplitude A und die Länge der
Ondulation L bzw. die Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR, wie in Abbildung 9.1 dar-
gestellt. Der Schnitt schneidet die kreuzenden Rovingstränge senkrecht. Die Reihenfolge bzw. das
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Muster der Ondulation der längs geschnittenen Rovingstränge wiederholt sich dabei regelmäÿig.
Die Änderung der Vorzugsrichtung des längs geschnittenen ondulierten Rovingstranges um die
quer geschnittenen kreuzenden Rovingstränge ist kontinuierlich. Die Dicke eines Rovingstranges
wird über die Länge als konstant angenommen. Der senkrechte Querschnitt der Rovingstränge
ist üblicherweise �ach und linsenförmig bzw. ellipsenförmig.

Repräsentative Sequenz im analytischen Modell
Im analytischen Modell wird die repräsentative Sequenz eines ondulierten Rovingstrangs geo-
metrisch lediglich über den Verlauf seiner Mittellinie approximiert. Dabei wird vereinfachend
vorausgesetzt, dass die Ondulation auf einer mathematisch verhältnismäÿig einfach zu behan-
delnden Sinus-Funktion basiert. Der Verlauf ist damit eindeutig durch die geometrischen Para-
meter de�niert. Für unterschiedliche Gewebekonstruktionen ergibt sich die Länge der Ondulation
L durch die Multiplikation der Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR mit einem für
die jeweilige Gewebekonstruktion spezi�schen Faktor λ zu

L = LG = λLR , (9.2)

wobei die Indizes G und R die Eigenschaft des Gewebes bzw. des Rovings bezeichnen. Für Lein-
wandgewebe, bei dem jeder Rovingstrang onduliert wird, ergibt sich die Länge der Ondulation
L durch die Multiplikation der Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR mit dem Faktor
λ = 2,

LLW = 2LR , (9.3)

während sie sich für Köpergewebe 2/2 durch die Multiplikation mit dem Faktor λ = 4 ergibt,

LK2 = 4LR , (9.4)

wobei die die Inizes LW und K2 die Eigenschaft eines Leinwandgewebes bzw. eines Köpergewebes
2/2 bezeichnen. Der Linienzug der Ondulation einer gewebeverstärkten Einzellage beträgt für
beide Arten der Gewebekonstruktion

hE,a = 2A , (9.5)

beschreibt jedoch gewebeverstärkte Einzellagen mit hE,n = 4A. Abbildung 9.1 oben zeigt exem-
plarisch die repräsentativen Sequenzen im analytischen Modell, links für Leinwandgewebe und
rechts für Köpergewebe 2/2.
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Abbildung 9.1: Repräsentative Sequenz eines ondulierten Rovingstranges im analytischen Modell
(oben) und für die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode (unten), jeweils
eindeutig durch die geometrischen Parameter der Amplitude A und der Länge der
Ondulation L = LG = λLR.



124 9 Analytische und numerische Untersuchungen

Repräsentative Sequenz in FE-Berechnungen basierend auf analytischen Funktionen
Analog zum analytischen Modell der Gewebeondulation werden für die FE-Berechnungen ebene
repräsentative Sequenzen für gewebeverstärkte Einzellagen basierend auf analytischen trigonome-
trischen Sinus-Funktionen vorausgesetzt. Die Dimension des längs geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) in Dickenrichtung wird dabei durch ein Verschieben der theoretischen Mittelli-
nie um +A bzw. −A berücksichtigt. Die Dicke eines Rovingstranges hR entspricht dem doppelten
Betrag der jeweiligen Verschiebungen

hR = 2A (9.6)

Die Bereiche der quer geschnittenen Rovingstränge (hier: Schussstränge) in Dickenrichtung wer-
den durch Spiegeln der theoretischen Mittellinie an der Längsachse (entspricht einer Multiplika-
tion der Funktion mit dem Faktor -1) und Verschieben um +A bzw. −A begrenzt. Die Länge
der Ondulation L ergibt sich analog zur repräsentativen Sequenz des analytischen Modells nach
Gleichung (9.2) durch die Multiplikation der Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR mit
dem Faktor λ. Die Dicke der gewebeverstärkten Einzellage in den numerischen Untersuchungen
mit der FE-Methode hE,n entspricht im Fall der repräsentativen Sequenzen für beide Arten der
Gewebekonstruktion jedoch der vierfachen Amplitude A,

hE,n = 4A . (9.7)

Abbildung 9.1 unten zeigt exemplarisch die repräsentativen Sequenzen für die FE-Berechnungen
basierend auf analytischen Funktionen, links für Leinwandgewebe und rechts für Köpergewebe
2/2.

9.2.2 Strukturmechanische Voraussetzungen

Mit den parametrischen Abmessungen, wie in Abbildung 9.1 dargestellt, werden vereinfachend
sowohl in den analytischen Untersuchungen als auch in den numerischen FE-Berechnungen idea-
lisierte bzw. vereinfachte Verhältnisse bezüglich der Stei�gkeit der relevanten Komponenten vor-
ausgesetzt. In den analytischen Modellen wird dabei für die Gewebeondulation zunächst ein
ideal steifer Strang in Längsrichtung und gleichzeitig ideal biegeschla�er Strang in Querrichtung
angenommen, El = E1 → ∞ ∧ Eb = E2 → 0. Dabei werden zunächst die (visko-)elastischen
Parameter vernachlässigt. In den FE-Berechnungen wird die Elastizität berücksichtigt. Dabei
ergeben sich in den repräsentativen Sequenzen von gewebeverstärkten Einzellagen in den FE-
Berechnungen drei Bereiche mit unterschiedlichen strukturmechanischen Werksto�kennwerten.
Die drei Bereiche sind im Einzelnen der längs geschnittene Rovingstrang (hier: Kettstrang), die
quer geschnittenen Rovingstränge (hier: Schussstränge) und umgebende Bereiche mit reinem
Matrixwerksto� ohne Faserverstärkung.

Die drei Bereiche unterscheiden sich v. a. bezüglich der jeweiligen Stei�gkeiten. Dabei wird verein-
fachend vorausgesetzt, dass die betrachteten Rovingstränge ideal parallel unidirektional verstärk-
te Bereiche sind und jeweils den gleichen (lokalen) Faservolumengehalt ϕf,R aufweisen. Unter der
zuvor formulierten Voraussetzung der einzelnen Rovingstränge als unidirektional verstärkte Be-
reiche ergeben sich die fünf voneinander unabhängigen strukturmechanischenWerksto�kennwerte
bei bekanntem bzw. vorausgesetzten gleichen Faservolumengehalt ϕf im lokalen Koordinatensys-
tem (transversalisotrop, vgl. Abschnitt 4.2.4) nach den mikromechanischen Homogenisierungs-
ansätzen, wie in Kapitel 5 dargestellt. Bezüglich der jeweiligen Stei�gkeiten als charakteristische
mechanische Werksto�kennwerte sind dies im Einzelnen

� der längs geschnittene Rovingstrang (hier: Kettstrang) mit der Vorzugsrichtung der Ver-
stärkungsfasern entlang dem sinusförmigen Verlauf, und damit E1 parallel der sinusförmi-
gen Kontur und E2 senkrecht dazu,
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� die quer geschnittenen Rovingstränge (hier: Schussstränge) mit der Vorzugsrichtung der
Verstärkungsfasern senkrecht um Querschnitt, und damit E2 = E3 im untersuchten ebenen
Modell und

� die Bereiche mit reiner Matrix ohne jegliche Faserverstärkung mit Em.

9.3 Grad der Ondulation

Zur Beschreibung des Grades bzw. der Intensität der Ondulation wird ein spezi�scher Kennwert
Õ basierend auf mesomechanischen geometrischen Parametern eingeführt. Die dimensionslose
Kennzahl ist ein Maÿ für die Intensität der Ondulation. Die relevanten mesomechanischen geo-
metrischen Parameter sind dabei die Amplitude A und die Länge der Ondulation L bzw. die
Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR, die dafür zueinander ins Verhältnis gesetzt wer-
den. Die Art der Gewebekonstruktion (Leinwand, Köper 2/2, etc.) wird dabei mit L = LG = λLR
nach Gleichung (9.2) berücksichtigt. Der Grad der Ondulation Õ ermöglicht die Vergleichbar-
keit der repräsentativen Sequenzen des analytischen Modells mit denen der numerischen FE-
Berechnungen. Die geometrische Vergleichbarkeit aus dem de�nierten Grad der Ondulation Õ
ist Voraussetzung zur Veri�zierung des analytischen Modells mit den Ergebnissen der numeri-
schen FE-Berechnungen.

Für die Einführung des Grades der Ondulation Õ wird die Wellensteilheit

S =
H

L
=

2A

L
, (9.8)

mit den geometrischen Parametern der (Wellen-)Höhe H und der Wellenlänge L, wie sie in der
Nautik z. B. nach Büsching 2001 [20] oder Büsching 2002 [21] de�niert ist, zum Grad der
Ondulation in gewebeverstärkten Einzellagen modi�ziert zu

Õ =
A

L
=

A

LG
=

A

λLR
. (9.9)

Dabei ist A die Amplitude und L bzw. LGW die Länge einer vollständigen Ondulation nach
Gleichung (9.2), die von der Art der Gewebekonstruktion (Leinwand, Köper 2/2, etc.) abhängt.
Unter der Voraussetzung gleicher Amplitude A und gleicher Länge des Querschnitts eines Ro-
vingstrangs LR folgt für die hier untersuchten Gewebekonstruktionen Leinwand- und Köperge-
webe 2/2 wegen den charakteristischen Faktoren λ = 2 bzw. λ = 4, dass sich die entsprechenden
Grade der Ondulation Õ um den Faktor 2 unterscheiden. Damit wird die unterschiedliche Anzahl
der Ondulationen in der jeweiligen Gewebekonstruktion berücksichtigt, obwohl die geometrische
Intensität der Umlenkung gleich ist.

Der Kennwert der Wellensteilheit S nach Gleichung (9.8) wird modi�ziert, da im Vergleich zur
Intention der Einführung eines Grades der Ondulation Õ nach Gleichung (9.9) ein anderes Mo-
tiv vorliegt. In der Nautik ist die Charakterisierung der absoluten Belastung für eine Struktur
relevant. Aus diesem Grund wird der doppelte Betrag der Amplitude A als absolute Höhe einer
Welle H für die Berechnung der Wellensteilheit S verwendet [20], [21]. Im Gegensatz dazu steht
bei der mesomechanischen Betrachtung gewebeverstärkter Einzellagen in faserverstärkten Kunst-
sto�en die Beschreibung der Abweichung des realen, durch das Gewebe ondulierten, Verlaufes
der Faserverstärkung von der unidirektional verstärkten Einzelschicht im Mittelpunkt [151]. Die
Verwendung der Amplitude A für die Berechnung des Kennwerts kann ebenfalls als Grad der
Exzentrizität bezüglich einer unidirektional verstärkten Einzelschicht mit ideal geradlinig und
parallel verlaufenden Verstärkungsfasern ohne Ondulationen betrachtet werden.
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Geometrische Abmessungen mesomechanischer Gewebeondulationen
Zur Identi�kation der angenommenen mesomechanischen Kinematik in gewebeverstärkten Ein-
zellagen aufgrund der geometrischen Parameter werden diese in ausgewählten und zugleich rea-
listischen, äquidistanten Schritten variiert. Während die Amplitude A von 0,05mm bis 0,25mm
in fünf äquidistanten Schritten von jeweils 0,05mm variiert wird (0,05mm; 0,10mm; 0,15mm;
0,20mm; 0,25mm), wird die Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR von 2,5mm bis
7,5mm in fünf äquidistanten Schritten von jeweils 1,25mm variiert (2,5mm; 3,75mm; 5,0mm;
6,25mm; 7,5mm).

Der zuvor beschriebene Bereich der Variation der geometrischen Parameter ist im Hinblick auf
die, in Kapitel 10 verwendeten, drei Sätze vergleichbarer Probekörper für die experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen gewählt worden. Die jeweiligen relevanten bzw. realis-
tischen, äquidistanten Schrittweiten gehen dabei im Wesentlichen aus den Datenblättern der
Leinwand- und Köpergewebe 2/2 [121] und [122] basierend auf dem Roving Tenax HTS40
[123] (Satz 1), [120] und [119] basierend auf dem Pyrofil TR50S 6K [117] (Satz 2) und den
Kohlensto�faser-Prepregs G947 und G939 von Hexcel [114] (Satz 3) hervor. Ähnliche Berei-
che der geometrischen Abmessungen werden beispielsweise auch in Ballhause 2007 [6] und
Matsuda et al. 2007 [84] verwendet.

Grad der Ondulation für Leinwand- und Köpergewebe 2/2
Für die untersuchten Gewebekonstruktionen Leinwandgewebe und Köpergewebe 2/2 ergeben
sich die geometrischen Abmessungen nach den in Abbildung 9.1 dargestellten Zusammenhängen.
Bei der Berechnung des Grades der Ondulation Õ nach Gleichung (9.9) hängt die Länge einer
vollständigen Ondulation L = LG von der Art der Gewebekonstruktion ab. Sie ergibt sich nach
Gleichung (9.2). Die Amplitude A hängt dagegen nicht von der Art der Gewebekonstruktion ab,
sondern ergibt sich aus der Dicke eines Rovingstrangs hR nach Gleichung (9.6).
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Abbildung 9.2: Graphische Darstellung des Grades der Ondulation Õ über einer Ebene, aufgespannt
von den Achsen der beiden geometrischen Parameter Amplitude A und Länge einer
vollständigen Ondulation L mit Isolinien: Leinwandgewebe ÕLW (links) und Köperge-
webe 2/2 ÕK2 (rechts).

Zur Berechnung des Grades der Ondulation Õ ergeben sich damit ein Wertebereich für die Am-
plitude A von 0,05mm bis 0,25mm, variiert in fünf äquidistanten Schritten von jeweils 0,05mm
(0,05mm; 0,10mm; 0,15mm; 0,20mm; 0,25mm), und zwei Wertebereiche für die Länge einer
vollständigen Ondulation L. Die Länge einer vollständigen Ondulation eines Leinwandgewebes
LLW beinhaltet den Wertebereich von 5,0mm bis 15,0mm, variiert in fünf äquidistanten Schritten
von jeweils 2,5mm (5,0mm; 7,5mm; 10,0mm; 12,5mm; 15,0mm), während die Länge einer voll-
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ständigen Ondulation eines Köpergewebes 2/2 LK2 den Wertebereich von 10,0mm bis 30,0mm,
variiert in fünf äquidistanten Schritten von jeweils 5,0mm (10,0mm; 15,0mm; 20,0mm; 25,0mm;
30,0mm), beinhaltet.

Zur vollständigen Charakterisierung werden alle Permutationen der geometrischen Parameter
Amplitude A und der Längen einer vollständigen Ondulation eines Leinwandgewebes LLW und
der Längen einer vollständigen Ondulation eines Köpergewebes 2/2 LK2 betrachtet. Für beide
Arten der Gewebekonstruktionen ergeben sich jeweils 25 unterschiedliche Kombinationen der
geometrischen Parameter und damit 25 unterschiedliche Werte für den Grad der Ondulation
ÕLW bzw. ÕK2. Abbildung 9.2 stellt gra�sch den Grad der Ondulation Õ mit Isolinien über eine
Ebene dar, die von den Achsen der beiden geometrischen Parameter Amplitude A und die Länge
einer vollständigen Ondulation L aufgespannt wird. Dabei ist links der Grad der Ondulation
ÕLW für Leinwandgewebe dargestellt und rechts der Grad der Ondulation ÕK2 für Köpergewebe
2/2, jeweils basierend auf den gleichen geometrischen Parametern Amplitude A und Länge des
Querschnitts eines Rovingstrangs LR. Dabei liefert der Grad der Ondulation für Leinwandgewebe
ÕLW Werte im Bereich von 0,00333 bis 0,05000 und der Grad der Ondulation für Köpergewebe
ÕK2 liefert Werte im Bereich von 0,00166 bis 0,02500. Damit gilt ÕLW = 2 ÕK2.

9.4 Analytisches Modell

Die Untersuchungen eines Modells, das lediglich auf rein analytischen Annahmen und Voraus-
setzungen basiert, werden hier beschrieben. Es wird auf die Berechnung und Auswertung der
relevanten Gröÿen eingegangen.

9.4.1 Mathematisches Modell und Voraussetzungen

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Einführung eines mathematischen Modells zur Beschreibung der
Ondulation in faserverstärkten Kunststo�en mit Gewebeverstärkung. Um die Komplexität auf
ein eindimensionales Problem zu reduzieren, wird dabei lediglich die Mittellinie eines ondulierten
Kettstrangs betrachtet. Die sich dadurch ergebende Geometrie im mesomechanischen Maÿstab
kann dann näherungsweise durch eine mathematische Sinus-Funktion beschrieben werden. Für
eine repräsentative Längeneinheit einer kompletten Ondulation

y (x) = A sin
(

2π
x

L

)
(9.10)

wird das Argument der trigonometrischen Funktion im Intervall
(
2π x

L

)
∈ [0, 2π] vorausge-

setzt, was zur De�nitionsmenge x ∈ [0, L] führt. Die Vorteile der Wahl einer trigonometrischen
Funktion sind Stetigkeit, Di�erenzierbarkeit und Integrierbarkeit im gesamten De�nitionsbereich
[18], [130]. Darüber hinaus kann der repräsentative De�nitionsbereich aufgrund von Symmetrie-
gründen auf die Wellenlänge einer kompletten Ondulation D = [0, L] reduziert werden. Mit
beliebiger Amplitude A und x = [0, L] ergibt sich das repräsentative Intervall des Arguments
der trigonometrischen Funktion D = [0, 2π].

In der dargestellten analytischen Näherung wird vorausgesetzt, dass der ondulierte Strang keine
Verzerrung durch Dehnung oder Stauchung erfährt, sondern stets seine ursprüngliche Länge
beibehält. Mechanisch wird diese Voraussetzung als unendlich hohe Stei�gkeit in Längsrichtung
formuliert,

El = E1 →∞ . (9.11)

Gleichzeitig wird vorausgesetzt, dass der ondulierte Strang biegeschla� ist. Diese Voraussetzung
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wird mechanisch als unendlich kleine Biegestei�gkeit in Querrichtung formuliert zu

Eq = E2 → 0 . (9.12)

Die beiden Voraussetzungen (9.11) und (9.12) beschreiben damit einen ideal steifen und gleich-
zeitig ideal biegeschla�en Strang.

Zusätzlich wird vorausgesetzt, dass der sinusförmige Strang bei x = 0 unverschieblich in x-
Richtung jedoch drehbar um die senkrecht dazu stehende y-Richtung gelagert ist. Am Null-
durchgang bei x = L werden dabei unterschiedliche Verschiebungen in x-Richtung aufgebracht.
Unter den dargestellten Voraussetzungen kann eine Kinematik abgeleitet werden, die lediglich
von geometrischen Bedingungen abhängt. Zur De�nition eines vergleichbaren und aussagekräfti-
gen Maÿes für eine Deformation, die auf einer Verschiebung des Endpunktes der repräsentativen
Längeneinheit in x-Richtung beruht, wird die Summe aus ursprünglicher Länge der repräsenta-
tiven Längeneinheit l0 = L und der aufgebrachten Verschiebung ∆l = l1 − l0 = l1 − L und auf
die ursprüngliche Länge des repräsentativen Längeneinheit l0 = L normiert und

urel =
∆l

l0
=

∆l

L
=
l1 − L
L

=
l1
L
− 1 (9.13)

als normierte Verschiebung eingeführt. Die normierte Verschiebung ist positiv für eine Verschie-
bung in positive x-Richtung, urel > 0 für ∆l > 0 und negativ für eine Verschiebung in negative
x-Richtung, urel < 0 für ∆l < 0. Die durch die aufgebrachten Verschiebungen folgenden Defor-
mationen des ideal steifen und gleichzeitig ideal biegeschla�en Strangs beruhen damit lediglich
auf kinematischen und geometrischen Zusammenhängen.
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Abbildung 9.3: Graphische Darstellung der Annahme sich lediglich geometrisch verformender Sinus-
Kurven mit A0 = 1 und L = 2π: Ursprünglicher Graph: Volllinie; Positiv deformierte
Graphen: Strichlinie; Negativ deformierte Graphen: Strichpunktlinie.

Die zuvor getro�enen Voraussetzungen bedingen zwei verschiedene E�ekte, wenn auf das Modell
positiv bzw. negativ de�nierte Deformationen aufgebracht werden. Positiv de�nierte Deforma-
tionen führen zu einer Glättung bzw. Ab�achung. Die Amplitude nimmt ab. In diesem Fall ist
der Grenzwert der maximal aufbringbaren Deformation dann erreicht, wenn der Strang komplett
gestreckt ist und die Amplitude A = 0 ist. Dagegen nimmt die Amplitude zu, wenn eine negativ
de�nierte Deformation aufgebracht wird. Negativ de�nierte Deformationen führen zu einer Auf-
stauchung. In diesem Fall ist der Grenzwert der maximal aufbringbaren negativen Deformation
die Grenze des De�nitionsbereichs. Abbildung 9.3 zeigt die ursprünglich undeformierte Sinus-
kurve als breite Volllinie, die sich ergebenden sin-Kurven für positiv de�nierte Deformationen
als dünne Strichlinien und für negative Deformationen als dünne Strichpunktlinien.
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9.4.2 Analytischer Lösungsansatz

Die Bogenlänge einer Funktion ist durch

s =

L∫
0

√
1 + (y′)2 dx (9.14)

de�niert [18], [130]. Einsetzen der vorausgesetzten Sinus-Funktion (9.10) für den idealisiert vor-
ausgesetzten Verlauf einer Ondulation in Gleichung 9.14 liefert durch Umformung ein elliptisches
Integral zweiter Ordnung [18], [32], [130]

E (ϕ, k) =

ϕ∫
0

√
1− k2 sin2 ϕ dϕ . (9.15)

Für die Beschreibung realer geometrischer Dimensionen ist die Berücksichtigung einer beliebi-
gen Amplitude A und einer beliebigen Länge L als zwei voneinander unabhängiger Parame-
ter notwendig. Die Bogenlänge einer Sinus-Funktion wird schlieÿlich über die Formulierung ei-
nes vollständigen elliptischen Integrals zweiter Ordnung berechnet. Dafür wird die Beziehung
sin2 x+ cos2 x = 1 zwischen jeweils quadriertem Sinus und Kosinus mit gleichem Argument an-
gewendet. Zusätzlich wird die untere Integrationsgrenze zu 0 und die obere Integrationsgrenze
zu π

2 gesetzt. Durchführung der Substitution x̃ = 2π xL ermöglicht die Berechnung eines Viertels
der Bogenlänge zu

1

4
s =

π
2∫

0

√
1 +

(
2π

A

L

)2

cos2
(

2π
x

L

)
dx =

=

π
2∫

0

√
1 +

(
2π

A

L

)2 [
1− sin2

(
2π

x

L

)]
dx =

=

π
2∫

0

√√√√[1 +

(
2π

A

L

)2
]
−
(

2π
A

L

)2

sin2
(

2π
x

L

)
dx =

=

√
1 +

(
2π

A

L

)2

·

π
2∫

0

√√√√1−
(
2π A

L

)2
1 +

(
2π A

L

)2 sin2
(

2π
x

L

)
dx . (9.16)

Die Anwendung der zuvor genannten Substitution x̃ = 2π xL , liefert für das Di�erential dx =
dx̃ L

2π , und führt auf

1

4
s =

√
1 +

(
2π

A

L

)2

·

π
2∫

0

√√√√1−
(
2π A

L

)2
1 +

(
2π A

L

)2 sin2 x̃ dx̃ · L
2π

=

=

√(
L

2π

)2

+A2 ·

π
2∫

0

√√√√1−
(
2π A

L

)2
1 +

(
2π A

L

)2 sin2 x̃ dx̃ =
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=

√(
L

2π

)2

+A2 · E

π
2
,

√√√√ (
2π A

L

)2
1 +

(
2π A

L

)2
 =

=

√
L2 + 4π2A2

4π2
· E

(
π

2
,

√
4π2A2

L2 + 4π2A2

)
, (9.17)

wobei der Faktor
√

L2+4π2 A2

4π2 als Verminderungsfaktor interpretiert, und das Argument√
4π2 A2

L2+4π2 A2 als elliptischer Modul k identi�ziert werden kann. Die Bogenlänge einer komplet-
ten Ondulation s kann durch einfache Multiplikation mit 4 als Anzahl der sich wiederholenden
Viertel-Sequenzen 1

4 s in einer gesamten Ondulation berechnet werden zu

s =

∫ 2π

0

√
1 +

(
2π

A

L

)2

cos2
(

2π
x

L

)
dx =

= 4 ·

√(
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Die vorher getro�enen vereinfachenden Voraussetzungen und Randbedingungen müssen erfüllt
werden, um eine Kinematik abzuleiten, die lediglich auf geometrischen Bedingungen beruht.
Dafür muss die Bogenlänge auch nach aufbringen unterschiedlicher Maÿe von Deformation in
x-Richtung urel konstant bleiben. Daraus folgt die beschreibende Gleichung zur Berechnung der
sich ergebenden Amplitude A1 zu

f (A1) = s (urel)− s (urel = 0) = 0 , (9.19)

die zur Berechnung der Wurzel A1, die der sich ergebenden Amplitude entspricht, lediglich nu-
merisch gelöst werden kann. Für jedes ausgewählte Maÿ der Deformation urel ergibt sich auf
diese Weise eine zugehörige Änderung der Amplitude ∆A. Nach der numerischen Berechnung
der sich ergebenden Amplitude folgt für die Änderung der Amplitude zu

∆A = A (urel)−A (urel = 0) = A1 −A0 , (9.20)

die vom aufgebrachten Maÿ der Deformation in x-Richtung urel abhängt. Für den weiteren
Verlauf der Untersuchungen erweist es sich als günstig, die normierte Änderung der Amplitude

wrel =
∆A

A0
=
A1 −A0

A0
=
A1

A0
− 1 (9.21)

einzuführen, um eine weitere normierte Dimension zu erhalten. Damit kann die normierte Ände-
rung der Amplitude wrel über der normierten Verschiebung in x-Richtung urel dargestellt werden,
sodass wrel-urel-Diagramme folgen. Der Zusammenhang hat einen Grenzwert für den Wert der
normierten Verschiebung in x-Richtung

urel, max =
sA0 − l0

l0
. (9.22)
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Für diesen Wert der Deformation weist der Algorithmus zur numerischen Bestimmung der Ände-
rung der Amplitude eine Singularität auf. In diesem Fall entspricht die Singularität dem Zustand,
bei dem die ursprünglich sinusförmige Kurve durch die aufgebrachte positive Deformation kom-
plett geglättet wird und vollständig ab�acht. Die Amplitude A fällt auf Null ab. Im Gegensatz
dazu führen aufgebrachte negativ de�nierte Deformation zu einer geringeren Veränderung der
Amplitude A zu höheren Werten. Im Fall aufgebrachter negativer Deformationen kann mit dem
Modell unter den getro�enen Voraussetzungen die Zunahme der Amplitude A bis zum Mini-
malwert des Grades der Deformation urel = −1 beschrieben werden. Dieser Zustand entspricht
vollständiger Stauchung. Für diesen Wert weist der Algorithmus zur numerischen Bestimmung
der Änderung der Amplitude eine weitere Singularität auf. Der Zustand beschreibt die komplet-
te Stauchung der ursprünglichen Sinuskurve über die repräsentative Längeneinheit aufgrund der
aufgebrachten negativen Deformation.

Aspekte zur Auswertung bzw. zum grundsätzlichen Verhalten
Die Berechnungen werden für die ausgewählten geometrischen Parameter Amplitude A und Län-
ge L des Modells durchgeführt. Dabei wird die Amplitude A von 0,05mm bis 0,25mm in fünf
Schritten von 0,05mm und die Länge L von 5mm bis 15mm in fünf Schritten von 2,5mm vari-
iert. Die Auswertung der graphisch Darstellung der Kinematik unter der Berücksichtigung realer
geometrischer Dimensionen wird exemplarisch beschrieben.
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Abbildung 9.4: Normierte Änderung der Amplitude wrel über die aufgebrachte normierte Längsdefor-
mation urel im groÿen Intervall urel = −1 · 10−3 . . .+ 1 · 10−3 in Schritten von 1 · 10−4

(links) und im kleinen Intervall urel = −1 · 10−4 . . .+ 1 · 10−4 in Schritten von 1 · 10−5

für die 5 ausgewählten Schritte der Amplitude A bei der Länge L=12,5mm [129].

Abbildung 9.4 zeigt exemplarisch das wrel-urel-Diagramm für die fünf ausgewählten Schritte
der Amplitude A bei der Länge L=12,5mm. Die aufgebrachten Deformationen in x-Richtung
urel sind in relevanten Bereichen für die Strukturmechanik von faserverstärkten Kunststo�en
de�niert worden. Dabei werden zwei Dekaden betrachtet. Das groÿe Intervall beträgt urel =
−1 · 10−3 . . .+ 1 · 10−3 in Schritten von 1 · 10−4, wie in Abbildung 9.4 links dargestellt, und das
kleine Intervall beträgt urel = −1 · 10−4 . . .+ 1 · 10−4 in Schritten von 1 · 10−5, wie in Abbildung
9.4 rechts dargestellt. Mit Berücksichtigung des Nulldurchgangs ergeben sich damit 39 Schritte
für das groÿe bzw. 21 Schritte für das kleine Intervall bezüglich der aufgebrachten Deformationen
in x-Richtung urel.
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Das zuvor beschriebene Verhalten führt auf Zusammenhänge mit negativer Steigung. Die Aus-
wertung erfolgt, wie in Abschnitt 11.1.1 und analog zu Ottawa et al. 2012 [129] beschrieben,
nach Gleichung (11.2) mit dem Kennwert M̃ . In den aufgebrachten Bereichen der normierten
Deformation in x-Richtung urel und der normierten Änderung der Amplitude wrel kann ein quasi-
linearer Zusammenhang v. a. im kleineren Intervall identi�ziert werden. Damit kann eine direkte
lineare Kopplung zwischen Deformation und Form der Ondulation in gewebeverstärkten Einzel-
lagen postuliert werden, wobei der Betrag der negativen Steigung die Sensitivität bezüglich der
mesomechanischen Kinematik darstellt.

Das analytische Modell liefert für die fünf ausgewählten Schritte der Amplitude A bei der ex-
emplarisch betrachteten Länge L=12,5mm einen gröÿeren Betrag der negativen Steigung mit
kleinerem Grad der Ondulation Õ. Dies entspricht einer höheren Sensitivität bezüglich der me-
somechanischen Kinematik bei kleinem Grad der Ondulation Õ, da in diesem Fall die geome-
trische Intensität der Umlenkung, und damit die Abweichung von einem geradlinigen Verlauf,
sehr gering ist. Der Zusammenhang ist jedoch sensitiv bzgl. dem Vorzeichen der aufgebrachten
Deformation, wenn relativ groÿe Werte für die positiv de�nierte Deformation urel aufgebracht
werden und daraus eine Dehnung der Ondulation resultiert. Da relativ hohe Werte für die Deh-
nung bereits in Nähe der Singularität liegen, resultiert daraus eine signi�kant stärkere Abnahme
der Amplitude A.

Der lineare Zusammenhang erreicht Grenzen, wenn die aufgebrachten positiv de�nierten Defor-
mationen die Grenzen des rein analytischen Modells erreichen. Wie bereits erwähnt, stellt die Sin-
gularität des Modells in diesem Fall den Zustand dar, bei dem die ursprünglich sinusförmige Kur-
ve durch die aufgebrachte positive Deformation komplett geglättet wird und vollständig ab�acht.
Darüber hinaus ist die Sensitivität zur ausgewählten Amplitude sehr groÿ. Während bei der Län-
ge L=12,5mm im gröÿeren Intervall der aufgebrachten Deformation urel = −1 ·10−3 . . .+1 ·10−3

der Zusammenhang für die beiden Amplituden A01=0,05mm und A02=0,10mm bereits nichtli-
near wird, gilt für die gröÿeren Amplituden A03=0,15mm, A04=0,20mm und A05=0,25mm noch
der quasi-lineare Zusammenhang, wie in Abbildung 9.4 links dargestellt. Im Gegensatz dazu kann
der direkte quasi-lineare Zusammenhang im kleineren Intervall der aufgebrachten Deformation
urel = −1 · 10−4 . . . + 1 · 10−4 für alle Kombinationen der geometrischen Parameter identi�ziert
werden, wie in Abbildung 9.4 rechts dargestellt.

9.5 Numerische Untersuchungen mit der FE-Methode

Zur Veri�kation des analytischen Modells, wie zuvor in Abschnitt 9.4 dargestellt, werden nu-
merische Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) durchgeführt. Die Variation
der geometrischen Parameter, wie in Abschnitt 9.3 beschrieben, dient zur Parameteridenti�kati-
on der angenommenen mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge
in gewebeverstärkten Einzellagen. Die FE-Berechnungen erlauben die Berücksichtigung elasti-
scher Anteile, die im rein analytischen Modell aufgrund der getro�enen stark vereinfachenden
Voraussetzungen zunächst vernachlässigt werden. Im Detail werden linear-elastische statische
FE-Berechnungen durchgeführt. Um die angenommene mesomechanische Kinematik aufgrund
geometrischer Zusammenhänge zu identi�zieren, werden Nichtlinearitäten, Versagensmechanis-
men und Reibungse�ekte dabei vernachlässigt. Im Detail werden die Berechnungen mit dem
FE-Programm ANSYS Workbench [95] durchgeführt.

9.5.1 Vorbemerkungen

Zu den numerischen Untersuchungen bedarf es einiger Vorbemerkungen, die für eine stringente
und abschlieÿend korrekte Durchführung und Auswertung der FE-Berechnungen wesentlich sind:
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1. Orientierung des globalen Koordinatensystems
Das analytische Modell, wie zuvor in Abschnitt 9.4 dargestellt, folgt zunächst mathema-
tischen Konventionen. Dabei werden eindimensionale Zusammenhänge üblicherweise als
Funktion y (x) der abhängigen Variable y (Ordinate) über die unabhängige Variable x
(Abszisse) in der x-y-Ebene eines orthogonalen kartesischen Koordinatensystems darge-
stellt. Im vorliegenden Fall spiegelt die x-Richtung die Dimension der Längsrichtung L
und die y-Richtung die Dimension der Dickenrichtung h wider. Dies unterscheidet sich
zu den Konventionen der strukturmechanischen Betrachtung von Tragwerken, wie in den
Abschnitten 6.3 und 8.1 dargestellt (z-Richtung als Dimension der Dickenrichtung h nach
unten positiv und x-y-Ebene als Längs- bzw. Querdimensionen), scha�t jedoch die direkte
Vergleichbarkeit zum analytischen Modell und erleichtert dessen Veri�kation.

2. Indizierung und De�nition der Querverformungszahl ν
Die in der vorliegenden Arbeit verwendete De�nition der doppelten Indizierung der Quer-
verformungszahlen ist in Abschnitt 5.3 beschrieben. Sie folgt der Reihenfolge von Ursa-
che und Wirkung. Das FE-Programm ANSYS Workbench [95] verwendet die gleiche In-
dizierung bzw. De�nition für die Eingabe der strukturmechanischen Werksto�kennwerte
für die elastostatischen FE-Berechnungen für orthotrope Materialien im FE-Preprocessor
(vgl. groÿe Querverformungszahl ν12 (engl.: major Poisson's ratio) und kleine Querver-
formungszahl ν21 (engl.: minor Poisson's ratio) [149], wie in Abschnitt 5.3 dargestellt).

3. Bezeichnung der Variablen des globalen und lokalen Koordinatensystems
Bei der strukturmechanischen Betrachtung von Tragwerken bezeichnet das x-y-z-Koordi-
natensystem das globale Koordinatensystem, während das 1-2-3-Koordinatensystem das
lokale Koordinatensystem darstellt. Dieser Konvention wird in der vorliegenden Arbeit
gefolgt (vgl. Abschnitte 6.3 und 8.1). Im Gegensatz dazu bezeichnet die Eingabemaske des
FE-Preprocessors die lokalen strukturmechanischen Werksto�kennwerte mit dem x-y-z-
Koordinatensystem, während die in Tabelle 9.3 angeführten Eingabewerte aus Gründen der
konsistenten strukturmechanischen Betrachtung im 1-2-3-Koordinatensystem angegeben
sind. Dabei sind die ebenen repräsentativen Sequenzen in den FE-Berechnungen, wie in
Abbildung 9.1 unten dargestellt, aus Gründen der Vergleichbarkeit, Parameteridenti�kation
und Veri�kation entsprechend der mathematischen Konvention in der x-y-Ebene modelliert.

4. Eingabe der strukturmechanischen Werksto�kennwerte
Zur Eingabe der strukturmechanischen Werksto�kennwerte für die elastostatischen FE-
Berechnungen werden die Eingabemasken des FE-Preprocessors in der verwendeten Versi-
on des FE-Programms ANSYS Workbench [95] verwendet. Das Materialverhalten bzw. die
Materialsymmetrie der einzelnen Bereiche der repräsentativen Sequenzen werden dabei ent-
sprechend den strukturmechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt 9.2.2 beschrieben,
gewählt. Da in der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] keine
Eingabemaske für transversalisotropes Materialverhalten hinterlegt ist, werden für die uni-
direktional verstärkten Bereiche, im Einzelnen des längs geschnittenen Rovingstrangs (hier:
Kettstrang) und der quer geschnittenen Rovingstränge (hier: Schussstränge), die Eingabe-
masken für orthotrope Materialeigenschaften verwendet. Die Eingabe der neun unabhän-
gigen Werksto�kennwerte erfolgt derart, dass durch die Eingabe paarweise gleicher Werte
in der transversalen Isotropieebene den Bereichen transversalisotropes Materialverhalten
basierend auf fünf unabhängigen Werksto�kennwerten zugeordnet wird. Dabei verläuft die
jeweilige Achse der Transversalisotropie und damit die Richtung der unidirektional voraus-
gesetzten Faserverstärkung im Falle des längs geschnittenen Rovingstranges entlang der
theoretischen Mittellinie bzw. entlang der Kontur des längs geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) sowie senkrecht zum Querschnitt der quer geschnittenen Rovingsträn-
ge (hier: Schussstränge). Tabelle 9.3 enthält die Eingabewerte der strukturmechanischen
Werksto�kennwerte für die elastostatischen FE-Berechnungen.
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5. Zweidimensionale FE-Berechnung
Zur Validierung der dämpfungserhöhenden Wirkung der angenommenen mesomechani-
schen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen werden, wie in Kapitel 10 dargestellt,
experimentelle strukturdynamische Untersuchungen mit �achen stabförmigen Probekör-
pern durchgeführt. Der Ausschwingvorgang der einseitig fest eingespannten Probekörper
wird strukturmechanisch als transversal schwingender Balkens beschrieben. Wie in Ab-
schnitt 8.1 beschrieben, ist der Balken ein eindimensionales mechanisches Tragwerk. Dabei
wird die Dimension der Breite b vernachlässigt. In diesem Zusammenhang sind die Gewe-
beondulationen ein E�ekt in Längs- und Dickenrichtung (x-z-Ebene bei strukturmechani-
scher Betrachtung bzw. x-y-Ebene bei mathematischer Betrachtung). Aus diesem Grund
sind die FE-Modelle der repräsentativen Sequenzen, wie in Abbildung 9.1 unten dargestellt,
eben modelliert und werden zweidimensional berechnet. Aus Gründen der Konsistenz des
FE-Modells wird in der Eingabemaske des FE-Preprocessors der verwendeten Version des
FE-Programms ANSYS Workbench [95] für elastostatische Berechnungen im Falle ortho-
troper Materialeigenschaften jedoch die Eingabe dreidimensionalen Werksto�kennwerte,
wie in Tabelle 9.3 angeführt, verlangt.

6. Orientierung der Werksto�kennwerte am Elementkoordinatensystem
Im Falle der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] orientieren
sich die strukturmechanischen Werksto�kennwerte für die durchgeführten elastostatischen
Berechnungen am Elementkoordinatensystem. Dies ist v. a. bei der korrekten Modellie-
rung des längs geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang), wie im Abschnitt 9.5.3
beschrieben, relevant. Zur Modellierung des Verlaufs der unidirektional vorausgesetzten
Faserverstärkung entlang der theoretischen Mittellinie bzw. entlang der Kontur des längs
geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) folgt, wird das Elementkoordinatensystem
der Elemente in diesem Bereich entsprechend orientiert. Im Detail wird den Elementen im
relevanten Bereich eine Elementformulierung zugewiesen, die die Elementkoordinatensyste-
me an den primären Elementachsen und nicht am globalen Koordinatensystem ausrichtet.

7. Aufgebrachte Deformationen bzw. Verzerrungen in x-Richtung urel bzw. εx
Während im analytischen Modell aufgrund der vereinfachend getro�enen Voraussetzun-
gen der idealen Stei�gkeit in Längsrichtung die aufgebrachten Deformationen als auf die
Länge L normierte Verschiebungen strenggenommen keine Verzerrungen sind, können die
aufgebrachten Verschiebungen im FE-Modell wegen der Berücksichtigung linear-elastischer
Anteile auch als Verzerrungen betrachtet werden.

9.5.2 FE-Modell der ebenen repräsentativen Sequenzen

Die mesomechanische Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zu-
sammenhänge wird für Leinwand- und Köpergewebe 2/2 durch die de�nierte Variation sowohl
der mesomechanischen geometrischen Parameter Amplitude A und Länge der Ondulation L bzw.
Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR, als auch der Materialeigenschaften und Rand-
bedingungen parametrisch untersucht. Für die FE-Berechnungen werden ebene repräsentative
Sequenzen von gewebeverstärkten Einzellagen modelliert.

Die FE-Modelle der ebenen repräsentativen Sequenzen orientieren sich an dem in Abschnitt 9.2.1
beschriebenen und in Abbildung 9.1 unten dargestellten Prinzip, und basieren auf analytischen
Sinus-Funktionen. Zur genaueren Charakterisierung werden zunächst die Flächeninhalte der drei
unterschiedlichen Bereiche der repräsentativen Sequenzen analytisch bestimmt. Zur direkten Ver-
wendung der ebenen repräsentativen Sequenzen als FE-Modelle bedarf es an relevanten Stellen
und Bereichen im Detail zusätzlich noch geringfügiger Modi�kationen.
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Analytische Bestimmung der Flächeninhalte der drei unterschiedlichen Bereiche
Die Geometrien der ebenen repräsentativen Sequenzen von gewebeverstärkten Einzellagen, wie
in Abschnitt 9.2.1 dargestellt, basieren auf der analytischen Sinus-Funktion, Gleichung (9.1).
Zur weiteren Charakterisierung werden die Anteile der einzelnen Bereiche an der repräsentativen
Sequenz über ihre Flächeninhalte analytisch berechnet. Die Fläche der ebenen repräsentativen
Sequenz ergibt sich mit der Dicke der repräsentativen Sequenz in den FE-Berechnungen hE,n =
4A nach Gleichung (9.7) und der Länge einer vollständigen Gewebeondulation L = LG = λLR
nach Gleichung (9.2) für Leinwandgewebe mit λ = 2 und Köpergewebe 2/2 mit λ = 4 zu

AERS = hE,n LG = 4λALR . (9.23)

Der Flächeninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion, wie in Gleichung (9.1) beschrieben,
ergibt sich durch Integration zu

Asin =

∫ L
2

0
A sin

(
2π

L
x

)
= −A L

2π

[
cos

(
2π

L
x

)]L/2
0

=
1

π
AL . (9.24)

Die Sinus-Funktion in Gleichung (9.1) entspricht dabei dem Leinwandgewebe mit λ = 2, und
Gleichung (9.2) liefert L = LLW = λLR = 2LR. Einsetzen des Zusammenhangs in Gleichung
(9.24) liefert

Asin =
2

π
ALR . (9.25)

als Flächeninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion ausgedrückt mit der Länge des Quer-
schnitts eines Rovingstrangs LR.

Der Flächeninhalt des längs geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) ergibt sich mit der
Dicke eines Rovingstranges hR = 2A nach Gleichung (9.6) und der Länge einer vollständigen
Gewebeondulation LG = λLR nach Gleichung (9.2) für Leinwandgewebe mit λ = 2 und Köper-
gewebe 2/2 mit λ = 4 zu

AK = hR LG = 2λALR . (9.26)

Der Flächeninhalt eines quer geschnittenen Rovingstranges (hier: Schussstrang) entspricht dem
doppelten Flächeninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion Asin nach Gleichung (9.25),

A1,S = 2Asin =
4

π
ALR ≈ 1,273ALR . (9.27)

Der Flächeninhalt aller quer geschnittenen Rovingstränge der jeweiligen Gewebekonstruktion
ergibt sich mit der Multiplikation des Flächeninhalts eines quer geschnittenen Rovingstranges
A1,S nach Gleichung (9.27) für Leinwandgewebe mit λ = 2 und Köpergewebe 2/2 mit λ = 4 zu

Aλ,S = λA1,S =
4

π
λALR ≈ 1,273λALR . (9.28)

Der Flächeninhalt der verbleibenden Bereiche, die gefüllt mit reiner Matrix ohne jeglicher Faser-
verstärkung vorausgesetzt werden, AM ergibt sich aus der Di�erenz der Gesamt�äche der ebenen
repräsentativen Sequenz AERS nach Gleichung (9.23) mit der Summe der faserverstärkten Berei-
che AK und Aλ,S nach den Gleichungen (9.26) und (9.28) zu

AM = AERS − (AK +Aλ,S) = 4λALR −
(

2λALR +
4

π
λALR

)
=
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= 2

(
1− 2

π

)
λALR ≈ 0,727λALR . (9.29)

Zusätzlich werden die relativen Anteile der Flächeninhalte der längs und/oder quer geschnittenen
Rovingstränge, AK, Aλ,S zur ebenen repräsentativen Sequenz AERS angegeben. Der Anteil des
längs geschnittenen Rovingstranges AK nach Gleichung (9.26) an der ebenen repräsentativen
Sequenz AERS nach Gleichung (9.23) ergibt sich zu

AK

AERS
=

2λALR
4λALR

=
1

2
= 0,5 = 50 % . (9.30)

Der Anteil der quer geschnittenen Rovingstränge Aλ,S nach Gleichung (9.28) an der ebenen
repräsentativen Sequenz AERS nach Gleichung (9.23) ergibt sich zu

Aλ,S
AERS

=
4
π λALR

4λALR
=

1

π
≈ 0,318 = 31,8 % . (9.31)

Der Anteil der faserverstärkt vorausgesetzten Bereiche AK mit Aλ,S nach den Gleichungen (9.26)
und (9.28) an der ebenen repräsentativen Sequenz AERS nach Gleichung (9.23) ergibt sich zu

AK +Aλ,S
AERS

=
AK

AERS
+

Aλ,S
AERS

=
1

2
+

1

π
≈ 0,818 = 81,8 % . (9.32)

Der Anteil der verbleibenden Bereiche, die gefüllt mit reiner Matrix ohne jeglicher Faserverstär-
kung vorausgesetzt werden, AM nach Gleichung (9.29) an der ebenen repräsentativen Sequenz
AERS nach Gleichung (9.23) ergibt sich zu

AM

AERS
=

2
(
1− 2

π

)
λALR

4λALR
=

1

2
− 1

π
≈ 0,182 = 18,2 % . (9.33)

Dabei werden die parametrischen Zusammenhänge bezüglich der relativen Anteile der Flächen-
inhalte in den Gleichungen (9.32) und (9.33) zur Berechnung der elastischen Bettung kel (vgl.
Abschnitte 9.5.4 und 9.5.5) sowie zur Berechnung des globalen Faservolumengehalts der gesamten
repräsentativen Sequenz ϕERS (vgl. Abschnitt 9.5.5) verwendet.

Modellierung der repräsentativen Sequenzen und Modi�kationen
Die Modellierung der ebenen repräsentativen Sequenzen orientiert sich an dem in Abschnitt 9.2.1
beschriebenen und in Abbildung 9.1 unten dargestellten Prinzip. Um die in Abschnitt 9.5.3 be-
schriebenen notwendigen Analyseeinstellungen der FE-Berechnungen zu de�nieren, bedarf es an
relevanten Stellen und Bereichen im Detail noch geringfügiger Modi�kationen. Ziel der Modi�ka-
tionen ist die Vermeidung spitzer Winkel, bzw. die Scha�ung verhältnismäÿig groÿer Innenwinkel
an relevanten Stellen und Bereiche.

Im Detail werden die Querschnitte der senkrecht geschnittenen, linsenförmigen Rovingstränge
(hier: Schussstränge) mit der Länge LR um 2% an jedem Ende gekürzt und durch eine vertikale
Begrenzung abgeschlossen. Die Längen der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenför-
migen Rovingstränge (hier: Schussstränge) betragen damit LR,mod = 0,96LR. Die Länge der
vollständigen Ondulation LG nach Gleichung (9.2) bleibt davon unberührt. Zusätzlich wird der
Abstand der oberen und unteren horizontalen Begrenzung der umgebenden Matrix um jeweils
10% der Amplitude A vergröÿert. Damit beträgt die Dicke der FE-Modelle der ebenen reprä-
sentativen Sequenzen im Gegensatz zu Gleichung (9.7) hE,n = 4,2A.

Die modi�zierten ebenen repräsentativen Sequenzen für die FE-Berechnungen sind in Abbildung
9.5 links für Leinwandgewebe und rechts für Köpergewebe 2/2 dargestellt. Die Modi�kationen
ermöglichen schlieÿlich die Vernetzung des gesamten FE-Modells mit Viereckselementen. Wie in
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Abschnitt 9.5.3 beschrieben, werden damit insgesamt verhältnismäÿig kleine Elemente vermie-
den, die Berechnungsdauer reduziert und die Applikation der benötigten Elementformulierungen
sowie Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen ermöglicht.

Vergrößerung des Abstands der oberen und unteren horizontalen Begrenzung der umgebenden Matrix um 

jeweils 10 % der Amplitude A 

Kürzung der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenförmigen Rovingstränge mit der Länge LS um 

2 % an jedem Ende und Abschluss durch eine vertikale Begrenzung 

Leinwandgewebe Köpergewebe 2/2 

Abbildung 9.5: Modi�kationen der FE-Modelle der ebenen repräsentativen Sequenzen einer gewebe-
verstärkten Einzellage für Leinwandgewebe (links) und Köpergewebe 2/2 (rechts): 1.
Kürzung der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenförmigen Rovingstränge
mit der Länge LR um 2% an jedem Ende und Abschluss durch eine vertikale Begren-
zung, 2. Vergröÿerung des Abstands der oberen und unteren horizontalen Begrenzung
der umgebenden Matrix um jeweils 10% der Amplitude A.

9.5.3 Einstellungen der FE-Analyse

Die Einstellungen zur Durchführung der numerischen Berechnungen mit dem FE-Programm
ANSYS Workbench [95] werden beschrieben. Sie beziehen sich auf die Vernetzung und die Ele-
mentformulierung der unterschiedlichen Bereiche der ebenen repräsentativen Sequenzen sowie die
Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen. Die gewählten Einstellungen
basieren auf den Ergebnissen der Untersuchungen in Ottawa et al. 2012 [129]. Sie enthalten
u. a. Betrachtungen unterschiedlicher Elementformulierungen, der Anzahl der Elemente (Grad
der Diskretisierung) und des Konvergenzverhaltens.

Vernetzung
Da Gewebeondulationen ein E�ekt in Längs- und Dickenrichtung sind, und die Validierung
der FE-Berechnungen mit �achen stabförmigen Probekörpern als eindimensionales mechanisches
Tragwerk erfolgt, wird wie in Abschnitt 9.5.1 beschrieben, eine zweidimensionale FE-Berechnung
durchgeführt. Dafür wird die ebene repräsentative Sequenz mit Elementen mit einer durch-
schnittlichen Kantenlänge bzw. Elementgröÿe von 1 · 10−3 mm diskretisiert. Da das FE-Modell
einen Querschnitt durch eine Struktur darstellt, wird ein ebener Verzerrungszustand de�niert.
Dafür werden jedem Bereich ebene vierknotige Elemente ohne Mittelknoten und damit linea-
ren Ansatzfunktionen in den Verschiebungen zugewiesen. Entsprechend den vereinfachenden
strukturmechanischen Voraussetzungen in Abschnitt 9.2.2, wird den Bereichen der längs und
quer geschnittenen Rovingstränge orthotropes Materialverhalten zugewiesen. Zur korrekten Mo-
dellierung des Bereichs des längs geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) sind dabei,
zusätzliche Einstellungen notwendig. Dies ermöglicht schlieÿlich die Zuweisung der vorausgesetz-
ten transversalisotropen Materialeigenschaften entsprechend der jeweiligen Vorzugsrichtung der
Faserverstärkung. Den Bereichen der umgebenden Matrix werden dagegen isotrope Materialei-
genschaften zugewiesen.

Elementformulierung
Dem Bereich des längs geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) werden Elemente der
Formulierung PLANE42 über APDL (Ansys Parametric Design Language) zugewiesen. Den bei-
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den anderen Bereichen, im Einzelnen quer geschnittene Rovingstränge (hier: Schussstränge) und
umgebende Matrix, werden standardmäÿig Elemente der Formulierung PLANE182 zugewiesen,
die für die weiteren Berechnungen beibehalten werden. Bei den beiden Elementformulierungen
PLANE42 und PLANE182 handelt es sich um vierknotige Elemente ohne Mittelknoten und
damit um lineare Ansatzfunktionen in den Verschiebungen [95]. Die standardmäÿige Element-
formulierung PLANE182 unterscheidet sich jedoch in einer für die Berechnungen relevanten
Eigenschaft von der Elementformulierung PLANE42.

Die Elementformulierung PLANE42 wird dem Bereich des längs geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) zugewiesen, da die Aktivierung der ersten Zusatzfunktion die Orientierung
des Elementkoordinatensystems parallel zur Kontur des sinusförmigen Verlaufs ermöglicht. Im
Detail bedingt die Aktivierung von KEYOPT(1) die Ausrichtung des Elementkoordinatensys-
tems derart, dass die lokale x-Achse mit der I-J-Achse des Elements zusammenfällt. Da für den
Bereich zusätzlich ein strukturiertes Netz de�niert wird, bedingt die aktivierte Zusatzoption für
die Elementformulierung PLANE42 die Orientierung der I-J-Achsen des Elements und damit
der x-Achse des Elementkoordinatensystems parallel zur sinusförmigen Kontur bzw. Mittellinie
des längs geschnittenen Rovingstranges. Die standardmäÿige Elementformulierung PLANE182
bietet die zuvor beschriebene Möglichkeit nicht. Da sich die Vorzugsrichtungen von orthotropen
oder anisotropen Materialmodellen im Falle der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS
Workbench [95] an den Elementkoordinatensystemen orientieren, ist die zuvor beschriebene Mo-
di�kation bezüglich der Elementformulierung die Voraussetzung für eine wirklichkeitsgetreue
Abbildung der Realität in den FE-Berechnungen.

Mit den zuvor beschriebenen Modi�kationen bezüglich der Elementformulierung PLANE42 mit
aktivierter Zusatzoption KEYOPT(1) für den längs geschnittenen Rovingstrang werden die ver-
einfachenden strukturmechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt 9.2.2 beschrieben, in den
FE-Berechnungen abgebildet. Wenn diese Modi�kationen nicht durchgeführt werden, würden da-
für standardmäÿig Elemente der Formulierung PLANE182 verwendet werden. Dabei würden die
Elementkoordinatensysteme und damit die gerichteten Materialeigenschaften mit den Achsen des
globalen Koordinatensystems zusammen fallen. Dies würde nicht den vereinfachenden struktur-
mechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt 9.2.2 dargestellt, entsprechen, und wäre damit
keine wirklichkeitsgetreue Abbildung der Realität in den FE-Berechnungen.

Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen
Bezüglich der Bedingungen zwischen den unterschiedlichen Bereichen der ebenen repräsentativen
Sequenzen in den FE-Berechnungen werden, als vereinfachende Annahme für die realen Verhält-
nisse, koinzidente Knoten modelliert. Das bedeutet, dass die Knoten zwischen den aneinander
grenzenden unterschiedlichen Bereichen identisch sind, wobei die strukturmechanischen Materi-
aleingenschaften elementabhängig sind, und von den unterschiedlichen Bereichen abhängen. Da
zwischen den aneinander grenzenden unterschiedlichen Bereichen zunächst eine ideale Haftung
ohne Durchdringung vorausgesetzt wird, entspricht die Modellierung damit einer wirklichkeits-
getreuen Abbildung.

9.5.4 Randbedingungen und Verschiebungen

Die Randbedingungen und aufgebrachten Deformationen als Verschiebungen werden beschrieben.
Zusätzlich werden zwei Fälle für die grundsätzlich unterschiedliche Position der modellierten
repräsentativen Sequenz einer gewebeverstärkten Einzellage im Lagenaufbau unterschieden. Um
realistische Randbedingungen zu modellieren und Querverformungse�ekte nicht zu behindern,
erlauben alle de�nierten Randbedingungen sowohl an den vertikalen Rändern als auch an den
horizontalen Rändern der ebenen repräsentativen Sequenz Verschiebungen in Dickenrichtung.
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Randbedingungen an den vertikalen Rändern
An einer vertikalen Begrenzung, hier auf der linken Seite der ebenen repräsentativen Elemente,
wie in den Abbildungen 9.1 unten bzw. 9.5 dargestellt, wird eine sog. feste Einspannung de�niert.
Dabei wird für die Knoten auf dieser vertikalen Begrenzung keine Verschiebung in Längsrich-
tung zugelassen. Auf der gegenüberliegenden vertikalen Begrenzung, hier auf der rechten Seite,
wird ein sog. freies Ende de�niert. An den Knoten dieser vertikalen Begrenzung werden die be-
schriebenen, ausgewählten Deformationen als Verschiebungen aufgebracht. Die De�nitionen der
Randbedingungen für die Knoten an beiden vertikalen Begrenzungen erlauben dabei freie Ver-
schiebungen in Dickenrichtung und Rotation um die z-Achse, um Querverformungse�ekte nicht
zu behindern.

Fallunterscheidung der Randbedingungen an den horizontalen Rändern
Bezüglich der Randbedingungen an den horizontalen Begrenzungen, d. h. der Ober- bzw. Un-
terseite des FE-Modells der ebenen repräsentativen Sequenz, existieren zwei grundlegend un-
terschiedliche Randbedingungen, wie in Abbildung 9.6 schematisch dargestellt. Strukturen aus
faserverstärkten Kunststo�en mit Gewebeverstärkung bestehen üblicherweise aus mehr als einer
und meistens aus einer geraden Anzahl von Einzellagen N . Deshalb kann eine Einzellage als beid-
seitig elastisch gebettet betrachtet werden, wenn sie sich im Inneren eines Lagenaufbaus be�ndet.
Handelt es sich um eine Randlage, d. h. oberste oder unterste Lage, eines Lagenaufbaus, kann
diese als einseitig elastisch gebettet betrachtet werden. Abbildung 9.6 stellt die Fallunterschei-
dung schematisch dar, die im weiteren Verlauf der FE-Berechnungen berücksichtigt wird. Die
Berechnung des jeweiligen Werts der elastischen Bettung kel erfolgt in Abschnitt 9.5.5 über das
gewichtete Mittel der Stei�gkeiten in der Ebene der repräsentativen Sequenz, basierend auf den
relativen Anteilen der Flächeninhalte der unterschiedlichen Bereiche (vgl. Abschnitt 9.5.2). Die
Stei�gkeiten hängen dabei von der jeweiligen Art der Verstärkungsfaser und dem vorausgesetzten
Faservolumengehalt ϕf ab. Die detaillierte Berechnung wird in Abschnitt 9.5.5 beschrieben. Auch
diese Fallunterscheidung der Randbedingungen an den horizontalen Rändern erlaubt über die
gesamte Länge der repräsentativen Sequenz freie Verschiebungen in Dickenrichtung, um Quer-
verformungse�ekte nicht zu behindern.

…
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…
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Laminat 

Abstrahierte Rand-

bedingungen der ebenen 

repräsentativen Sequenzen 

Mechanisches 

Ersatzmodell 

Randlage 

Einseitig elastisch gebettet 

Lage im Inneren 

Beidseitig elastisch gebettet 

Abbildung 9.6: Schematische Darstellung der beiden grundlegend unterschiedlichen Randbedingungen
einer gewebeverstärkten Einzellage: Einseitig elastisch gebettet, im Falle einer Rand-
lage (links) und beidseitig elastisch gebettet, im Falle einer Lage im Inneren eines
Lagenaufbaus (rechts).
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Ausgewählte Deformationen als normierte Verschiebungen
An den Knoten der zuvor als freies Ende de�nierten vertikalen Begrenzung werden ausgewählte
Deformationen als normierte Verschiebungen aufgebracht. Da dabei jeweils ein diskreter Funkti-
onswert vorgegeben wird, handelt es sich im Detail um ein sog. Dirichlet1-Randwertproblem.
Sie werden dabei in zwei Dekaden mit jeweils zehn äquidistanten Schritten aufgebracht. Die In-
tervalle der beiden Dekaden sind urel = −1 · 10−3 . . . + 1 · 10−3 in Schritten von 1 · 10−4 und
urel = −1 · 10−4 . . . + 1 · 10−4 in Schritten von 1 · 10−5. Die normierten Verschiebungen werden
damit in 39 Schritten am freien Ende, hier auf der rechten Seite, in Längs- bzw. x-Richtung
aufgebracht. Die 39 Schritte werden in einem, für die spätere Auswertung, sinnvollen Verlauf
aufgebracht, wie in Abbildung 9.7 dargestellt.
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Abbildung 9.7: Darstellung des, für die spätere Auswertung sinnvollen, Verlaufs der 39 Schritte der
normierten Verschiebung in Längs- bzw. x-Richtung in den beiden Dekaden urel =
−1 · 10−3 . . . + 1 · 10−3 in Schritten von 1 · 10−4 und urel = −1 · 10−4 . . . + 1 · 10−4 in
Schritten von 1 · 10−5.

9.5.5 Strukturmechanische Werksto�kennwerte

Als Verstärkungsfasern werden exemplarisch HT-Kohlensto�fasern betrachtet. Sie werden ent-
sprechend ihrer strukturmechanischen Eigenschaften und Werksto�kennwerte in mechanisch
(hoch-)beanspruchten, lasttragenden Strukturen eingesetzt. Die Berechnung der strukturmecha-
nischen Werksto�kennwerte und deren Eingabe in die Eingabemaske des FE-Preprocessors der
verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] für elastostatische Berechnun-
gen wird beschrieben. Die Ergebnisse erlauben die Identi�kation des Ein�usses der jeweiligen
Art der Verstärkungsfasern auf die angenommene mesomechanische Kinematik aufgrund geome-
trischer Parameter in gewebeverstärkten Einzellagen.

Strukturmechanische Eigenschaften von HT-Kohlensto�fasern
In den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, wie in Kapitel 10 dargestellt, wer-
den �ache stabförmige Probekörper zur Validierung der angenommenen mesomechanischen Ki-
nematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge untersucht. Die drei Sätze vergleichbarer Pro-
bekörper sind aus kohlensto�faserverstärktem Kunststo�, die jeweils 0°-unidirektional verstärkt
oder 0°-gewebeverstärkt (in Kettrichtung) sind. Bei den verwendeten Rovings, aus denen auch
die zugehörigen Gewebe hergestellt sind, handelt es sich um sog. HT-Kohlensto�fasern, wie in
Kapitel 3 beschrieben [123] mit [122], [121] und [117] mit [120], [119] sowie [114].

1 Peter Gustav Lejeune Dirichlet, * 13. Februar 1805 in Düren, † 5. Mai 1859 in Göttingen. Deutscher
Mathematiker.
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Es wird vorausgesetzt, dass die HT-Kohlensto�fasern im gleichen Epoxidharz (vergleichbar mit
Araldite LY 556/Aradur 917/Accelerator DY 070 von Huntsman [96] bzw. HexPly
M18/1 [114] von Hexcel, wie in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen in
Kapitel 10 verwendet) als duroplastisches Matrixsystem mit einem Elastizitätsmodul Em=3,3GPa
und einer Querverformungszahl νm=0,35 eingebettet sind.

Tabelle 9.1: Strukturmechanische Werksto�kennwerte der Einzelkomponenten: Links: HT-Kohlensto�-
fasern [114], [117], [123], [124], [149]. Rechts: Epoxidharz als polymeres, duroplastisches
Matrixsystem [114], [96], [149].

Art der Epoxidharz als

Verstärkungs- HT-Kohlen- Polymeres duroplastisches

faser sto�faser Matrixsystem Matrixsystem

Struktur- Struktur-
mechanische mechanische
Eigenschaft Wert Eigenschaft Wert

Längsstei�gkeit
230GPa Stei�gkeit Em 3,3GPa

Ef,1

Querstei�gkeit
28GPa Schubstei�gkeit Gm* 1,22GPa *

Ef,2

Längs-Quer-
50GPa Querverform. νm 0,35

Schubstei�gkeit Gf,12

Quer-Quer-
11,4GPa *

Schubstei�gkeit Gf,23*

Querverf. senkr.
0,230

b. Längsverf. νf,12

Querverf. längs
0,028 **

b. Querverf. νf,21**

Querverf. senkr.
0,225

b. Querverf. νf,23

Quellen
[114], [117],

Quellen [96], [114], [149]
[123], [124], [149]

* kein unabh. Werksto�kennwert, ermittelt nach Gl. (4.50) wg. (Quasi-)Isotropie
** kein unabh. Werksto�kennwert, ermittelt nach Maxwell-Betti-Beziehung (5.10)

Tabelle 9.1 enthält die strukturmechanischen Werksto�kennwerte der Einzelkomponenten, links
der HT-Kohlensto�fasern als Verstärkungsfasern sowie rechts des Epoxidharzes als polymeres,
duroplastisches Matrixsystem [96], [114], [117], [123], [124], [149]. Zusätzlich werden die Dich-
ten der Einzelkomponenten % als physikalischer Werksto�kennwert angegeben. In der Literatur
oder entsprechenden technischen Datenblättern werden die Dichten für HT-Kohlensto�fasern
mit %HT-Carbon = 1,74 g/cm3 angegeben. Eine typische Angabe der Dichte von Epoxidharz als
polymeres, duroplastisches Matrixsystem ist %m = 1,20 g/cm3.
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Homogenisierte strukturmechanische Werksto�kennwerte der 0°-unidirektional ver-
stärkten Einzelschicht
Wie in Abschnitt 9.2.2 wird vereinfachend vorausgesetzt, dass die betrachteten Rovingstränge
ideal parallel unidirektional verstärkt sind und jeweils den gleichen (lokalen) Faservolumenge-
halt ϕf,R aufweisen. Aufgrund des vorausgesetzten transversalisotropen Materialverhaltens be-
züglich der Richtung der Faserverstärkung ergeben sich damit im lokalen Koordinatensystem
fünf voneinander unabhängige strukturmechanische Werksto�kennwerte, wie in Abschnitt 4.2.4)
dargestellt. Die Berechnung der makroskopischen strukturmechanischen Werksto�kennwerte der
0°-unidirektional faserverstärkten Bereiche erfolgt für HT-kohlensto�faserverstärktes Epoxidharz
im lokalen 1-2-3-Koordinatensystem nach den mikromechanischen Homogenisierungsansätzen,
wie in Kapitel 5 dargestellt. Als lokaler Faservolumengehalt wird dabei ϕf,R = 65 % vorausge-
setzt. Der Wert wird abschlieÿend in Abschnitt 12.3 diskutiert.

Die Stei�gkeit der unidirektional verstärkten Einzelschicht in Faserlängsrichtung E1 wird nach
Gleichung (5.1), als mit dem Faservolumengehalt ϕf gewichteten Mittel der Stei�gkeiten der
Einzelkomponenten, berechnet. Die Stei�gkeit der unidirektional verstärkten Einzelschicht quer
zur Faserlängsrichtung E2 wird nach Chamis 1983 [24] bzw. Chamis 1984 [25] nach Glei-
chung (5.3) berechnet. Dabei gilt aufgrund der Transversalisotropie E2 = E3. Die Schubstei-
�gkeit der unidirektional verstärkten Einzelschicht parallel/senkrecht zur Faserlängsrichtung
G12 ergibt sich ebenfalls nach Chamis 1983 [24] bzw. Chamis 1984 [25] nach Gleichung (5.5),
und es gilt G12 = G13. Die Schubstei�gkeit der unidirektional verstärkten Einzelschicht senk-
recht/senkrecht zur Faserlängsrichtung G23, und damit in der Isotropieebene, wird nach Tsai
1980 [161] nach Gleichung (5.8) berechnet. Die Querverformungszahl der unidirektional ver-
stärkten Einzelschicht senkrecht bei Längsverformung ν12 wird nach Gleichung (5.9), als mit
dem Faservolumengehalt ϕf gewichteten Mittel der Querverformungszahlen der Einzelkompo-
nenten, berechnet. Aufgrund der Transversalisotropie gilt ν12 = ν13. Die Querverformungszahl
der unidirektional verstärkten Einzelschicht längs bei Querverformung ν21 ergibt sich nach der
sog. Maxwell-Betti-Beziehung nach Gleichung (5.10). Hier gilt aufgrund der Transversaliso-
tropie ν21 = ν31. Die Querverformungszahl der unidirektional verstärkten Einzelschicht quer bei
Querverformung ν23 ergibt sich nach Foye 1972 [43] nach Gleichung (5.13), wobei ν23 = ν32

gilt. Tabelle 9.2 enthält die homogenisierten strukturmechanischen Werksto�kennwerte der uni-
direktional verstärkten Einzelschicht aus HT-kohlensto�faserverstärktem Epoxidharz im lokalen
1-2-3-Koordinatensystem mit einem vorausgesetzten (lokalen) Faservolumengehalt im Roving-
strang ϕf,R = 65 %. Zusätzlich ist die Dichte des Verbundmaterials %c nach Gleichung (5.16),
als mit dem Faservolumengehalt ϕf gewichtetes Mittel der Dichten der Einzelkomponenten, be-
rechnet worden. Der physikalischer Werksto�kennwert beträgt für HT-kohlensto�faserverstärktes
Epoxidharz %c,HT-Carbon-EP = 1,55 g/cm3.

Berechnung der elastischen Bettung
Wie in Abschnitt 9.5.4 beschrieben und in Abbildung 9.6 schematisch dargestellt, bedarf es ei-
ner Fallunterscheidung bezüglich der Randbedingungen an den horizontalen Rändern. Mit der
identi�zierten einseitigen oder beidseitigen Bettung ergibt sich zusätzlich zu den drei Bereichen
der repräsentativen Sequenzen (längs und quer geschnittene unidirektional faserverstärkte Ro-
vingstränge sowie Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstärkung) die elastische Bettung kel als
vierter Bereich. Da eine zweidimensionale Analyse durchgeführt wird, erfolgt die Berechnung des
jeweiligen Wertes der elastischen Bettung kel über das gewichtete Mittel der Stei�gkeiten in der
Ebene der repräsentativen Sequenz, basierend auf den relativen Anteilen der Flächeninhalte der
unterschiedlichen Bereiche, wie in den Gleichungen (9.32) und (9.33) parametrisch ausgedrückt
(vgl. Abschnitt 9.5.2). Die Stei�gkeiten in der Ebene der repräsentativen Sequenz sind für die
Bereiche der längs und quer geschnittenen Rovingstränge jeweils die Querstei�gkeit E2 sowie für
den Bereich der umgebenden Matrix die Stei�gkeit des Reinharzes Em. Abhängig von der Art
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der Verstärkungsfaser ergibt sich für die elastische Bettung

kel =
AK +Aλ,S
AERS

E2 +
AM

AERS
Em

=

(
1

2
+

1

π

)
E2 +

(
1

2
− 1

π

)
Em

≈ 0,818E2 + 0,182Em . (9.34)

Dieser Zusammenhang führt auf kel, HT-Carbon ≈ 9,5GPa für HT-Kohlensto�faserverstärkung
als Wert für die elastische Bettung an den horizontalen Rändern. Die verhältnismäÿig geringe
Stei�gkeit der unidirektional HT-kohlensto�faserverstärkten Bereiche in Querrichtung resultiert
aus dem zuvor erwähnten anisotropen Materialverhalten der HT-Kohlensto�faser selbst.

Tabelle 9.2: Homogenisierte strukturmechanische Werksto�kennwerte der 0°-unidirektional verstärk-
ten Einzelschicht (0°-UD-ES) aus HT-kohlensto�faserverstärktem Epoxidharz im lokalen
1-2-3-Koordinatensystem mit einem vorausgesetzten (lokalen) Faservolumengehalt im Ro-
vingstrang ϕf,R = 65 %.

Art der Faser- HT-kohlensto�- mikromechanischer

verstärkung faserverstärkes Homogenisierungs-

der 0°-UD-ES Epoxidharz ansatz nach

Längsstei�gkeit
150,7GPa

gew. Mittel Stei�gk.
E1 Gleichung (5.1)

Querstei�gkeit
11,4GPa

Chamis 1983/84 [24], [25]
E2 = E3 Gleichung (5.3)

Längs-Quer-Schub-
5,7GPa

Chamis 1983/84 [24], [25]
stei�gkeit G12 = G13 Gleichung (5.5)

Quer-Quer-Schub-
3,7GPa *

Tsai 1980 [161]
stei�gkeit G23 = G32 * Gleichung (5.8)

Querverf. quer. b.
0,272

gew. Mittel Querverf.
Längsverf. ν12 = ν13 Gleichung (5.9)

Querverf. längs b.
0,021 *

Maxwell-Betti
Querverf. ν21 = ν31 * Gleichung (5.10)

Querverf. Quer b.
0,333

Foye 1972 [43]
Querverf. ν23 = ν32 Gleichung (5.13)

* kein unabhängiger Werksto�kennwert für transversalisotropes Materialverhalten

Zuweisung der Materialeigenschaften zu den unterschiedlichen Bereichen
Wie zuvor in Abschnitt 9.2.2 beschrieben, werden im FE-Modell der ebenen repräsentativen
Sequenz bezüglich der jeweiligen Stei�gkeiten als charakteristische mechanische Werksto�kenn-
werte drei unterschiedliche Bereiche (längs und quer geschnittene unidirektional faserverstärkte
Rovingstränge sowie Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstärkung) zuzüglich des vierten Be-
reiches der elastischen Bettung vorausgesetzt. Die Zuweisung erfolgt über die entsprechenden
Eingabemasken des FE-Preprocessors [95].



144 9 Analytische und numerische Untersuchungen

Tabelle 9.3 enthält die Eingabewerte der strukturmechanischen Werksto�kennwerte für die Ein-
gabemaske des FE-Preprocessors der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Work-
bench [95] für orthotrope Materialeigenschaften für die HT-kohlensto�faserverstärkten Bereiche.
Für eine konsistente Berechnung ist die Eingabe der dreidimensionalen Eigenschaften erfor-
derlich, obwohl aufgrund der zuvor de�nierten Einstellung einer zweidimensionalen elastosta-
tischen Analyse lediglich die zweidimensionalen Eigenschaften verwendet werden. Den Bereichen
mit reiner Matrix ohne jegliche Faserverstärkung werden die isotropen Materialeigenschaften
Em = 3,3GPa und νm = 0,35 zugewiesen, wie in Tabelle 9.1 angegeben. An den horizonta-
len Rändern, wird entsprechend der Fallunterscheidung einer einseitigen oder einer beidseitigen
Bettung, abhängig von der untersuchten Art der Faserverstärkung die in senkrechte Richtung
wirkende elastische Bettung mit kel, HT-Carbon ≈ 9,5GPa für HT-Kohlensto�faserverstärkung
de�niert (detaillierte Beschreibung in [95]). Wie in Abschnitt 9.5.1 beschrieben, ist dabei zu
beachten, dass die Eingabemaske des FE-Preprocessors die lokalen strukturmechanischen Werk-
sto�kennwerte mit dem x-y-z-Koordinatensystem bezeichnet und am Elementkoordinatensys-
tem orientiert, und nicht mit dem 1-2-3-Koordinatensystem, wie in der strukturmechanischen
Betrachtung von Tragwerken üblich.
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Tabelle 9.3: Eingabewerte der strukturmechanischen Werksto�kennwerte in die Eingabemaske des FE-
Preprocessors von ANSYS Workbench [95] zur Abbildung der unidirektionalen HT-Kohlen-
sto�faserverstärkung der Rovingstränge bei (lokalem) Faservolumengehalt ϕf,R = 65 %.

Art der Faser-

verstärkung HT-Kohlensto�faserverstärkt

Bereich der längs geschnitten quer geschnitten
rep. Sequenz (Kettstrang) (Schussstrang)

Längsstei�gkeit
150,7GPa 11,4GPa

E1

Querstei�gkeit
11,4GPa 11,4GPa

E2

Querstei�gkeit
11,4GPa 150,7GPa

E3

Längs-Quer-Schub-
5,7GPa 3,7GPa *

stei�gkeit G12

Quer-Quer-Schub-
3,7GPa * 5,7GPa

stei�gkeit G23

Längs-Quer-Schub-
5,7GPa 5,7GPa

stei�gkeit G13

Querverf. quer. b.
0,272 0,333

Längsverf. ν12

Querverf. quer b.
0,333 0,021 *

Querverf. ν23

Querverf. längs b.
0,272 0,021 *

Querverf. ν13

9 unabh. Kennwerte 5 unabh. Kennwerte
der Eingabemaske der 0°-UD verstärkten Bereiche

des FE-Preprocessors (vgl. Abschnitt 9.2.2)
ANSYS Workbench [95] mit paarw. gleichen Eingaben

für Orthotropie in der Isotropieebene
(vgl. Abschnitt 4.2.3) zur Abbildung der Transversalisotropie

(vgl. Abschnitt 4.2.4)

* kein unabhängiger Werksto�kennwert für transversalisotropes Materialverhalten
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Das Ziel der durchgeführten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist der Nach-
weis der Wirkung der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge in
gewebeverstärkten Einzellagen. Die numerischen Untersuchungen in Kapitel 9 werden damit va-
lidiert. Gewebe sind zweidimensionale textile Halbzeuge. Die alternierende Kreuzung von Kett-
und Schusssträngen verursacht regelmäÿige und stetige Ondulationen der verwebten Rovingsträn-
ge. Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik
Energie dissipiert, wirkt sie sich erhöhend auf die strukturdynamische Werksto�dämpfung aus.
Bei zyklischer viskoelastischer Deformation trägt sie zur reinen viskoelastischen Werksto�dämp-
fung in gewebeverstärkten Einzellagen bei. Zum Nachweis des mechanischen Wirkprinzips und
zur Validierung der numerischen Untersuchungen in Kapitel 9 werden strukturdynamische expe-
rimentelle Untersuchungen durchgeführt. Dabei werden drei untereinander vergleichbare Sätze
kohlensto�faserverstärkter Probekörper untersucht. Die dargestellte Vorgehensweise ist analog
für die Untersuchungen in Micklitz et al. 2014 [89], Romano et al. 2014 [140] und Romano
et al. 2014 [141] verwendet worden.

Die Probekörper sind entweder 0°-unidirektional verstärkt oder 0°-gewebeverstärkt (in Kettrich-
tung). Im Detail wird das Abklingverhalten freier Schwingungen von �achen stabförmigen Pro-
bekörpern unter einseitig fester Einspannung untersucht. Die experimentellen Untersuchungen
werden dabei sowohl unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen, d. h. bei
gleichen Auskraglängen l = lUD = lG, als auch unter der Voraussetzung konstanter dynamischer
Bedingungen, d. h. bei gleichen Grundfrequenzen f = fUD = fG, durchgeführt. Die De�nition
konstanter Bedingungen ist im Abschnitt 10.5.5 dargestellt.

Zur Untersuchung mechanisch hochwertiger Probekörper sind Prüfplatten aus trockenen textilen
Halbzeugen (Rovings, Leinwand- und Köpergewebe 2/2 aus Kohlensto�fasern) sowie voripm-
rägnierten textilen Halbzeugen (unidirektional und gewebeverstärktes Kohlensto�faser-Prepreg)
hergestellt worden, wie in den Tabellen 10.1 und 10.2 in Abschnitt 10.1 angegeben. Die Herstel-
lung der Prüfplatten, aus denen die Probekörper im Wasserstrahlschneidverfahren ausgeschnit-
ten worden sind, ist im Heiÿluftautoklavverfahren erfolgt, wie im Abschnitt 10.2 beschrieben.
Dieses Herstellungsverfahren stellt eine mechanisch hohe und reproduzierbare Materialqualität
sicher. Dies bestätigen die durchgeführten Untersuchungen zur Materialcharakterisierung. Die
entsprechende Präparation der Probekörper stellt die Vergleichbarkeit der unidirektional und
gewebeverstärkten Probekörper zueinander sicher, und ist in Abschnitt 10.3 dargestellt.

Im Mittelpunkt stehen die experimentellen Untersuchungen des strukturdynamischen Verhaltens
der �achen stabförmigen Probekörper, wie in den Abschnitten 10.4 und 10.5 beschrieben, die zur
Identi�kation der Auswirkung von Gewebeondulationen auf die strukturdynamische Werksto�-
dämpfung dienen. Im Detail werden die Probekörper unter reproduzierbaren de�nierten Bedin-
gungen einseitig fest eingespannt. Eine reproduzierbare de�nierte und normierte Weganregung
regt den �achen stabförmigen Probekörper zu frei abklingenden Transversalschwingungen an.
Die Geometrie der Probekörper erlaubt deren strukturmechanische Beschreibung als transver-
salschwingender Kragbalken. Die Anwendung der eindimensionalen Balkentheorie erlaubt die
Rückführung auf ebene Zusammenhänge, und schlieÿlich die Validierung der numerischen Un-
tersuchungen aus Kapitel 9. Basierend auf dem eingeführten Grad der Ondulation Õ und den
Ergebnissen der numerischen Untersuchungen wird jeder verwendeten Gewebeart die spezi�sche

147
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Dämpfungserhöhung aufgrund der Gewebeondulation zugeordnet.

Die Probekörper werden mit einem Laser-Scanning Vibrometer vom Typ PSV 400 des Herstellers
Polytec [116] berührungslos vermessen. Aus dem ursprünglichen Geschwindigkeits-Zeit-Signal
wird das Weg-Zeit-Signal ermittelt und im Zeit- sowie im Frequenzbereich analysiert. Der Ver-
gleich der ausgewerteten Ergebnisse vergleichbarer Probekörper mit unterschiedlichen Arten der
Faserverstärkung liefert Aussagen zu deren Ein�uss auf die Strukturdynamik der Probekörper.

Dabei liefert die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen sowohl
unter konstanten geometrischen Bedingungen, l = lUD = lG, als auch unter konstanten dyna-
mische Bedingungen, f = fUD = fG, erhöhte Dämpfungseigenschaften der Probekörper mit
Gewebeverstärkung verglichen mit denen der Probekörper mit unidirektionaler Verstärkung. Die
Ergebnisse belegen und rechtfertigen die angenommene Wirkung einer mesomechanischen Kine-
matik aufgrund geometrischer Bedingungen.

Zunächst werden die verwendeten Materialien (Rovings und Gewebe aus Kohlensto�fasern mit
warmaushärtendem duroplastischen Matrixsystem und Kohlensto�faser-Prepregs), der Herstel-
lungsprozess der Prüfplatten und die Präparation der Probekörper beschrieben. Zusätzlich wird
die experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts für kohlensto�faserverstärkte Kunst-
sto�e dargestellt. Das Prinzip der Laservibrometrie als geeignetes, berührungsloses Referenz-
verfahren für Schwingungsanalysen von Strukturen wird kurz erklärt. Der Versuchsaufbau und
die Durchführung der strukturdynamischen Untersuchungen werden detailliert beschrieben, und
entsprechende Regelwerke und Normen (DIN, EN, ISO, VDI etc.) angegeben.

Um die Reproduzierbarkeit der durchgeführten experimentellen strukturdynamischen Untersu-
chungen nachzuweisen werden die Sensitivitäten der Ergebnisse hinsichtlich einer Parameteriden-
ti�kation durch de�nierte Variation der Rand- bzw. Einspannbedingungen, der Anregung sowie
der Berücksichtigung von Störgröÿen analysiert. Der Nachweis der Reproduzierbarkeit und die
Sensitivitätsanalyse der ausgewerteten Ergebnisse sind im Anhang A.1 dargestellt.

10.1 Verwendete Materialien

Zur direkten Vergleichbarkeit unidirektional und gewebeverstärkter Probekörper basieren die
Faserverstärkungen auf dem gleichen Roving. Das bedeutet, dass die in den gewebeverstärkten
Einzellagen verarbeiteten Rovings auch in den unidirektional verstärkten Einzellagen vorliegen.
Zusätzlich muss jeweils das gleiche Matrixsystem verwendet worden sein.

Aus diesem Grund und trotz der Herstellung der Prüfplatten im Heiÿluftautoklavverfahren sind
bei der Auswahl der Materialien neben Prepregs v. a. auch trockene textile Halbzeuge berück-
sichtigt worden. Während bei handelsüblichen Prepreg-Systemen keine Möglichkeit zur Wahl des
Matrixsystems besteht, erlaubt die Imprägnierung trockener textiler Halbzeuge die Auswahl ei-
nes geeigneten Matrixsystems. Wenn bei diesen die in den Geweben verarbeiteten Rovings auch
aufgespult als sog. Endlosrovings erhältlich sind, ist die Herstellung unidirektional und gewebe-
verstärkter Einzellagen mit gleicher Verstärkungsfaser und gleichem Matrixsystem möglich. Die
Imprägnierung der trockenen Halbzeuge in der Vorlaminat- und Wickeltechnik, wie in Abschnitt
10.2.1 vorgestellt, garantiert, im Rahmen der durchgeführten Arbeiten, die Reproduzierbarkeit
der hergestellten Materialien und der darauf basierenden Ergebnisse. Durch die Verwendung
des gleichen Matrixsystems werden die Voraussetzungen zur direkten Vergleichbarkeit, und die
Untersuchung des Ein�usses der jeweiligen Verstärkungsfaser gescha�en.

Unter den zuvor beschriebenen Anforderungen sind drei Sätze vergleichbarer Materialien ver-
wendet worden. Im Detail sind zwei Sätze vergleichbarer Probekörper basierend auf trockenen
textilen Halbzeugen (Kohlensto�faser-Roving und entsprechendes Leinwand- sowie Köpergewe-
be 2/2) und ein Satz vergleichbarer Probekörper basierend auf unidirektional und gewebever-
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stärkten Kohlensto�faser-Prepregs untersucht worden. Die Imprägnierung der trockenen textilen
Halbzeuge ist in Abschnitt 10.2.1 beschrieben. Im Falle der Herstellung der beiden Sätze ver-
gleichbarer Probekörper basierend auf trockenen textilen Halbzeugen, wird das gleiche Matrix-
system verwendet. Dadurch sind diese beiden Sätze direkt zueinander vergleichbar. Zusätzlich
sind Reinharzproben hergestellt worden. Im Gegensatz dazu sind die Kohlensto�faser-Prepregs
bereits mit einem Matrixsystem imprägniert. Dieser Satz von Probekörpern ist in diesem Sinne
nicht direkt mit den beiden anderen Sätzen von Probekörpern vergleichbar. Auÿerdem sind kei-
ne Reinharzproben des Matrixsystems der Prepregs herstellbar. Tabelle 10.1 stellt die jeweiligen
Vergleichbarkeiten der drei unterschiedlichen Sätze von Probekörper zueinander dar.

Die Tabellen 10.1 und 10.2 enthalten die relevanten Eigenschaften der ausgewählten textilen
Arten der Faserverstärkung sowie der Matrixsysteme. Die Ergebnisse der Materialcharakterisie-
rung der im Heiÿluftautoklavverfahren hergestellten Prüfplatten sind in Tabelle 10.3 enthalten.
Sie verdeutlichen die zuvor beschriebene direkte Vergleichbarkeit von unidirektional und gewe-
beverstärkten Probekörpern. Lediglich unter dieser Voraussetzung ist die Validierung sowie die
Parameteridenti�kation der in Kapitel 9 beschriebenen mesomechanischen Kinematik in gewe-
beverstärkten Einzellagen zulässig, korrekt, und eindeutig.

10.1.1 Trockene textile Halbzeuge und Matrixsystem

Im Fall der trockenen textilen Halbzeuge basiert der erste Satz vergleichbarer Probekörper
auf dem Kohlensto�faser-Roving Tenax HTS40 [123] mit einer linearen Dichte von ca. 800 tex
(= 12 k) vom Hersteller Toho Tenax Europe in Wuppertal (Deutschland). Das entsprechende
Leinwandgewebe ist vom Typ Style 427 [122] mit einem Flächengewicht von ca. 400 g/m2 und
das entsprechende Köpergewebe 2/2 ist vom Typ Style 404 [121] mit einem Flächengewicht
von ca. 600 g/m2. Beide Gewebe sind von ECC in Heek (Deutschland) hergestellt worden [81].

Der zweite Satz vergleichbarer Probekörper basiert auf dem Kohlensto�faser-Roving Pyrofil
TR50S 6K [117] mit einer linearen Dichte von ca. 400 tex (= 6 k) vom Hersteller Grafil Inc. in
Sacramento (USA). Das entsprechende Leinwandgewebe ist vom Typ Sigratex KDL 8051/120
[120] mit einem Flächengewicht von ca. 300 g/m2 und das entsprechende Köpergewebe 2/2 ist
vom Typ Sigratex KDL 8052/120 [119] mit einem Flächengewicht von ca. 300 g/m2. Beide
Gewebe sind von SGL Technologies in Wackersdorf (Deutschland) hergestellt worden [17].

Matrixsystem
Zur Vergleichbarkeit der beiden Sätze vergleichbarer Probekörper, die auf den zuvor beschrie-
benen trockenen textilen Halbzeugen basieren, ist bei der Herstellung das gleiche Matrixsystem
verwendet worden. Im Detail handelt es sich um das warmaushärtende duroplastische Epoxid-
harzsystem vom Typ Araldite LY 556/Aradur 917/Accelerator DY 070 [96] vom Her-
steller Huntsman. Es ist als geeignetes Matrixsystem zur Imprägnierung der trockenen textilen
Halbzeuge in der Vorlaminattechnik und Wickeltechnik identi�ziert worden. Dabei handelt es
sich um ein dreikomponentiges anhydridisches 160 °C-System. Das warmaushärtende, niedrigvis-
kose Wickelharzsystem eignet sich wegen der verhältnismäÿig langen Topfzeit und relativ hohen
Aushärtetemperatur besonders für die angewendeten Methoden zur Vorimprägnierung trockener
Halbzeuge, und schlieÿlich zur Herstellung von Prüfplatten im Heiÿluftautoklavverfahren [96],
[134]. Durch die hohe Aushärtetemperatur von 160 °C wird ein verhältnismäÿig hoher Vernet-
zungsgrad erreicht. Dies stellt eine hohe mechanische Qualität der Probekörper sicher [40], [149].
In den beiden angewendeten Verfahren zur Imprägnierung trockener Halbzeuge wird das ange-
mischte Harzsystem entsprechend den Empfehlungen im Datenblatt [96] zusätzlich auf ca. 50 °C
aufgeheizt. Dies bedingt eine geringere Viskosität und stellt durch eine Verbesserung der Im-
prägnierung der trockenen Halbzeuge eine verbesserte Faser-Matrix-Haftung im ausgehärteten
Laminat sicher.
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10.1.2 Prepregs

Im Fall der Prepregs basiert der Satz vergleichbarer Probekörper auf Kohlensto�faser-Prepregs
vom Hersteller Hexcel Co. (USA) mit dem gleichen warmaushärtenden duroplastischen Ma-
trixsystem HexPly M18/1 [114] als 180 °C-System. Das unidirektional verstärkte Prepreg (sog.
UD-Prepreg) ist vom Typ Hexcel G947 [114] mit einer linearen Dichte von ca. 200 tex (= 3 k)
mit einem Flächengewicht von ca. 160 g/m2 und das gewebeverstärkte Prepreg (sog. Gewebe-
Prepreg) ist vom Typ Hexcel G939 [114] mit einem Flächengewicht von ca. 220 g/m2.

10.2 Herstellung der Prüfplatten

Die Prüfplatten, aus denen die Probekörper ausgeschnitten und anschlieÿend für die experimen-
tellen Untersuchungen präpariert werden, werden im Heiÿluftautoklavverfahren hergestellt. Aus
den einzelnen textilen Halbzeugen sind mit entsprechenden Herstellungsverfahren ausgewählte
Lagenaufbauten aufgebaut worden. Die trockenen textilen Halbzeuge Rovings und Gewebe sind
dafür in einer Vorstufe vorimprägniert worden. Während die Rovings im Wickelverfahren auf ein
Zwei�ach nach DIN 65071-1 [100] vorimprägniert werden, werden die Gewebe im Vorlaminat-
verfahren nach DIN 65071-2 [101] vorimprägniert. Diese Vorstufe der Vorimprägnierung ist bei
den bereits vorimprägnierten textilen Halbzeugen, den sog. Prepregs, nicht nötig.

10.2.1 Vorimprägnierung der trockenen textilen Halbzeuge

Zur Vorimprägnierung der in Abschnitt 10.1.1 dargestellten trockenen Halbzeuge wird die Wickel-
technik nach DIN 65071-1 [100] und die Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [101] verwendet.

Die durch die Wickeltechnik nach DIN 65071-1 [100] und Vorlaminattechnik nach DIN 65071-
2 [101] vorimprägnierten trockenen Halbzeuge unterscheiden sich dabei von handelsüblichen
Prepregs. Während handelsübliche Prepregs vorimprägniert und bei tiefen Temperaturen von
ca. -18 °C für eine de�nierte Zeitdauer lagerfähig sind [40], [149], sind die Halbzeuge durch die
beschriebenen Verfahren nicht lagerfähig im eigentlichen Sinne [96], [134]. Sie müssen innerhalb
der sog. Topfzeit des Harzsystems (im vorliegenden Fall ca. 100 h) verarbeitet werden [96]. Das
Matrixsystem erreicht auch nicht die Vorvernetzungsstufe (sog. B-Stage oder Beta-Phase), sodass
es während des gesamten Imprägnier- und Legeprozesses der Prüfplatten deutlich niedrigviskoser
ist [40], [96], [134], [149].

Wickeltechnik
Bei der Wickeltechnik steht die Herstellung eines unidirektionalen vorimprägnierten Halbzeugs
im Vordergrund. Das Vorimprägnieren der unidirektionalen Einzelschichten erfolgt in Anlehnung
an die DIN 65071-1 [100]. Der Prozess wird auf einer Drehmaschine durchgeführt. Dazu wird
die Rovingspule waagerecht drehend vor der Drehmaschine gelagert. Der trockene Rovingstrang
wird durch ein Harzbad gezogen und auf ein Zwei�ach aufgewickelt. Die Menge des Harzes wird
durch eine Abstreiföse bestimmt, deren Gröÿe in Abhängigkeit von der Dicke des Rovingstranges
nach der DIN 65071-1 [100] berechnet wird. Abbildung 10.1 zeigt schematisch die Herstellung
und Imprägnierung einer unidirektional verstärkten Einzellage in der Wickeltechnik nach DIN
65071-1 [100], wie u. a. in [71] und [74] angewendet.

Vorlaminattechnik
In der Vorlaminattechnik werden ebene Halbzeuge, wie z. B. unterschiedliche Gewebe, in Anleh-
nung an die DIN 65071-2 [101] vorimprägniert. Dazu werden die trockenen Halbzeuge zwischen
zwei Folien aus Polyethylen (PE) vorimprägniert. Die Gewebelage wird auf eine Folie gelegt. Das
angemischte Harz wird in kleinen Mengen auf das Gewebe geschüttet. Nach Au�egen der zweiten
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Folie wird das Harz mit einer Rakel langsam und gleichmäÿig in das trockene Gewebe gestrichen.
Abbildung 10.2 zeigt schematisch die Herstellung und Imprägnierung einer Gewebelage in der
Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [101], wie u. a. in [71] und [74] angewendet.

Zweiflach 

Antrieb des 

Zweiflachs 

imprägniertes Roving 

Abstreiföse 

Vorschub des 

Imprägniermoduls 

Imprägniermodul 

Harzbad (beheizt) 

trockenes 

Endlos-Roving 

Abbildung 10.1: Schematische Darstellung der Herstellung und Imprägnierung einer unidirektional ver-
stärkten Einzellage in der Wickeltechnik nach DIN 65071-1 [100], wie u. a. in [71] und
[74] angewendet.

PE-Folie als Bodenlage (unten) 

Ursprünglich trockene Gewebelage zwischen den PE-Folien 

Harz auf der Gewebelage zwischen den PE-Folien 

Flussrichtung des Harzes zwischen den beiden PE-Folien 

und Imprägnierung der Gewebelage durch Rakeln 

ca
. 
3

2
0

 m
m

 

ca. 320 mm 

PE-Folie als Decklage (oben) 

Abbildung 10.2: Schematische Darstellung der Herstellung und Imprägnierung einer Gewebelage in der
Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [101], wie u. a. in [71] und [74] angewendet.

10.2.2 Aufbau der Prüfplatten

Die seitlichen Abmessungen der hergestellten Prüfplatten betragen ca. 320mm x 320mm. Dabei
wird eine Nenndicke von ca. 2mm angestrebt. Die dafür benötigte Anzahl an Einzellagen ergibt
sich aus der Dicke der Einzellagen. Die Dicken der Einzellagen hängen dabei von der linearen
Dichte bzw. vom Flächengewicht des Halbzeugs ab. Die Anzahl der Einzellagen wird zusätzlich
stets so gewählt, dass ein symmetrischer Lagenaufbau, d. h. eine gerade Anzahl an Einzellagen,
vorliegt. Damit ergibt sich für die Prüfplatten, basierend auf dem Kohlensto�faser-Roving Tenax
HTS40 [123], eine Anzahl von vier Einzellagen. Im Fall der Prüfplatten, basierend auf dem
Kohlensto�faser-Roving Pyrofil TR50S 6K [117], bzw. basierend auf den Kohlensto�faser-
Prepregs G947 und G939 von Hexcel [114], werden acht Einzellagen verwendet.

In den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden 0°-unidirektional oder 0°-
gewebeverstärkte (in Kettrichtung verstärkte) Probekörper charakterisiert. Der Lagenaufbau
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der Prüfplatten bestimmt den Lagenaufbau und damit die Vorzugsrichtungen der Faserver-
stärkung in den Probekörpern. Aus diesem Grund werden entsprechend 0°-unidirektional oder
0°-gewebeverstärkte (in Kettrichtung verstärkte) Prüfplatten, mit den entsprechenden Lagen-
aufbauten [0]CnS oder [(0/90)]CnS mit n = 2 bzw. n = 4, aufgebaut. Tabelle 10.3 enthält die
unterschiedlichen Lagenaufbauten der Prüfplatten und damit der Probekörper.

10.2.3 Verwendete Heiÿluftautoklavzyklen

Die Prüfplatten mit ausgewählten Lagenaufbauten werden im Heiÿluftautoklavverfahren nach
DIN EN 2565 [104] hergestellt. Dafür ist ein Heiÿluftautoklav der Firma Scholz [118] verwendet
worden. Das Heiÿluftautoklavverfahren liefert mechanisch hochwertige und gleichzeitig reprodu-
zierbare Materialqualitäten. Dabei ist der Faservolumengehalt ϕf ein charakteristischer Kennwert
bezüglich der Qualität und Reproduzierbarkeit des hergestellten Materials. Die Prozessparameter
des Autoklavprozesses Temperatur T , Druck p und Vakuum beein�ussen in Betrag und Verlauf
über die Prozessdauer t u. a. den Faservolumengehalt ϕf signi�kant. Die experimentelle Ermitt-
lung des Faservolumengehaltes ϕf,experimentell wird im Abschnitt 10.3.1 genauer beschrieben.

Für die experimentellen Untersuchungen ist eine gröÿtmögliche Vergleichbarkeit der Ergebnisse
nur zulässig, wenn die Faservolumengehalte ϕf der Probekörper bzw. der Prüfplatten lediglich in
sehr engen Grenzen variieren. Abhängig vom textilen Halbzeug werden entsprechend geeignete
Heiÿluftautoklavzyklen verwendet. Für die in der Vorlaminattechnik und in der Wickeltechnik
vorimprägnierten trockenen Halbzeuge, wie in Abschnitt 10.2.1 beschrieben, orientiert sich der
Heiÿluftautoklavzyklus bezüglich Temperatur T über die Prozessdauer t an den Angaben im
technischen Datenblatt des Harzsystems Huntsman [96]. Bezüglich des applizierten Drucks p
und Vakuums über die Prozessdauer t sind hinsichtlich eines vergleichbaren Faservolumenge-
halts ϕf geeignete Verläufe der Parameter identi�ziert worden [71], [74]. Im Gegensatz dazu ist
für die Prüfplatten aus den Kohlensto�faser-Prepregs als vorimprägnierte textile Halbzeuge ein
entsprechender Heiÿluftautoklavzyklus im Datenblatt vorgegeben [114].

Grundplatte 

Vakuum-

dichtband 

Vakuum-

anschluss 

Vakuumfolie 

Saugflies 

Lochfolie 

Abreißgewebe 

Lagenaufbau aus den vor-

imprägnierten Einzellagen 

Trennschicht 

Abreißgewebe 

Abbildung 10.3: Schematische Querschnitt eines Vakuumaufbaus beim Aushärteprozess im Heiÿluft-
autoklavprozess [71].

In beiden Fällen be�ndet sich das auszuhärtende Laminat unter einem Vakuumaufbau. Dabei ist
der Vakuumaufbau beim Aushärteprozess im Heiÿluftautoklaven sowohl für die vorimprägnierten
trockenen textilen Halbzeuge als auch für die Prepregs stets gleich. Abbildung 10.3 zeigt einen
schematischen Querschnitt eines Vakuumaufbaus beim Aushärteprozess im Heiÿluftautoklaven.
Zusätzlich ist in beiden Fällen der Verlauf des applizierten Vakuums über die Prozessdauer t
gleich. Im Detail wird lediglich zu Anfang des Heiÿluftautoklavzyklus ein Vakuum von −0,8 bar
(relativ) appliziert. Dieses wird im weiteren Verlauf über die Prozessdauer t auf −0,15 bar (rela-
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tiv) reduziert. Dabei unterstützt das anfangs kurzzeitig gröÿere Vakuum die Kompaktierung des
Laminats, während das folgende kleinere Vakuum die Absaugung von evtl. beim Aushärteprozess
austretenden Prozessgasen etc. über die verbleibende Prozessdauer t sicherstellt [32].

Heiÿluftautoklavzyklen zur Aushärtung der Prüfplatten aus vorimprägnierten tro-
ckenen textilen Halbzeugen
Der Heiÿluftautoklavzyklus zur Aushärtung der Prüfplatten aus den vorimprägnierten trockenen
textilen Halbzeugen ist in Abbildung 10.5 oben dargestellt. Aufgrund der niedrigen Viskosität
des Matrixsystems Huntsman [96] führt bereits die Applikation eines relativ geringen Über-
drucks zu einer reproduzierbaren ausreichenden Kompaktierung sowie zu technisch geeigneten
und gleichmäÿig hohen vergleichbaren Faservolumengehalten des Laminats ϕf [82]. Die begüns-
tigte Ansammlung von Harznestern an den Kreuzungspunkten von Kett- und Schusssträngen in
Geweben, und damit geringfügig niedrigere Werte für den Faservolumengehalt ϕf traten nicht
auf, wie aus Tabelle 10.3 hervorgeht. Diese E�ekte sind in ähnlichem Zusammenhang, jedoch
mit deutlich höherviskosem kaltausärtenden Matrixsystem und der Herstellung der Prüfplatten
im Handau�egeverfahren mit anschlieÿendem Aushärten im Vakuumsack-Verfahren, in Schmid
et al. 2012 [143] beschrieben.

Herstellung der Reinharzproben
Abbildung 10.5 unten zeigt den Heiÿluftautoklavzyklus zur Aushärtung der Reinharzproben aus
dem warmaushärtenden duroplastischen 160 °C-Epoxidharzsystem von Huntsman [71], [96]. Die
schematische Darstellung des Aufbaus im Heiÿluftautoklaven ist in Abbildung 10.4 dargestellt.
Dabei handelt es sich nicht um einen Vakuumaufbau. Die Schutzplatte hält die Vakuumfolie
vom zunächst niedrig viskosen Harzsystem fern und schützt es vor den Strömungsverhältnissen
der zirkulierenden Luft im Heiÿluftautoklaven. Sie wird mit de�niertem Abstand aufgelegt und
befestigt, nicht jedoch abgedichtet. Dies ermöglicht die Applikation des Autoklavdruckes von
p = 6 bar (relativ) über die gesamte Prozessdauer t als hydrostatischen Druck, nicht jedoch als
Druckdi�erenz. Die beschriebene Möglichkeit der Applikation des hydrostatischen Druckes bei
der Aushärtung der Reinharzproben im Heiÿluftautoklaven verhindert dabei weitgehend die Bil-
dung von Lunkern und Poren [82], [143]. Bei der Aushärtung von Prüfplatten wird dagegen, u. a.
zur Kompaktierung des auszuhärtenden Laminats, zum gleichen Zweck durch die Applikation
von Vakuum unter einem Vakuumaufbau in Verbindung mit von auÿen appliziertem Druck eine
Druckdi�erenz verwendet.

Vakuumfolie Schutzplatte Vakuum-

dichtband 

Reinharz 

Form für Reinharz-

probekörper Grundplatte 

Vakuum-

dichtband 

Abbildung 10.4: Schematische Darstellung des Aufbaus im Heiÿluftautoklaven (kein Vakuumaufbau)
zur Herstellung der Reinharzproben aus dem warmaushärtenden duroplastischen
160 °C-Epoxidharzsystem vom Typ Araldite LY 556/Aradur 917/Accelera-
tor DY070 [96] von Huntsman.

Heiÿluftautoklavzyklus zur Aushärtung der Prüfplatten aus Prepregs
Der Heiÿluftautoklavzyklus zur Aushärtung der in der Prepreg-Technik hergestellten Prüfplatten
ist in Abbildung 10.5 mitte dargestellt. Der Faservolumengehalt ergab sich zu ϕf = 55 %, und
entspricht damit dem im Datenblatt [114] angegebenen Wert. Dabei ist im Heiÿluftautoklavzy-
klus, entgegen der Empfehlung im Datenblatt [114], auf die Haltestufe der Temperatur verzichtet
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worden, da diese lediglich für eine optimale Aushärtung des Bauteils bzw. Imprägnierung der
Verstärkungsfasern bei verhältnismäÿig dickwandigen Bauteilen vorgesehen ist [32]. Vom war-
maushärtenden duroplastischen 180 °C-Matrixsystem HexPly M18/1 [114] der unidirektional
und gewebeverstärkten Kohlensto�faser-Prepregs G947 und G939 von Hexcel [114] konnten
keine Reinharzprobekörper hergestellt werden.

10.3 Materialcharakterisierung und Präparation der Probekörper

Hier werden die experimentellen Untersuchungen der Materialqualität der Prüfplatten und die
Präparation der Probekörper beschrieben. Die experimentelle Charakterisierung des Materials
der Prüfplatten enthält die Bestimmung der Dichte des Materials der Prüfplatten %c und des
Reinharzes %m nach DIN EN ISO 1183-1 [108]. Mit der Kenntnis der Dichte des Materials der
Prüfplatten wird anschlieÿend der Faservolumengehalt des Materials ϕf bestimmt. Für Koh-
lensto�fasern als organische Verstärkungsfasern im duroplastischen Matrixsystem, wird dieser
charakteristische Materialkennwert nach DIN EN 2564 [103] bestimmt. Als grundlegende Me-
thode wird für diese Faser-Matrix-Kombination die sog. (nass-)chemische Extraktion der Ver-
stärkungsfasern angewendet. Der Faservolumengehalt ϕf ist dabei ein signi�kanter Indikator
der mechanischen Eigenschaften des Verbundmaterials und der Reproduzierbarkeit der Herstel-
lungsverfahren. Auÿerdem ist er meist die Basis für die Berechnung von strukturmechanischen
Eigenschaften mit sog. Homogenisierungsansätzen der Mikromechanik, wie in Kapitel 5 beschrie-
ben. Schlieÿlich werden �ache stabförmige Probekörper aus den Prüfplatten ausgeschnittenen,
geometrisch vermessen und für die strukturdynamischen Untersuchungen präpariert.

10.3.1 Experimentelle Bestimmung von Dichte und Faservolumengehalt

Zur experimentellen Bestimmung der Dichte %c und des Faservolumengehaltes ϕf werden fünf
Probekörper pro Prüfplatte mit geometrischen Abmessungen von ca. 20mm x 10mm x h entnom-
men. Die gleichen Probekörper werden zunächst zur nichtzerstörenden experimentellen Ermitt-
lung der Dichte und anschlieÿend zur zerstörenden experimentellen Bestimmung des Faservolu-
mengehalts verwendet. Die Anzahl n = 5 stellt dabei eine minimale Stichprobe für statistische
Auswertungen dar [38], [111], [130]. Entsprechende Aspekte zur statistischen Auswertung von
Versuchsergebnissen sind in Anhang A.3 beschrieben. Die örtliche Verteilung der entnommenen
Probekörper über die Prüfplatte stellt zusätzlich eine statistische Absicherung der Ergebnisse
dar. Im Detail be�nden sich die Positionen in der Nähe der Ecken und in der Mitte, jedoch nicht
zu nah am Randbereich.

Tabelle 10.3 enthält den Lagenaufbau der Prüfplatten bzw. der Probekörper und die Ergebnisse
der experimentellen Bestimmung der Dichte %c und des Faservolumengehalts ϕf der Prüfplat-
ten. Da die drei Sätze vergleichbarer Probekörper jeweils auf gleichen Kohlensto�faser-Rovings
mit duroplastischem Matrixsystem basieren und im Heiÿluftautoklavverfahren hergestellt wor-
den sind, sind die Dichte %c und der Faservolumengehalt ϕf jeweils ähnlich. Der experimentell
ermittelte Faservolumengehalt für die Prüfplatten und damit für alle präparierten Probekörper
beträgt für das Prepreg-Material ca. ϕf = 55 % und für das Material aus den trockenen textilen
Halbzeugen ca. ϕf = 60 %. Die Ergebnisse verdeutlichen die zuvor beschriebene Vergleichbarkeit
der jeweiligen Materialien.

Experimentelle Bestimmung der Dichte von Verbundmaterial und Reinharz
Die experimentelle Bestimmung der Dichte des Materials der Prüfplatten und des Reinharzes ist
nach DIN EN ISO 1183-1 [108] erfolgt. Die Probekörper sind bei Raumtemperatur an Luft und
in einer sog. Eintauch�üssigkeit mit bekannter Dichte gewägt worden. Die Dichte des Verbund-
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Abbildung 10.5: Heiÿluftautoklavzyklen zur Herstellung der Prüfplatten mit gleichmäÿig hohem und
damit vergleichbarem Faservolumengehalt [71], [74].
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materials ergibt sich zu

%c =
ma %l

ma +ml
, (10.1)

mitm als Masse und % als Dichte, wobei der Index a die Gröÿe in Luft (air), der Index l die Gröÿe
in der Eintauch�üssigkeit (liquid) und der Index c die Gröÿe des Verbundmaterials (composite)
bezeichnet.

Experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts
Die experimentelle Bestimmung des Faservolumengehaltes ϕf ist nach der DIN EN 2564 [103]
nach der Methode der sog. (nass-)chemischen Extraktion erfolgt. Dazu werden die Dichten der
Einzelkomponenten, im Einzelnen der Verstärkungsfasern %f und des Matrixsystems %m, sowie
des Verbundmaterials benötigt. Im Falle der Verstärkungsfasern [123], [117], [114] und des Ma-
trixsystems der Prepregs Hexcel HexPly M18/1 [114] sind die Angaben den technischen Daten-
blättern entnommen. Die Dichten der Verbundmaterialien sowie des Matrixsystems Huntsman
[96] liegen aus der zuvor beschriebenen experimentellen Ermittlung der Dichte nach DIN EN
ISO 1183 [108] vor.

Die Masse m jedes Probekörpers ist durch Wägen auf einer Präzisionswaage bereits zur Be-
stimmung der Dichte des Verbundmaterials ermittelt worden. Die Probekörper werden getrennt
voneinander in 96%-iger Schwefelsäure auf 160 °C erhitzt. Die Säure zersetzt den duroplastischen
Matrixwerksto� und löst diesen von den organischen Verstärkungsfasern, ohne die Dichte bzw.
chemische Struktur der Kohlensto�fasern zu beein�ussen. Die Zugabe von Wassersto�peroxid
lässt die zunächst braune Lösung wieder transparent werden. Dies ist ein Indikator, dass die
organischen Verstärkungsfasern vollständig aus dem Matrixsystem extrahiert sind. Nach dem
Spülen der verbliebenen Verstärkungsfasern mit destilliertem Wasser werden diese rückgetrock-
net. Die Bestimmung der Masse der extrahierten und nun trockenen Verstärkungsfasern durch
Wägen auf einer Präzisionswaage ermöglicht die Ermittlung des Faservolumengehalts ϕf.

Mit der Kenntnis der Masse der Probekörper des Materials vor der Extraktion der Verstärkungs-
fasern mc und der Masse der extrahierten trockenen Verstärkungsfasern mf ergibt sich zunächst
der Fasermassenanteil

ψf =
mf

mc
. (10.2)

Dabei ist m die Masse und die Indizes f und c bezeichnen die jeweilige Eigenschaft der Ver-
stärkungsfasern bzw. des Verbundmaterials. Der Faservolumengehalt ϕf ergibt sich durch die
Auswertung des Zusammenhangs [103], [149]

ϕf =
Vf
Vc

=
Vf

Vf + Vm
=

mf
%f

mf
%f

+ mc−mf
%m

=
1

1 + 1−ψf
ψf
· %f%m

. (10.3)

10.3.2 Präparation der Probekörper

Aus den Prüfplatten werden im Wasserstrahlschneidverfahren zunächst sieben �ache stabförmi-
gen Probekörper mit seitlichen Abmessungen l = lPK = 250mm x b = 25mm ausgeschnitten.
Davon werden schlieÿlich drei repräsentative Probekörper mit gleichem Lagenaufbau, zur Identi-
�kation unterschiedlicher Parameter, experimentell vermessen. Die gleichen Abmessungen sowie
die gleiche Qualität des Schnitts werden durch die Verwendung eines digital hinterlegten Schnitt-
musters auf einer Anlage sichergestellt [71], [158]. Der Lagenaufbau der Prüfplatten bestimmt
den Lagenaufbau und damit die Vorzugsrichtungen der Faserverstärkung in den Probekörpern.
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Tabelle 10.3 bzw. Tabelle 11.7 enthalten die unterschiedlichen Lagenaufbauten der Prüfplatten
und damit der Probekörper sowie relevante geometrische und physikalische Eigenschaften der
Probekörper. Die Probekörper werden für die experimentellen strukturdynamischen Untersu-
chungen zur Bestimmung der Werksto�dämpfung verwendet. Die untersuchenden Eigenschaften
umfassen die Ermittlung der Werksto�dämpfung und der dynamischen Stei�gkeit.

Tabelle 10.3: Lagenaufbau der Prüfplatten bzw. der Probekörper, Dichte %c der Prüfplatten nach
DIN EN ISO 1183-1 [108] und Faservolumengehalt ϕf der Prüfplatten nach DIN EN
2564 [103] der drei Sätze vergleichbarer Probekörper: Satz 1: Basierend auf dem Roving
Tenax HTS40 [123], Satz 2: Basierend auf dem Pyrofil TR50S 6K [117] und Satz 3:
Kohlensto�faser-Prepregs G947 und G939 von Hexcel [114].

Faservol.-
Dichte %c gehalt ϕf

PK- PK- Lagen- DIN EN ISO DIN EN Matrix-
Satz ID aufbau 1183-1 [108] 2564 [103] Quelle system

Ten-UD [0]C2s 1,52 g/cm3 60,0% [123]

Tenax Ten-LW [(0/90)]C2s 1,51 g/cm3 61,0% [122]

Ten-K2 [(0/90)]C2s 1,52 g/cm3 60,0% [121]
Huntsman

Pyr-UD [0]C4s 1,54 g/cm3 60,3% [117] [96]

Pyro�l Pyr-LW [(0/90)]C4s 1,53 g/cm3 60,7% [120]

Pyr-K2 [(0/90)]C4s 1,54 g/cm3 59,8% [119]

Hexcel
Hex-UD [0]C4s 1,52 g/cm3 54,7%

[114]
HexPly

Hex-GW [(0/90)]C4s 1,51 g/cm3 54,1%
M18/1 [114]

Die Geometrie der Probekörper orientiert sich an den Normen DIN EN 2561 [102] (Länge
l = lPK = 250mm und Dicke h ≈ 2mm) bzw. DIN EN 2747 [105] (Breite b = 25mm), die
den Zugversuch parallel zur Faserrichtung für unidirektional kohlensto�faserverstärkte Kunst-
sto�e bzw. für glasfaserverstärkte Kunststo�e beschreiben. Die Geometrie der Probekörper, die
ursprünglich für die zerstörende Werksto�kennwertermittlung im (quasi-)statischen Zugversuch
de�niert ist, ist auch für die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen gewählt wor-
den. Die untaillierte Geometrie sowie die geometrischen Verhältnisse (Länge l = lPK = 250mm
zu Breite b = 25mm bzw. Länge l = lPK = 250mm zu Dicke h ≈ 2mm) implizieren einen
einachsigen Spannungszustand im Zugversuch. Unter dieser Voraussetzung und anderen Rand-
bedingungen (Einspannung und Anregung) werden die Probekörper als transversalschwingender
Balken betrachtet.

Die Prüfplatten sind im Heiÿluftautoklavverfahren hergestellt worden. Die Probekörper sind im
Wasserstrahlschneidverfahren mit den seitlichen Abmessungen l = lPK = 250mm x b = 25mm
als Nennmaÿe ausgeschnitten worden. Die anschlieÿende Vermessung der Probekörper liefert
schlieÿlich die exakten geometrischen Abmessungen. Während die Länge l = lPK und die Breite
b mit einem, für das jeweilige Nennmaÿ geeigneten, Messschieber gemessen worden sind, ist die
Dicke h mit einer Bügelmessschraube gemessen worden. Breite b und Dicke h sind für jeden
Probekörper an fünf, bezüglich der Länge l = lPK äquidistanten, Positionen vermessen worden.
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10.4 Versuchsaufbau

Die verwendete Versuchstechnik zur Durchführung der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zur mechanischen Charakterisierung der Probekörper wird beschrieben. Sie ent-
hält die Laservibrometrie als verwendetes berührungsloses Verfahren zur Aufnahme von struk-
turdynamischen Schwingungen sowie den Versuchsaufbau mit der Einspannvorrichtung und der
Weganregung.

Für die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden die �achen stabförmigen
Probekörper de�niert reproduzierbar einseitig fest eingespannt und am freien Ende durch eine
de�nierte reproduzierbare Weganregung zu freien Schwingungen angeregt. Aufgrund der fest-frei
Randbedingung können die Probekörper mechanisch als Kragbalken beschrieben werden. Der
freie Ausschwingvorgang der Struktur wird mit einem Laser-Scanning Vibrometer Polytec PSV
400 [116] vermessen. Zunächst wird der Versuchsaufbau beschrieben. Er enthält im Detail das
Laservibrometer, die Einspannvorrichtung mit Positionierung, Orientierung und Einspannung
des Probekörpers sowie die de�nierte reproduzierbare Weganregung.

Die Einspann- und Anregevorrichtung ist auf der sog. standardoptischen Platte befestigt. Die
Platte hat ein quadratisches Bohrungsmuster mit 25mm Lochabstand. Die Bohrungen haben
ein M6 Innengewinde, sodass die Einspann- und Anregevorrichtung an ihren Ecken mit vier
Innensechskantschrauben M6, die jeweils mit 5Nm Drehmoment angezogen werden, de�niert
und reproduzierbar darauf befestigt ist. Auf der standardoptischen Platte ist zusätzlich der
sog. vertikale Teststand verschraubt, an dem das Laservibrometer de�niert und reproduzierbar
befestigt ist. Der Laserstrahl ist senkrecht nach unten auf den Probekörper gerichtet, der de�niert
und reproduzierbar in der Einspann- und Anregevorrichtung eingespannt ist.

Abbildung 10.6 links zeigt den Versuchsaufbau schematisch in der Seitenansicht. Er besteht von
links nach rechts betrachtet aus dem Klemmmechanismus der Einspannung, dem Probekörper,
dem Mechanismus der Anregung und dem Laser-Scanning Vibrometer Polytec PSV 400 [116].
Abbildung 10.6 rechts zeigt die isometrische Ansicht auf die Einspannvorrichtung mit Probekör-
per und Anregemechanismus.
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Abbildung 10.6: Schematische Seitenansicht des Versuchsaufbaus mit (von links nach rechts) Klemm-
mechanismus der Einspannung, Probekörper Mechanismus der Anregung und Laser-
Scanning Vibrometer Polytec PSV 400 [116] (links). Isometrische Ansicht auf die
Einspannvorrichtung mit Probekörper und Anregemechanismus (rechts).

10.4.1 Laser-Doppler-Vibrometer

Für die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist ein Laser-Scanning-Vibrometer
vom Typ PSV 400 des Herstellers Polytec [116] verwendet worden. Die sog. Laservibrometrie
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und das zugehörige Messprinzip als berührungsloses Referenzverfahren für Schwingungsanalysen
von Strukturen wird kurz beschrieben. Dafür sind die technischen Informationen [113] und Da-
tenblätter [116] sowie die Arbeiten von Johansmann, Siegmund und Pineda 2005 [68] sowie
Schmidtchen 2013 [146] verwendet worden.

Prinzipielle Funktionsweise
Ein Laser-Vibrometer ermöglicht die berührungslose experimentelle Vermessung strukturdynami-
scher Schwingungen. Das berührungslose Messverfahren misst ursprünglich die Geschwindigkeit
der Ober�äche der schwingenden Struktur mit einem niederenergetischen, monochromen kohä-
renten Laserstrahl. Das Messprinzip beruht auf der interferometrischen Auswertung der Frequenz
eines Laserstrahls, der durch eine Objektbewegung moduliert wird [113]. Abbildung 10.7 zeigt
schematisch den optischen Aufbau des Interferometers im Vibrometer [116].

B-2

B Grundlagen des Messverfahrens

Für die resultierende Frequenz am Detektor fmod erhält man damit

Gleichung B.6

Derartige richtungssensitive Interferometer werden heterodyn genannt.

B.2 Optischer Aufbau im PSV-I-400 

In Polytecs Vibrometern sind Geschwindigkeits- und Wegmessung mit einem 
modifizierten Mach-Zehnder-Interferometer realisiert.

Der optische Aufbau im PSV-I-400 ist schematisch in ABBILDUNG B.1 dar-
gestellt.

Abbildung B.1: Optischer Aufbau des Interferometers im PSV-I-400

Als Lichtquelle dient ein Helium-Neon-Laser, der einen linear polarisierten 
Strahl zur Verfügung stellt. Der Strahlteiler ST1 spaltet den Strahl in Mess-
strahl und Referenzstrahl auf.

Der Messstrahl durchläuft den polarisierenden Strahlteiler ST2 sowie eine 
λ /4-Platte, wird dann mit dem Objektiv auf das Messobjekt fokussiert und von 
dort zurückgestreut. Der polarisierende Strahlteiler ST2 bildet damit 
zusammen mit der λ/4-Platte eine optische Weiche, der den zurückgestreuten 
Messstrahl zum Strahlteiler ST3 hin ablenkt. Das Interferenzsignal entsteht 
aus der optischen Pfaddifferenz zwischen Referenz- und Messstrahl. Die Ent-
fernung zum Messobjekt geht mit Faktor 2 in die optische Pfaddifferenz ein. 
Optional bildet das Objektiv das Messobjekt auf die Kamera ab. Wenn der 
Fokusdurchmesser auf dem Objekt minimal ist, ist das Videobild scharf.

Die Braggzelle im Referenzarm des Interferometers erzeugt den zusätzlichen 
Frequenzoffset, um das Vorzeichen der Geschwindigkeit zu bestimmen.

Das resultierende Interferenzsignal von Messstrahl und Referenzstrahl wird 
am Fotodetektor in ein elektrisches Signal umgewandelt und anschließend im 
Controller entschlüsselt.

ST 1 ObjektivST 2Laser

Referenz-
strahl

Messstrahl

���

Scanner-
spiegel

Braggzelle

Prisma ST 3

Detektor

Messobjekt

Abbildung 10.7: Schematische Darstellung des optischen Aufbaus des Interferometers im Vibrometer
[116].

Doppler-E�ekt
Das Messprinzip eines Laservibrometers basiert auf dem Prinzip des Doppler-E�ektes (deshalb
auch oft: Laser-Doppler-Vibrometer). Eine Relativbewegung zwischen Sender und Empfänger
einer Welle verursacht eine geschwindigkeitsabhängige Frequenzverschiebung fD = 2 v

λL
, mit

der vorzeichenbehafteten Geschwindigkeit der Ober�äche in Richtung der Laserlichtquelle v und
der ursprünglichen Wellenlänge λ. Die Ermittlung der Geschwindigkeit erfolgt bei bekannter
Wellenlänge λL durch die gemessene Frequenzverschiebung.

Interferometrie
Die optische Interferometrie ermöglicht die Messung von Längen durch die Bestimmung der Ge-
samtintensität Itot zweier zeitlich kohärenter Lichtstrahlen unterschiedlicher Einzelintensitäten
I1 und I2 [113]. Dafür werden gleiche Amplituden und Anfangsphasen sowie unterschiedlicher
Kreisfrequenzen vorausgesetzt. Die Überlagerung von zwei Wellen erfolgt durch die Addition der
Einzelwellen, E = E1 +E2. Dabei ist die Intensität der überlagerten Einzellwellen direkt propor-
tional zum Quadrat der Summe der Einzelwellen, Itot ∼ |E|2 [146]. Damit ergibt sich die resultie-
rende Intensität Itot der Welle zu Itot = I1 +I2 +2

√
I1 I2 cos [2π (r1 − r2) /λ], wobei r2 = const.

der optische Weg des zeitlich konstanten Referenzstrahls und r1 = r (t) der zeitlich variable Ab-
stand als Bewegung des Messobjekts ist. Unter der Voraussetzung gleicher Einzelintensitäten
I = I1 = I2 ergibt sich bei konstruktiver Interferenz die maximale Intensität Imax = 4 I, und bei
destruktiver Interferenz die minimale Intensität Imin = 0. Die Formulierung der Interferenz zwei-
er sich überlagernder Wellen unterschiedlicher Frequenzen lautet Itot (ϕ) = Imax

2 (1 + cos (ϕ)),
wobei ϕ die Phasendi�erenz zwischen Referenz- und Messstrahl ist. Diese ergibt sich durch die
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Bewegung des Messobjekts. Im Detail unterscheiden sich die Kreisfrequenzen der beiden Strahlen
lediglich geringfügig voneinander. Werden die beiden Strahlen interferiert, wird eine Schwebung
mit der zuvor genannten Dopplerfrequenz fD hervorgerufen [113], [146].

Optischer Aufbau
Ein Strahlteiler teilt den Laserstrahl im Vibrometer in einen Referenz- und einen Messstrahl. Der
von der Ober�äche der schwingenden Struktur zurück ins Vibrometer re�ektierte Messstrahl wird
mit dem Referenzstrahl auf einem Detektor überlagert. Dies erzeugt ein für die Interferometrie
typisches Hell-Dunkel-Muster auf dem Detektor. Dabei entspricht ein vollständiger Hell-Dunkel-
Zyklus auf dem Detektor einer Verschiebung des Objekts genau um den Betrag der halben
Wellenlänge, hier: λ2 = 316 nm [113].

Die zeitliche Änderung der optischen Weglänge entspricht der Frequenzverschiebung fD = 2 |v|λL
(Doppler-Verschiebung aufgrund des Doppler-E�ektes). Sie wird über die Modulationsfrequenz
des Interferenzmusters bestimmt, die direkt proportional zur Geschwindigkeit des Messobjek-
tes ist. Das Vorgehen ist jedoch nicht vorzeichensensitiv. Zur Identi�kation der Bewegungsrich-
tung wird der Referenzstrahl mit einer sog. Bragg-Zelle in seiner Frequenz um fB = 40MHz
verschoben. Diese Frequenz entspricht dann einem stillstehenden Objekt. Eine höhere Modu-
lationsfrequenz entspricht einer Entfernung des Objekts vom Detektor während eine niedrigere
Modulationsfrequenz einer Annäherung des Objekts vom Detektor entspricht. Die resultierende
Frequenz am Detektor ergibt sich nun vorzeichensensitiv zu fmod = fB + 2 v

λL
. Sog. richtungs-

sensitive Interferometer werden heterodyn genannt [113], [146].

Messung von Weg und Geschwindigkeit
Mit den im Laservibrometer genutzten physikalischen Wirkprinzipien ist neben der Messung
der Geschwindigkeit auch die Messung der Verschiebung bzw. des Weges möglich. Während bei
der Geschwindigkeitsmessung die Frequenzverschiebung fD in eine geschwindigkeitsproportio-
nale Spannung umgewandelt wird, werden bei der Wegmessung die Hell-Dunkel-Übergänge auf
dem Detektor gezählt. Dabei erlauben geeignete Interpolation bzw. Demodulation eine sehr ho-
he Messgenauigkeit bei der Wegmessung. Das gleiche Messprinzip erlaubt damit die Auswertung
unterschiedlicher Aspekte am Detektor. Die Auswertung der Frequenzverschiebung liefert die
Geschwindigkeit der Ober�äche v, während die Auswertung der Phasenverschiebung die Ver-
schiebung w der Ober�äche liefert [68].

Technische Daten
Das Laser-Scanning-Vibrometer PSV 400 von Polytec basiert auf einem Helium-Neon-Laser,
der eine Wellenlänge von λ = 633 nm bei einer maximalen Ausgangsleistung P < 1mW emit-
tiert. Dies entspricht der sog. Klasse 2 nach EN 60825-1 [116]. Dabei ist die Laserstrahlung
lediglich im sichtbaren Spektralbereich (400 nm bis 700 nm), und deshalb auch bei kurzzeitiger
Bestrahlungsdauer für das Auge ungefährlich. Das Laservibrometer besteht aus den unterschied-
lichen Komponenten: Messkopf mit integriertem Laser-Interferometer, Scanner mit Videokamera,
Zentraleinheit mit Datenerfassung und Controller sowie dem zur Datenverarbeitung und Gerä-
testeuerung benötigten Softwarepaket.

Vorteile
Ein wesentlicher Vorteil der Laservibrometrie ist, dass die Messungen berührungslos sind. Es
ist kein direkter mechanischer Kontakt zum Probekörper nötig. Die Schwingungen des Probe-
körpers werden nicht durch die Applikation von Sensoren oder anderweitiger Instrumentierung
beein�usst, die evtl. Störgröÿen und/oder Messfehler verursachen würden. Eine solche Applikati-
on bzw. Instrumentierung würde auÿerdem idealisiert Punktmassen darstellen, und müssten bei
der analytischen Beschreibung des mechanischen Systems entsprechend berücksichtigt werden.
Es muss lediglich eine ausreichend hohe Re�exion der Ober�äche gegeben sein, um den Mess-
strahl in das Gerät zurück zu re�ektieren. In den durchgeführten experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen sind aufgrund der schlechten Re�exionseigenschaften der Ober�äche
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des Probekörpers am jeweiligen Messpunkt in geringem Ausmaÿ (ca. 5mm x 5mm) Re�exions-
folien aufgebracht worden. Da die bereits absolut sehr geringe Masse der Re�exionsfolie v. a.
im Verhältnis zur Masse des Probekörpers vernachlässigbar ist, ist diese als vernachlässigbar
klein vorausgesetzt worden. Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen sind zusätzlich insoweit direkt vergleichbar, da auf alle Probekörper am
Messpunkt Re�exionsfolie in diesem geringen Ausmaÿ aufgebracht worden ist. Die Laservibro-
metrie weist zusätzlich eine hohe Sensitivität und die Möglichkeit zur Messung einer groÿen
Bandbreite von Frequenzen auf. Die zuvor genannten Eigenschaften sind gleichzeitig die An-
forderungen an das Messverfahren für die durchgeführten experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen. Damit ermöglicht die Anwendung der Laservibrometrie einen relativ einfach
gestalteten Versuchsaufbau mit der geforderten Genauigkeit und Reproduzierbarkeit. Für wei-
tere experimentelle strukturdynamische Untersuchungen bietet ein Laser-Scanning-Vibrometer
zusätzlich die Möglichkeit der sequentiellen Vermessung mehrerer de�nierter Positionen, wenn
eine kontinuierliche Anregung verwendet wird.

10.4.2 Einspann- und Anregevorrichtung

Die Entwicklung und Konstruktion einer Einspannvorrichtung sowie der benötigtenWeganregung
ist nach den Schritten der Konstruktionsmethodik durchgeführt worden [34]. Die Einzelschritte
in der Phase der Konzept�ndung beinhalten das Erstellen einer Anforderungsliste, einer Funkti-
onsstruktur sowie eines morphologischen Kastens. Damit werden Lösungsvarianten de�niert, die
anschlieÿend in einer wirtschaftlichen und technischen Bewertung (Nutzwertanalyse) gegenein-
ander verglichen werden. Der sich daraus ergebende konstruktive Entwurf für eine Einspannung
sowie für eine Weganregung ist realisiert worden und wird kurz beschrieben.

Positionierung, Orientierung und Einspannung des Probekörpers
Die Funktion der Einspannvorrichtung ist die de�nierte reproduzierbare Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung eines �achen stabförmigen Probekörpers mit den zuvor beschriebenen
geometrischen Abmessungen, sodass dieser strukturmechanisch als Kragbalken betrachtet werden
kann. Gleichzeitig muss sichergestellt sein, dass der Probekörper nach Anregung freie abklingen-
de Transversalschwingungen ausführt, die berührungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer
vermessen werden können. Die dafür formulierten Hauptanforderungen an die Einspannvorrich-
tung sind eine im Verhältnis zum Probekörper steife Konstruktion, sowie eine jeweils de�nierte
und reproduzierbare Positionierung, Orientierung und Klemmung. Dafür werden an ausgewähl-
ten Stellen Anschläge verwendet, die nach dem Positionieren, Orientieren und Einspannen des
Probekörpers wieder entfernt werden. Damit ist sichergestellt, dass der Probekörper frei schwingt
und die Transversalschwingungen frei abklingen.

Die reproduzierbare Positionierung des Probekörpers erfolgt in Längsrichtung mit einem punkt-
förmigen Anschlag und in Querrichtung mit zwei punktförmigen Anschlägen. Aufgrund der zu
erwartenden Frequenzabhängigkeit der strukturdynamisch ermittelten Werksto�kennwerte [49]
ist der punktförmige Anschlag in Längsrichtung in diskreten Schritten variabel. Ein de�niertes
Bohrmuster erlaubt die reproduzierbare Variation der Auskraglänge des Probekörpers in de�nier-
ten Schritten von 2mm. Da die konstruktive Lösung der Einspannung eine Mindestklemmlänge
bzw. Mindestspannlänge von 30mm erfordert, beträgt die maximale Auskraglänge der Probe-
körper l = 220mm. Damit ist die Auskraglänge im Bereich von maximal 220mm bis minimal
66mm in diskreten Schritten von 2mm variierbar [34]. Abbildung 10.8 zeigt links die Draufsicht
und rechts die isometrische Ansicht der Einspann- und Anregevorrichtung mit eingespannter
Reinharzprobe und montierten Anschlägen in Quer- und Längsrichtung als CAD-Modell.

Der Probekörper wird durch ein Niederschrauben eines Stempels auf den Probekörper, der auf
einer Grund�äche au�iegt, geklemmt. Dabei sind der Stempel und die Gewindestange mit einem
Kugelgelenk verbunden. Das Kugelgelenk entkoppelt die Rotationsbewegung der Gewindestange
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von der Translationsbewegung des Stempels. Zusätzlich ermöglicht das Kugelgelenk eine plane
Au�age des Stempels auf dem Probekörper. Ein Anschlag an der Stirnseite der Traverse sorgt
dafür, dass die Vorderkante des Stempels und die Vorderkante der Grund�äche, auf der der Pro-
bekörper au�iegt, parallel verlaufen und übereinander liegen. Eine de�nierte und reproduzierbare
Klemmung bezüglich der Klemmkraft erfolgt durch das Anziehen der Gewindestange mit einem
Drehmomentschlüssel. Abbildung 10.9 zeigt links die schematische Darstellung des Probekörpres
mit Spann�äche des Stempels und Verdrehsicherung sowie punktförmige Anschläge in Quer- und
Längsrichtung in der Draufsicht sowie rechts den Längsschnitt durch die Einspannvorrichtung
als CAD-Modell, der den beschriebenen Mechanismus verdeutlicht.

Abbildung 10.8: Draufsicht (links) und isometrische Ansicht (rechts) der Einspann- und Anregevor-
richtung mit eingespannter Reinharzprobe und montierten Anschlägen in Quer- und
Längsrichtung als CAD-Modell [34].
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Abbildung 10.9: Schematische Darstellung des Probekörpers mit Spann�äche des Stempels und Ver-
drehsicherung sowie punktförmige Anschläge in Quer- und Längsrichtung in der
Draufsicht (links) und Längsschnitt durch die Einspannvorrichtung als CAD-Modell
(rechts): De�nierte und reproduzierbare Klemmung des Probekörpers durch Nieder-
schrauben des Stempels. Entkopplung der Rotationsbewegung der Gewindestange von
der Translationsbewegung des Stempels durch das Kugelgelenk.

Weganregung
In verschiedenen Regelwerken sind unterschiedliche Versuchsaufbauten zur Durchführung ex-
perimenteller strukturdynamischer Untersuchungen vorgesehen (vgl. DIN 1311 [98], DIN 53440
[99], DIN EN ISO 6721 [109], VDI 3830 [125]). Da in vorangegangenen Arbeiten, wie in Kapitel
2 dargestellt, unterschiedliche Versuchsaufbauten verwendet worden sind, sind die Ergebnisse
untereinander nicht vergleichbar. Zusätzlich wird aufgrund der teilweise berichteten geringen
Reproduzierbarkeit von Impulsanregungen [32], [132] zunächst eine in Stufen de�nierte Wegan-
regung gefordert.
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Die de�nierte reproduzierbare Weganregung erfolgt durch eine Nocke. Diese be�ndet sich auf der
Einspannvorrichtung am freien Ende des Probekörpers. Sie ist drehbar gelagert, wobei das freie
Ende der Nocke geringfügig kürzer gespannt ist, als das freie Ende des Probekörpers auskragt.
Zusätzlich be�ndet sich der Drehpunkt unter dem Niveau der Unterseite des Probekörpers. Durch
Rotation der Welle, lenkt die Nocke zunächst den Probekörper nach oben aus. Wenn dies ausrei-
chend langsam geschieht, gleitet die Oberseite der Nocke unter der Unterkante des Probekörpers.
Dabei wird der Probekörper vergleichbar mit einer (quasi-)statischen Querkraft am freien Ende
belastet. Bei weiterer Rotation der Welle bricht der Kontakt der Nocke mit dem freien Ende des
Probekörpers ab, und der Probekörper schwingt nach unten durch. Damit wird v. a. die erste
Eigenform und damit die Grundfrequenz der Transversalschwingungen des einseitig eingespann-
ten �achen stabförmigen Probekörpers als Kragbalken angeregt. Abbildung 10.10 links zeigt die
Nocke im Schnitt mit ihren unterschiedlichen Funktions�ächen.

Abgleitfläche 
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zum Verhindern des Kontakts 

nach dem Durchschwingen 

definierte 

Kante 

Radius der Nocke rN 

Δh 

w 

z=0 

ΔrPK 

a 

rproj, PK 

Abbildung 10.10: Nocke zur de�nierten Wegauslenkung mit Bezeichnung der unterschiedlichen Funk-
tions�ächen (links) und den geometrischen Abmessungen zur näherungsweisen Be-
rechnung der Wegauslenkung (rechts).

Mit dem zuvor beschriebenen Mechanismus ist es möglich, eine de�nierte Weganregung am frei-
en Ende des Probekörpers sicherzustellen. Eine näherungsweise Berechnung des Betrags der
Wegauslenkung w erfolgt vereinfachend auf rein geometrischen Zusammenhängen. Dabei genügt
die Anwendung des pythagoreischen Zusammenhangs im rechtwinkligen Dreieck [18], [130]. Die
dafür verwendeten geometrischen Abmessungen sind in Abbildung 10.10 rechts dargestellt. Es
wird vereinfachend vorausgesetzt, dass weder der Probekörper noch die Nocke eine Ausdehnung
in Dickenrichtung besitzen. Zusätzlich wird angenommen, dass sich sowohl der Endpunkt des
Probekörpers am freien Ende als auch der Endpunkt der Nocke kreisförmig um die Einspan-
nung bzw. um die Lagerung bewegen. Die Anwendung des pythagoreischen Zusammenhangs im
rechtwinkligen Dreieck liefert (w + ∆h)2 + (a+ ∆rPK)2 = r2

N. Für eine exakte Bestimmung des
Rücksprungs als Längskomponente ∆rPK = rPK− rproj, PK bedingt durch die Auslenkung w des
Probekörpers wird der Zusammenhang nochmals angewendet, w2 + r2

PK = r2
proj, PK und dar-

aus rproj, PK =
√
w2 + r2PK. Mit ∆rPK = rPK −

√
w2 + r2PK folgt als geometrischer Zusammenhang

(w + ∆h)
2

+ (a + rPK −
√
w2 + r2PK)2 = r2N. Unter der Voraussetzung von im Verhältnis zur Aus-

kraglänge des Probekörpers l bzw. rPK kleine Auslenkungen w folgt
√
w2 + r2PK ≈

√
r2PK = rPK.

Aus dem Zusammenhang (w + ∆h)2 + a2 = r2
N lässt sich die Auslenkung mit der Lösungsformel

für quadratische Gleichungen zu w =
√
r2N − a2−∆h berechnen, wobei diese Lösung mit positivem

Vorzeichen vor der Quadratwurzel die physikalisch sinnvolle Lösung darstellt.

Der Betrag der Wegauslenkung w hängt somit von der Länge der Nocke rN, dem horizontalen
Abstand a und dem vertikalen Abstand ∆h des freien Endes des Probekörpers vom Drehpunkt
der Nocke. Die zuvor beschriebenen vereinfachenden Voraussetzungen und Näherungen ermög-
lichen die analytische Berechnung der Auslenkung w auf der Basis idealisierter geometrischer
Abmessungen. Eine realitätsnähere Berechnung ist durch die Berücksichtigung der Biegelinie
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eines Kragbalkens und der maximalen Verschiebung wmax = w(x=l), die stets von der Biege-
stei�gkeit des jeweiligen Probekörpers abhängt, möglich. In der ausgeführten Konstruktion wird
der Betrag der Auslenkung durch die Länge der Nocke rN variiert, von der mehrere Varianten
unterschiedlicher Länge in Schritten von 1mm zur Verfügung stehen.

10.5 Versuchsdurchführung

Die Versuchsdurchführung enthält zunächst die de�nierte reproduzierbare Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung des Probekörpers. Mit dem Laservibrometer werden die Positionen der
Messpunkte kalibriert und de�niert. Anschlieÿend werden die ausgewählten messtechnischen Pa-
rameter, die in der Software des Signalprozessors des Laser-Scanning Vibrometers Polytec PSV
400 [116] de�niert eingegeben werden, angegeben. Nach de�nierter reproduzierbarer Weganre-
gung wird die Aufnahme des Messsignals bei einer relativ zur Dicke des Probekörpers konstanten
Schwingungsamplitude getriggert. Schlieÿlich wird beschrieben, wie konstante geometrische Be-
dingungen, l = lUD = lG, und konstante dynamische Bedingungen, f = fUD = fG gescha�en
werden.

Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist in Abschnitt 11.2.1
beschrieben. Die Vergleichbarkeit der ausgewerteten Ergebnisse wird zusätzlich durch eine Ana-
lyse der Reproduzierbarkeit und der Sensitivität der ausgewerteten Ergebnisse bezüglich de�niert
variierter experimenteller Randbedingungen nachgewiesen. Die entsprechenden Aspekte sind im
Anhang A.1 dargestellt.

10.5.1 Einspannung und Anregung des Probekörpers

Der Probekörper wird in die Einspannvorrichtung eingelegt und an die in Abbildung 10.8 rechts
schematisch dargestellten montierten Anschläge angelegt. Der Stempel wird stirnseitig gegen die
montierte Verdrehsicherung angelegt. Der Probekörper wird zunächst durch handfestes Festdre-
hen der Mutter bzw. der Gewindestange vorgeklemmt, bevor er durch das reproduzierbare und
de�nierte Aufbringen eines Drehmoments von MA = 12,5Nm geklemmt wird. Dies entspricht
einer Flächenpressung von p = 14,8MPa in der Klemmfuge. Da der Stempel bezüglich der Brei-
te des Probekörpers ein beidseitiges Übermaÿ aufweist, ist die Fläche der Klemmfuge durch die
Länge des Stempels und die Breite des Probekörpers de�niert, lStempel = 30mm x bProbekörper =
25mm = 750mm2. Schlieÿlich werden die montierten Anschläge für den Probekörper und die
montierte Verdrehsicherung für den Stempel entfernt. Damit ist der Probekörper de�niert und
reproduzierbar einseitig fest eingespannt.

Die Orientierung der Probekörper ist dabei immer gleich. Bezüglich der De�nition von Ober- und
Unterseite be�ndet sich die bei der Aushärtung im Heiÿluftautoklav oben be�ndende Seite auch
bei den durchgeführten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen oben. Bezüglich
der De�nition der Auskragrichtung be�ndet sich der durch den Wasserstrahlschnitt ergebende
Anschnitt unter bzw. hinter dem Klemmbereich des Stempels. Dies ist de�niert worden, da bei
einigen Probekörpern durch den Wasserstrahlschnitt geringfügige Delaminationen im Bereich
des Anschnitts auftraten. Damit wird sichergestellt, dass der auskragende Teil des Probekörpers
de�nierte kontinuierlich hergestellte Kanten aufweist.

10.5.2 Position des Messpunktes

Um bei der Auswertung aussagekräftige Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zu erhalten, wird die Position des Messpunktes auf dem Probekörper de�niert.
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Dies geschieht über die Kamera-Software des Laser-Scanning Vibrometers Polytec PSV 400
[116]. Nach vorhergehender Kalibrierung des Messbereiches des Lasers mit der Kamera (sog. 2D-
Abgleich) wird die Position der Messpunkte auf jedem Probekörper 5mm entfernt vom freien
Ende und mittig bezüglich der Breite der Probekörper b = 25mm gewählt. Die in Abschnitt
10.4.1 beschriebene Re�exionsfolie mit seitlichen Abmessungen von ca. 5mm x 5mm wird so auf
dem Probekörper aufgebracht, dass der Laserstrahl mittig darauf auftri�t. Schlieÿlich wird der
Laserstrahl fokussiert.

Mit der untenstehend beschriebenen De�nition der Bandbreite der Messung B = 1000Hz werden
in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen maximal die ersten drei Eigenfre-
quenzen fk (x) für k = 1, 2, 3 und damit Eigenschwingungsformen Wk (x) für k = 1, 2, 3 erfasst.
Aufgrund der in Abschnitt 10.4.2 beschriebenen Weganregung wird jedoch v. a. die erste Ei-
genform und damit die Grundfrequenz der Transversalschwingungen des einseitig eingespannten
Probekörpers angeregt. Da der als Kragbalken zu betrachtende Probekörper keine Schwingungs-
knoten hat, sind an dieser Position der Messpunkte alle für die experimentellen strukturdyna-
mischen Untersuchungen relevanten Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen detektierbar.
Die bezüglich der Auskraglänge l eines Kragbalkens normierten Positionen der Schwingungskno-
ten ist in Abschnitt 8.2.5 angegeben.

10.5.3 Messtechnische Parameter

In der Software des Signalprozessors des Laser-Scanning Vibrometers Polytec PSV 400 [116]
werden die Parameter der Messung eines Signals über die Bandbreite B und die Anzahl der FFT-
Linien im Frequenzbereich N de�niert [116]. Die ausgewählte Bandbreite beträgt B = 1000Hz.
Die Anzahl der FFT-Linien im Frequenzbereich beträgt N = 12800. Mit diesen Parametern
ergibt sich die Abtastfrequenz (sog. sampling rate) fs = 2,56 · B = 2560Hz und die gesamte
Messdauer ttot = N

B = 12,8 s für jede Einzelmessung des freien Ausschwingverhaltens. Die ent-
sprechende Au�ösung im Frequenzbereich ergibt sich aus fr = 1

ttot
= B

N = 78,125mHz [116].

10.5.4 Aufzeichnung des Messsignals

Zur reproduzierbaren und de�nierten Weganregung des Probekörpers, wird dieser am freien En-
de mit einer Nocke mit ca. einem Drittel der Dicke des Probekörpers h/3 ausgelenkt. Wenn
der Betrag der Amplitude der freien abklingenden Schwingung |w (t)| ein Viertel der Dicke des
Probekörpers h/4 erreicht, also |w (t)| = h/4, wird die Aufnahme des Messsignals gestartet (get-
riggert). Im Detail ermöglicht dies ein sog. Pre-Trigger, der in der Software des Laser-Scanning
Vibrometers Polytec PSV 400 [116] einstellbar ist. Die Notwendigkeit einer relativ konstanten
Weganregung für jeden Probekörper ergibt sich aus der Anforderung, die strukturdynamischen
Eigenschaften in einem vorausgesetzten linearen viskoelastischen Bereich über die gesamte Mess-
dauer des Signals zu ermitteln.

10.5.5 Konstante Bedingungen

Im Einzelnen sind jeweils drei Probekörper pro Prüfplatte und damit pro Art der Faserverstär-
kung experimentell untersucht worden. Jeder Probekörper wird fünfmal hintereinander vermes-
sen. Diese Voraussetzung erlaubt die Auswertung der Ergebnisse im Sinne der Statistik (Berech-
nung eines Mittelwerts mit zugehöriger Standardabweichung für jeden Probekörper; vgl. Anzahl
n = 5 als minimale Stichprobe [38], [111], [130], wie in Anhang A.3 dargestellt) und die Zuord-
nung der ermittelten Materialkennwerte zur Art der Faserverstärkung.

Die unidirektional verstärkten Probekörper liefern die Bezugsgröÿen der experimentellen Unter-
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suchungen. Es wird angenommen, dass die mesomechanische Kinematik aufgrund geometrischer
Zusammenhänge für diese Art der Verstärkung nicht wirkt. Die ermittelte Werksto�dämpfung
bei unidirektional verstärkten Probekörpern wird deshalb stets geringer erwartet, als bei gewe-
beverstärkten Probekörpern. Die sich ergebenden Eigenfrequenzen hängen jedoch von mehreren
Parametern ab. Dies sind die Dichte des Materials der Probekörper % als physikalischer Pa-
rameter, die Stei�gkeit des Materials der Probekörper E als strukturmechanischer Parameter
und die Querschnitts�äche A = b h und das Flächenträgheitsmoment Iy = b h3

12 (jeweils für
konstante rechteckförmige Querschnitte über die Länge des Probekörpers) als geometrische Pa-
rameter. Die Stei�gkeit E der Probekörper ist dabei für jedes Halbzeug bzw. jeden Lagenaufbau
unveränderbar. Aufgrund der nominell gröÿeren Stei�gkeiten des Materials der unidirektional
verstärkten Probekörper gegenüber den gewebeverstärkten Probekörpern, EUD > EG, weisen
diese bei gleichen Querschnittsabmessungen und gleicher Auskraglänge, l = lUD = lG, stets
höhere Eigenfrequenzen fUD > fG auf. Es verbleibt als de�niert variierbarer geometrischer Pa-
rameter die Auskraglänge l. Die gewebeverstärkten Probekörper weisen gleiche Eigenfrequenzen,
f = fUD = fG, auf, wenn deren Auskraglänge de�niert reduziert wird, lG < lUD. Dabei ist der in-
direkt proportionale Zusammenhang der Eigenkreisfrequenzen zur quadratischen Auskraglänge,
ω ∼ 1

l2
zu beachten. Abbildung 10.11 stellt den Zusammenhang schematisch dar.
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Abbildung 10.11: Konstante geometrische Bedingungen, lUD = lG (hier: lUD = 220mm für Ten-UD
und Pyr-UD sowie lUD = 200mm für Hex-UD), und konstante dynamische Bedin-
gungen, fUD = fG, unter der Voraussetzung EUD > EG sowie % = const., A = const.
und Iy = const., für die 0°-unidirektional und 0°-gewebeverstärkten �achen stabför-
migen Probekörper bei einseitig fester Einspannung in der Draufsicht.
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Im Falle der beiden Sätze vergleichbarer Probekörper, basierend auf trockenen textilen Halb-
zeugen (Roving und entsprechendes Leinwand- sowie Köpergewebe 2/2), weisen die Probekörper
alle näherungsweise gleiche Querschnittsabmessungen b und h auf, sodass der zuvor genannte
Zusammenhang gilt. Die Bezugsgröÿe der Auskraglänge wird zu l = 220mm gewählt. Im Falle
des Satzes vergleichbarer Probekörper, basierend auf den Kohlensto�faser-Prepregs, tri�t dieser
Zusammenhang jedoch nicht zu. Trotz gleicher Lagenanzahl N = 18 weisen die unidirektional
verstärkten Probekörper eine geringere Dicke als die gewebeverstärkten Probekörper, hUD < hG,
und damit auch ein deutlich kleineres Flächenträgheitsmoment, Iy,UD < Iy,G, auf. In Kombina-
tion mit der nominell gröÿeren Stei�gkeit des unidirektional verstärkten Materials, EUD > EG,
weisen die unidirektional sowie die gewebeverstärkten Probekörper bereits bei gleicher Aus-
kraglänge näherungsweise gleiche Eigenfrequenzen fUD ≈ fG auf. Deshalb wird in diesem Fall
die Bezugsgröÿe der Auskraglänge zu l = 200mm gewählt. Aufgrund der abweichenden Voraus-
setzungen ist zum Erreichen gleicher Eigenfrequenzen, f = fUD = fG dann teilweise sogar eine
geringfügige Erhöhung der Auskraglänge, lG > lUD, nötig.

Konstante geometrische Bedingungen
Um gleiche geometrische Bedingungen zu erreichen, wie in Abbildung 10.11 oben und mitte sche-
matisch dargestellt, werden die gewebeverstärkten Probekörper mit der gleichen Auskraglänge
l = lUD = lG wie die unidirektional verstärkten Probekörper untersucht. Bei gegebener Aus-
kraglänge l und der ermittelten Eigenfrequenz f ergibt sich der globale Elastizitätsmodul des
Materials der Probekörper E nach [48], [49], [125], [145] zu

E =

(
2π

λ2
f l2
)2 %A

I
= 12

(
2π

λ2
f l2
)2 %

h2
. (10.4)

Dabei ist l die Auskraglänge, f die Grundfrequenz, Iy das Flächenträgheitsmoment, % die Dichte,
A die Querschnitts�äche und h die Dicke des Probekörpers. Für den einseitig fest eingespannten
Balken (fest-frei Randbedingungen) und den sich daraus ergebenden transversalschwingenden
Kragbalken ergibt sich der Eigenwert der Eigenschwingung erster Ordnung λ aus der Lösung
der homogenen Di�erentialgleichung des schubstarren Euler-Bernoulli-Balkens. Der Eigen-
wert der Eigenschwingung erster Ordnung (Grundschwingung) eines transversalschwingenden
Kragbalkens beträgt λ = 1,875 [48], [49], [125], [145].

Konstante dynamische Bedingungen
Um konstante dynamische Bedingungen zu erreichen, wie in Abbildung 10.11 oben und unten
schematisch dargestellt, werden die gewebeverstärkten Probekörper zusätzlich mit einer weite-
ren de�niert variierten Auskraglänge l experimentell strukturdynamisch untersucht. Dafür wird
die Auskraglänge der gewebeverstärkten Probekörper de�niert variiert, sodass diese bei glei-
cher Grundfrequenz wie die entsprechenden unidirektional verstärkten Probekörper bei der Aus-
kraglänge lUD schwingen. Die sich ergebende Bedingung f = fUD = fG wird als dynamisch gleich
und damit vergleichbar betrachtet. Die entsprechende de�niert variierte Auskraglänge ergibt sich
durch Au�ösen von Gleichung (10.4) nach der Auskraglänge l zu [48], [49], [125], [145]

l =

√√√√ λ2

2π f

√
E I

%A
=

√√√√ λ2 h

2π f

√
E

12 %
, (10.5)

wobei f die Grundfrequenz des entsprechenden unidirektional verstärkten Probekörpers bei der
Auskraglänge lUD ist. Im Detail werden die jeweils drei Probekörper mit einer Art der Faserver-
stärkung nach der Grundfrequenz f und der sich ergebenden Stei�gkeit E miteinander verglichen.
D. h. der gewebeverstärkte Probekörper mit der gröÿten Grundfrequenz und Stei�gkeit wird mit
dem unidirektional verstärkten Probekörper mit der gröÿten Grundfrequenz und Stei�gkeit ver-
glichen. Analog werden die Probekörper mit den mittleren Grundfrequenzen und Stei�gkeiten
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sowie die mit den kleinsten Grundfrequenzen und Stei�gkeiten miteinander verglichen. Dabei ist
zu beachten, dass die Variation der Auskraglänge l lediglich in Schritten von 2mm möglich ist,
und die maximale Frequenzau�ösung fr = 78,125mHz beträgt [34], [116].





11 Ergebnisse der Untersuchungen

Die Auswertungen und die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen in
Kapitel 9 sowie der experimentellen Untersuchungen in Kapitel 10 werden dargestellt.

11.1 Analytische und numerische Untersuchungen

Die Ergebnisse des analytischen Modells als auch der FE-Berechnungen werden ausgewertet und
miteinander verglichen. Die unterschiedlichen Mechanismen der mesomechanischen Kinematik in
gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund der Ondulation und ihrer Sensitivität auf geometrische
Parameter, Materialeigenschaften und Randbedingungen werden identi�ziert und beschrieben.

11.1.1 Auswertung

Die Variation der geometrischen Parameter der Ondulation Õ, Amplitude A und Länge L bzw.
Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs LR in jeweils fünf Schritten, wie in Abschnitt 9.3
beschrieben, liefert insgesamt 25 Kombinationen für die betrachteten Grade der Ondulation. Für
jeden der 25 Grade der Ondulation Õ werden die ausgewählten Deformationen als normierte Ver-
schiebungen, urel im analytischen Modell bzw. εx im numerischen Modell, in den beiden Dekaden
mit jeweils zehn äquidistanten Schritten, wie in Abbildung 9.7 dargestellt, aufgebracht. Die re-
levanten Gröÿen werden für jeden Grad der Ondulation Õ für jeden Einzelschritt n = 0, . . . , 39
ausgewertet und über die normierten Verschiebungen aufgebracht. Dabei liefern die ausgewerte-
ten Gröÿen in den betrachteten Bereichen Zusammenhänge, die in guter Näherung linear sind,
wie exemplarisch im wrel-urel-Diagramm in Abbildung 9.4 in Abschnitt 9.4.2 dargestellt.

Die Auswertung des jeweiligen Zusammenhangs für jeden Grad der Ondulation Õ erfolgt da-
bei über die Betrachtung des linear vorausgesetzten Zusammenhangs zwischen aufgebrachter
relativer Verschiebung und der betrachteten relevanten Gröÿen, analog zu den Ausführungen in
Ottawa et al. 2012 [129]. Basierend auf der allgemeinen Geradengleichung

y(x) = m · x+ t , (11.1)

mit der Steigung m mit m ∈ R und dem y-Abschnitt t mit m ∈ R, sowie unter der zusätzlichen
vereinfachend getro�enen Voraussetzung, dass die einzelnen Geraden Ursprungsgeraden mit dem
y-Abschnitt t = 0 sind, wird die Steigung

y′ (x) = m = M̃ (11.2)

ermittelt. Dieser weitere spezi�sche dimensionslose Kennwert M̃ wird für jeden der 25 betrach-
teten Grade der Ondulation Õ ausgewertet.

Mit der Gröÿe M̃ wird ein weiterer spezi�scher Kennwert eingeführt. Im Detail entsprechen
die Steigungen M̃ der Sensitivität eines bestimmten Grades der Ondulation Õ bezüglich der
mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge. Dabei bedeutet eine
gröÿere Steigung M̃ bzw. ein höherer Betrag der Steigung |M̃ | eine höhere Sensitivität, während
ein geringerer Wert eine geringere Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik impliziert.

171
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11.1.2 Ergebnisse des analytischen Modells

Die Ergebnisse des analytischen Modells werden als Steigungen im wrel-urel-Diagramm für jeden
der 25 Grade der Ondulation Õ dargestellt.

Tabelle 11.1 enthält die nach Gleichung (11.2) ausgewerteten Ergebnisse der Steigungen im wrel-
urel-Diagramm M̃ für die ausgewählten Grade der Ondulation Õ für die beiden betrachteten
Intervalle der aufgebrachten Deformationen in Längsrichtung urel für alle untersuchten Grade
der Ondulation Õ des analytischen Modells. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten
aufsteigend nach dem Grad der Ondulation Õ angeordnet.

Abbildung 11.1 stellt die Zusammenhänge der untersuchten Grade der Ondulation Õ und der
Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik dar. In diesem Fall werden jedoch die Beträge
der Steigungen im wrel-urel-Diagramm, also |M̃ | betrachtet, während in allen anderen Fällen vor-
zeichenbehafteten Werte der Steigungen M̃ betrachtet werden. Die Betrachtung der Beträge der
Steigungen im wrel-urel-Diagramm |M̃ | erlaubt die graphische Darstellung des Zusammenhangs
zwischen Grad der Ondulation Õ und der Sensitivität auf die Kinematik sowohl in einem line-
ar äquidistant skalierten Diagramm, wie in Abbildung 11.1 links dargestellt, als auch in einem
doppelt-logarithmisch skalierten Diagramm, wie in Abbildung 11.1 rechts dargestellt. Dabei sind
die Ergebnisse in beiden Fällen für das gröÿere Intervall urel = −1 ·10−3 . . .+1 ·10−3 und für das
kleinere betrachtete Intervall urel = −1 · 10−4 . . . + 1 · 10−4 separat dargestellt. Unter der Vor-
aussetzung einer hyperbolischen Korrelation sind die Näherungsgleichungen für jedes der beiden
Intervalle angegeben. Zusätzlich ist die obere Grenze mit einer breiten Strichlinie visualisiert, die
für den Exponenten -1,5 identi�ziert werden kann, |M̃ | = Õ−1,5 [57].

11.1.3 Auswertung der FE-Berechnungen

Die Auswertung der FE-Berechnungen, die in Abschnitt 9.5 beschrieben sind, wird dargestellt.
Die Auswertung der Ergebnisse der FE-Berechnungen erfolgt analog zur Auswertung der Er-
gebnisse des analytischen Modells, wie im Abschnitt 11.1.1 dargestellt. Dafür werden die Quer-
und Längskomponenten (in y- bzw. x-Richtung) der mesomechanischen Kinematik als εy,kin und
εx,kin für jede einzelne Kombination der geometrischen Parameter und damit Grad der Ondu-
lation Õ an relevanten Positionen des FE-Modells ausgewertet. In den linear-elastostatischen
FE-Berechnungen treten E�ekte der Elastizität mit zeitgleich überlagert mit der mesomechani-
schen Kinematik aufgrund geometrischer Parameter in gewebeverstärkten Einzellagen auf. Zur
Ermittlung des kinematischen Anteils in Querrichtung wird der Anteil der Elastizität von den
Querverformungse�ekten separiert. Zusätzlich wird zur Ermittlung des kinematischen Anteils in
Längsrichtung der Anteil der Elastizität von den Längsverformungse�ekten separiert.

Positionen der Auswertung
Die Auswertung der FE-Modelle erfolgt an relevanten Positionen auf der theoretischen Mittellinie
des längs geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang). Im Falle der repräsentativen Sequenz des
Leinwandgewebes sind dies die beiden Extrema, im Einzelnen Maximum und Minimum. Im
Falle der repräsentativen Sequenz des Köpergewebes 2/2 sind dies die vier Positionen, an den
Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche, sowie die beiden Positionen in der
Mitte der horizontalen Bereiche. Abbildung 11.2 stellt die Positionen der Auswertung für die
beiden untersuchten Arten der Gewebekonstruktion, Leinwandgewebe links und Köpergewebe
2/2 rechts, schematisch dar.
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Tabelle 11.1: Steigungen im wrel-urel-Diagramm M̃ für die ausgewählten Grade der Ondulation Õ für
die beiden betrachteten Intervalle von urel.

Geometrische Parameter der Ondulation Steigung M̃ im wrel-urel-Diagramm

Länge Grad der analytisch für analytisch für
Amplitude Ondulation Ondulation urel = ∓ 1 · 10−3 urel = ∓ 1 · 10−4

A L Õ = A
L in Schritten 1 · 10−4 in Schritten 1 · 10−5

0,05 15,0 0,00333 -2448,20 -5040,10
0,05 12,5 0,00400 -1886,70 -3288,40
0,05 10,0 0,00500 -1369,90 -2047,40
0,10 15,0 0,00667 -914,03 -1143,40
0,05 7,5 0,00667 -914,59 -1141,30
0,10 12,5 0,00800 -729,59 -793,20
0,15 15,0 0,01000 -540,08 -507,26
0,10 10,0 0,01000 -540,13 -507,13
0,05 5,0 0,01000 -540,14 -505,79
0,15 12,5 0,01200 -369,62 -352,36
0,20 15,0 0,01333 -293,84 -285,42
0,10 7,5 0,01333 -293,67 -285,23
0,15 10,0 0,01500 -229,49 -225,43
0,20 12,5 0,01600 -200,78 -198,17
0,25 15,0 0,01667 -184,74 -182,66
0,25 12,5 0,02000 -127,63 -126,94
0,20 10,0 0,02000 -127,54 -126,90
0,15 7,5 0,02000 -127,64 -126,92
0,10 5,0 0,02000 -127,50 -126,90
0,25 10,0 0,02500 -81,45 -81,28
0,20 7,5 0,02667 -71,61 -71,49
0,15 5,0 0,03000 -56,60 -56,54
0,25 7,5 0,03333 -45,86 -45,83
0,20 5,0 0,04000 -31,92 -31,91
0,25 5,0 0,05000 -20,50 -20,50

|M| = 0,1085·Õ -1,806

|M| = 0,0481·Õ -2,014

|M| = Õ -1,5
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Abbildung 11.1: Beträge der Steigungen |M̃ | über die ausgewählten Grade der Ondulation Õ in linear
äquidistanter Skalierung (links) und doppelt logarithmischer Skalierung (rechts).
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2 Extrema 4 Positionen an den Übergängen der 

gekrümmten  in die horizontalen Bereiche 

2 Positionen in der Mitte der 

horizontalen Bereiche 

Leinwandgewebe Köpergewebe 2/2 

Abbildung 11.2: Positionen der Auswertung auf der theoretischen Mittellinie des Kettstrangs: Beide
Extrema für Leinwandgewebe (links) und die vier Positionen an den Übergängen der
gekrümmten in die horizontalen Bereiche sowie die beiden Positionen in der Mitte der
horizontalen Bereiche für Köpergewebe 2/2 (rechts).

Ausgewertete Ergebnisse der FE-Berechnungen
Die FE-Modelle werden an den zuvor beschriebenen, und in Abbildung 11.2 dargestellten, Posi-
tionen bezüglich zwei strukturmechanischer Ergebnisse ausgewertet. Im Detail werden die Ver-
schiebungen in Querrichtung (y-Verschiebungen v) senkrecht zur aufgebrachten Deformation in
Längsrichtung (x-Richtung) sowie die Längsverzerrungen (x-Verzerrungen εx) ausgewertet.

Separation von kinematischem und elastischem Anteil
Die Analyse der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhänge erfolgt
über die Verschiebungen in Querrichtung (y-Verschiebung v) für jeden Einzelschritt n = 0, . . . , 39.
Die Betrachtung der Verschiebungen an den Positionen der Auswertung in Querrichtung erfolgt
über die Di�erenz der y-Verschiebungen an den jeweiligen Positionen der Auswertung. Da die
FE-Berechnungen den elastischen Anteil berücksichtigen, wird die relative Veränderung der Am-
plitude wrel,n auf die gesamte Verzerrung in Querrichtung (y-Verzerrungen εy) zurückgeführt.
Diese ergibt sich aus dem Verhältnis der Di�erenz der y-Verschiebungen ∆v zum ursprünglich
senkrechten Abstand der Positionen der Auswertung zueinander, der in beiden Modellen der
numerischen Untersuchungen die doppelte Amplitude, also 2A, beträgt (vgl. Abbildungen 9.1
unten und 11.2), zur gesamten Verzerrung in Querrichtung (y-Verzerrungen εy)

εy,n,ges =
∆v

2A
=
v1,n − v2,n

2A
= wrel,n (11.3)

für jeden Einzelschritt n = 0, . . . , 39. Dabei sind v die senkrechten Verschiebungen im FE-
Modell, wobei die Indizes 1 und 2 die Positionen der Auswertung oberhalb bzw. unterhalb der
waagrechten Symmetrielinie x = 0 bezeichnen, ε die Verzerrung, 2A der ursprünglich senkrechte
Abstand, n der Zähler für die Einzelschritte und die Indizes y, rel und ges beschreiben die
Orientierung bzw. die jeweilige Eigenschaft.

Die nach Gleichung (11.3) berechneten gesamten Querverzerrungen (y-Verzerrungen εy,ges) ent-
halten dabei sowohl den rein kinematischen Anteil aufgrund geometrischer Bedingungen εy,kin als
auch die Querverzerrungen der ebenen repräsentativen Sequenz aufgrund von Querverformungs-
e�ekten εy,ERS. Deshalb werden die Ergebnisse aus Gleichung (11.3) mit dem elastischen Anteil
aufgrund der Querverformung der ebenen repräsentativen Sequenz bereinigt. Aufgelöst nach dem
kinematischen Anteil aufgrund der mesomechanischen geometrischen Bedingungen folgt

εy,n,kin = εy,n,ges − εy,n,ERS =
v1,n − v2,n

2A
− εy,n,ERS , (11.4)

wobei die Indizes kin, ges und ERS die entsprechenden Eigenschaften beschreiben. Dabei ist die
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zugehörige Querverformung senkrecht bei Längsverformung der ebenen repräsentativen Sequenz

εy,n,ERS = −νERS,12 εx,n = −νERS,12 urel , (11.5)

wie in den Gleichungen (4.4) bzw. (4.44) angegeben.

Berechnung der Querverformungszahl senkrecht bei Längsverformung der ebenen
repräsentativen Sequenz
Die Berechnung der Querverformungszahl senkrecht bei Längsverformung der ebenen reprä-
sentativen Sequenz νERS,12 erfolgt analog zur Berechnung der elastischen Bettung kel, wie in
Abschnitt 9.5.5 dargestellt. Dabei wird das gewichtete Mittel der Querverformungszahlen senk-
recht bei Längsverformung der drei unterschiedlichen Bereiche in der Ebene der repräsentati-
ven Sequenz basierend auf den jeweiligen relativen Anteilen der Flächeninhalte berechnet (vgl.
Gleichungen (9.32) und (9.33) in Abschnitt 9.5.2). Für die Querverformungszahl senkrecht bei
Längsverformung des längs geschnittenen Rovingstrangs (hier: Kettstrang) wird trotz der Ondu-
lation vereinfachend der Wert einer 0°-unidirektional verstärkten Einzelschicht ν12 vorausgesetzt.
Die Querverformungszahl senkrecht bei Längsverformung der quer geschnittenen Rovingstränge
(hier: Schussstränge) entspricht der Querverformungszahl in der Isotropieebene des als trans-
versalisotrop vorausgesetzten Bereiches ν23, während die Querverformungszahl der als isotrop
vorausgesetzten Bereiche mit reiner Matrix ohne Faserverstärkung der Querverformungszahl des
Reinharzes νm entspricht. Abhängig von der Art der Verstärkungsfaser ergibt sich für die Quer-
verformungszahl senkrecht bei Längsverformung der ebenen repräsentativen Sequenz

νERS,12 =
AK

AERS
ν12 +

Aλ,S
AERS

ν23 +
AM

AERS
νm

=
1

2
ν12 +

1

π
ν23 +

(
1

2
− 1

π

)
νm

≈ 0,5 ν12 + 0,318 ν23 + 0,182 νm . (11.6)

Mit den, für HT-Kohlensto�faserverstärkung in den Tabellen 9.3 und 9.1 angegebenen, vergleichs-
weise ähnlichen und verhältnismäÿig groÿen Werten ν12 = 0,272, ν23 = 0,333 und νm = 0,35
führt dieser Zusammenhang auf νERS,12 ≈ 0,306 als Wert für die Querverformungszahl senkrecht
bei Längsverformung der ebenen repräsentativen Sequenz.

Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung
Ein zusätzlicher Indikator für das Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund geome-
trischer Zusammenhänge ist die Di�erenz der aufgebrachten Verschiebungen und ausgewerteten
Verzerrungen in Längsrichtung (x-Richtung) ∆εx = εx,kin. Die Di�erenz der aufgebrachten aus-
gewählten Deformationen in Längsrichtung εx,n als normierte Verschiebungen, wie in Abschnitt
9.5.4 beschrieben, und den ausgewerteten Längsverzerrungen an den relevanten Positionen εx,n,FE
für jeden Einzelschritt n = 0, . . . , 39 ergibt sich zu

εx,n,kin = ∆εx,n = εx,n − εx,n,FE . (11.7)

Sie dient der Identi�kation der elastischen Deformation der ebenen repräsentativen Sequenz bzw.
des längs geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang) im FE-Modell.

Identi�kation der Sensitivität
Die Identi�kation der Sensitivität der jeweiligen mesomechanischen Geometrie und entsprechen-
dem Grad der Ondulation Õ auf die mesomechanische Kinematik erfolgt analog zur Auswertung
des analytischen Modells, wie in Abschnitt 11.1.1 dargestellt. Dabei wird die Steigung M̃ der
sich ergebenden linearen Zusammenhänge ausgewertet. Die ausgewerteten Gröÿen εy,n,kin nach
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Gleichung (11.4) und εx,n,kin nach Gleichung (11.7) werden über die aufgebrachten ausgewähl-
ten Deformationen εx,n aufgetragen. Im Folgenden werden der kinematische Anteil mit εy,kin,
die Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung mit εx,kin und die aufgebrach-
ten ausgewählten Deformationen mit εx bezeichnet. Dabei sind die aufgebrachten Deformatio-
nen εx für jeden Einzelschritt n = 0, . . . , 39 als normierte Verschiebungen urel zu betrachten.
Die insgesamt 39 Lastschritte umfassen zwei Dekaden mit jeweils zehn äquidistanten Schritten.
Die beiden Intervalle betragen urel = −1 · 10−3 . . . + 1 · 10−3 in Schritten von 1 · 10−4 und
urel = −1 · 10−4 . . . + 1 · 10−4 in Schritten von 1 · 10−5, vgl. Abschnitt 9.5.4 und Abbildung
9.7. In beiden Fällen entspricht der Betrag der Steigung M̃ der Sensitivität der jeweiligen meso-
mechanischen Geometrie mit entsprechendem Grad der Ondulation Õ auf die mesomechanische
Kinematik aufgrund geometrischer Parameter.

Im Detail ergeben sich für den kinematischen Anteil aufgrund der mesomechanischen geome-
trischen Randbedingungen εy,kin nach Gleichung (11.4) über die aufgebrachten ausgewählten
Deformationen εx als normierte Verschiebungen urel stets negative Steigungen M̃ . Dies bedeu-
tet, wie in Abschnitt 9.4 beschrieben, dass eine positive normierte Verschiebung εx > 0 bzw.
urel > 0 als Dehnung eine Glättung bzw. Ab�achung, und eine negative normierte Verschiebung
εx < 0 bzw. urel < 0 als Stauchung eine Aufstauchung bedingt. Aufgrund der Berücksichtigung
der Elastizität in den FE-Berechnungen treten dabei jedoch zeitgleich und zusätzlich Querver-
formungse�ekte auf.

Im Gegensatz dazu liefert die Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin
nach Gleichung (11.7) über die aufgebrachten ausgewählten Deformationen εx als normierte Ver-
schiebungen urel meist positive Steigungen M̃ . Die im FE-Modell der ebenen repräsentativen
Sequenz am freien vertikalen Rand aufgebrachten normierten Verschiebungen εx bzw. urel, wie
in Abschnitt 9.5.4 beschrieben, entsprechen an den relevanten Positionen auf der theoretischen
Mittellinie des längs geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang), wie in Abbildung 11.2 dargestellt,
nicht den ausgewerteten Gröÿen. Die Glättung bzw. Ab�achung der Ondulation bei positiver nor-
mierter Verschiebung εx > 0 bzw. urel > 0 sowie die Aufstauchung der Ondulation bei negativer
normierter Verschiebung εx < 0 bzw. urel < 0 reduziert die auftretenden Längsverzerrungen.
Dies bedeutet, dass das Wirken der mesomechanischen Kinematik die Längsverzerrung des längs
geschnittenen Stranges mindert. Dies bedeutet zusätzlich, dass die ebenen repräsentativen Se-
quenzen in Längsrichtung aufgrund der Gewebeondulation im Bereich kleiner Verschiebungen
nominell geringere Stei�gkeiten aufweisen, als eine vergleichbare ebene und in Längsrichtung
unidirektional verstärkte Sequenz mit vergleichbarem Faservolumengehalt ϕf.

11.1.4 Ergebnisse der FE-Berechnungen

Wie in den Abbildungen 9.1 unten und 11.2 dargestellt, weisen die Modelle der ebenen reprä-
sentativen Sequenzen für die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode bezüglich der
Waagrechten x = 0 geometrische Symmetrie auf. Die De�nition der Randbedingungen an den
vertikalen Rändern lässt in jedem Fall über die gesamte Länge der repräsentativen Sequenz freie
Verschiebungen in Dickenrichtung zu, um Querverformungse�ekte nicht zu behindern (vgl. Ab-
schnitt 9.5.4). Zusammen mit den Positionen der Auswertung der Ergebnisse (vgl. Abbildung
11.2 in Abschnitt 11.1.3), lässt sich damit bereits auf das tendenzielle Verformungsverhalten
schlieÿen.

Bei der Betrachtung der Querrichtung (y-Richtung) verhalten sich im Falle der beidseitig elas-
tischen Bettung die einander gegenüberliegenden Positionen der Auswertung aufgrund der zu-
sätzlichen Symmetrie der Randbedingungen an den horizontalen Rändern symmetrisch bzw.
entgegengesetzt gleich. Im Gegensatz dazu verhalten sich im Falle der einseitig elastischen Bet-
tung die freien Positionen am freien Rand (Index 1 in Gleichung (11.3)) deutlich sensitiver als die
gebetteten Positionen am gebetteten Rand (Index 2 in Gleichung (11.3)). Bei der Betrachtung
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der Längsrichtung (x-Richtung) verhalten sich in beiden Fällen der grundlegend unterschiedli-
chen Randbedingungen an den horizontalen Rändern die ausgewerteten Ergebnisse gleich. Damit
lassen sich aus den Auswertungen der Gleichungen (11.4) und (11.7) kausale, nachvollziehbare
und aussagekräftige Korrelationen ableiten, die im Folgenden dargestellt werden.

Leinwandgewebe
Tabelle 11.2 enthält die ausgewerteten Ergebnisse M̃ der kinematischen Anteile aufgrund der
mesomechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin nach Gleichung (11.4) über die auf-
gebrachten Deformationen in Längsrichtung εx für alle untersuchten Grade der Ondulation Õ
für Leinwandgewebe. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten aufsteigend nach dem
Grad der Ondulation Õ angeordnet. Analog enthält Tabelle 11.3 die ausgewerteten Ergebnisse
der Steigungen M̃ der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin nach
Gleichung (11.7).

Abbildung 11.3 stellt die ausgewerteten Sensitivitäten M̃ der kinematischen Anteile εy,kin über
den Grad der Ondulation Õ graphisch dar, links für den Fall einseitig elastischer Bettung und
rechts für den Fall beidseitig elastischer Bettung. Dabei zeigen die Ergebnisse sowohl bei einseitig
als auch bei beidseitig elastischer Bettung mit gröÿerem Grad der Ondulation Õ eine zunehmen-
de Sensitivität M̃ der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen
Randbedingungen εy,kin. Es besteht die Möglichkeit, einen sigmoidalen Zusammenhang zu un-
terstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung eine ca. 1,8-fach höhere Sensitivität
auf die mesomechanische Kinematik auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung.

Analog stellt Abbildung 11.4 die ausgewerteten Sensitivitäten M̃ der Di�erenz der aufgebrachten
und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der Ondulation Õ graphisch dar. Auch
in diesem Fall zeigen die Ergebnisse eine zunehmende Sensitivität M̃ mit gröÿerem Grad der
Ondulation Õ. In diesem Fall besteht die Möglichkeit, einen quadratischen Zusammenhang zu
unterstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung lediglich eine geringfügig höhere
Sensitivität auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung.

Köpergewebe 2/2
Tabelle 11.4 enthält die ausgewerteten Ergebnisse der Steigungen M̃ der kinematischen Anteile
aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin nach Gleichung (11.4)
über die aufgebrachten Deformationen in Längsrichtung εx für alle untersuchten Grade der On-
dulation Õ für Köpergewebe 2/2. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten aufsteigend
nach dem Grad der Ondulation Õ angeordnet. Analog enthält Tabelle 11.5 die ausgewerteten
Ergebnisse der Steigungen M̃ der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung
εx,kin nach Gleichung (11.7).

Abbildung 11.5 stellt die ausgewerteten Sensitivitäten M̃ der kinematischen Anteile εy,kin über
den Grad der Ondulation Õ graphisch dar, links für den Fall einseitig elastischer Bettung und
rechts für den Fall beidseitig elastischer Bettung. Bezüglich der Positionen der Auswertung sind
dabei oben jeweils die Ergebnisse an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Be-
reiche und unten in der Mitte der horizontalen Bereiche dargestellt. Im Fall der Positionen der
Auswertung an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche (oben) zeigt sich
mit gröÿerem Grad der Ondulation Õ eine zunehmende Sensitivität M̃ der kinematischen Antei-
le aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin. Für die Ergebnisse
in dieser Position der Auswertung besteht wiederum die Möglichkeit, einen sigmoidalen Zusam-
menhang zu unterstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung hier eine ca. 1,6-fach
höhere Sensitivität auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung. Im Gegensatz dazu ist für
die Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche (unten) keine eindeuti-
ge Tendenz identi�zierbar. Damit ist in der Mitte der horizontalen Bereiche, v. a. im Fall der
beidseitig elastischen Bettung, annähernd keine Sensitivität M̃ der kinematischen Anteile εy,kin
identi�zierbar.
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Analog stellt Abbildung 11.6 die ausgewerteten Sensitivitäten M̃ der Di�erenz der aufgebrachten
und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der Ondulation Õ graphisch dar. In allen
Fällen zeigen die Ergebnisse eine zunehmende Sensitivität M̃ mit gröÿerem Grad der Ondula-
tion Õ. Dabei besteht in allen Fällen die Möglichkeit, einen quadratischen Zusammenhang zu
unterstellen. Die Sensitivität M̃ ist im Fall der Positionen der Auswertung an den Übergängen
der gekrümmten in die horizontalen Bereiche (oben) stets positiv. Im Gegensatz dazu ist die
Sensitivität M̃ im Fall der Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche
(unten) für kleine Grade der Ondulation Õ teilweise sogar negativ. In beiden Positionen der Aus-
wertung weist jedoch der Fall einseitig elastischer Bettung (links) stets eine geringfügig höhere
Sensitivität auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung (rechts).
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Tabelle 11.2: Steigungen im εy,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation Õ für
Leinwandgewebe.

Geometrische Parameter der Ondulation Steigung M̃ im εy,kin-εx-Diagramm

Länge Grad der
Amplitude Ondulation Ondulation CFK CFK

A Leinwand LLW Õ = A
LLW

einseitig el. geb. beidseitig el. geb.

0,05 15,0 0,00333 -0,3180 -0,1588
0,05 12,5 0,00400 -0,4301 -0,2156
0,05 10,0 0,00500 -0,6451 -0,3260
0,10 15,0 0,00667 -0,5985 -0,2714
0,05 7,5 0,00667 -1,0954 -0,5525
0,10 12,5 0,00800 -0,8398 -0,3902
0,15 15,0 0,01000 -0,9322 -0,4124
0,10 10,0 0,01000 -1,2895 -0,6098
0,05 5,0 0,01000 -2,3964 -1,1946
0,15 12,5 0,01200 -1,3223 -0,6001
0,20 15,0 0,01333 -1,3044 -0,5711
0,10 7,5 0,01333 -2,2863 -1,1021
0,15 10,0 0,01500 -2,0499 -0,9564
0,20 12,5 0,01600 -1,8562 -0,8374
0,25 15,0 0,01667 -1,6981 -0,7333
0,25 12,5 0,02000 -2,4066 -1,1001
0,20 10,0 0,02000 -2,8025 -1,3188
0,15 7,5 0,02000 -3,4763 -1,7109
0,10 5,0 0,02000 -4,7204 -2,4144
0,25 10,0 0,02500 -3,4963 -1,6928
0,20 7,5 0,02667 -4,4191 -2,2506
0,15 5,0 0,03000 -6,0830 -3,3707
0,25 7,5 0,03333 -5,0427 -2,6973
0,20 5,0 0,04000 -6,4358 -3,8950
0,25 5,0 0,05000 -6,1304 -4,0234

-10 

-8 

-6 

-4 

-2 

0 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
y,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LLW 

Leinwand CFK beidseitig 

elastisch gebettet 

-10 

-8 

-6 

-4 

-2 

0 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
y,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LLW 

Leinwand CFK einseitig 

elastisch gebettet 

~
 

~
 

Abbildung 11.3: Steigungen im εy,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation
Õ für Leinwandgewebe.
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Tabelle 11.3: Steigungen im εx,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation Õ für
Leinwandgewebe.

Geometrische Parameter der Ondulation Steigung M̃ im εx,kin-εx-Diagramm

Länge Grad der
Amplitude Ondulation Ondulation CFK CFK

A Leinwand LLW Õ = A
LLW

einseitig el. geb. beidseitig el. geb.

0,05 15,0 0,00333 0,0182 0,0172
0,10 15,0 0,00400 0,0170 0,0162
0,15 15,0 0,00500 0,0189 0,0177
0,20 15,0 0,00667 0,0184 0,0182
0,25 15,0 0,00667 0,0196 0,0186
0,05 12,5 0,00800 0,0189 0,0193
0,10 12,5 0,01000 0,0203 0,0207
0,15 12,5 0,01000 0,0211 0,0212
0,20 12,5 0,01000 0,0241 0,0224
0,25 12,5 0,01200 0,0232 0,0234
0,05 10,0 0,01333 0,0248 0,0248
0,10 10,0 0,01333 0,0286 0,0275
0,15 10,0 0,01500 0,0308 0,0300
0,20 10,0 0,01600 0,0321 0,0309
0,25 10,0 0,01667 0,0324 0,0326
0,05 7,5 0,02000 0,0464 0,0432
0,10 7,5 0,02000 0,0501 0,0463
0,15 7,5 0,02000 0,0559 0,0483
0,20 7,5 0,02000 0,0666 0,0554
0,25 7,5 0,02500 0,0797 0,0690
0,05 5,0 0,02667 0,1026 0,0865
0,10 5,0 0,03000 0,1560 0,1257
0,15 5,0 0,03333 0,1683 0,1392
0,20 5,0 0,04000 0,2746 0,2254
0,25 5,0 0,05000 0,3917 0,3333
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Abbildung 11.4: Steigungen im εx,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation
Õ für Leinwandgewebe.
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Abbildung 11.5: Steigungen im εy,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation
Õ für Köpergewebe 2/2.
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Õ
=

A
L
K
2

Ü
be
rg
an
g
ge
kr
.
ho
r.

M
it
te

ho
r.
B
er
.

Ü
be
rg
an
g
ge
kr
.
ho
r.

M
it
te

ho
r.
B
er
.

0,
05

30
,0

0
,0
0
1
6
7

0,
01
81

-0
,0
27
4

0,
01
78

-0
,0
26
9

0,
05

25
,0

0
,0
0
2
0
0

0,
01
79

-0
,0
26
6

0,
01
76

-0
,0
26
1

0,
05

20
,0

0
,0
0
2
5
0

0,
01
79

-0
,0
24
9

0,
01
76

-0
,0
24
4

0,
05

15
,0

0
,0
0
3
3
3

0,
01
81

-0
,0
22
0

0,
01
77

-0
,0
21
7

0,
10

30
,0

0
,0
0
3
3
3

0,
01
78

-0
,0
22
5

0,
01
72

-0
,0
21
7

0,
10

25
,0

0
,0
0
4
0
0

0,
01
83

-0
,0
20
0

0,
01
75

-0
,0
19
3

0,
05

10
,0

0
,0
0
5
0
0

0,
02
02

-0
,0
14
7

0,
01
89

-0
,0
15
3

0,
10

20
,0

0
,0
0
5
0
0

0,
01
93

-0
,0
15
8

0,
01
82

-0
,0
15
6

0,
15

30
,0

0
,0
0
5
0
0

0,
01
88

-0
,0
16
2

0,
01
77

-0
,0
15
6

0,
15

25
,0

0
,0
0
6
0
0

0,
02
03

-0
,0
11
7

0,
01
87

-0
,0
11
6

0,
10

15
,0

0
,0
0
6
6
7

0,
02
28

-0
,0
07
8

0,
02
05

-0
,0
08
6

0,
20

30
,0

0
,0
0
6
6
7

0,
02
15

-0
,0
08
9

0,
01
95

-0
,0
08
9

0,
15

20
,0

0
,0
0
7
5
0

0,
02
42

-0
,0
04
1

0,
02
13

-0
,0
05
0

0,
20

25
,0

0
,0
0
8
0
0

0,
02
53

-0
,0
01
9

0,
02
21

-0
,0
02
9

0,
25

30
,0

0
,0
0
8
3
3

0,
02
56

-0
,0
00
4

0,
02
23

-0
,0
01
4

0,
10

10
,0

0
,0
1
0
0
0

0,
04
01

0,
01
32

0,
03
23

0,
00
93

0,
15

15
,0

0
,0
1
0
0
0

0,
03
63

0,
01
15

0,
02
98

0,
00
83

0,
20

20
,0

0
,0
1
0
0
0

0,
03
45

0,
01
05

0,
02
85

0,
00
76

0,
25

25
,0

0
,0
1
0
0
0

0,
03
31

0,
00
99

0,
02
76

0,
00
73

0,
25

20
,0

0
,0
1
2
5
0

0,
05
02

0,
02
87

0,
04
01

0,
02
29

0,
20

15
,0

0
,0
1
3
3
3

0,
06
02

0,
03
74

0,
04
76

0,
02
98

0,
15

10
,0

0
,0
1
5
0
0

0,
08
35

0,
05
76

0,
06
57

0,
04
60

0,
25

15
,0

0
,0
1
6
6
7

0,
09
37

0,
07
13

0,
07
43

0,
05
75

0,
20

10
,0

0
,0
2
0
0
0

0,
14
53

0,
12
01

0,
11
74

0,
09
71

0,
25

10
,0

0
,0
2
5
0
0

0,
21
89

0,
19
57

0,
18
22

0,
16
06



184 11 Ergebnisse der Untersuchungen

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
x,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LK2 

Köper 2/2 CFK 

beidseitig elastisch 

gebettet Übergang 

gekrümmt horizontal 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
x,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LK2 

Köper 2/2 CFK 

einseitig elastisch 

gebettet Übergang 

gekrümmt horizontal 

-0,05 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
x,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LK2 

Köper 2/2 CFK 

beidseitig elastisch 

gebettet Mitte 

horizontaler Bereich 

-0,05 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 

S
te

ig
u
n
g
 M

 i
m

 ε
x,

k
in

-ε
x-

D
ia

g
ra

m
m

 

Grad der Ondulation Õ=A/LK2 

Köper 2/2 CFK 

einseitig elastisch 

gebettet Mitte 

horizontaler Bereich 

~
 

~
 

~
 

~
 

Abbildung 11.6: Steigungen im εx,kin-εx-Diagramm M̃ über die ausgewählten Grade der Ondulation
Õ für Köpergewebe 2/2.
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11.2 Experimentelle strukturdynamische Untersuchungen

Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen sowie deren Ergeb-
nisse wird dargestellt. Die Vorgehensweise entspricht dabei der in Micklitz et al. 2014 [89],
Romano et al. 2014 [140] und in Romano et al. 2014 [141] dargestellten Auswertung. Sie ist
ausführlich beispielsweise in Brinson und Brinson 2008 [16], Gibson 2000 [48] sowie Gibson
2012 [49], in der Richtlinie VDI 3830 [125] sowie in Schmidt 2003 [145] dargestellt.

11.2.1 Auswertung

Die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen er-
folgt mit dem Weg-Zeit-Signal über die Messdauer. Dafür wird das Messsignal sowohl im Zeitbe-
reich als auch im Frequenzbereich ausgewertet. Die experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen sind dabei entweder unter konstanten geometrischen Bedingungen, d. h. bei gleichen
Auskraglängen l = lUD = lG, als auch unter konstanten dynamischen Bedingungen, d. h. bei
gleichen Grundfrequenzen f = fUD = fG, durchgeführt und ausgewertet worden. Die De�nition
der beiden grundsätzlich unterschiedlichen Bedingungen ist in Abschnitt 10.5.5 dargestellt.

Die beschriebenen Auswertungen des Messsignals der experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen erfolgt mit MATLAB [115].

Werksto�dämpfung und Eigenfrequenzen
Die Auswertung der Werksto�dämpfung basiert auf dem Weg-Zeit-Signal im Zeitbereich. Dabei
wird zunächst das logarithmische Dekrement Λ ausgewertet. Nach der Transformation des Weg-
Zeit-Signals in den Frequenzbereich werden die Eigenfrequenzen f ausgewertet. Die ausgewerte-
ten Ergebnisse dienen der Berechnung des komplexen Moduls E∗, ausgedrückt in Speichermodul
E′ und Verlustmodul E′′.

Logarithmisches Dekrement Λ
Das logarithmische Dekrement, wie bereits in Gleichung (7.38) eingeführt, lautet allgemeiner

Λ =
1

n
· ln w (ti)

w (ti+n)
für n = 1, 2, . . . , n , (11.8)

mit n als Zähler der positiven Amplituden im Weg-Zeit-Signal und ti sowie ti+n als die Zeit-
punkte ihres Auftretens über die Messdauer. Gleichung (11.8) wird zunächst für jede der fünf
aufeinanderfolgenden strukturdynamischen Untersuchungen der Probekörper für die gesamten
Messdauer von ttot = 12, 8 s ausgewertet. Dafür wird jeweils die erste und die letzte positive
Amplitude in der Zeitdauer des Messsignals ttot zur Auswertung verwendet.

Eigenfrequenzen f
Zur Ermittlung der Eigenfrequenzen wird jedes Weg-Zeit-Signal der Messung eines Probekör-
pers für die gesamte Messdauer ttot = 12,8 s über den Algorithmus der FFT-Transformation in
den Frequenzbereich transformiert. Die Auswertung des Signals im Frequenzbereich liefert die
Eigenfrequenzen f . Dabei stellen die Maxima im Frequenzbereich die auftretenden Eigenfrequen-
zen der Schwingung dar. Die in Abschnitt 10.5.3 beschriebenen messtechnischen Parameter mit
der Bandbreite B = 1000Hz erlauben Identi�kation der ersten drei Eigenfrequenzen. Tatsächlich
tritt bei jeder Messung jedoch lediglich eine Frequenz dominierend auf. Aufgrund vorhergehender
analytischer Berechnungen und der de�nierten reproduzierbaren Weganregung des Probekörpers
am freien Ende, die vornehmlich die erste Eigenform anregt (vgl. Abschnitt 10.5.1), lässt sich
diese als die jeweilige Grundfrequenz f der Transversalschwingungen des einseitig eingespannten
�achen stabförmigen Probekörpers als Kragbalken mit der Auskraglänge l identi�zieren.
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Speicher- und Verlustmodul als Komponenten des komplexen Moduls
Zunächst wird die Berechnung des komplexen Moduls E∗ dargestellt. Sie basiert auf der im
vorherigen Abschnitt 11.2.1 beschriebenen Auswertung der Ergebnisse. Der komplexe Modul ist
nach Gleichung (7.60) de�niert. Ausklammern des Speichermoduls E′ liefert den Verlustfaktor

η =
1

2π

Wdiss

W
(11.9)

mit W nach Gleichung (7.69) und Wdiss nach Gleichung (7.70), und führt schlieÿlich auf

E∗ = E′ + iE′′ = (1 + i η) E′ . (11.10)

Der Verlustfaktor η ist das Verhältnis zwischen der in einem vollständigen Belastungszyklus (d. h.
während einer vollständigen Schwingung, bzw. Periode) dissipierten Energie und der gesamten in
der Struktur gespeicherten Energie, wie in Abschnitt 7.6.3 ausgeführt. Unter der Voraussetzung
schwacher Dämpfung D2 � 1, mit D als dimensionsloses Lehr'sches Dämpfungsmaÿ, entspricht
die Eigenkreisfrequenz des gedämpften Systems ωd in guter Näherung der Eigenkreisfrequenz des
ungedämpften Systems ω0, da gilt ωd = ω0

√
1−D2 ≈ ω0, wie in Abschnitt 7.3.2 beschrieben.

Im Detail wird der Speichermodul E′ aus den Ergebnissen im Frequenzbereich (ermittelten
Grundfrequenz f bei bekannter Auskraglänge l) berechnet. Zur Ermittlung des Verlustmoduls
E′′ werden zusätzlich die Ergebnisse im Zeitbereich (ermitteltes logarithmisches Dekrement Λ
als Maÿ für die Werksto�dämpfung) benötigt [48], [49], [125], [145].

Speichermodul E′

Unter der zuvor genannten Voraussetzung schwacher Dämpfung gilt ωd = ω0

√
1−D2 ≈ ω0. Des-

halb entspricht der globale Elastizitätsmodul des Materials der Probekörper E nach Gleichung
(10.4) in guter Näherung dem Speichermodul

E′ ≈ E , (11.11)

der den Realteil des dynamischen Moduls E∗ darstellt. Er wird direkt aus den Ergebnissen im
Frequenzbereich (ermittelten Grundfrequenz f bei bekannter Auskraglänge l) berechnet.

Verlustmodul E′′

Der Verlustmodul E′′ stellt den Imaginärteil des komplexen Moduls E∗ dar. Er wird näherungs-
weise unter der Annahme der Gültigkeit der Zusammenhänge des harmonischen Oszillators be-
rechnet. Dafür wird das logarithmische Dekrement Λ nach Gleichung (11.8) aus dem Zeitbereich
des Messsignals berechnet. Der Zusammenhang

D =
Λ√

4π2 + Λ2
≈ Λ

2π
(11.12)

liefert das dimensionslose Lehr'sche Dämpfungsmaÿ D in Termen des logarithmischen Dekre-
ments Λ unter der Voraussetzung schwacher Dämpfung der Struktur, wie in Gleichung (7.38) in
Abschnitt 7.3.2 mit Gleichung (7.27) angegeben. Zusätzlich wird die Abklingkonstante δ (vgl.
Gleichung (7.21)) in Termen des dimensionslosen Lehr'sche Dämpfungsmaÿes D formuliert zu

δ = Dω0 , (11.13)

wie in Gleichung (7.27) de�niert. Der Zusammenhang zwischen Verlustmodul E′′ und Speicher-
modul E′ aus Gleichung (7.67) ergibt mit der Abklingkonstanten δ sowie unter der vereinfachen-
den Voraussetzung schwacher Dämpfung, und damit ωd ≈ ω0,

E′′

E′
=

2 δ ωd
ω2

0

≈ 2 δ

ω0
. (11.14)
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Au�ösen von Gleichung (11.14) nach dem Verlustmodul E′′ und Einsetzen der Terme des loga-
rithmischen Dekrements von Gleichung (11.12) liefert

E′′ =
2 δ

ω0
E′ =

2Dω0

ω0
E′ = 2DE′ = 2

Λ√
4π2 + Λ2

E′ ≈ Λ

π
E′ . (11.15)

Dabei wird das logarithmische Dekrement Λ nach Gleichung (11.8) basierend auf dem Messsignal
im Zeitbereich über die gesamte Messdauer ermittelt, und die exakte Formulierung statt der
Näherungslösung in Gleichung (11.15) ausgewertet.

11.2.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der ausgewerteten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, sowohl
unter konstanten geometrischen Bedingungen, l = lUD = lG, als auch unter konstanten dynami-
schen Bedingungen, f = fUD = fG, werden angegeben (De�nition siehe Abschnitt 10.5.5). Die
Ergebnisse werden tabellarisch angeführt, graphisch dargestellt und kurz beschrieben.

Tabelle 11.6 enthält alle Ergebnisse der ausgewerteten experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen für jeden Probekörper. Dies sind im Einzelnen das logarithmische Dekrement Λ
und die Grundfrequenz f sowie der Speichermodul E′ und der Verlustmodul E′′ als Real- und
Imaginärteil des komplexen Moduls E∗.

Abbildung 11.7 veranschaulicht die im Zeitbereich ausgewerteten Ergebnisse des logarithmischen
Dekrements Λ und die im Frequenzbereich ausgewerteten Ergebnisse der Grundfrequenz f . Beide
Gröÿen werden jeweils über die gesamte Messdauer ttot = 12,8 s ermittelt. Die darauf basieren-
den Ergebnisse des Speichermoduls E′ und des Verlustmoduls E′′ als Realteil und Imaginärteil
des dynamischen Moduls E∗ sind in Abbildung 11.8 dargestellt. In beiden Abbildungen ent-
spricht jeder Datenpunkt dem Mittelwert von fünf aufeinanderfolgenden Messungen für jeden
strukturdynamisch untersuchten Probekörper. Bezüglich der Reihenfolge ist der erste Probekör-
per eines Satzes links, der zweite mittig und der dritte rechts angeordnet. Dabei zeigt in beiden
Abbildungen die linke Spalte jeweils die Ergebnisse basierend auf der Voraussetzung konstan-
ter geometrischer Bedingungen lUD = lG, und die rechte Spalte die Ergebnisse basierend auf der
Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen fUD = fG, wie in Abschnitt 10.5.5 de�niert.

Konstante geometrische Bedingungen
Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der unidirektional
und gewebeverstärkten Probekörper bei gleichen Auskraglängen l = lUD = lG liefert die Er-
gebnisse unter konstanten geometrischen Bedingungen, wie in den Abbildungen 11.7 und 11.8
jeweils links oben und links unten dargestellt.

Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf dem Roving Tenax HTS40
[123] beträgt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirektional verstärkten Pro-
bekörper Λ = 3,56�. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz beträgt f = 50,8Hz.
Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der physikalischen
und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 100,2GPa.
Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Ver-
lustmoduls E′′ = 36,3MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der leinwandgewe-
beverstärkten Probekörper liefert Λ = 5,39� beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 29,9Hz.
In diesem Fall liefert die Berücksichtigung der physikalischen und geometrischen Gröÿen der
Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 48,5GPa. Die weitere Berücksichtigung
des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 26,5MPa. Der
Mittelwert des logarithmischen Dekrements der köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper liefert
Λ = 4,94� beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 45,42Hz. In diesem Fall liefert die Berück-
sichtigung der physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des
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Speichermoduls E′ = 55,4GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements
Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 27,7MPa.

Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf dem Roving Pyrofil
TR50S 6K [117] beträgt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirektional ver-
stärkten Probekörper Λ = 3,96�. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz beträgt
f = 55,55Hz. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der
physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls
E′ = 105,0GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 39,3MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstärkten Probekörper liefert Λ = 5,06� beim Mittelwert der Grundfre-
quenz f = 46,82Hz. In diesem Fall liefert die Berücksichtigung der physikalischen und geometri-
schen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 56,2GPa. Die weitere
Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls
E′′ = 28,2MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der köpergewebeverstärkten
2/2 Probekörper liefert Λ = 4,84� beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 47,37Hz. In diesem
Fall liefert die Berücksichtigung der physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper
den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 58,1GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarith-
mischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E′ = 28,1MPa.

Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf den Kohlensto�faser-Pre-
pregs von Hexcel [114] beträgt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirek-
tional verstärkten Probekörper Λ = 5,26�. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz
beträgt f = 44,9Hz. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksich-
tigung der physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Spei-
chermoduls E′ = 105,7GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ
liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 57,1MPa. Der Mittelwert des logarithmischen
Dekrements der gewebeverstärkten Probekörper liefert Λ = 6,74� beim Mittelwert der Grund-
frequenz f = 44,6Hz. In diesem Fall liefert die Berücksichtigung der physikalischen und geome-
trischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 57,5GPa. Die weitere
Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls
E′′ = 39,3MPa.

Konstante dynamische Bedingungen
Die Durchführung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der gewebever-
stärkten Probekörper bei gleichen Grundfrequenzen wie die unidirektional verstärkten Probe-
körper, f = fUD = fG, erfordert de�niert variierte Auskraglängen lG. Die entsprechend variier-
ten Auskraglängen für die gewebeverstärkten Probekörper sind nach Gleichung (10.5), unter der
Verwendung der ermittelten Stei�gkeiten bei ursprünglich gleichen Auskraglängen l = lUD = lG,
bestimmt worden. Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
liefert die Ergebnisse unter konstanten dynamischen Bedingungen, wie in den Abbildungen 11.7
und 11.8 jeweils rechts oben und links unten dargestellt..

Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf dem Roving Tenax HTS40
[123] beträgt der Mittelwert der Grundfrequenz beider Arten gewebeverstärkter Probekörper
(Leinwand und Köper 2/2) f = 50,6Hz. Dieser entspricht dabei für beide Arten der Gewebe-
verstärkung dem Mittelwert der Grundfrequenz der unidirektional verstärkten Probekörper bei
der ursprünglichen Auskraglänge l = 220mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstärkten Probekörper unter de�niert variierter Auskraglänge lG beträgt
Λ = 5,16�. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung
der physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermo-
duls E′ = 62,4GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 32,6MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper unter de�niert variierter Auskraglänge lG beträgt
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Λ = 4,97�. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der
physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls
E′ = 55,0GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mit-
telwert des Verlustmoduls E′′ = 27,2MPa.

Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf dem Roving Tenax HTS40
[123] beträgt der Mittelwert der Grundfrequenz beider Arten gewebeverstärkter Probekörper
(Leinwand und Köper 2/2) f = 55,2Hz. Dieser entspricht dabei für beide Arten der Gewebe-
verstärkung dem Mittelwert der Grundfrequenz der unidirektional verstärkten Probekörper bei
der ursprünglichen Auskraglänge l = 220mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstärkten Probekörper unter de�niert variierter Auskraglänge lG beträgt
Λ = 5,35�. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung
der physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermo-
duls E′ = 62,8GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 33,2MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper unter de�niert variierter Auskraglänge lG beträgt
Λ = 5,08�. Die Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der
physikalischen und geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls
E′ = 57,1GPa. Die weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mit-
telwert des Verlustmoduls E′′ = 29,0MPa.

Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekörper basierend auf den Kohlensto�faser-Pre-
pregs von Hexcel [114] beträgt der Mittelwert der Grundfrequenz der gewebeverstärkten Pro-
bekörper f = 44,9Hz. Dieser entspricht dabei für die Gewebeverstärkung dem Mittelwert der
Grundfrequenz der unidirektional verstärkten Probekörper bei der ursprünglichen Auskraglänge
l = 200mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der gewebeverstärkten Probekörper
unter de�niert variierter Auskraglänge lG beträgt is Λ = 6,71�. Die Auswertung des dynami-
schen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der physikalischen und geometrischen Gröÿen
der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 57,6GPa. Die weitere Berücksichtigung
des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E′′ = 39,2MPa.

Probekörper aus Reinharz
Zusätzlich sind unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen drei Probe-
körper aus dem warmaushärtenden duroplastischen 160 °C-Epoxidharzsystem von Huntsman
[96] als Reinharzprobekörper strukturdynamisch untersucht worden. Bei einer Auskraglänge
l = 220mm beträgt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der Probekörper aus Rein-
harz Λ = 3,53%. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz beträgt f = 11,03Hz. Die
Auswertung des dynamischen Moduls E∗ liefert mit der Berücksichtigung der physikalischen und
geometrischen Gröÿen der Probekörper den Mittelwert des Speichermoduls E′ = 3,23GPa. Die
weitere Berücksichtigung des logarithmischen Dekrements Λ liefert den Mittelwert des Verlust-
moduls E′′ = 36,53MPa.

Das logarithmische Dekrement Λ als Maÿ für die Werksto�dämpfung der Probekörper aus Rein-
harz ist damit um eine Dekade gröÿer als das der faserverstärkten Probekörper. Die Grund-
frequenz f der Probekörper aus Reinharz beträgt lediglich ca. 1/4 bis 1/5 der Grundfrequenz
der faserverstärkten Probekörper. Daraus resultiert der Speichermodul E′ der Probekörper aus
Reinharz, der um das ca. 20-fache bis 30-fache geringer als der der faserverstärkten Probekör-
per ist. Die verhältnismäÿig geringe Speichermodul E′ liefert jedoch mit dem verhältnismäÿig
hohen logarithmischen Dekrement Λ einen Verlustmodul E′′ der Probekörper aus Reinharz, der
im Bereich des Verlustmoduls E′′ der faserverstärkten Probekörper liegt.

Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen jedes
Probekörpers aus Reinharz sind in Tabelle 11.6 unten angegeben. Wie zuvor beschrieben, sind
die Di�erenzen zwischen den Ergebnissen der Probekörper aus Reinharz und denen der faser-
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verstärkten Probekörper verhältnismäÿig groÿ. Deshalb wäre, für die beschriebenen strukturdy-
namischen Untersuchungen unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen, die
Auskraglänge l unverhältnismäÿig stark zu verringern gewesen. Dies ist nicht zielführend, da die
geometrischen Voraussetzungen bzw. Verhältnisse die Betrachtung des Probekörpers als trans-
versalschwingender Kragbalken nicht mehr zulassen. Aus diesem Grund sind die Probekörper
aus Reinharz nicht unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen experimentell
strukturdynamisch untersucht worden. Aus diesem Grund sind die Ergebnisse der Probekörper
aus Reinharz nicht in den Abbildungen 11.7 und 11.8 dargestellt.
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Abbildung 11.7: Logarithmisches Dekrement Λ (obere Reihe) und Grundfrequenz f in Hz (untere
Reihe) für jeden Probekörper ermittelt über die gesamte Messdauer ttot jeweils als
Mittelwert von fünf Messungen. Links: Unter der Voraussetzung konstanter geome-
trischer Bedingungen und gleichen Auskraglängen l = lUD = lG. Rechts: Unter der
Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen und gleichen Grundfrequenzen
f = fUD = fG.
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Abbildung 11.8: Speichermodul E′ (obere Reihe) und Verlustmodul E′′ (untere Reihe) als Real- und
Imaginärteil des dynamischen Moduls E∗ für jeden Probekörper ermittelt über die
gesamte Messdauer ttot jeweils als Mittelwert von fünf Messungen. Links: Unter der
Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen und gleichen Auskraglängen
l = lUD = lG. Rechts: Unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen
und gleichen Grundfrequenzen f = fUD = fG.
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11.2.3 Geometrische Verhältnisse und Grad der Ondulation

Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen wer-
den auf die geometrischen Verhältnisse, und damit den Grad der Ondulation Õ, zurückgeführt.
Dabei werden analog die geometrischen Parameter bei der mesomechanischen Betrachtung von
Geweben, Amplitude A und Länge der Ondulation L, wie in Abschnitt 9.2.1 beschrieben, sowie
der in Abschnitt 9.3 eingeführte Grad der Ondulation Õ nach Gleichung (9.9) verwendet. Wäh-
rend jedoch im Abschnitt 9.2 die Modellierung der ebenen repräsentativen Sequenzen für die
FE-Analyse im Mittelpunkt steht, werden die mesomechanischen Verhältnisse basierend auf der
makroskopischen Betrachtung der gewebeverstärkten Probekörper bzw. der gewebeverstärkten
Einzellagen betrachtet.

Mit der Dicke der gewebeverstärkten Einzellage hE ergibt sich die Dicke eines Rovingstrangs
durch Halbieren,

hR =
1

2
hE , (11.16)

und die Amplitude A durch Vierteln,

A =
1

4
hE , (11.17)

vgl. Abbildung 9.1 und Gleichungen (9.6) und (9.7). Mit der Anzahl der Rovingstränge in Kett-
bzw. Schussrichtung nR pro Längeneinheit ergibt sich die Länge des Querschnitts eines Ro-
vingstrangs in Kett- bzw. Schussrichtung durch den Kehrwert

LR =
1

nR
, (11.18)

vgl. Gleichung (9.2). Die Länge einer Ondulation L ergibt sich mit der Berücksichtigung des für
die jeweilige Gewebekonstruktion spezi�schen Faktors λ zu

L = λLR = λ
1

nR
, (11.19)

mit λ = 2 für Leinwandgewebe und λ = 4 für Köpergewebe 2/2.

In den Datenblättern der trockenen gewebeverstärkten Einzellagen (Satz 1 (Tenax) [122], [121],
Satz 2 (Pyro�l) [120], [119]) sowie in denen der Kohlensto�faser-Prepregs (Satz 3 (Hexcel) [114])
sind die Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten Einzellagen hE,t angegeben. Zusätzlich sind
im Falle der ersten beiden vergleichbaren Sätze von Probekörpern basierend auf den trockenen
Geweben die Anzahl der Rovingstränge nR pro Längeneinheit (hier: pro cm) in Kett- und Schuss-
richtung angegeben. Da in allen drei Sätzen vergleichbarer Probekörper die gewebeverstärkten
Einzellagen ausgeglichen sind, ergeben sich in Kett- und Schussrichtung nominell die gleichen
Eigenschaften und Kennwerte.

Die Dicke einer imprägnierten, kompaktierten gewebeverstärkten Einzellage im ausgehärteten
Zustand im Laminat hE,L ergibt sich aus der Division der gemessenen Dicke des Laminats bzw.
der Probekörper h durch die Anzahl der Einzellagen N zu

hE,L =
h

N
. (11.20)

Mit der Länge einer Ondulation L = LG = λLR nach Gleichung (9.2) und der ausgewähl-
ten Auskraglänge der �achen stabförmigen Probekörper l ergibt sich zusätzlich die Anzahl der
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repräsentativen Sequenzen für jede Einzellage in Längsrichtung zu

nO,E =
l

L
. (11.21)

Die Anzahl der repräsentativen Sequenzen im gesamten Probekörper in Längsrichtung ergibt
sich über die Multiplikation mit der Anzahl der Einzellagen N zu

nO,PK =
l

L
N . (11.22)

Tabelle 11.7 enthält die Angaben bezüglich der Dicke der trockenen Gewebe bzw. der Gewebe-
Prepregs hE,t aus den Datenblättern (Satz 1 (Tenax) [122], [121], Satz 2 (Pyro�l) [120], [119]
und Satz 3 (Hexcel) [114]) sowie die sich nach der Auswertung von Gleichung (11.20) ergebenden
Dicken der gewebeverstärkten Einzellage im Laminat hE,L.

Tabelle 11.7: Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstärkten Einzellagen hE,t aus den
technischen Datenblättern der trockenen Gewebe von Satz 1 (Tenax) [122], [121] und
Satz 2 (Pyro�l) [120], [119] sowie des Gewebe-Prepregs von Satz 3 (Hexcel) [114] als
theoretische bzw. e�ektive Werte mit den Dicken einer imprägnierten, kompaktierten
gewebeverstärkten Einzellage im ausgehärteten Zustand im Laminat hE,L nach Gleichung
(11.20) als resultierende bzw. scheinbare Werte.

Dicke
Dicke Einzell.
Einzell. Anzahl Laminat

PK- PK- trocken Lagen- Dicke Einzell. hE,L = h/N Matrix-
Satz ID hE,t Quelle aufbau PK h N Gl. (11.20) system

Ten-UD - [123] [0]C2s 1,95mm 4 0,488mm

Tenax Ten-LW 0,64mm [122] [(0/90)]C2s 1,61mm 4 0,403mm

Ten-K2 0,85mm [121] [(0/90)]C2s 2,25mm 4 0,563mm
Huntsman

Pyr-UD - [117] [0]C4s 2,05mm 8 0,256mm [96]

Pyro�l Pyr-LW 0,5mm [120] [(0/90)]C4s 2,38mm 8 0,298mm

Pyr-K2 0,5mm [119] [(0/90)]C4s 2,28mm 8 0,285mm

Hexcel
Hex-UD 0,165mm [0]C4s 1,42mm 8 0,178mm

[114]
HexPly

Hex-GW 0,227mm [(0/90)]C4s 1,94mm 8 0,243mm
M18/1 [114]

Im Gegensatz zu den Angaben der Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstärk-
ten Einzellagen hE,t in den Datenblättern der trockenen Gewebe (Satz 1 (Tenax) [122], [121] und
Satz 2 (Pyro�l) [120], [119]) ergibt die Auswertung der Dicke der gewebeverstärkten Einzellage
im Laminat hE,L nach Gleichung (11.20) stets geringere Werte. Aufgrund der Vorimprägnie-
rung der trockenen Gewebe (vgl. Abschnitt 10.2.1) in Kombination mit dem bei der Herstellung
applizierten Druck im Heiÿluftautoklaven (vgl. Abschnitt 10.2.3) und der sich wahrscheinlicher
ergebenden sog. �out-of-phase�-Anordnung der übereinander liegenden Gewebelagen im Lami-
nat (vgl. Abschnitt 12.3) sind die Prüfplatten bzw. Probekörper, basierend auf den trockenen
Geweben, in allen Fällen dünner als der theoretische Wert, der sich durch die sog. �in-phase�-
Anordnung ergeben würde, d. h.

hE,L =
h

N
< hE,t bzw. h < N hE,t (11.23)
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Damit entsprechen die Dicken einer trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstärkten Einzel-
lage hE,t aus den Datenblättern der Gewebe einem theoretischen bzw. e�ektiven Wert, während
die Dicken einer imprägnierten, kompaktierten gewebeverstärkten Einzellage im ausgehärteten
Zustand im Laminat hE,L nach Gleichung (11.20) einem resultierenden bzw. scheinbaren Wert
entsprechen. Im Detail betragen die resultierenden bzw. scheinbaren Dicken einer trockenen bzw.
unkompaktierten gewebeverstärkten Einzellage hE,L nach Gleichung (11.20) ca. 66% bis 57%.
der theoretischen bzw. e�ektiven Dicken hE,t. Im Gegensatz dazu gilt der Zusammenhang (11.23)
nicht für die Kohlensto�faser-Prepregs (Satz 3 (Hexcel) [114]). Aufgrund der maschinellen Im-
prägnierung und des höherviskosen Matrixsystems (vgl. Abschnitt 3.4) weisen die verwendeten
Kohlensto�faser-Prepregs keine Sensitivität mehr bezüglich dem, bei der Herstellung applizier-
ten, Druck im Heiÿluftautoklaven und der Anordnung der Einzellagen zueinander auf.

Zur weiteren Verwendung werden die Dicken einer imprägnierten, kompaktierten gewebever-
stärkten Einzellage im ausgehärteten Zustand im Laminat hE,L nach Gleichung (11.20) verwen-
det. Die Werte ergeben sich als resultierende bzw. scheinbare Gröÿen direkt aus der Dicke des
Probekörpers h. Die resultierenden Gröÿen entsprechen damit dem verwendeten Lagenaufbau
aus der Anzahl N imprägnierter, kompaktierter gewebeverstärkter Einzellagen im ausgehärteten
Zustand im Laminat. In diesem Zustand werden auch die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zur strukturmechanischen Charakterisierung der Probekörper und schlieÿlich die
mesomechanische Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusam-
menhänge validiert. Tabelle 11.8 enthält die nach den Gleichungen (11.17) und (11.19) ausgewer-
teten Parameter der Ondulation der gewebeverstärkten Einzellagen der drei Sätze vergleichbarer
Probekörper. Wie zuvor erläutert, erfolgt dabei die Berechnung des Grades der Ondulation Õ
nach Gleichung (9.9) mit den Dicken der gewebeverstärkten Einzellage im Laminat hE,L nach
Gleichung (11.20).

Tabelle 11.9 enthält die Anzahl der repräsentativen Sequenzen für jede Einzellage nO,E nach Glei-
chung (11.21) und im gesamten Probekörper nO,PK nach Gleichung (11.22) jedes Probekörpers
der drei Sätze vergleichbarer Probekörper (Satz 1: Basierend auf dem Roving Tenax HTS40
[123], Satz 2: Basierend auf dem Roving Pyrofil TR50S 6K [117] und Satz 3: Kohlensto�faser-
Prepregs G947 und G939 von Hexcel [114]). Die jeweilige Anzahl ist dabei für die Auskraglän-
gen unter der Voraussetzung geometrisch konstanter Bedingungen l = lUD = lG als auch unter
der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen f = fUD = fG (mit Auskraglänge l
nach Gleichung (10.5) in Abschnitt 10.5.5) angegeben, mit denen die Probekörper experimentell
strukturdynamisch untersucht worden sind. Wie in Abschnitt (9.3) beschrieben, gilt unter der
Voraussetzung gleicher Amplitude A und gleicher Länge des Querschnitts eines Rovingstrangs
LR (vgl. v. a. Leinwand- und Köpergewebe 2/2 von Satz 2 [120], [119], basierend auf dem Ro-
ving Pyrofil TR50S 6K [117]), aufgrund der charakteristischen Faktoren λ = 2 bzw. λ = 4 für
Leinwand- bzw. Köpergewebe 2/2, dass sich die entsprechenden Grade der Ondulation Õ um den
Faktor 2 unterscheiden, ÕLW = 2 ÕK2. Die Auswertung der der Anzahl der Ondulationen für je-
de Einzellage nO,E nach Gleichung (11.21) und im gesamten Probekörper nO,PK nach Gleichung
(11.22) jedes Probekörpers spiegelt die unterschiedliche Anzahl der relevanten repräsentativen
Sequenzen wider, währen die geometrische Intensität der Umlenkung gleich ist.
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12 Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen im mesomechanischen Maÿ-
stab, sowie die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen im makro-
skopischen Maÿstab werden diskutiert.

12.1 Diskussion der analytischen und numerischen Ergebnisse

Das analytische Modell und die numerischen Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode
(FEM) liefern kinematische Zusammenhänge in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geome-
trischer Parameter. Aufgrund ihrer geometrischen Ähnlichkeit sind dabei v. a. die numerischen
Ergebnisse der Leinwandgewebegeometrien mit den Ergebnissen des analytischen Modells ver-
gleichbar. Schlieÿlich werden die Grenzen der Modellvorstellung beschrieben.

Ergebnisse analytisches Modell und numerische Ergebnisse
Die Ergebnisse des analytischen Modells und die der numerischen FE-Berechnungen mit Lein-
wandgewebegeometrie unterscheiden sich zunächst. Der Grund dafür ist die Berücksichtigung der
Elastizität im FE-Modell gegenüber den vereinfachend vorausgesetzten idealisierten Stei�gkeits-
verhältnissen des analytischen Modells. In den numerischen Untersuchungen werden die Elasti-
zität des Kettstrangs, der quer dazu verlaufenden Schussstränge und der umgebenden Matrix
berücksichtigt. Im Gegensatz dazu setzt das analytische Modell einen ideal steifen und gleichzei-
tig ideal biegeschla�en Strang voraus. Zusätzlich wird dieser auf die Mittellinie reduziert und als
sinusförmig onduliert vorausgesetzt. Dabei werden unterschiedliche E�ekte, wie beispielsweise
der Querverformung, einer elastischen Bettung bzw. der senkrecht dazu verlaufenden senkrecht
geschnittenen Schussstränge sowie der umgebenden Matrix, ebenfalls vernachlässigt.

Das analytische Modell zeigt einen hyperbolischen Zusammenhang zwischen dem Grad der On-
dulation Õ und der Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik M̃ als Betrag der Steigung
im wrel-urel-Diagramm |M̃ |, wie in Abbildung 11.1 dargestellt. Dabei bedingt ein höherer Grad
der Ondulation Õ eine geringere Sensitivität M̃ bzgl. der mesomechanischen Kinematik aufgrund
geometrischer Parameter. Im Gegensatz dazu zeigt das FE-Modell eine groÿe ausgewertete Sen-
sitivitäten M̃ der kinematischen Anteile εy,kin für groÿe Grade der Ondulation Õ, wie in den
Abbildungen 11.3 und 11.5 oben erkennbar. Dabei kann im beiden Fällen ein sigmoidaler Zu-
sammenhang unterstellt werden.

Zusätzlich ist erkennbar, dass die quadratischen Zusammenhänge der Abbildungen 11.4 und 11.6,
die ausgewerteten Sensitivitäten M̃ der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsver-
zerrung εx,kin nicht durch den Ursprung gehen. Die beschriebenen Unterschiede zwischen den
Ergebnissen des analytischen Modells und der numerischen Ergebnisse können auf die Berücksich-
tigung der Elastizität im FE-Modell, im Gegensatz zum stark idealisierten analytischen Modell
wegen der vereinfachend getro�enen Voraussetzungen, zurückgeführt werden. Dabei sind v. a. die
konstanten Anteile in den quadratischen Zusammenhängen der Di�erenzen der Längsverzerrun-
gen ein Indikator, dass die stark vereinfachende Voraussetzung einer biegeschla�en ondulierten
Strangs (9.12) nicht zutri�t. Stattdessen ist es wahrscheinlich, dass dort superponiert Längs-
verzerrungen u. a. aufgrund der aufgebrachten normierten Längsverschiebung und Komponenten
aus der Biegebeanspruchung des Rovingstrangs auftreten. Die Biegestei�gkeit resultiert dabei
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aus der modellierten Dicke eines Rovingstrangs (9.6), der durch die diskret verteilte Stei�gkeit
in den ebenen repräsentativen Sequenzen aussermittig in Längsrichtung beansprucht ist. Vor
diesem Hintergrund ist es wahrscheinlich, dass in diesen Bereichen komplexe Spannungszustände
vorherrschen.

Grenzen des Modells
Die zuvor beschriebenen Zusammenhänge werden jeweils durch teilweise stark vereinfachende
Voraussetzungen identi�ziert. Dies sind im Einzelnen ideale Stei�gkeitsverhältnisse im analyti-
schen Modell, sowie das linear-elastische Materialverhalten, die Berücksichtigung von lediglich
zwei Dimensionen und eine ideale mesomechanische Geometrie im FE-Modell (sinusförmig ver-
laufender Kettstrang mit ideal paralleler Faserverstärkung in den Rovingsträngen). Diese verein-
fachenden Voraussetzungen liefern eine tendenzielle Beschreibung des kinematischen Verhaltens,
scha�en jedoch gleichzeitig Modellgrenzen, da sie die Realität nicht vollständig bzw. korrekt
abbilden.

Der elastische Beitrag des ondulierten Rovingstrangs bzw. der ebenen repräsentativen Sequenz
durch die aufgebrachte Deformation ist nicht unerheblich. Zusätzlich besitzt der ondulierte Fa-
serstrang aufgrund seiner Ausdehnung in Dickenrichtung eine gewisse Biegestei�gkeit. Die beiden
zuvor genannten E�ekte sind durch die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode iden-
ti�ziert worden. Darüber hinaus beein�ussen sowohl der Unterschied des strukturmechanischen
Verhaltens von faserverstärkten Kunststo�en unter Zug- und Druckbelastung, sowie die Qualität
der Haftung zwischen Verstärkungsfasern und Matrixwerksto� in der Interphase das reale Mate-
rialverhalten. Um präzisere Ergebnisse zu erhalten, können weitere Parameter der Berechnungen
mit der Finite-Element-Methode variiert werden.

Wie bereits in ausgewählten Arbeiten in Kapitel 2 in Abschnitt 2.1.3 dargestellt, sind die in
vorangegangenen Arbeiten behandelten Aspekte zu mesomechanischen kinematischen Zusam-
menhängen in faserverstärkten Kunststo�en mit Gewebeverstärkung i. a. nichtlinear. Zusätzlich
zeigen Untersuchungen der kinematischen Zusammenhänge mit trockenen Geweben ohne Ma-
trixwerksto� unter ein- oder zweiachsiger Zugbelastung sowie unter Schubbelastung, wie bei-
spielsweise von Badel, Vidal-Sallé und Boisse 2007 [5], Ballhause 2007 [6], Hivet und
Boisse 2008 [62] sowie Hivet und Duong 2010 [61] durchgeführt, einen anderen, ebenfalls
nichtlinearen, Zusammenhang. Im Detail bewirken positive Deformationen zunächst ebenfalls
eine Ab�achung der ondulierten Rovings und damit eine Reduktion der Dicke. Bei weiterer po-
sitiver Deformation bewirkt das Ab�achen der belasteten Stränge jedoch sogar eine Anhebung
der senkrecht dazu verlaufenden Stränge. Dieser Mechanismus resultiert in einer Zunahme der
Dicke der Gewebelage statt in einer Abnahme der Dicke, die durch eine Kopplung analog zu
Querverformungse�ekten eigentlich erwartet wird.

Da die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Bereiche der Deformation (positiv als auch ne-
gativ) i. a. sehr klein sind, und damit eine linear-elastische Beschreibung des Materialverhaltens
zulassen, wird gefolgert, dass die zuvor dargestellten Zusammenhänge das kinematische Verhal-
ten gewebeverstärkter Einzelschichten im mesomechanischen Maÿstab korrekt beschreiben.

Ein�uss der Position der Einzellage in den numerischen Ergebnissen
Basierend auf den Ergebnissen der FE-Berechnungen in Abschnitt 11.1.4, wird der Ein�uss der,
in Abschnitt 9.5.4 dargestellten, grundlegend unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebe-
verstärkten Einzellage diskutiert. Die Fallunterscheidung berücksichtigt eine einseitig elastische
Bettung im Falle einer Randlage und eine beidseitig elastische Bettung im Falle einer Lage im
Inneren eines Lagenaufbaus, wie in Abbildung 9.6 dargestellt. Die identi�zierte Sensitivität als
Steigung M̃ für die Positionen der Auswertung bei einseitig elastischer Bettung ist dabei stets
gröÿer als für die Positionen der Auswertung bei beidseitig elastischer Bettung. Deshalb wer-
den die gröÿeren Sensitivitäten bei einseitiger Bettung M̃e auf die kleineren Sensitivitäten bei
beidseitiger Bettung M̃b bezogen.
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Leinwandgewebe
Abbildung 12.1 links zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen M̃ der
kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin
über den Grad der Ondulation Õ für Leinwandgewebe aus CFK. Wie bereits aus den, in Abbil-
dung 11.3 angegebenen, linearen Näherungsgleichungen hervorgeht, zeigt das Modell bei einseitig
elastischer Bettung eine ca. 1,8-fach höhere Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik als
das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Im Detail ist das Verhältnis der Sensitivitäten
M̃e/M̃b bei kleineren Graden der Ondulation Õ teilweise etwas gröÿer. Ab einer Ondulation
Õ ≥ 0,02 nimmt das Verhältnis für zunehmende Grade der Ondulation noch geringfügig ab.

Abbildung 12.1 rechts zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen M̃ der
Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der Ondu-
lation Õ für Leinwandgewebe aus CFK. Wie bereits aus den, in Abbildung 11.4 angegebenen,
quadratischen Näherungsgleichungen hervorgeht, unterscheidet sich in diesem Fall das Modell
bei einseitig elastischer Bettung lediglich geringfügig vom Modell bei beidseitig elastischer Bet-
tung. Entsprechend ist das Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b über den Grad der Ondulation
Õ annähernd konstant, und beträgt ca. 1. Im Detail ist es bis zu einem Grad der Ondulation
Õ ≤ 0,02 sehr genau gleich 1, während es für zunehmende Grade der Ondulation mit maximal
ca. 1,2 geringfügig gröÿer ist.
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Abbildung 12.1: Verhältnisse der Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik des Modells bei ein-
seitiger Bettung zu der des Modells bei beidseitiger Bettung M̃e/M̃b für Leinwandge-
webe aus CFK.

Köpergewebe 2/2
Abbildung 12.2 zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen M̃ , links der
kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin
und rechts der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den
Grad der Ondulation Õ für Köpergewebe 2/2 aus CFK. Dabei sind oben die Verhältnisse für
die Ergebnisse an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche, und unten die
Verhältnisse für die Ergebnisse in der Mitte der horizontalen Bereiche dargestellt.

Abbildung 12.2 links oben zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen
M̃ der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen
εy,kin über den Grad der Ondulation Õ für Köpergewebe 2/2 aus CFK für den Fall der Positionen
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der Auswertung an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche. Dabei geht
bereits aus den in Abbildung 11.5 oben angegebenen, linearen Näherungsgleichungen hervor,
dass das Modell bei einseitig elastischer Bettung eine eine ca. 1,6-fach höhere Sensitivität auf
die mesomechanische Kinematik aufweist als das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Im
Detail ist das Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b für den Fall der Positionen der Auswertung
an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche bei kleineren Graden der On-
dulation Õ < 0,01 jedoch zunächst deutlich kleiner als 1,6 und nimmt für zunehmende Grade
der Ondulation auf den Wert von ca. 1,6 zu. Ab einem Grad der Ondulation Õ ≥ 0,01 beträgt
das Verhältnis dann gleichbleibend ca. 1,6.

Abbildung 12.2 links unten zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen
M̃ der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen
εy,kin über den Grad der Ondulation Õ für Köpergewebe 2/2 aus CFK für den Fall der Positionen
der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung 11.6
unten dargestellten, Ergebnissen ersichtlich ist, weist in auch in diesem Fall das Modell bei
einseitig elastischer Bettung eine gröÿere Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik auf
als das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Bei kleineren Graden der Ondulation Õ zeigt das
Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b über den Grad der Ondulation Õ lediglich eine geringfügig
steigende Tendenz. Erst bei gröÿerem Grad der Ondulation Õ > 0,01 zeigt sich eine eindeutig
steigende Tendenz der Verhältnisse.

Abbildung 12.1 rechts oben zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen
M̃ der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der
Ondulation Õ für Köpergewebe 2/2 aus CFK für den Fall der Positionen der Auswertung an den
Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung 11.6
oben angegebenen, quadratischen Näherungsgleichungen hervorgeht, unterscheidet sich in diesem
Fall das Modell bei einseitig elastischer Bettung lediglich geringfügig vom Modell bei beidseitig
elastischer Bettung. Entsprechend ist das Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b über den Grad
der Ondulation Õ annähernd konstant, und beträgt ca. 1. Im Detail steigt es bis zu einem Grad
der Ondulation Õ ≤ 0,01 geringfügig auf ca. 1,2 an, und verändert sich für zunehmende Grade
der Ondulation nicht mehr wesentlich.

Abbildung 12.2 rechts unten zeigt die Verhältnisse der Sensitivität als Beträge der Steigungen
M̃ der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der
Ondulation Õ für Köpergewebe 2/2 aus CFK für den Fall der Positionen der Auswertung in der
Mitte der horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung 11.6 unten dargestellten,
Ergebnissen ersichtlich ist, unterscheidet sich in diesem Fall das Modell bei einseitig elastischer
Bettung generell nicht vom Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Auch in diesem Fall ist
das Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b über den Grad der Ondulation Õ annähernd konstant,
und beträgt ca. 1. Lediglich bei Graden der Ondulation Õ von 0,00667 bis 0,01 tritt aufgrund der
Verhältnisbildung eine Singularität auf, die zunächst sehr kleine und anschlieÿend sehr groÿen
Zahlenwerte liefert. Abgesehen davon entspricht das generelle Verhalten des elastischen Beitrags
an den Positionen der Auswertung in der Mitte der waagrechten Bereiche dem zuvor beschriebe-
nen Verlauf für die Positionen der Auswertung an den Übergängen. Entsprechend unterscheiden
sich die Positionen der Auswertung an den Übergängen bei einseitig elastischer Bettung annä-
hernd nicht von den Positionen der Auswertung bei beidseitig elastischer Bettung, sodass das
Verhältnis der Sensitivitäten M̃e/M̃b bis zum Grad der Ondulation Õ von 0,00667 annähernd
konstant ca. 1 beträgt. Ab einem Grad der Ondulation Õ von 0,01 beträgt das Verhältnis schlieÿ-
lich ca. 1,2, und verändert sich für zunehmende Grade der Ondulation nicht mehr wesentlich.

Gegenüberstellung
Sowohl bei Leinwandgewebe als auch bei Köpergewebe 2/2 aus CFK zeigen die Verhältnisse
der Sensitivitäten als Beträge der Steigungen M̃ der kinematischen Anteile aufgrund der meso-
mechanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin und der Di�erenz der aufgebrachten und
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ermittelten Längsverzerrung εx,kin über den Grad der Ondulation Õ, dass das Modell bei einsei-
tiger Bettung stets einen gröÿeren Beitrag liefert als das Modell bei beidseitiger Bettung. Dabei
sind die Verhältnisse der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen
Randbedingungen εy,kin deutlich gröÿer als die der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten
Längsverzerrung εx,kin.
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Abbildung 12.2: Verhältnisse der Sensitivität auf die mesomechanische Kinematik des Modells bei ein-
seitiger Bettung zu der des Modells bei beidseitiger Bettung M̃e/M̃b für Köpergewebe
2/2 aus CFK.

Die Abnahme der Verhältnisse der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geo-
metrischen Randbedingungen εy,kin mit zunehmendem Grad der Ondulation Õ, wie in den Abbil-
dungen 12.1 links für Leinwandgewebe und 12.2 links oben für Köpergewebe 2/2 an den Positio-
nen der Auswertung an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche dargestellt,
ist dabei auf die zunehmende Sensitivität der Positionen der Auswertung bei beidseitiger Bet-
tung zurückzuführen. Trotz beidseitiger Bettung, die i. a. verformungsbehindernd wirkt, nimmt
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die Wirkung der mesomechanischen Kinematik bei zunehmendem Grad der Ondulation Õ zu.
Im Gegensatz dazu ist die geometrische Umlenkung bei kleinen Graden der Ondulation Õ noch
so gering, dass die beidseitige Bettung der mesomechanischen Kinematik stark entgegenwirkt,
und das Modell noch stark dem strukturmechanischen Verhalten einer unidirektional verstärkten
Sequenz folgt.

Lediglich die Verhältnisse der Sensitivitäten der kinematischen Anteile aufgrund der mesome-
chanischen geometrischen Randbedingungen εy,kin an den Positionen der Auswertung in der
Mitte der horizontalen Bereiche für Köpergewebe 2/2, wie in Abbildung 12.2 links unten dar-
gestellt, zeigen ein davon abweichendes Verhalten. Die tendenzielle Zunahme der Verhältnisse
bei sehr hohen Graden der Ondulation Õ deutet dabei wieder auf eine sehr hohe Sensitivität
der Position der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche auf die mesomechanische
Kinematik hin. Dies ist wahrscheinlich auf die Tatsache zurückzuführen, dass aufgrund der Mo-
dellierung der ebenen repräsentativen Sequenz eines Köpergewebes 2/2, wie in den Abbildungen
9.1 bzw. 11.2 dargestellt, die waagerecht verlaufenden, unidirektional verstärkten, Bereiche der
Rovingstränge, mit den Positionen der Auswertung in der Mitte oben und unten, an Bereiche
mit reinem Matrixsystem grenzen. Im Gegensatz dazu grenzen die Positionen der Auswertung
an den Übergängen der gekrümmten in die horizontalen Bereiche beim Köpergewebe 2/2 oder an
den Extrema beim Leinwandgewebe stets direkt an einen senkrecht geschnittenen Schussstrang.
Entsprechend tragen die unterschiedlichen lokalen Querverformungen der unterschiedlichen Be-
reiche zur mesomechanischen Kinematik an den unterschiedlichen Positionen der Auswertung
bei. In diesem Zusammenhang sind die Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen
Bereiche beim Köpergewebe 2/2 als Sonderfall zu betrachten. Ein weiterer Grund für die Werte
der Verhältnisse in Verbindung mit der geringen Sensitivität bezüglich des Grades der Ondula-
tion Õ ist, dass der unidirektional verstärkte Kettstrang an den Positionen der Auswertung in
der Mitte der horizontalen Bereiche nicht onduliert ist, und keine geometrische Veränderung des
Kraft�usses erfolgt.

Die Verhältnisse der Sensitivitäten der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten Längsver-
zerrung εx,kin liefern sowohl für Leinwandgewebe als auch Köpergewebe 2/2 für jede Position
der Auswertung annähernd den gleichen elastischen Beitrag. Die geringfügige Zunahme mit zu-
nehmendem Grad der Ondulation Õ, wie in den Abbildungen 12.1 rechts für Leinwandgewebe
und 12.2 rechts für Köpergewebe 2/2 an den jeweiligen Positionen der Auswertung dargestellt,
wirkt dabei analog zum kinematischen Anteil auf die zunehmende Sensitivität der Positionen der
Auswertung bei beidseitiger Bettung. Die zunehmende Wirkung der mesomechanischen Kinema-
tik bei zunehmendem Grad der Ondulation Õ bewirkt, wegen der i. a. verformungsbehindernd
wirkenden beidseitig elastischen Bettung, eine Zunahme des elastischen Beitrags. Auch in diesem
Fall folgt das strukturmechanische Verhalten der ebenen repräsentativen Sequenz bei kleineren
Graden der Ondulation Õ aufgrund der geringen geometrischen Umlenkung des ondulierten Ro-
vingstrangs deutlicher dem einer unidirektional verstärkten Sequenz, unabhängig von der Art
der unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebeverstärkten Einzellage im Lagenaufbau.

12.2 Diskussion der experimentellen Ergebnisse

Zur Validierung der, im analytischen Modell und in den numerischen Untersuchungen mit ebe-
nen repräsentativen Sequenzen, identi�zierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstärk-
ten Einzellagen werden experimentelle strukturdynamische Untersuchungen durchgeführt. Dabei
werden frei abklingende Transversalschwingungen von �achen stabförmigen Probekörpern, mit
entweder 0°-unidirektional verstärkten oder 0°-gewebeverstärkten (in Kettrichtung) Lagenauf-
bauten, unter einseitig fester Einspannung untersucht. Dafür werden drei Sätze vergleichbarer
Probekörper berührungslos mit einem Laser-Scanning Vibrometer vermessen.
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Ein�uss des Grades der Ondulation Õ
Tabelle 12.1 listet die zuvor genannte relativ höhere Werksto�dämpfung der gewebeverstärkten
Probekörper verglichen mit dem 0°-unidirektional verstärkten Probekörper in % mit dem zu-
gehörigen Grad der Ondulation Õ unter geometrisch und dynamisch konstanten Bedingungen
auf. Abbildung 12.3 stellt diese graphisch über den Grad der Ondulation Õ dar. Dabei ist für
beide Arten der konstanten Bedingungen, die Werksto�dämpfung für die leinwandverstärkten
Probekörper stets gröÿer als für die köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper.

Tabelle 12.1: Relativ höhere Werksto�dämpfung der gewebeverstärkten Probekörper verglichen mit
dem 0°-unidirektional verstärkten Probekörper in % mit Grad der Ondulation Õ für geo-
metrisch und dynamisch konstante Bedingung.

Grad Anzahl Relativ
Ondulation Art der rep. Seq. PK höhere

PK- PK- Õ = A
L

konstanten nO,PK Dämpfung Matrix-
Satz ID Gl. (9.9) Bedingung * Gl. (11.22) vgl. m. 0°-UD Quelle system

Ten-UD 0 - 0 - [123]

Tenax Ten-LW 0,01263
geometrisch 110,0 51,4%

[122]
dynamisch 84,3 45,0%

Ten-K2 0,01306
geometrisch 81,5 38,7%

[121]
dynamisch 77,0 39,6% Huntsman

Pyr-UD 0 - 0 - [117]
[96]

Pyro�l Pyr-LW 0,01389
geometrisch 325,9 37,2%

[120]
dynamisch 298,3 45,1%

Pyr-K2 0,00657
geometrisch 163,0 31,3%

[119]
dynamisch 150,6 37,7%

Hexcel

Hex-UD 0 - 0 -
[114]

HexPly

Hex-GW 0,00847 geometrisch 222,22 28,1% M18/1 [114]
dynamisch 222,22 27,7%
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Abbildung 12.3: Relativ höhere Werksto�dämpfung verglichen mit dem 0°-unidirektional verstärkten
Probekörper in % über den Grad der Ondulation Õ. Links: Unter der Voraussetzung
konstanter geometrischer Bedingungen und gleichen Auskraglängen l = lUD = lG.
Rechts: Unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen und gleichen
Grundfrequenzen f = fUD = fG.
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Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekörper, basierend auf dem Kohlensto�faserroving
Tenax HTS40 [123], weisen die leinwandgewebeverstärkten bzw. die köpergewebeverstärkten
2/2 Probekörper einen Grad der Ondulation ÕLW = 0,01263 und ÕK2 = 0,01306 auf. Die rela-
tiv ähnlichen Werte basieren auf den geringfügig unterschiedlichen Parametern der Ondulation,
wie in Tabelle 11.8 angegeben. Im Gegensatz weisen die leinwandgewebeverstärkten und die kö-
pergewebeverstärkten 2/2 Probekörper im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekörper,
basierend auf dem Kohlensto�faserroving Pyrofil TR50S 6K [117], einen Grad der Ondulation
ÕLW = 0,01389 und ÕK2 = 0,00657 auf. Aufgrund der relativ ähnlichen Parameter der Ondulati-
on, wie in Tabelle 11.8 angegeben, folgen die Werte in diesem Fall dem Verhältnis ÕLW = 2 ÕK2.
Die zuvor beschriebenen Verhältnisse für die Anzahl der repräsentativen Sequenzen im gesamten
Probekörper nO,PK verhalten sich, entsprechend den, in Tabelle 11.9 angegebenen, Parametern
der Ondulation, analog.

Konstante geometrische Bedingungen
Die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen unter
konstanten geometrischen Bedingungen, l = lUD = lG, zeigt, dass das logarithmische Dekre-
ment Λ als Maÿ für die Werksto�dämpfung der gewebeverstärkten Probekörper stets höher ist
als das der unidirektional verstärkten Probekörper. Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer
Probekörper, basierend auf dem Kohlensto�faserroving Tenax HTS40 [123], weisen die lein-
wandgewebeverstärkten bzw. die köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper eine um 51,4 % bzw.
38,7 % höhere Werksto�dämpfung auf. Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekörper,
basierend auf dem Kohlensto�faserroving Pyrofil TR50S 6K [117], weisen die leinwandgewebe-
verstärkten bzw. die köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper eine um 37,2 % bzw. 31,3 % höhere
Werksto�dämpfung auf. Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekörper, basierend auf
den Kohlensto�faser-Prepregs von Hexcel [114], weisen die gewebeverstärkten Probekörper eine
um 28,1 % höhere Werksto�dämpfung auf.

Konstante dynamische Bedingungen
Eine analoge Tendenz zeigt die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen unter konstanten dynamischen Bedingungen, f = fUD = fG. Auch unter
diesen Bedingungen ist das logarithmische Dekrement Λ als Maÿ für die Werksto�dämpfung der
gewebeverstärkten Probekörper stets höher als das der unidirektional verstärkten Probekörper.
Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekörper, basierend auf dem Kohlensto�faserroving
Tenax HTS40 [123], weisen die leinwandgewebeverstärkten und die köpergewebeverstärkten 2/2
Probekörper eine um 45,0 % bzw. 39,6 % höhere Werksto�dämpfung auf. Im Falle des zweiten
Satzes vergleichbarer Probekörper, basierend auf dem Kohlensto�faserroving Pyrofil TR50S 6K
[117], weisen die leinwandgewebeverstärkten und die köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper
eine um 45,1 % bzw. 37,7 % höhere Werksto�dämpfung auf. Im Falle des dritten Satzes vergleich-
barer Probekörper, basierend auf den Kohlensto�faser-Prepregs von Hexcel [114], weisen die
gewebeverstärkten Probekörper eine um 27,7 % höhere Werksto�dämpfung auf.

Ein�uss der unterschiedlichen konstanten Bedingungen
Die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden, wie in Abschnitt 10.5.5 de�-
niert, sowohl unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen, d. h. bei gleichen
Auskraglängen l = lUD = lG, als auch unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedin-
gungen, d. h. bei gleichen Grundfrequenzen f = fUD = fG, untersucht. Da die Auswertung der
Ergebnisse in beiden Fällen jedoch die Stei�gkeit E der Probekörper als für jedes Halbzeug bzw.
jeden Lagenaufbau charakteristischen Parameter liefert, ist die eingeführte De�nition konstanter
Bedingungen gerechtfertigt.

Sowohl der Speichermodul E′ als auch der Verlustmodul E′′ der leinwandgewebeverstärkten Pro-
bekörper, basierend auf den Kohlensto�faserrovings Tenax HTS40 [123] bzw. Pyrofil TR50S
6K [117], weisen eine geringe Abhängigkeit von der Grundfrequenz f auf. Dabei verursachen
höhere Grundfrequenzen f geringfügig höhere Werte beider Gröÿen. Im Gegensatz dazu weisen
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der Real- und Imaginärteil des dynamischen Moduls E∗ keine solche Abhängigkeit auf, wenn
die köpergewebeverstärkten 2/2 Probekörper, basierend auf den Kohlensto�faserrovings Tenax
HTS40 [123] bzw. Pyrofil TR50S 6K [117], oder die gewebeverstärkten Probekörper, basierend
auf den Kohlensto�faser-Prepregs von Hexcel [114], betrachtet werden.

Materialqualität, Reproduzierbarkeit und Linearität
Unter der Voraussetzung sowohl konstanter geometrischer Bedingungen, l = lUD = lG, als auch
konstanter dynamischer Bedingungen, f = fUD = fG, wie in Abschnitt 10.5.5 de�niert, ergeben
sich verhältnismäÿig geringe Standardabweichungen. Dies ist ein Indikator für eine mechanisch
hochwertige Materialqualität und gleichzeitig einen hohen Grad der Reproduzierbarkeit der ex-
perimentellen strukturdynamischen Untersuchungen. Die Aspekte der Reproduzierbarkeit, der
Parameteridenti�kation und der Sensitivitätsanalyse sind detailliert in Anhang A.1 dargestellt.
Deshalb werden Nichtlinearitäten, sowie der Ein�uss von Temperatur und Feuchte (vgl. Kapitel
8 und Abschnitt 10.3), in den dargestellten Ausführungen vernachlässigt, und die ermittelten
strukturdynamischen Werksto�eigenschaften als linear viskoelastisch angenommen.

12.3 Abschlieÿende Bemerkungen

Die zuvor diskutierten Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen im meso-
mechanischen Maÿstab, sowie der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen im makroskopischen Maÿstab führen zu abschlieÿenden Bemerkungen.

FE-Modellierung ebener repräsentativer Sequenzen
Die Verwendung �acher stabförmiger Probekörper in den experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen und die gerechtfertigte Anwendung der eindimensionalen Balkentheorie zur Be-
schreibung von deren strukturdynamischen Verhalten rechtfertigt direkt die Modellierung ebe-
ner repräsentativer Sequenzen in den durchgeführten numerischen Untersuchungen mit der FE-
Methode. Die Modellierung ebener repräsentativer Sequenzen und die Durchführung einer zwei-
dimensionalen FE-Analyse bilden die x-z-Ebene ab, und vernachlässigen dabei die Dimension
der Breite in y-Richtung, analog zur Balkentheorie.

N=4 N=8 N→∞ 

Abbildung 12.4: Vereinfachende Voraussetzung linear über den Querschnitt verteilter Verschiebungen
für N =∞ (links) und Modellierung diskreter, lagenweise konstanter, Verschiebungen
über den Querschnitt für eine kleinere Anzahl von Einzellagen im Lagenaufbau N = 4
(mitte) und eine gröÿere Lagenanzahl N = 8 (rechts).

Randbedingungen und Verschiebungen im FE-Modell
Die in Abschnitt 9.5.4 de�nierten Randbedingungen und aufgebrachten Verschiebungen der nu-
merisch untersuchten ebenen repräsentativen Sequenzen entsprechen vereinfachenden Vorausset-
zungen zur Durchführung der FE-Berechnungen. Dabei sind v. a. die konstant über den Quer-
schnitt aufgebrachten Verschiebungen eine starke Idealisierung. Die strukturmechanische Be-
schreibung der Makromechanik eines Laminats als Mehrschichtverbund sowie der Transversal-
schwingungen von Balken, wie in Abschnitt 6.3 bzw. in Kapitel 8 ausgeführt, setzt üblicherweise
linear über den Querschnitt verteilte Verschiebungen, wie in Abbildung 6.4 dargestellt, voraus,
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und Querverformungse�ekte in Dickenrichtung werden vernachlässigt. Im Gegensatz dazu werden
in den numerischen Untersuchungen der ebenen repräsentativen Sequenzen mit der FE-Methode
über die Dicke bzw. über den Querschnitt einer Einzellage konstante Verschiebungen aufgebracht,
und freie Verschiebungen in Dickenrichtung zugelassen, um Querverformungse�ekte über die ge-
samte Länge nicht zu behindern. Dabei bildet die Modellierung diskreter, lagenweise konstanter,
Verschiebungen über den Querschnitt eine gröÿere Anzahl von Einzellagen im Lagenaufbau N
besser ab, als eine geringere Lagenanzahl N , wie in Abbildung 12.4 schematisch dargestellt.

Anwendung der Balkentheorie zur mechanischen Beschreibung der Probekörper
In den durchgeführten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden �ache stab-
förmige Probekörper mit 0°-unidirektional verstärkten oder 0°-gewebeverstärkten (in Kettrich-
tung) Lagenaufbauten im Biegeschwingversuch berührungslos vermessen. Dabei weisen 0°-gewe-
beverstärkte Probekörper in Kettrichtung aufgrund der zusätzlichen Querverstärkung in Schuss-
richtung stets geringere statische und dynamische Stei�gkeiten auf als unidirektional 0°-verstärkte
Probekörper. Da die, zur strukturdynamischen Beschreibung der Probekörper angewendete, Bal-
kentheorie eindimensional ist, wird die Dimension in Breitenrichtung nicht berücksichtigt. Un-
ter der Voraussetzung, dass bei dynamischer Beanspruchung bzw. zyklischer Deformation das
wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhän-
ge Energie dissipiert, und somit zusätzlich zur reinen viskoelastischen Werksto�dämpfung in
gewebeverstärkten Einzellagen beiträgt, werden die experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen zum phänomenologischen Nachweis zielführend durchgeführt.

Zum Erreichen der konstanten Bedingungen wird die Auskraglänge l als geometrischer Para-
meter der jeweiligen Probekörper variiert. Diese Variation erfolgt nach dem in Gleichung (10.5)
angegebenen Zusammenhang, und führt auf lediglich geringfügig unterschiedliche Auskraglängen
l bei geometrisch bzw. dynamisch konstanten Bedingungen. Entsprechend variieren die Verhält-
nisse der geometrischen Parameter der Querschnittsabmessungen b/h nicht, und das Verhältnis
l/h lediglich sehr geringfügig. Dies erlaubt die Anwendung der Balkentheorie als eindimensionale
Theorie zur Beschreibung des strukturdynamischen Verhaltens der experimentell untersuchten
Probekörper.

E�ekt der mesomechanischen Kinematik im Probekörper
Die Ergebnisse zeigen, dass in jedem Fall die Werksto�dämpfung der gewebeverstärkten Pro-
bekörper stets höher ist als die der unidirektional verstärkten Probekörper. Dabei erfahren die
einseitig fest eingespannten �achen stabförmigen Probekörper in den experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen im Biegeschwingversuch eine sich wiederholende charakteristische
Verteilung der maximalen Beträge der Amplituden der abklingenden Transversalschwingungen
in Längsrichtung des Probekörpers.

Wie in Kapitel 8 in Abschnitt 8.2.5 beschrieben, schwingen die Probekörper in den Eigenformen
Wk(x) für k = 1, . . . ,∞ zeitgleich und superponiert. Aufgrund der de�nierten, reproduzierbaren
und relativ zur Dicke der Probekörper h konstante Weganregung von h/4 am freien Ende des
Probekörpers, wie in Abschnitt 10.5.1 und in Anhang A.1 dargestellt, dominiert dabei v. a. die
erste Eigenform W1(x), wie in Abbildung 8.5 dargestellt. Die Beträge der Amplituden sind dabei
am freien Ende bei x = L maximal, |A(x=L)| = Amax, und verschwinden der Einspannung bei
x = 0, |A(x=0)| = Amin = 0. Dabei unterscheiden sich die Eigenschwingungsformen lediglich
geringfügig von der Voraussetzung einer schubweichen bzw. schubstarren Kinematik [167].

In jedem Fall liefern beide Voraussetzungen der Kinematik des Balkenquerschnitts über die Di-
cke linear über die gesamte Dicke des Tragwerks h verteilte Verzerrungen in Längsrichtung. Die
resultierenden Spannungen verlaufen dann stückweise über die Dicke der jeweiligen k-ten Ein-
zellage hk linear über die Dicke h, wie in Abbildung 6.4 dargestellt. Im Falle symmetrischer,
ausgeglichener Lagenaufbauten um die Mittelebene als Bezugsebene z = 0 und damit B̄11 = 0,
wie bei allen experimentell strukturdynamisch untersuchten Probekörpern, ergeben sich zusätz-
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lich über die Grenzen der jeweiligen Einzellagen lineare und stetig verteilte Normalspannungen
in Längsrichtung. Im beschriebenen Fall sind sowohl die Verzerrungen als auch die resultierenden
Normalspannungen an der Einspannstelle x = 0 an den Randfasern bei z = ±h/2 maximal und
verschwinden am freien Ende x = L. Bei dynamischer Belastung alternieren die Vorzeichen der
Verzerrungen und der resultierenden Spannungen in der jeweiligen Frequenz.

Abhängig von den geometrischen Parametern, der Art der Gewebeverstärkung und der Aus-
kraglänge l weisen die jeweiligen Probekörper unterschiedliche Anzahlen von repräsentativen Se-
quenzen in jeder Einzellage nO,E nach Gleichung (11.21) bzw. im gesamten Probekörper nO,PK
nach Gleichung (11.22) auf, wie in Tabelle 11.9 angegeben. Damit trägt jede repräsentative Se-
quenz einer gewebeverstärkten Einzellage abhängig von ihrer Position in Längsrichtung und in
Dickenrichtung unterschiedlich zur Werksto�dämpfung aufgrund der mesomechanischen Kinema-
tik bei. Es bietet sich an, den Beitrag in Längsrichtung in Näherung linear oder entgegengesetzt
zur Grundform W1(x), mit dem maximalen Beitrag bei x = 0 und dem minimalen Beitrag bei
x = L, analog zu den Randbedingungen der Durchsenkung w(0,t) = 0 bzw. KrümmungM ′′(L,t) = 0

der Biegelinie beim Kragbalken nach den Gleichungen (8.51) bzw. (8.52) vorauszusetzen. Im Hin-
blick auf die Lagenaufbauten der Probekörper ist es günstig, den Beitrag linear über die Dicke
h, analog zur Verteilung der Verzerrungen und resultierenden Spannungen bei symmetrischen,
ausgeglichenen Lagenaufbauten um die Mittelebene als Bezugsebene z = 0, und damit B̄11 = 0,
vorauszusetzen. Abbildung 12.5 veranschaulicht die möglichen Voraussetzungen der Verteilung
der, bei abklingenden Transversalschwingungen zusätzlich energiedissipierenden, Wirkung der
mesomechanischen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusam-
menhänge in Längs- und Dickenrichtung.

x 
z 

Abbildung 12.5: Vereinfachend vorausgesetzte Verteilung der, bei abklingenden Transversalschwingun-
gen zusätzlich energiedissipierenden, Wirkung der mesomechanischen Kinematik in ge-
webeverstärkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusammenhänge in Längs- und
Dickenrichtung der �achen stabförmigen Probekörper.

Die zuvor formulierten Annahmen der Verteilung der Wirkung der mesomechanischen Kinematik
im Probekörper werden in den durchgeführten numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode
lediglich näherungsweise erfasst. Die Idealisierung mit konstant über die Dicke der Einzellage h
aufgebrachten Verschiebungen in Längsrichtung, wie in Abschnitt 9.5.4 beschrieben, bildet dabei
die Verhältnisse in Lagenaufbauten mit gröÿeren Anzahl von Einzellagen N besser ab, wie zuvor
erwähnt.

Anordnungen �in-phase� und �out-of-phase�
Bei der Betrachtung von Lagenaufbauten aus gewebeverstärkten Einzellagen wird grundsätzlich
zwischen der sog. �in-phase�-Anordnung und der sog. �out-of-phase�-Anordnung unterschieden
[8], [84]. Die �in-phase�-Anordnung entspricht dabei einer theoretischeren Betrachtungsweise.
Aufgrund der sog. Schubweichheit von Geweben ist durch den Imprägnierprozess des trockenen
Gewebes, den Legeprozess des Laminats und des bei der Herstellung üblicherweise applizierten
Drucks (vgl. Heiÿluftautoklavverfahren) die sog. �out-of-phase�-Anordnung in der Realität deut-
lich wahrscheinlicher. Diese weist deutlich geringere Querschnitts�ächen bzw. Bereiche auf, die
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mit Matrixmaterial gefüllt sind. Es ergibt sich für die �out-of-phase�-Anordnung eine geringe
Dicke als für die �in-phase�-Anordnung hop < hip. In der Realität wird jedoch keiner der beiden
idealisierten Positionierungsfälle so auftreten.

Die Extrema der Dicken beider Anordnungsmöglichkeiten für (doppelt)symmetrische Lagenauf-
bauten werden miteinander verglichen. Dabei werden exemplarisch (praxis-)relevante Anzahlen
der Einzellagen N = 2, 4, 8, 16, 32 betrachtet. Wie in Abschnitt 9.2.1 beschrieben, wird vor-
ausgesetzt, dass die Dicke einer gewebeverstärkten Einzellage hE der vierfachen Amplitude A,
hE = 4A entspricht. In der �in-phase�-Anordnung ergibt sich die Dicke eines Lagenaufbaus mit
N gewebeverstärkten Einzellagen über Multiplikation zu

hip (N) = N 4A = N hE,t . (12.1)

Im Extremfall der �out-of-phase�-Anordnung überdecken sich aufeinander folgende gewebever-
stärkte Einzellagen mit dem Betrag der Amplitude A. Die Dicke eines Lagenaufbaus mit N gewe-
beverstärkten Einzellagen ergibt sich ebenfalls über Multiplikation. Dabei gehen die aufeinander
folgenden Einzellagen bis zur vorletzten mit dem Betrag 3A in die die Dicke des Lagenaufbaus
ein, während die letzte Einzellage mit dem Betrag 4A eingeht,

hop (N) = (N − 1) 3A+ 4A = N 3A+A = N
3

4
hE,t +

1

4
hE,t =

(
3

4
N +

1

4

)
hE,t .

(12.2)

Das Verhältnis der minimalen Dicke der �out-of-phase�-Anordnung hop (N) zur maximalen Dicke
der �in-phase�-Anordnung hip (N) liefert

hop (N)

hip (N)
=

(
3
4 N + 1

4

)
hE,t

N hE,t
=

3
4 N + 1

4

N
=

3

4
+

1

4N
≈ 0,75 . (12.3)

Mit zunehmender Anzahl von gewebeverstärkten Einzellagen N beträgt im Extremfall die mi-
nimalen Dicke der �out-of-phase�-Anordnung hop (N) lediglich 3

4 der maximalen Dicke der �in-
phase�-Anordnung hip (N). Bezüglich der Dicken der Probekörper h ergibt sich mit den beiden
Extremwerten der geringsten Dicke hop (N) und der höchsten Dicke hip (N) der qualitative Zu-
sammenhang

hop (N) ≤ h ≤ hip (N) (12.4)

entsprechend Gleichung (11.23). Der zuvor dargestellte Zusammenhang (12.4) ist bei der in
Abschnitt 10.3.2 beschriebenen Ermittlung der Dicke der Probekörper h und der Beurteilung
der ausgewerteten Ergebnisse, wie in Tabelle 11.6 und Tabelle 11.7 dargestellt, zu beachten.

Globaler und lokaler Faservolumengehalt
An dieser Stelle wird auf die diskrete Verteilung des Faservolumengehalts in der repräsentativen
Sequenz eingegangen, die bereits in Abschnitt 10.2.3 in Kapitel 10 angesprochen worden ist. Der
lokale Faservolumengehalt in den Rovingsträngen ϕf,R als unidirektional faserverstärkt voraus-
gesetzte Bereiche unterscheidet sich damit vom globalen Faservolumengehalt in der gesamten
repräsentativen Sequenz ϕf,ERS. Die Verteilung des Faservolumengehalts in der repräsentativen
Sequenz ist diskret, während die Veränderung der Vorzugsrichtung aufgrund der Ondulation
über die repräsentative Sequenz kontinuierlich ist. Dabei sind lediglich die Bereiche der Kett-
und Schussstränge unidirektional faserverstärkt, während die umgebende Matrix keine Faserver-
stärkung enthält, ϕf,M = 0. Mit den Verhältnissen der Einzel�ächen zur Gesamt�äche der ebenen
repräsentativen Sequenz, wie in den Gleichungen (9.32) und (9.33) angegeben, ergibt sich der
globale Faservolumengehalt ϕf,ERS über das gewichtete Mittel der lokalen Faservolumengehalte



12.3 Abschlieÿende Bemerkungen 211

ϕf,R und ϕf,m = 0 zu

ϕf,ERS =
AK + λAS

AERS
ϕf,R ≈ 0,818ϕf,R . (12.5)

Ein ähnlicher Näherungsansatz �ndet sich u. a. in Barbero 2011 [7], 2006 [8] und 1995 [9].
Die experimentellen Methoden der Bestimmung des Faservolumengehalts liefern dabei stets den
globalen Faservolumengehalt ϕERS. Genormte Verfahren sind dabei die nasschemische Extrak-
tion organischer Verstärkungsfasern nach DIN EN 2564 [103], wie in der vorliegenden Arbeit
verwendet und in Abschnitt 10.3.1 beschrieben, und die thermische Extraktion anorganischer
Verstärkungsfasern nach DIN EN ISO 1172 [107]. Die entsprechend experimentell bestimmten
Werte aus gewebeverstärkten Prüfplatten sind den Probekörpern daraus als globaler Faservolu-
mengehalt ϕERS zuzuweisen.

Die Ermittlung des lokalen Faservolumengehalts ϕf,R erfolgt schlieÿlich nach Gleichung (12.5).
Mit dem, in Abschnitt 9.5.5 vorausgesetzten, lokalen Faservolumengehalt in den Rovingsträngen
ϕf,R = 65 % zur Berechnung der, in Tabelle 9.2 angegebenen, makroskopischen strukturmechani-
schen Werksto�kennwerte nach mikromechanischen Homogenisierungsansätzen, liefert die Aus-
wertung von Gleichung (12.5) den globalen Faservolumengehalt ϕf,ERS = 49 %. Dieser Wert gilt
jedoch lediglich für den Extremfall der Anordnung �in-phase�, mit theoretisch verhältnismäÿig
groÿen Anteilen an Bereichen mit reinemMatrixmaterial. Da die �out-of-phase�-Anordnung in der
Realität deutlich wahrscheinlicher ist, und entsprechend auch bei den experimentell strukturdy-
namisch untersuchten Probekörpern mit Gewebeverstärkung auftritt, ist der e�ektive globale
Faservolumengehalt ϕf,ERS höher, und es gilt der qualitative Zusammenhang

ϕf,ERS,ip ≤ ϕf,ERS ≤ ϕf,ERS,op . (12.6)

Unter der Annahme, dass in den gewebeverstärkten Probekörpern die wahrscheinlichere �out-of-
phase�-Anordnung mit deutlich geringeren Querschnitts�ächen bzw. Bereiche mit reinem Matrix-
material ohne Faserverstärkung, ergeben sich sowohl für die 0°-unidirektional verstärkten als auch
für die 0° in Kettrichtung gewebeverstärkten Probekörper, die in Tabelle 10.3 nach DIN EN 2564
[103] experimentell ermittelten Werte für den (globalen) Faservolumengehalt ϕf ≈ ϕf,ERS ≈ 60 %,
bei vorausgesetztem lokalen Faservolumengehalt in den Rovingsträngen ϕf,R = 65 %.





13 Zusammenfassung und Ausblick

Das folgende Kapitel fasst die Erkenntnisse der durchgeführten analytischen und numerischen
Untersuchungen im mesomechanischen Maÿstab sowie die Ergebnisse der experimentellen struk-
turdynamischen Untersuchungen im makroskopischen Maÿstab zusammen, und liefert abschlie-
ÿend einen Ausblick.

13.1 Zusammenfassung

In den durchgeführten analytischen, numerischen und experimentellen Untersuchungen ist eine
mesomechanische Kinematik aufgrund geometrischer Parameter in gewebeverstärkten Einzella-
gen aus kohlensto�faserverstärktem Kunststo� (CFK) identi�ziert worden. Für eine geeignete
Charakterisierung der Verhältnisse der mesomechanischen geometrischen Parameter in gewebe-
verstärkten Einzellagen von faserverstärkten Kunststo�en ist der Grad der Ondulation Õ = A/L
als spezi�scher, dimensionsloser Kennwert eingeführt worden. Basierend auf diesem Kennwert
ist es möglich, die mesomechanische Kinematik sowohl im analytischen Modell als auch in den
numerischen Berechnungen mit der FE-Methode und experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen, zu charakterisieren. Der Nachweis der Korrelation und der Kausalität zwischen der
mesomechanischen Kinematik und dem Grad der Ondulation Õ rechtfertigt dessen De�nition und
Einführung zur Beschreibung der geometrischen Verhältnisse von gewebeverstärkten Einzellagen
in faserverstärkten Kunststo�en im mesomechanischen Maÿstab als sinnvoll und zielführend.

In den numerischen Untersuchungen ebener repräsentativer Sequenzen mit der FE-Methode sind
zwei Arten der Gewebekonstruktion, im Einzelnen Leinwandgewebe und Köpergewebe 2/2, un-
tersucht worden. Dabei sind die beiden geometrischen Parameter, Amplitude A und Länge des
Querschnitts eines Rovingstrangs LR, jeweils in fünf äquidistanten Schritten parametrisch vari-
iert worden, sodass für jede Art der Gewebeverstärkung 25, und damit insgesamt 50, mesome-
chanische Geometrien untersucht worden sind. Mit der Berücksichtigung der beiden grundlegend
unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebeverstärkten Einzellage, einseitig elastisch gebet-
tet im Falle einer Randlage und beidseitig elastisch gebettet im Falle einer Lage im Inneren eines
Lagenaufbaus, stehen Ergebnisse aus 100 FE-Modellen zur Verfügung. Dabei wird in jedem Fall
der ausgewerteten Ergebnisse, sowohl der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen
geometrischen Randbedingungen εy,kin als auch der Di�erenz der aufgebrachten und ermittelten
Längsverzerrung εx,kin, an den relevanten Positionen der Auswertung das Wirkprinzip der me-
somechanischen Kinematik in gewebeverstärkten Einzellagen aufgrund geometrischer Parameter
nachgewiesen. Innerhalb der Modellgrenzen existiert sowohl im analytischen Modell als auch in
den numerischen FE-Berechnungen eine direkte lineare Kopplung zwischen den aufgebrachten
Deformationen in Längsrichtung und der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer
Parameter, nach der Bereinigung von E�ekten aus der Querverformung als rein elastische Reak-
tion. Die vereinfachend getro�enen Voraussetzungen im analytischen Modell sind jedoch lediglich
geeignet, das kinematische Verhalten tendenziell zu beschreiben, da die idealisierten Stei�gkeits-
verhältnisse die groÿen Unterschiede der Stei�gkeiten in Faserlängsrichtung und senkrecht dazu
lediglich qualitativ abbilden.

Zur Validierung des identi�zierten mesomechanischen Wirkprinzips werden in experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen abklingende Transversalschwingungen von einseitig fest
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eingespannten �achen stabförmigen Probekörpern mit 0°-unidirektional und 0°-gewebeverstärkten
(Leinwand- und Köpergewebe 2/2, jeweils in Kettrichtung) Probekörpern untersucht. Dafür sind
drei vergleichbare Sätze von Probekörpern verwendet worden, wovon zwei Sätze vergleichbarer
auf trockenen textilen Halbzeugen (Kohlensto�faser-Roving und entsprechendes Leinwand- sowie
Köpergewebe 2/2) und ein Satz vergleichbarer Probekörper auf unidirektional und gewebever-
stärkten Kohlensto�faser-Prepregs basieren. Die Auswertung der experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen zeigt dabei sowohl unter konstanten geometrischen Bedingungen,
l = lUD = lG, als auch unter konstanten dynamischen Bedingungen, f = fUD = fG, stets
eine höhere Werksto�dämpfung der gewebeverstärkten Probekörper, verglichen mit der der un-
idirektional verstärkten Probekörper. Auch im Fall der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen gelingt der Nachweis der Korrelation und der Kausalität zwischen dem Grad
der Ondulation Õ und der relativ höheren Werksto�dämpfung von 0°-gewebeverstärkten Ein-
zellagen, verglichen mit 0°-unidirektional verstärkten Einzellagen. Das wiederholte Wirken der
mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Parameter dissipiert bei dynamischer Be-
anspruchung Energie, und trägt bei zyklischer Deformation zusätzlich zur reinen viskoelastischen
Werksto�dämpfung in gewebeverstärkten Einzellagen bei.

13.2 Ausblick

Die im analytischen Modell und in den numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode iden-
ti�zierten Zusammenhänge weisen das Wirken einer mesomechanischen Kinematik aufgrund geo-
metrischer Parameter eindeutig nach. Für weiterführende FE-Berechnungen ebener repräsentati-
ver Sequenzen wären v. a. Belastungs-Verschiebungs-Zusammenhänge sowie detaillierte Analysen
der resultierenden Spannungszustände relevant. Eine Parameteridenti�kation der mesomecha-
nischen Kinematik bezüglich der sich ergebenden Belastungs-Verschiebungs-Zusammenhängen
dient schlieÿlich dazu, den Ein�uss der Art der Verstärkungsfaser (Glas- und Aramidfasern vgl.
mit Kohlensto�fasern) und der Art der Gewebekonstruktion (weitere Köpergewebe, Satingewebe
(ausgeglichen und unausgeglichen) vgl. mit Leinwandgewebe und Köpergewebe (2/2) (ausgegli-
chen)) auf das Materialverhalten zu untersuchen. Detaillierte Analysen der Spannungszustände
ermöglichen die Beschreibung von Schädigungsmechanismen und die Formulierung von Versa-
genshypothesen. Die Berücksichtigung eines linear-viskoelastischen Materialmodells statt eines
linear-elastische Materialmodells, sowie die Berücksichtigung der Sensitivität des Materialverhal-
tens von faserverstärkten Kunststo�en auf die Art der Beanspruchung, Zug oder Druck, scha�t
eine zusätzliche Ausweitung der Modellgrenzen. Die Erweiterung der numerischen Untersuchun-
gen mit der FE-Methode in die dritte Dimension als Breite des Tragwerks, sodass repräsentative
Volumenelemente (RVEs) statt ebene repräsentative Sequenzen (ERS) betrachtet werden, erlau-
ben die Ausweitung der Betrachtungen auf Flächentragwerke.

Unter der Voraussetzung, dass die unidirektional verstärkten und die gewebeverstärkten Einzel-
lagen jeweils auf dem gleichen Roving basieren, und damit vollständig zueinander vergleichbar
sind, sind experimentelle strukturdynamische Untersuchungen mit weiteren Sätzen vergleichbarer
Probekörper durchführbar. Auch in diesem Fall sind, sowohl die Art der Verstärkungsfaser und
die Art der Gewebekonstruktion, als auch die geometrischen Abmessungen, wie Auskraglänge
und Breite der �achen stabförmigen Probekörper, Parameter der Untersuchungen.
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Anhang

A.1 Reproduzierbarkeit, Parameteridenti�kation und

Sensitivitätsanalyse

Im Zuge von Voruntersuchungen wird die Reproduzierbarkeit der Versuchsdurchführung unter-
sucht und nachgewiesen. Dabei werden geeignete bzw. technisch sinnvolle Parameter identi�ziert.
Zusätzlich wird die Sensitivität der ausgewerteten Ergebnisse bezüglich de�niert variierter expe-
rimenteller Randbedingungen analysiert.

Positionier- und Einspannvorgang
Die Reproduzierbarkeit des Positionier- und Einspannvorganges ist untersucht worden, indem der
gleiche Probekörper fünfmal hintereinander positioniert, mit 12,5Nm Drehmoment eingespannt,
vermessen und wieder ausgespannt worden ist. In diesem Falle dient der empirische Variations-
koe�zient v des logarithmischen Dekrements Λ und der Grundfrequenz f der fünf Messungen
als Indikator für die Reproduzierbarkeit und Sensitivität. Im Falle des logarithmischen Dekre-
ments Λ beträgt er vΛ = 1,02 %. Die Grundfrequenz weist f keine Standardabweichung auf.
Der Grund hierfür ist der angewendete FFT-Algorithmus mit seiner diskreten Au�ösung im Fre-
quenzbereich. Eventuelle Streuungen der Grundfrequenz sind also in jedem Fall kleiner als die
Au�ösung der FFT im Frequenzbereich. Diese beträgt mit den angewendeten messtechnischen
Parametern (vgl. Abschnitt 10.5.3) fr = 78,125mHz [116]. Mit dem sehr geringen Betrag des em-
pirischen Variationskoe�zienten des logarithmischen Dekrements vΛ und der, in der gewählten
Au�ösung der FFT, nicht detektierbaren Streuung der Grundfrequenz ist die Reproduzierbarkeit
des Positionier- und Einspannvorgangs bzw. der Versuchsdurchführung selbst nachgewiesen.

Flächenpressung in der Klemmfuge
Die Verteilung der Flächenpressung in der Klemmfuge zwischen Stempel und Probekörper ist un-
tersucht worden. Dafür sind Druckmessfolien Prescale von FujiFilm [112] verwendet worden.
Diese werden in eine Klemmfuge eingelegt. Die Druckmessfolien sind mit mikroskopisch klei-
nen Farbkügelchen besetzt. Wenn diese intakt sind, sind die Druckmessfolien trüb transparent.
Wo durch aufgebrachten Druck verursachte Flächenpressung p auftritt, platzen die Farbkügel-
chen, und setzen die in ihnen enthaltenen rote Farbe frei. Damit lösen die Druckmessfolien die
maximal in der Klemmfuge aufgetretene Flächenpressung p in der Gröÿe der mikroskopischen
Farbkügelchen auf, und sind nicht wiederverwendbar.

Die Druckmessfolien sind in die Klemmfuge zwischen Stempel und Probekörper eingelegt worden.
Die Positionierung, Orientierung und Einspannung des Probekörpers ist, wie in Abschnitt 10.4.2
beschrieben, erfolgt. Anschlieÿend ist der Probekörper wieder ausgespannt worden. Die Druck-
messfolie stellt die bei jedem untersuchten Anzugsdrehmoment MA maximal aufgetretene Flä-
chenpressung p dar. Im Detail sind sieben ausgewählte Drehmomente MA = 5,0Nm . . . 20,0Nm
in Schritten von 2,5Nm bei drei Probekörpern mit jeweils unterschiedlicher Faserverstärkung
(unidirektional-, leinwandgewebe- und köpergewebe-2/2-verstärkt) untersucht worden. Abbil-
dung A.1 zeigt die Druckmessfolien zur Darstellung der maximal in der Klemmfuge zwischen
Stempel und Probekörper aufgetretenen Flächenpressung p. Dabei sind die sieben ausgewählten
Drehmomente MA = 5,0Nm . . . 20,0Nm in Schritten von 2,5Nm von oben nach unten aufstei-
gend dargestellt. Die drei Probekörper mit jeweils unterschiedlicher Faserverstärkung (unidirek-
tional, leinwandgewebe- und köpergewebe-2/2-verstärkt) sind von links nach rechts angeordnet.
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Die Druckmessfolien sind so angeordnet, dass die Auskragrichtung der Probekörper rechts ist.

Aufgrund der durch das Anzugsdrehmoment MA verursachte Flächenpressung p in der Klemm-
fuge sind zwei unterschiedliche Messbereiche der Druckmessfolien verwendet worden. Im Detail
sind dies Fujifilm Prescale LW mit einem Messbereich von p = 2,5MPa . . . 10,0MPa für
die beiden geringeren Drehmomente MA und Fujifilm Prescale LW mit einem Messbereich
von p = 10,0MPa . . . 50,0MPa für die höheren Drehmomente MA. Dieser Umstand bedingt die
unterschiedlichen bzw. entgegengesetzten Intensitäten der roten Farbe, und damit die stärkere
Intensität bei den beiden geringeren Anzugsdrehmomenten MA und die geringere Intensität bei
den höheren Anzugsdrehmomenten MA.

Die drei Probekörper mit jeweils unterschiedlicher Faserverstärkung zeigen eine charakteristische
Verteilung der Flächenpressung in der Klemmfuge. Während die Verteilung der Flächenpressung
bei den unidirektional verstärkten Probekörpern verhältnismäÿig homogen ist, zeigen die Vertei-
lungen der Flächenpressung bei den beiden gewebeverstärkten Probekörpern die für die jeweilige
Gewebeverstärkung charakteristisches Muster. Im Detail tritt an den Kreuzungspunkten der
sich ondulierenden Kett- und Schussstränge der obersten Einzellage eine verhältnismäÿig höhe-
re Flächenpressung auf. In jedem Fall ist die Flächenpressung insgesamt homogen verteilt, und
die Kante in Auskragrichtung stets de�niert. Die Ergebnisse der Untersuchungen der Verteilung
der Flächenpressung in der Klemmfuge zwischen Stempel und Probekörper mit Druckmessfolien
weisen die korrekte Funktion sowie die Reproduzierbarkeit des in Abbildung 10.9 in Abschnitt
10.4.2 dargestellten Mechanismus zur de�nierten und reproduzierbaren Klemmung des Probe-
körpers über die Entkopplung der Rotationsbewegung der Gewindestange von der Translations-
bewegung des Stempels durch das Kugelgelenk nach. Zusätzlich weist die de�nierte Kante in
Auskragrichtung die korrekte Funktion sowie die Reproduzierbarkeit der Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung des Probekörpers nach.

Drehmoment zur Klemmung des Probekörpers
Die Sensitivität der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen be-
züglich des Drehmoments zur Klemmung des Probekörpers ist untersucht worden, indem der
gleiche Probekörper positioniert, mit dem ausgewählten Drehmoment eingespannt, fünfmal hin-
tereinander vermessen und wieder ausgespannt worden ist. Die ausgewählten Drehmomente zur
Klemmung des Probekörpers sind 5Nm, 10Nm, 12,5Nm, 15Nm und 20Nm. In diesem Fall wird
für jedes gewählte Drehmoment der arithmetischen Mittelwert des logarithmischen Dekrements
Λ und der Grundfrequenz f der fünf aufeinanderfolgenden Messungen ermittelt. Der Vergleich
der Mittelwerte der beiden strukturdynamischen Kennwerte, logarithmisches Dekrement Λ und
Grundfrequenz f , für jedes gewählte Drehmoment liefert schlieÿlich eine qualitative Aussage be-
züglich der Sensitivität der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
auf das Drehmoment zur Klemmung des Probekörpers.

Im Detail wird die Di�erenz der Ergebnisse des jeweiligen Kennwerts beim höchsten Drehmo-
ment von 20Nm auf die Ergebnisse beim niedrigsten Drehmoment von 5Nm bezogen, ∆Λ

Λ5Nm
=

Λ20Nm−Λ5Nm
Λ5Nm

bzw. ∆f
f5Nm

= f20Nm−f5Nm
f5Nm

. Es ergibt sich ein um um 5,4% niedrigeres logarithmi-
schen Dekrement Λ bzw. eine um 1,6% höhere Grundfrequenz f . Ein erhöhtes Drehmoment zur
Klemmung des Probekörpers wirkt sich also erniedrigend auf das ermittelte logarithmische De-
krement Λ und erhöhend auf die ermittelte Grundfrequenz f aus. Dabei ist das logarithmische
Dekrement Λ sensitiver auf die Variation des Drehmoments zur Klemmung des Probekörpers
(zumindest im Bereich der untersuchten Drehmomente von 5Nm bis 20Nm) als die ermittelte
Grundfrequenz f .

Die Abnahme des ermittelten logarithmischen Dekrements lässt sich durch die Reduktion von
Relativbewegungen und damit Reibungse�ekten in der Klemm�äche (v. a. in der Nähe der Kan-
te der Auskragrichtung) bei erhöhter Klemmkraft, und damit erhöhter Flächenpressung in der
Fuge, zurückführen. Die Zunahme der ermittelten Grundfrequenz f lässt sich durch die Zu-
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Abbildung A.1: Druckmessfolien zur Darstellung der Flächenpressung p in der Klemmfuge bei den sie-
ben ausgewählten Drehmomenten MA = 5,0Nm . . . 20,0Nm in Schritten von 2,5Nm
(von oben nach unten) zur Klemmung der unidirektional, leinwandgewebe- und
köpergewebe-2/2-verstärkten Probekörper (von links nach rechts) mit Auskragrich-
tung nach rechts.
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nahme der Stei�gkeit der Einspann- und Anregevorrichtung durch einen Vorspannungs- bzw.
Verspannungse�ekt zurückführen. Die Vermeidung bzw. Reduktion der dämpfungserhöhenden
Reibungse�ekte (und damit Nichtlinearitäten) aufgrund von Relativbewegungen in der Fuge auf
ein konstantes Minimum erfordert eine möglichst hohe Flächenpressung in der Klemmfuge zwi-
schen Stempel und Probekörper bzw. zwischen Probekörper und Au�age�äche. Um jedoch das
Material des Probekörpers im Bereich der Klemmung durch die Flächenpressung bzw. durch evtl.
Rande�ekte durch die Kante des Stempels bzw. der Au�age�äche nicht zu beschädigen, ist für
alle durchgeführten Messungen ein Drehmoment zur Klemmung des Probekörpers von 12,5Nm
gewählt worden, wie in Abschnitt 10.5.1 beschrieben.

Betrag der Weganregung
Die Sensitivität der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen be-
züglich des Betrags der Weganregung ist untersucht worden, indem der gleiche Probekörper
positioniert, mit 12,5Nm Drehmoment eingespannt, fünfmal hintereinander angeregt und ver-
messen worden ist. Der Betrag der Weganregung ist dabei iterativ de�niert worden. Dabei wird
gefordert, dass ausschlieÿlich der linear viskoelastische Bereichs des Materialverhaltens in den
experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen betrachtet wird. Zur Veri�zierung der zu-
vor formulierte Annahme bzw. Forderung sowie zur Identi�kation eines geeigneten Betrags der
Weganregung wird das logarithmische Dekrement Λ nach Gleichung (11.8) für jede der fünf auf-
einanderfolgenden strukturdynamischen Untersuchungen der Probekörper in fünf gleichlangen
Zeitintervallen bzw. sog. isochronen Intervallen

I (n) =

[
ttot
5
· (n− 1) ,

ttot
5
· (n)

]
für n = 1, . . . , 5 (A.1)

ausgewertet. Dabei ist t die Zeit, n der Zähler des jeweiligen Intervalls (hier: n = 1, . . . , 5) und der
Index tot bezeichnet die gesamte Messdauer. Mit der in Abschnitt 10.5.3 de�nierten gesamten
Messdauer von ttot = 12,8 s beträgt die Zeitdauer jedes isochronen Intervalls tn = 2,56 s. Die
Auswertung des logarithmischen Dekrements Λ erfolgt mit der ersten und der letzten positiven
Amplitude. Dies ermöglicht die detaillierte Betrachtung des logarithmischen Dekrements Λn für
jedes der isochronen Intervalle In, und dabei über den Verlauf der gesamten Messdauer ttot.

Da die Probekörper eine Dicke von ca.h ≈ 2mm aufweisen, ist zunächst mit einer absolut glei-
chen Auslenkung w = h ≈ 2mm angeregt worden. In diesem Fall beträgt das Verhältnis von
Auslenkung zu Dicke des Probekörpers w/h ≈ 1. In diesem Fall weist der arithmetischen Mit-
telwert des logarithmischen Dekrements Λn für n = 1, . . . , 5 über die chronologische Abfolge
der fünf isochronen Intervalle In für n = 1, . . . , 5 eine tendenzielle Abnahme auf. Dabei sind
die ermittelten Werte des logarithmischen Dekrements im ersten und zweiten Intervall Λ1 und
Λ2 noch deutlich höher als die drei darauf folgenden Werte Λ3, Λ4 und Λ5. Die zugehörigen
Standardabweichungen verhalten sich analog, sind jedoch in ihrem Betrag trotzdem sehr gering.
Im Gegensatz dazu sind die zugehörigen empirischen Variationskoe�zienten mit vΛ,n ≈ 0,36 %
für n = 1, . . . , 5 nahezu konstant, da der Kennwert ein relatives Streuungsmaÿ ist. Für eine
dimensionslose Betrachtung wird in diesem Fall die Di�erenz der Ergebnisse des logarithmischen
Dekrements Λn für n = 1, . . . , 5 in den fünf isochronen Intervallen auf den Wert des logarithmi-
schen Dekrements des fünften Intervalls Λ5 bezogen, ∆Λn

Λ5
= Λn−Λ5

Λ5
für n = 1, . . . , 5.

Der erste ermittelte Wert Λ1 ca. 156% höher, der zweite Λ2 ca. 41% höher, der dritte Λ3 ca. 17%
höher und der Λ4 ca. 7% höher als der fünfte ermittelte Wert Λ5. Dieses über die gesamte
Messdauer ttot stark aber asymptotische tendenzielle Abnahme des ermittelten logarithmischen
Dekrements lässt für die zunächst gewählte Weganregung w = h ≈ 2mm bzw. w/h ≈ 1 auf
das zumindest anfänglich starke Wirken geometrischer und/oder physikalischer Nichtlinearitäten
schlieÿen. Diese Nichtlinearitäten klingen jedoch über die Messdauer stark (fast vollständig) ab.
Abbildung A.2 links zeigt diesen Verlauf qualitativ. Damit wird der Betrag der Weganregung
w/h ≈ 1 als eine verhältnismäÿig zu groÿe Auslenkung identi�ziert.
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Erst bei deutlich kleineren Verhältnissen der über den Ausschwingvorgang abnehmenden Schwin-
gungsamplitude w (t) ist die Betrachtung des linear viskoelastischen strukturdynamischen Ver-
haltens des Probekörpers möglich. Dafür ist im weiteren Verlauf die Weganregung w weiter redu-
ziert worden. Da die Probekörper geringfügig unterschiedliche Dicken h aufweisen (vgl. Tabellen
11.6 und 11.7), ist zusätzlich zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse der experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen eine relativ zur Dicke jedes Probekörpers h konstante We-
ganregung w de�niert worden. Die de�nierte und reproduzierbare Weganregung ist schlieÿlich
zu einem Viertel der Dicke des Probekörpers h/4 technisch sinnvoll identi�ziert, und wie in
Abschnitt 10.5.4 beschrieben, angewendet worden.
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Abbildung A.2: Qualitativer Verlauf des logarithmischen Dekrements Λn für n = 1, . . . , 5 über die
chronologische Abfolge der fünf isochronen Intervalle In für n = 1, . . . , 5. Links: Zu
groÿ gewählte Weganregung w = h ≈ 2mm bzw. w/h ≈ 1, mit tendenzieller Abnah-
me als Indiz für das Wirken dämpfungserhöhender Nichtlinearitäten am Anfang der
Messdauer ttot. Rechts: Relativ zur Dicke h konstante Weganregung h/4 mit gleichen
Werten als Indiz, für die Vermeidung von Nichtlinearitäten oder Reduktion auf ein
konstantes Minimum über die Messdauer ttot.

In diesem Fall liefert die Auswertung des logarithmischen Dekrements Λn für n = 1, . . . , 5 für
jedes der isochronen Intervalle In für n = 1, . . . , 5 nahezu den gleichen Betrag mit geringen Stan-
dardabweichungen. Unterschiedliche E�ekte von Nichtlinearitäten (geometrische Nichtlinearitä-
ten aufgrund groÿer Verformungen sowie nicht-lineares Materialverhalten und E�ekte aus der
Luftreibung) werden dadurch Vermieden bzw. auf ein konstantes Minimum reduziert. Abbildung
A.2 rechts zeigt diesen Verlauf qualitativ. Grundfrequenz f , ermittelt aus dem Weg-Zeit-Signal
im Frequenzbereich, liefert für alle untersuchten Beträge der Weganregung w den gleichen Wert.
Eventuelle Streuungen der Grundfrequenz f sind also in jedem Fall kleiner als die diskrete Auf-
lösung der FFT im Frequenzbereich (fr = 78,125mHz, vgl. Abschnitt 10.5.3 [116]).

Die vorangegangenen Voruntersuchungen haben gezeigt, dass gröÿere Beträge der Weganregung
lediglich die ermittelte Werksto�dämpfung hin zu gröÿeren Werten beein�ussen. Dabei werden
wirkende E�ekte aus Nichtlinearitäten (teilweise stark) unterstellt. Die Grundfrequenz verhält
sich dagegen insensitiv auf den Betrag der Weganregung. Zur vollständigen Vermeidung bzw. Re-
duktion dieser E�ekte auf ein konstantes Minimum erfolgt die Weganregung aller Probekörper
mit dem relativ zur Dicke h konstanten Wert h/4. Dieser Wert für die relativ konstante Wegan-
regung ist in den zuvor genannte Voruntersuchungen als technisch sinnvoll identi�ziert worden.
Vor den zuvor beschriebenen Hintergründen werden Nichtlinearitäten vernachlässigt, und die
ermittelten strukturdynamischen Werksto�eigenschaften als linear viskoelastisch angenommen.
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Orientierung des Probekörpers
Bezüglich der Orientierung des Probekörpers in der Einspannvorrichtung existieren vier un-
terschiedliche Möglichkeiten. Die verwendete Orientierung ist in Abschnitt 10.5.1 beschrieben
(Oben: Bei der Aushärtung im Heiÿluftautoklav oben be�ndende Seite; Auskragrichtung: An-
schnitt des Wasserstrahlschnitts unter bzw. hinter dem Stempel). Weitere drei Permutationen
ergeben sich jeweils um eine 180 °-Drehung um die Längsachse (oben vs. unten), um die Hoch-
achse (vorne vs. hinten) sowie um die Längs- und Hochachse des Probekörpers (oben vs. unten
mit vorne vs. hinten). Abbildung A.3 zeigt die vier möglichen Orientierungen des Probekörpers
in der Einspannvorrichtung.

PK-Beschriftung 

 PK-Beschriftung 

Ort des 

Anschnitts 

Fläche des 

Stempels 

Freies Ende 

verwendete 

Orientierung 

Drehung um Längsachse 

oben vs. unten 

Drehung um Hochachse 

vorne vs. hinten 

Drehung um Längs- und Hochachse 

oben vs. unten mit vorne vs. hinten 

Abbildung A.3: Vier mögliche Orientierungen des Probekörpers in der Einspannvorrichtung. Von oben
nach unten: Verwendete Orientierung: Oben: Bei der Aushärtung im Heiÿluftauto-
klav oben be�ndende Seite; Auskragrichtung: Anschnitt des Wasserstrahlschnitts unter
bzw. hinter dem Stempel. Drei weitere Permutationen durch jeweils 180 °-Drehungen
um die Längsachse (oben vs. unten), um die Hochachse (vorne vs. hinten) sowie um
die Längs- und Hochachse des Probekörpers (oben vs. unten mit vorne vs. hinten).

Die Sensitivität der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen bezüg-
lich der Orientierung des Probekörpers in der Einspannvorrichtung wird untersucht, indem der
gleiche Probekörper nacheinander in allen der zuvor beschriebenen Orientierungen positioniert,
mit 12,5Nm Drehmoment eingespannt, fünfmal hintereinander angeregt und vermessen wird. Der
Vergleich der Mittelwerte der beiden strukturdynamischen Kennwerte, logarithmisches Dekre-
ment Λ und Grundfrequenz f , für jedes gewählte Drehmoment liefert schlieÿlich eine qualitative
Aussage bezüglich der Sensitivität der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen auf die Orientierung des Probekörpers in der Einspannvorrichtung. Dafür wird die
Di�erenz der Ergebnisse des jeweiligen Kennwerts in den drei möglichen Permutationen auf die
Ergebnisse in der verwendeten Orientierung bezogen, ∆Λ

Λo
= Λv−Λo

Λo
bzw. ∆f

fo
= fv−fo

fo
mit den

Indizes o für die originale und v für die variierte Orientierung.

Die Orientierung des Probekörpers nach 180 °-Drehung um die Längsachse (oben vs. unten)
liefert nahezu keine Veränderung des logarithmischen Dekrements (<0,3%) und keine im Fre-
quenzbereich au�ösbare Veränderung der ermittelten Grundfrequenz f . Dies lässt auf mechanisch
gleichwertige Ober�ächen bzw. Haftbedingungen in den Klemmfugen (Stempel-Probekörper so-
wie Probekörper-Au�age�äche) und die Reproduzierbarkeit der Einspannbedingungen sowie des
Positionier- und Einspannvorgangs schlieÿen. Dagegen liefert die Orientierung des Probekörpers
nach 180 °-Drehung um die Hochachse (vorne vs. hinten) eine Erhöhung des logarithmischen
Dekrements Λ um ca. 4,1%) und eine Reduktion der ermittelten Grundfrequenz f um ca. 0,6%
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(entspricht einem Schritt der diskreten Au�ösung der FFT im Frequenzbereich fr). Die gleichen
Tendenzen liefert die Orientierung des Probekörpers nach 180 °-Drehung um die Längs- und
Hochachse (oben vs. unten mit vorne vs. hinten).

Die zuvor beschriebenen Tendenzen lassen zwei Schlüsse zu. Es wird unterstellt, dass der An-
schnitt des Wasserstrahlschnitts und die dadurch verursachten geringfügigen Delaminationen
am freien Ende des Probekörpers beim Ausschwingvorgang einen �Fächere�ekt� induzieren, der
dämpfungserhöhend wirkt. Zusätzlich reduzieren die durch den Anschnitt verursachten gering-
fügigen Delaminationen die Stei�gkeit des Probekörpers, was sehr geringfügig frequenzmindernd
wirkt. Basierend auf der zuvor beschriebenen Sensitivitätsanalyse bezüglich der Orientierung
des Probekörpers werden alle Probekörper in den experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen wie in Abschnitt 10.5.1 beschrieben orientiert. Damit weist der auskragende Teil des
Probekörpers de�nierte kontinuierlich hergestellte Kanten auf. Der Anschnitt des Wasserstrahl-
schnitts und die dadurch verursachten geringfügigen Delaminationen be�nden sich unter bzw.
hinter dem Klemmbereich des Stempels. Dies erlaubt die Beschreibung des �achen stabförmigen
Probekörpers in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen als transversal aus-
schwingender Kragbalken, mit in Längsrichtung kontinuierlich gleicher Stei�gkeit und ohne die
zusätzlich induzierte Dämpfung durch einen �Fächere�ekt�.

A.2 Gewöhnliche, homogene Di�erentialgleichungen zweiter und

vierter Ordnung

In Kapitel 8, Abschnitt 8.2.5 treten gewöhnliche, homogene Di�erentialgleichung zweiter und
vierter Ordnung auf. Die Bestimmung der allgemeinen Lösungen erfolgt exemplarisch nach der
Zeit für die Gleichungen zweiter Ordnung und nach dem Ort für die Di�erentialgleichungen
vierter Ordnung. In beiden Fällen ergibt sich die allgemeine Lösung durch den Exponentialansatz

T(t) = C eβ t nach der Zeit, bzw. (A.2)

W(x) = C eβ x nach dem Ort. (A.3)

Di�erentialgleichung zweiter Ordnung (exemplarisch nach der Zeit)
Als Ansatz zur Lösung einer homogenen gewöhnlichen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung
dient der Exponentialansatz (A.2). Seine Ableitungen sind

T ′(t) = C β eβ t und T ′′(t) = C β2 eβ t . (A.4)

In die normierte Di�erentialgleichung T ′′ + ω2 T(t) = 0 eingesetzt folgt

C β2 eβ t + ω2C eβ t = 0 ,[
β2 + ω2

]
C eβ t = 0 ,

β2 + ω2 = 0 ,

β2 = −ω2 , (A.5)

wobei ω eine charakteristische Konstante, in diesem Fall die Wellenlänge, aufgrund der Normie-
rung der Di�erentialgleichung ist. Durch Radizieren mit zugehöriger Fallunterscheidung ergeben
sich zwei Lösungen√

β2 = ±β und damit
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β1 = +iω und β2 = −iω . (A.6)

Die allgemeine Lösung der homogenen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung ist die Linearkom-
bination der linear unabhängigen Lösungen (Basisfunktionen oder Fundamentalsystem) [130]

Tk(t) = Fk1 e
iω t + Fk2 e

−iω t . (A.7)

Mit der Euler'schen Formel eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ [18], [130] kann die allgemeine Lösung ge-
schrieben werden als

Tk(t) = Ek1 cos (ω t) + Ek2 sin (ω t) , (A.8)

die harmonische Schwingungen mit der zu bestimmenden Kreisfrequenz ω beschreiben. Sie sind
als Linearkombination von zwei trigonometrischen Funktionen. Die Eigenkreisfrequenzen im Ar-
gument der beiden trigonometrischen Funktionen sind gleich. Die Zusammenfassung zu einer
einzigen phasenverschobenen sin- oder cos-Funktion erfolgt durch [150]

Tk(t) = Ek1 cos (ω t) + Ek2 sin (ω t) =

= Êk cos (ω t+ α) =

= Êk [cos (ω t) sinα+ sin (ω t) cosα] (A.9)

mit der Phasenverschiebung tanα = Ek2/Ek1 und damit α = arctan (Ek2/Ek1) sowie der Am-

plitude Êk =
√
E2
k1 + E2

k2 aus E2
k1 + E2

k2 = Ê2
k

[
cos2 (...) + sin2 (...)

]
= 1 Ê2

k = Ê2
k .

Für die zusammengefassten Konstanten gilt

Ek1 = Fk1 + Fk2 und Ek2 = iFk1 − iFk2 . (A.10)

Die genauere Betrachtung der Konstanten Fk1 und Fk2 der allgemeinen Lösung in der Expo-
nentialschreibweise (A.7) zeigt, dass diese konjugiert komplex zueinander sind [150]. Mit Fk1 =
Ek1−Fk2 und Fk2 = Fk1 + iEk2 folgt durch Einsetzen und Au�ösen jeweils Fk1 = 1

2 (Ek1 − iEk2)
bzw. Fk2 = 1

2 (Ek1 + iEk2). Durch die Transformation der allgemeinen Lösung von der Expo-
nentialschreibweise (A.14) in die trigonometrische Schreibweise (A.15) sind die Konstanten Ek1

und Ek2 reell [150].

Di�erentialgleichung vierter Ordnung (exemplarisch nach dem Ort)
Als Ansatz zur Lösung einer homogenen gewöhnlichen Di�erentialgleichung vierter Ordnung
dient der Exponentialansatz (A.3). Seine Ableitungen sind

W ′(x) = C β eβ x , W ′′(x) = C β2 eβ x , W ′′′(x) = C β3 eβ x und W IV
(x) = C β4 eβ x . (A.11)

In die normierte Di�erentialgleichung W IV
(x) − λW(x) = 0 eingesetzt folgt

C β4 eλx − λ4C eβ x = 0 ,[
β4 − λ4

]
C eβ x = 0 ,

β4 − λ4 = 0 ,

β4 = λ4 , (A.12)

wobei λ eine charakteristische Konstante aufgrund der Normierung der Di�erentialgleichung
ist. Durch zweimaliges Radizieren mit jeweils folgender Fallunterscheidung ergeben sich vier
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Lösungen√
β4 = ±β2 und damit

β1 = +λ , β2 = −λ , β3 = +iλ , β4 = −iλ . (A.13)

Die allgemeine Lösung der homogenen Di�erentialgleichung vierter Ordnung ist die Linearkom-
bination der linear unabhängigen Lösungen (Basisfunktionen oder Fundamentalsystem) [130]

Wk(x) = Dk1 e
iλx +Dk2 e

−iλx +Dk3 e
λx +Dk4 e

−λx . (A.14)

Mit der Euler'schen Formel eiϕ = cosϕ+ i sinϕ und der Euler'schen Identität ex = sinhx+
coshx [18], [130] kann die allgemeine Lösung geschrieben werden als

Wk(x) = Ck1 cos (λx) + Ck2 sin (λx) + Ck3 sinh (λx) + Ck4 cosh (λx) , (A.15)

wobei für die zusammengefassten Konstanten gilt

Ck1 = Dk1 +Dk2 , Ck2 = iDk1 + iDk2 ,

Ck3 = Dk3 −Dk4 , Ck4 = Dk3 +Dk4 . (A.16)

Die genauere Betrachtung der Konstanten Dk1 und Dk2 der allgemeinen Lösung in der Ex-
ponentialschreibweise (A.14) zeigt, dass diese konjugiert komplex zueinander sind [150]. Mit
Dk1 = Ck1 − Dk2 und Dk2 = −Dk1 + iCk2 folgt durch Einsetzen und Au�ösen jeweils Dk1 =
1
2 (Ck1 − iCk2) bzw. Dk2 = 1

2 (Ck1 + iCk2). Durch die Transformation der allgemeinen Lösung
von der Exponentialschreibweise (A.14) in die trigonometrische Schreibweise (A.15) sind die
Konstanten Ck1 und Ck2 reell [150].

A.3 Statistische Absicherung der Messwerte

Methoden der Statistik und die statistische Auswertung von Ergebnissen sind in Fahrmeir et
al. 2004 [38] und in Papula 2006 [130] beschrieben, sowie in der DIN V 65352 [111] genormt.

Alle experimentell ermittelten und berechneten mechanischen Werksto�kennwerte der einzelnen
Probekörper sind jeweils mit arithmetischem Mittelwert x̄ und empirischem Variationskoe�zi-
enten v, der auf der Standardabweichung s basiert, angegeben.

Dabei ist der Mittelwert x̄ der Stichprobe mit den Werten x1, x2, . . . , xn vom Umfang n als
arithmetisches Mittel der Stichprobenwerte zu

x̄ =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi (A.17)

berechnet worden [130]. Ein Maÿ für die Streuung der Einzelwerte xi um den Mittelwert x̄ ist
die Varianz bzw. Stichprobenvarianz

s2 =
(x1 + x̄) + (x2 + x̄) + . . .+ (xn + x̄)

n− 1
=

=
1

n− 1

∑
i=1

n (xi + x̄) =
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=
1

n− 1

[
n∑
i=1

x2
i − n x̄2

]
. (A.18)

Meist wird jedoch die Quadratwurzel der Varianz

s =
√
s2 (A.19)

angegeben, die als Standardabweichung der Stichprobe bezeichnet wird [130].

Die Varianz s2 und die Standardabweichung s sind ein Maÿ für die Streuung der einzelnen
Stichprobenwerte x1, x2, . . . , xn um den zugehörigen Mittelwert x̄. Die Varianz s2 entspricht
einem mittleren Abweichungsquadrat. Durch das Quadrieren der Abweichungen gilt s2 > 0 und
damit s > 0.

Üblicherweise wird die Standardabweichung s im Zusammenhang mit dem arithmetischen Mittel
x̄ angegeben, wenn es sich um metrische Merkmale handelt [38]. In diesem Fall haben arithme-
tisches Mittel und Standardabweichung der Merkmale, wie im vorliegenden Fall experimentell
ermittelte mechanische Werksto�kennwerte, dieselbe Dimension und Einheit wie die einzelnen
Stichprobenwerte [130]. Deshalb sind die Angaben von arithmetischem Mittel und Standardab-
weichung sehr anschaulich und erlauben eine hohe Vergleichbarkeit und Diskussion der durchge-
führten Messung.

Der Quotient aus empirischer Standardabweichung s und dem arithmetischen Mittelwert x̄ ist
der empirische Variationskoe�zient

v =
s

x̄
. (A.20)

Er ist ein relatives Streuungsmaÿ, und wird häu�g in % angegeben.

Der Faktor 1
n−1 in Gleichung (A.18) stammt aus der Interpretation der Standardabweichung

in der induktiven Statistik. Sie wird zur Unterscheidung auch Stichprobenvarianz genannt [38].
Für die experimentell ermittelten Messwerte wird angenommen, dass es sich um eine Stichprobe
handelt. Im Gegensatz zur Stichprobe entspricht die Grundgesamtheit im vorliegenden Fall alle
Probekörper angesehen werden, die jemals mit gleichen Materialien und Herstellungsparametern
gefertigt wurden. Daraus ist ersichtlich, dass im vorliegenden Fall lediglich um eine repräsentative
Stichprobe handeln kann. Mit zunehmendem Stichprobenumfang n wird der Unterschied jedoch
vernachlässigbar, da für groÿe n gilt 1

n−1 ≈
1
n .

In Fahrmeir et al. [38] ist neben der reinen De�nition auch eine anschauliche Erklärung an-
gegeben. Für die Summe aller Messwerte, bereinigt um den arithmetischen Mittelwert, gilt∑

(xi − x̄) = 0. Die Abweichung des letzten Messwerts xn − x̄ wäre bereits durch die voran-
gegangenen n − 1 Messwerte vorhersagbar. Es variieren also lediglich n − 1 Abweichungen frei.
Die Mittlung erfolgt dann mit dem Faktor n− 1, dessen Wert auch als die Anzahl der Freiheits-
grade bezeichnet wird.
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