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Kurzzusammenfassung

Die am Institut fiir Ingenieurmathematik der Universitdt der Bundeswehr verfasste Arbeit befasst
sich mit neuen Ansétzen im Bereich der vertikalen Fahrzeugdynamik. Ziel ist es, ein quantitatives
Bewertungskriterium mit Hilfe einer angepassten Steuerung zu optimieren. Die betrachteten Kriterien
beziehen sich auf den empfundenen Komfort der Fahrt, sowie Sicherheit- und Betriebsfestigkeit. Dabei
wird zuerst die kontinuierliche Dynamik mit einem echtzeitfdhigen Erkennungsalgorithmus kombiniert

und im Anschluss eine Erweiterung auf Dynamiken mit impulsiven Kontaktbedingungen betrachtet.

Da die zugrundeliegenden Optimalsteuerungsprobleme schwer in Echtzeit 16sbar sind, wird eine Steue-
rung bzgl. singulér auftretender Fahrbahnereignisse definiert, die mit Hilfe weniger Parameter beschrie-
ben werden koénnen. Beispiele fiir derartige Ereignisse sind Schlaglécher und Fahrbahnschwellen. Der
Vorteil dieser Formulierung ist, dass mit Hilfe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse ein Aufdatie-
rungsschritt fiir vorab berechnete nominelle Ereignisse durchgefiihrt werden kann, der Echtzeitfahig
ist. Ein auf einer Support-Vektor-Maschine basierender Klassifizierungsalgorithmus erkennt anhand
der Daten eines Oberfliichenscans, ob ein Ereignis vorliegen kann und ruft anschliefend ein Paramete-
ridentifizierungsverfahren auf, um die zugehorige optimierte Steuerung zu bestimmen. Das Verfahren

wird anhand von Softwaresimulationen auf seine Echtzeitfihigkeit tiberpriift.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit dem mdoglichen Reifen-Boden-Kontaktverlust des Fahr-
zeugs bei der Uberfahrt kritischer Ereignisse. Dafiir wird eine Riemann-Stieltjes-Integral-Formulierung
mit unterlagerten Kontaktbedingungen verwendet. Die Kontakte werden dabei mit Hilfe eines Opti-
mierungsproblems mit verallgemeinerten Restitutionskoeffizieten gelost. Es werden explizite Integra-
tionsverfahren fiir die Problemklasse vorgestellt und deren Konvergenzordnung nachgewiesen. Auf-
bauend wird das Problem um eine parametrisierte Steuerung erweitert und Existenzaussagen iiber
Parametersensitivitdten nachgewiesen. Abschlieend werden zwei auf dem Gradientenverfahren basie-
rende Optimierungsverfahren vorgestellt und Resultate fiir Beispiele der vertikalen Fahrzeugdynamik

gezeigt.






Abstract

This thesis was written at the institute of computational mathematics of the University of the German
Federal Armed Forces and investigates new approaches in the field of vertical vehicle dynamics using
optimal control techniques. The objective is to optimize a quantitative cost function using an adapted
control. The considered optimization criteria comprise ride comfort as well as safety and durability

values.

The first part of the thesis investigates a formulation using continuous dynamics and develops a
machine learning based detection algorithm in combination with a sensitivity update rule that shows
real-time performance. Therefore the regarded disturbances are assumed to appear as so called singular
events, e.g. potholes and thresholds. Those can be parameterized using a small amount of parameters,
what is then used to calculate the optimal control and the parameter sensitivities with respect to

changes in the disturbances.

In the second main part the dynamics are extended to impulsive systems, s.th. also contact losses
between wheel and road surface can be included. This formulation is done using Riemann-Stieltjes-
Integrals and a restitution law using generalized coefficients. For this problem formulation explicit
integration methods are presented and investigated. The existence of parameter sensitivities for the
discontinuous system are developed and on top of that two gradient method based optimization
routines are shown and their performance is evaluated for examples from the field of vertical vehicle

dynamics.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Diese Arbeit entwickelte sich aus dem Teilprojekt ,,Proaktive Fahrwerkregelung mit echtzeitfihigen
Algorithmen fiir parameterabhéngige Optimalsteuerungsprobleme® des vom Bundesministerium fiir
Bildung und Forschung finanzierten Projekts SNiMoRed (Simulation und nichtlineare Modellredukti-
on), einem Verbundprojekt der Universitéiten Kaiserslautern, Halle, der Universitét der Bundeswehr
Miinchen und den Industriepartnern Audi und John Deere. Ziel des Projekts war die Weiterentwicklung
der Simulation komplexer Mehrkorpersysteme und die Betrachtung einzelner Systemkomponenten mit
Hilfe von Ansétzen aus der Modellreduktion und der Mehrskalenverfahren. Darauf aufbauend sollte das
Potential mathematischer Optimierungs- und Optimalsteuerungsmethoden in der Fahrzeugdynamik
untersucht werden. Dabei wurde die Einschriankung des Problems auf die vertikale Fahrzeugdynamik
getroffen, d.h. dass lediglich die Hub-, Wank- und Nickbewegungen des Fahrzeugs betrachtet werden.
Dies stellt eine im Allgemeinen hinreichend genaue Modellierung des Fahrzeugs dar, weshalb auch ein
Grofiteil der Veroffentlichungen diese Einschrankung verwenden. Eine Hinzunahme weiterer Freiheits-
grade wie die Beschleunigung und das Lenkverhalten liefern hier je nach Fahrsituation noch bessere
Ergebnisse.

Ziel des resultierenden Optimierungsproblems ist es, eine Steuerung zu berechnen, bei der ein gewiinsch-
tes Komfort-, bzw. Sicherheitskriterium den bestmoglichen Wert einnimmt. Doch selbst fiir die ein-
fachsten Modelle zeigten erste Berechnungen optimaler Steuerungen schnell, dass die Echtzeitfahigkeit
der Losung des Problems fiir allgemeine StraBlenprofile nur schwer realisierbar ist. Somit musste ein
anderer Ansatz gefunden werden, der eine Echtzeitfihigkeit und damit eine Anwendbarkeit in ei-
nem realen Versuchsfahrzeug zeigt. Die Literaturrecherche lieferte eine groflie Anzahl an Ansétzen des
Problems mit Hilfe geschlossener Regelkreise, wohingegen die Zahl der Veroffentlichungen zu diesem
Thema aus dem Bereich der optimalen Steuerung, d.h. der open-loop Steuerung, vergleichsweise gering
austiel.

Aus mathematischer Sicht sind die bereits vorgestellten Systeme, wie die Magic-Body-Control von
Mercedes, [Weist et al., 2013] oder das BOSE-Ride-System [Parison, 2010] ein hochst interessantes
Thema fiir die Anwendung optimaler Steuerungen, wofiir in dieser Arbeit ein Schritt in Richtung der
realen Anwendung in diesem Kontext gemacht wird. Neben der Berechnung der Steuerungen wird
auch auf die Erkennung und Charakterisierung der Fahrbahnereignisse eingegangen. Der kombinierte
Algorithmus aus Erkennung und online-Update wird anhand einer Simulationssoftware getestet und
die Echtzeitfihigkeit verifiziert.
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Eine Erweiterung der Betrachtung ergab sich durch die Hinzunahme von Kontaktbedingungen in
die verwendeten Modelle. Dafiir wurden die klassischen Fahrzeugmodelle derart erweitert, dass auch
ein kompletter Kontaktverlust zwischen Reifen und Fahrwerk auftreten kann. Dies fiihrte in einem
ersten Ansatz auf zusédtzliche Komplementarititsbedingungen, die stets erfiillt sein miissen. Werden
zusétzlich noch Stofigesetze beriicksichtigt, miissen Restitutionsgesetze betrachtet werden, welche die
Bestimmung von Losungen weiter erschweren. Ziel der Untersuchungen war eine moglichst geschlos-
sene Formulierung, die eine hohe Allgemeingiiltigkeit aufweist. Dabei fiel das Augenmerk auf die Ver-
wendung von Riemann-Stieltjes-Integralen, die eine einfache Systemgleichung liefern. Das impulsive
Verhalten wird hier im Integrator eines Integrals ,,versteckt* und mit Hilfe einer Funktion beschrankter
Variation formuliert. Nach einer Analyse, ob diese Modelle fiir die betrachtete Anwendung geeignet
sind, wurde die Hinzunahme einer Steuerung und die daran anschliefende Optimierung untersucht.
Da die Dynamik und das Zielfunktional i.A. nicht die notwendigen Voraussetzungen fiir klassische
Optimierungsverfahren erfiillen, wurden hier Abstiegsverfahren mit unterschiedlichen Gradientenap-

proximationen herangezogen.

1.2 Beitridge der Arbeit

Im Bereich der echtzeitfahigen Steuerung bietet diese Arbeit eine weiterfithrende Betrachtung, was mit
berechneten optimalen Steuerungen und der Verwendung von echtzeitfihigen Updates moglich ist. Die
Betrachtung eines parametrischen Optimalsteuerungsproblems mit der Moglichkeit zur Anpassung der
Steuerung fiir vorausliegende Fahrbahnereignisse wurde in diesem Zusammenhang noch nicht durch-
gefiihrt. Da, wie bereits erwéhnt, eine generelle Echtzeitfihigkeit nicht zu erwarten ist und bestehende
Regelalgorithmen stochastische Straflenanregungen bereits sehr effizient ausgleichen kénnen, werden
lediglich solche Ereignisse betrachtet, die einen punktuellen Einfluss auf den empfundenen Komfort
und die Sicherheit besitzen. Solche Ereignisse sind beispielsweise die Uberfahrt von Schlagléchern oder
Dehnungsfugen von Briicken. Die mathematische Erkennung der Ereignisse und deren Charakterisie-

rung wurde so auch noch nirgends durchgefiihrt.

Die Kombination, eine impulsive Systemdynamik mittels Riemann-Stieltjes-Integralen zu formulieren
und dies als Grundlage fiir ein Optimalsteuerungsproblem zu verwenden, ist in dieser Form noch nicht
untersucht worden. Die gezeigten Verfahren weisen trotz der geringen Regularitéit des Problems viel-

versprechende Resultate auf und bieten die Grundlage weiterfithrende Untersuchungen durchzufiihren.

1.3 Aufbau

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Hauptteile. Der erste Teil behandelt die optimale Steue-
rung vertikaler Fahrzeugmodelle im Hinblick auf den Entwurf echtzeitfahiger Algorithmen. Dafiir wird
in Kapitel 2 ein Uberblick iiber bestehende Algorithmen, Modelle und Regelungssysteme gegeben. An-
schlieflend befasst sich Kapitel 3 mit der Bereitstellung der theoretischen Grundlagen der optimalen
Steuerung, deren Transformations- und Diskretisierungsmethoden, sowie der parametrischen Sensiti-
vitdtsanalyse fiir die Echtzeitsteuerung. In Kapitel 4 wird darauf aufbauend die optimale Steuerung
vertikaler Fahrzeugmodelle fiir unterschiedliche Systemarchitekturen und verwendeten Fahrzeug- und
Dampfermodellen diskutiert. Durch Einfiihrung eines parameterabhéingigen Optimalsteuerungspro-
blems in Abschnitt 5 wird die Echtzeitsteuerung fiir singuldre Ereignisse erldutert, sowie die Ereigni-

serkennung mit Hilfe einer Support-Vektor-Maschine vorgestellt.
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Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit der Modellbildung und Optimierung impulsiver Sys-
teme in der Fahrzeugdynamik. Dafiir werden in Kapitel 6 die theoretischen Hilfsmittel bereitgestellt
und damit die impulsive Systemgleichung formuliert. Des Weiteren werden Quadraturformeln fiir die
numerische Berechnung zur Verfiigung gestellt und ein Optimierungsproblem zur Losung der Kon-
taktprobleme erldutert. Im Kapitel 7 wird das Problem um eine Steuerung erweitert und numerische

Verfahren gezeigt, mit deren Hilfe impulsive Systeme mit Steuerung optimiert werden kénnen.
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Kapitel 2
Vertikale Fahrwerkregelung

Die Regelung der vertikalen Fahrzeugdynamik beschiftigt sich mit der Entwicklung von Verfahren,
das vertikale Fahrverhalten eines Fahrzeugs zu verbessern. Dabei werden gewisse Komfort- und Sicher-
heitskriterien betrachtet, die mit Hilfe geeigneter Regelungsverfahren moglichst optimal eingehalten
werden. So sollen beispielsweise die auf die Insassen wirkenden Beschleunigungen minimiert, die Rad-
lastschwankungen nicht zu grofl werden und der benétigte Federweg im Rahmen der baubedingten
Grenzen bleiben. Passive Dampfungssysteme werden dafiir vorab einmalig fiir einen Kompromiss aller
Faktoren ausgelegt, d.h. es werden die zu verbauenden Dampfer und Federelemente bestimmt, die ein
gewiinschtes Mafl an Komfort und Handling bieten. Dass diese beiden Ziele nicht gleichzeitig optimal
erfiillt werden kénnen, wird im Laufe dieser Arbeit noch erldutert. Durch die feste Wahl der Kom-
ponenten ist eine nachtrigliche Anpassung lediglich durch einen Bauteilwechsel moglich. Um diesen
Nachteil zu umgehen, existieren bei geregelten Fahrwerken fiir diese Aufgabe Aktuatoren, die durch
externe Steuersignale ihre Eigenschaften verdndern, wodurch die Fahreigenschaften des Fahrzeugs fle-

xibel verandert werden konnen.

2.1 Aktiv vs. Semiaktiv

Die Aktoren lassen sich dabei in aktiv und semiaktiv unterteilen. Bei der Regelung eines Fahrwerks
gilt es demnach, zuerst die Frage nach dem zu verwendenden Aktuator zu beantworten. Das aktive
Fahrwerk verfiigt iiber die Féahigkeit zustandsunabhéngig Krifte in das Fahrwerk einzubringen. Dies
kann beispielsweise ein Hydraulikzylinder oder ein Linearmotor sein, der im Fahrwerk verbaut ist. Bei
der semiaktiven Fahrwerksregelung kann hingegen lediglich die Dampferkennlinie variiert und damit
indirekt die vom verbauten Dédmpfer wirkende Kraft beeinflusst werden. Da dieser nur bei einer vor-
herrschenden Relativgeschwindigkeit seiner beiden Befestigungspunkte auf das System wirken kann,

besteht hier keine Moglichkeit, den Aufbau zum Beispiel aktiv anzuheben.

Selbstverstéandlich limitiert die Verwendung eines semiaktiven Fahrwerks die mogliche Einflussnahme.
Jedoch benoétigt ein aktives Fahrwerk einen Aktuator, der i.A. deutlich mehr Energie braucht, da
beispielsweise hydraulische Zylinder zur aktiven Verstellung genutzt werden, welche wiederum eine
Hydraulikpumpe voraussetzen. Ein semiaktives Fahrwerk kann unter Umsténden durch den Tausch
eines passiven Dampferelements durch einen Magneto- oder Elektrorheologischen Diémpfer und den
Einbau eines zugehorigen Steuergerits realisiert werden. Es wird lediglich der Anschluss an die Ver-
sorgungsspannung des Fahrzeugs benotigt. Welches System letztendlich bevorzugt wird, héngt wei-

testgehend vom gewiinschten Einsatzgebiet ab. Im Folgenden werden bis auf in Kapitel [4] semiaktive
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Systeme betrachtet, jedoch beschriankt sich die Theorie und Anwendung nicht auf diese hier vorge-
nommene Einschrinkung. Ein weitergehender Uberblick iiber die unterschiedlichen Diampfersysteme

kann in [Sharp und Crolla, 1987] gefunden werden.

2.2 Regelungsstrategien - ein Uberblick

Es existieren diverse Ansétze, die sich mit der Regelung der Vertikaldynamik von Fahrzeugen beschéfti-
gen. Um einen Uberblick zu schaffen, werden hier einige davon kurz erliutert. Dass diese Liste nicht
vollsténdig ist, erkldrt sich durch die uniiberschaubare Vielfalt an Verotffentlichungen zu diesem The-
ma. Deshalb werden hier nur grundlegende Regelstrategien vorgestellt. Siehe dazu auch [Tseng und
Hedrick, 1994} Sharp und Peng, 2011, Esmailzadeh und Fahimi, 1997, Elbeheiry et al., 1996]

Skyhook-Regler: Ein sehr einfaches Regelungskonzept fiir semiaktive Fahrwerke, das haufig Ver-
wendung findet und als Referenz herangezogen wird, ist der so genannte Skyhook-Regler, welcher erst-
malig 1974 in [Karnopp et al., 1974] erwéhnt wird. Dabei wird eine virtuelle Verbindung durch einen
Dampfer zwischen Aufbau und einem fixierten Punkt im ,, Himmel*“ angenommen. Da dies ein nicht
realisierbares System darstellt, wird die Regelung des Fahrwerkdédmpfers nun so gewihlt, dass das
Systemverhalten moglichst dem idealen Skyhook-Verhalten entspricht. Die daraus resultierende Rege-
lungsstrategie erweist sich als extrem einfach, vgl. [Savaresi et al., 2010,|Gopala Rao und Narayanan,
2009].

Cmin  Wenn 2, (25 — 24) <0,
Csky =
Cmaz  Wenn 2, (25 — 24) > 0.

Dabei bezeichnet Z, die vertikale Geschwindigkeit des Aufbaus (body), Z, die des Rades (wheel) und
Csky den einzustellenden Dampferkennwert. Dieser so genannte On-Off-Skyhook-Regler betrachtet le-
diglich das Vorzeichen des Produkts zwischen Aufbaugeschwindigkeit und Einfedergeschwindigkeit und
stellt den Dampfer auf seinen maximalen bzw. minimalen Wert. Obwohl die Regelung eine so sim-
ple Gestalt aufweist wird damit doch eine vergleichsweise gute Komfortverbesserung erreicht [Simon,
2001]. Es existieren noch Varianten dieses Reglers, wie beispielsweise eine lineare Regelung, die kein
Bang-Bang-Verhalten aufweist, sowie beschleunigungs- und leistungsorientierte Varianten, vgl. [Sava-
resi et al., 2010} Savaresi, 2005, Morselli und Zanasi, 2008].

Groundhook: Das Pendant zur Skyhook-Regelung ist der Groundhook-Regler, der einem analogen
Ansatz zur Minimierung der dynamischen Radlastschwankungen folgt. Wie der Name bereits andeutet
wird hier ein virtueller Ddmpfer zwischen Reifen und Strafle eingefiigt. Die daraus resultierende Re-
gelstruktur erweist sich als dhnlich einfach wie die des On-Off-Skyhook Regelgesetzes, siehe [Savaresi
et al., 2010].

Cmin  Wenn — Zy, (Zp — Zy) <0,
Cground = . . .
Cmaz  Wenn — Zy, (25 — Zy) > 0.

Es koénnen auch hybride Regelungsstrategien entwickelt werden, die iiber einen variablen Parame-
ter zwischen Sky- und Groundhook-Regelung gewichten und so einen Kompromiss aus Komfort und

Handling ergeben.
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Linear-Quadratische Regelung: Der Ansatz der linear-quadratischen Regelung, beispielsweise
in [Hac und Youn, 1992] zu finden, basiert auf einem Optimalsteuerungsproblem, bei dem eine lineare
Systemdynamik mit einem quadratischen Zielfunktional gekoppelt wird. Mit Hilfe der resultierenden
notwendigen Bedingungen, siehe |Gerdts, 2012, ldsst sich damit ein Regler-Gesetz herleiten, das in
Form eines Zustandsfeedbacks implementiert werden kann. In [Hrovat, 1997 findet sich ein Uberblick
iiber die Anwendbarkeit des LQ-Reglers in der vertikalen Fahrzeugdynamik. Aufgrund der stochas-
tischen Straflenanregung wird hier hiufig der Erwartungswert des Zielfunktionals herangezogen, was
einem Linearen-Gauss-Regler (engl.: linear-gaussian-control), vgl. [EIMadany und Abduljabbar, 1999
entspricht.

H.-Regler: Auch dem so genannten H..-Regler liegt ein Optimierungsproblem zu Grunde. Das
betrachtete Zielfunktional basiert jedoch anstatt auf der Lo-Norm auf der H,.-Norm. Dadurch wird
ein gegen Fehler sehr robustes Regelverhalten erreicht, da der Maximalwert des Amplitudengangs der
Ubertragungsfunktion minimiert wird. Meist wird hier jedoch aufgrund der Komplexitit des Opti-
mierungsproblems anstelle des Minimums des maximalen Amplitudengangs lediglich ein Regler ge-
sucht, der den Maximalwert unter eine vorher definierte Schranke bringt, vgl. [Iwasaki und Skelton,
1994} Geering und Roduner, 1999]. In [Rossi und Lucente, 2004] und [Sammier et al., 2003] wird die
H-Regelung fiir ein Viertelfahrzeug im Detail erldutert und beispielsweise mit dem Skyhook-Regler

verglichen.

2.3 Fahrbahn-Preview

Bereits vor iiber 50 Jahren haben sich Wissenschaftler iiber eine Verbesserung der eben vorgestellten
Methoden Gedanken gemacht. Wie kann dem Regler mehr Information zugespielt werden, damit er ein
besseres Verhalten aufweist. Der Begriff des Faohrbahn-Previews wurde entwickelt. Um die Terminologie
Preview, also Vorausschau, in der Fahrzeugregelung zu verdeutlichen wird hier ein Beispiel aus [Bender,
1968] rekapituliert .

“Let us tmagine, for example, that an opaque curtain were held across the road at a given
distance in front of an automobile moving at constant speed. As this distance is increased,
the driver is able to steer the vehicle with increasing accuracy; however, when the curtain
is very far in front of the car (say a mile or more) the driver would neither be able to follow

the road perfectly nor would he find preview information on great distances to be useful.

Durch dieses Beispiel wird deutlich wie stark Informationen iiber die Zukunft benotigt werden, um
ein Fahrzeug zu bewegen. Man stelle sich vor: Der Vorhang befindet sich sehr dicht vor dem Fahrzeug.
Eine sichere Fahrt wére damit nicht mehr moglich. Jedoch steigt der Nutzen nicht bis ins Unendliche,
wenn der Vorrausschauhorizont immer weiter wéchst, da sehr weit entfernt liegende Informationen

noch keinen bzw. einen sehr geringen Einfluss auf die aktuelle Situation haben.

Eben dieses Konzept wird bei der Preview-Steuerung in der vertikalen Fahrzeugdynamik ausgenutzt.
Die zusétzliche Information, die der Regler dabei erhilt, ist die Information iiber das Oberflichenprofil
eines vorausliegenden Fahrbahnsegments, mit deren Hilfe ein verbessertes Fahrverhalten erzielt werden
soll. Dabei ist die Idee, Informationen iiber die zukiinftige Fahrbahnoberfliche zu nutzen, keinesfalls

neu. Bereits in den 60er Jahren des 20. Jahrhunderts veroffentlichte [Bender, 1968] ein Paper iiber
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die Verwendung von Preview-Informationen mit endlichem und unendlichem Vorausschauhorizont.
In [Tomizuka, 1975, Tomizuka, 1976] wurden die Uberlegungen weitergefiihrt und die zu dieser Zeit
wichtige Frage gestellt:

wHow to obtain preview information?*

Ein erster Ansatz der Datenerfassung lieferte die wheelbased- oder zero-preview-Methode. Dabei wer-
den die Beschleunigungen und Aufhéngungsverschiebungen der Vorderachse herangezogen, um fiir die
Hinterachse eine Regelung zu bestimmen, die die gewiinschten Verbesserungen der Fahreigenschaften
liefert. Dazu wird angenommen, dass die hinteren Réder die identischen Fahrbahnunregelméfigkeiten
iiberfahren wie die jeweiligen Vorderrdder. Diese Regelungsstrategie kann beispielsweise bei Lastkraft-
wagen angewendet werden, um die dynamischen Lasten der Ladung zu verringern, vgl. [Huisman et al.,
1993,|Huisman, 1994} Louam et al., 1988]. Der Nachteil dieser Regelung besteht hauptséchlich darin,
dass an der Vorderachse keine Information genutzt werden kann, um den Fahrkomfort und die Fahr-

sicherheit zu verbessern, womit der erreichbare Effekt deutlich verringert wird.

Dies wird beim so genannten Look-Ahead-Preview umgangen, denn es wird angenommen, dass die
Oberflédche eines vorausliegenden Fahrbahnsegments bekannt ist und zur Regelung herangezogen wer-
den kann. Karnopp veroffentlichte 1968 eine Arbeit, wie Preview-Information bei langen, aktiv gefeder-
ten Ziigen generiert werden kann [Karnopp, 1968]. Dazu erfassen die ersten Wagons die Unebenheiten
anhand von Sensoren im Fahrwerk und geben diese Information an die folgenden weiter. Der letzte Wa-
gon hat damit einen Vorausschauhorizont der Kolonnenlénge. Einen Vergleich zwischen wheelbased-
und Look-Ahead-Preview-Strategie kann in [Barton-Zeipert, 2014] und [Schindler, 2009] gefunden wer-

den.

Mit den Entwicklungen der jiingeren Sensortechnologie kann das Problem der Oberflichenerfassung
als gelost betrachtet werden. Natiirlich muss noch Aufwand zur Aufbereitung der Daten betrieben
werden, aber grundsétzlich gibt es diverse Messmethoden, die vorausliegende Straenoberfliche zu
erfassen. [Barton-Zeipert, 2014] und [Schindler, 2009] geben jeweils einen Uberblick iiber die Funkti-
onsweise und Einsatzmoglichkeiten unterschiedlicher Sensorik und ihrer Motivation fiir die Wahl der
jeweils verwendeten Messsysteme in Bezug auf Genauigkeit, Abtastrate sowie Grofle und Gewicht. Sen-
sorsysteme, die bereits im Fahrzeug zum Einsatz kommen, sind beispielsweise Ultraschallsensoren zur
Distanzmessung bei Einparkhilfen, Stereokameras, die beim Magic Body Control System von Mercedes
Benz bereits eine Oberflicheninformation liefern [Weist et al., 2013], Photonic-Mixing-Device (PMD)
Kameras oder LIDAR-Sensoren (engl. light detection and ranging). Auf welches System zuriickgegrif-
fen wird hingt stark von den bendtigten Daten und dem Einsatzgebiet ab und soll hier nicht weiter

ausgefiihrt werden.

In dieser Arbeit wird angenommen, dass ein Messsystem vorhanden ist, das mit einer definierten
Genauigkeit, Auflosung und Abtastrate Entfernungsinformationen liefert, die zur Erkennung singulérer

Ereignisse verwendet werden konnen.

2.4 Preview-Regelungsansitze

Es existiert eine fast uniiberschaubare Zahl an Veroffentlichungen zum Thema der Preview-Steuerung,

weshalb eine vollstandige Auflistung aller Themengebiete fast nicht moglich ist. Zur Darstellung des
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aktuellen Stands der Technik auf diesem Gebiet werden hier einige Konzepte kurz vorgestellt, die
h&iufig als Referenz herangezogen werden und welche bereits in der Praxis Verwendung finden. Fiir
Preview-Regelungen sei auf den ausfithrlichen Uberblick in [Schindler, 2009] und [Marzbanrad et al.,
2002] verwiesen. Dort werden die Entwicklungen verschiedener Ansétze verglichen und auf ihre Ein-

satzfahigkeit bewertet.

Optimalregler-Ansatz: Diese Methodik basiert auf dem bereits kurz erlauterten linear-quadrati-
schen Reglerprinzip. Die Bestimmung des optimalen Feedbacks kann derart erweitert werden, so dass
auch Preview-Informationen einbezogen werden kénnen. So stehen sowohl deterministische (tatséchlich
gemessene) und stochastische (aus den gemessenen Daten angenommene) Informationen der voraus-
liegenden Strafie zur Verfiigung. In [Tomizuka, 1975] wird beispielsweise die Fahrbahn aufierhalb des
bekannten Preview-Bereichs durch weifles Rauschen modelliert und in [Hac, 1992] werden sowohl
die Strafle als auch die Messdaten durch Rauschen beeinflusst. Da keine deterministischen Daten
vorhanden sind, ist es lediglich moglich, den Erwartungswert der gewéhlten Kostenfunktion zu mi-
nimieren. Es wird jedoch gezeigt, dass sowohl fiir einen vollsténdig bekannten Vorausschauhorizont,
als auch bei teilweise stochastischen Charakterisierungen mit Hilfe von Techniken der Variationsrech-
nung ein Feedback-Gesetz hergeleitet werden kann, siehe auch [Huisman et al., 1993, Huisman, 1994].
Laut [Schindler, 2009] liegen die grofien Probleme dieses Ansatzes jedoch in der fehlenden Méglichkeit,
nichtlineare Dynamiken des Fahrzeugs zu betrachten und Beschrdnkungen an den Federweg einzubezie-
hen. In [van der Aa et al., 1997] wird erstmals eine auf einem nichtlinearen Optimalsteuerungsproblem
mit Zustandsbeschrankungen basierende Losung mit Hilfe eines SQP-Verfahrens bestimmt. Obwohl
die Rechenzeiten nicht fiir einen direkten Einsatz im Fahrzeug geeignet sind, bilden sie dennoch den

Ausgangspunkt, der im Verlauf dieser Arbeit verwendeten Techniken.

Model-Pridiktive-Regelung: Auch mit Hilfe Model-Pradiktiver-Regelung (MPC), siehe [Griine
und Pannek, 2011], kénnen Algorithmen zur Regelung der Fahrdynamik entwickelt werden. Der MPC-
Ansatz basiert auf der wiederholten Berechnung optimaler Steuerungen fiir ein Teilstiick der vorauslie-
genden Strecke der Horizontlénge T}, und einer festen Steuerfrequenz f mit Hilfe eines mathematischen
Ersatzmodells. Das Optimierungsergebnis besteht aus M = T}, - f Steuersignalen, von denen ein Teil
m < M am realen System angewendet wird. Dies fiihrt je nach Modellgiite und Qualitéit der Voraus-
schau zu einer mehr oder weniger exakten Verfolgung der berechneten Trajektorie. AnschlieBend wird
der Vorgang mit dem aktuellen Zustand als Startschidtzung wiederholt, wodurch in jeder Iteration
ein Teilstiick der Prozessessteuerung bestimmt wird und der Algorithmus dadurch in der Zeit voran-
schreitet. Der Vorteil dieser Regelungsstrategie ist einerseits, dass die zu losenden Optimalsteuerungs-
probleme nicht den gesamten Zeithorizont abdecken miissen, wodurch die Berechnungszeit deutlich
reduziert wird. Andererseits wird durch die zugrundeliegende Schleifenstruktur wihrend des Prozesses
wiederholt der tatséchliche Zustand in die Berechnung aufgenommen, wodurch das Verfahren robuster
gegen Modellfehler ist, als die open-loop Anwendung einer vorausberechneten Steuerung.

In |Gordon und Sharp, 1998,/ Ahmed und Svaricek, 2013a, Ahmed und Svaricek, 2013bl, Witters und
Swevers, 2010] wird das Prinzip der MPC Steuerung fiir die vertikale Fahrzeugdynamik verwendet. Da-
bei wird anstelle des Fahrbahnprofils dessen Beschreibung im Frequenzraum herangezogen. Basierend
auf [International Organization for Standardization, 1995] werden die Strafienoberflichen bzgl. ihres
Amplitudengangs klassifiziert und fiir die unterschiedlichen Klassen sowie Ereignisse, beispielsweise in
Form von Schwellen, optimale Dampferparameter bestimmt. Anhand der Oberfléicheninformationen

der vorausliegenden Strafle kann diese nominelle Feedforward Steuerung dann mit Hilfe einer Lookup
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Tabelle wiahrend der Fahrt bestimmt werden. In |Cho et al., 2005] wird ein aktives Halbfahrzeug mit
einem MPC-Ansatz geregelt.

Preview-Regelung in der Fahrzeugdynamik: Regelungstechnische Ansétze, die nicht mehr mit
einem einzelnen Regelungsbegriff zu beschreiben sind, finden sich beispielsweise in [Foag und Griibel,
1987, [Foag, 1990, Schindler, 2009]. Dabei werden verschiedene Regelungskonzepte kombiniert und in
mehr oder weniger kaskadierter Form verwendet. In den genannten Arbeiten wird ebenfalls auf die
Gewinnung der Preview-Daten und deren Speicherung und Aufbereitung eingegangen. In [Schindler,
2009] wird erstmals eine konkrete Realisierung des gesamten Regelsystems in einem Fahrzeug vorge-
stellt. Dort wird auch auf die Arbeit [van der Aa et al., 1997] mit der Bemerkung verwiesen, dass
der Ansatz, die Steuerung durch Losung eines restringierten Optimierungsproblems zu bestimmen,
wiinschenswert ist. Jedoch wird dort auch bemerkt, dass die Berechnung zu zeitintensiv ist, um eine
Echtzeitfahigkeit zu erreichen. An diesem Punkt setzt die in Kapitel 5 vorgestellte Methodik an und

liefert, wenn auch nicht fiir allgemeine Straflenprofile, ein echtzeitfihiges Steuerungskonzept.



Kapitel 3

Theoretischer Hintergrund

3.1 Vertikale Fahrzeugmodelle als Mehrkoérpersystem

In diesem Kapitel werden Fahrzeugmodelle eingefiihrt, die in der Regelung vertikaler Fahrzeugdyna-
mik Anwendung finden und auch in dieser Arbeit verwendet werden. Diese Modelle werden unter
anderem auch in [Mitschke und Wallentowitz, 2004] und [Rajamani, 2006] betrachtet. Die Grundlagen
der Mehrkorpersysteme und deren Dynamik werden im Folgenden vorausgesetzt. Fiir eine genauere
Einfiithrung sei auf [Woernle, 2011,[Shabana, 2005} Schiehlen, 2012, Pfeiffer, 2010] verwiesen.

3.1.1 Einfiihrung in die Mehrkoérperdynamik

Mehrkorpersysteme beschreiben, wie der Name bereits verrdt, Systeme, die aus mehreren Kérpern
bestehen, welche iiber verschiedenartige Bindungen untereinander interagieren. Ein Korper wird in
dieser Arbeit immer als Starrkérper angenommen, d.h. dass er keine elastischen oder plastischen Ver-
formungen erfiahrt. Wird diese Einschrinkung nicht durchgefiihrt, fithrt dies im Allgemeinen auf ein
System aus partiellen Differentialgleichungen, die die internen Effekte eines jeden Einzelkorpers be-

schreiben.

Aus der Struktur des Mehrkorpersystems ldsst sich mit Hilfe des so genannten Freischneidens ein
Formalismus zur Gewinnung der Bewegungsgleichungen herleiten. Dieser basiert auf dem dritten New-
tonschen Axiom, dass die Anderung des Impulses gleich der Summe der angreifenden Kriifte ist (Im-
pulssatz) und dem Drallsatz, der besagt, dass die Anderung des Drehimpulses gleich der Summe der
angreifenden Momente ist. Durch das Freischneiden der Massen werden alle angreifenden Kréfte und
Momente formal sichtbar gemacht, wodurch sich fiir jeden Teilkérper ein System aus Bewegungsglei-
chungen auf Basis der eben erwidhnten Axiome herleiten lidsst. Die angreifenden Kréfte hingen im
Allgemeinen von den jeweiligen aktuellen Zusténden aller Teilkérper ab, so dass sich ein grofies Glei-
chungssystem ergibt. Diese Methodik wird oft auch als synthetische Methode bezeichnet, da sich das
Gleichungssystem aus den Axiomen der einzelnen Teilkorper zusammensetzt. Aufgrund von Zwangs-
bedingungen stellt dieses System keine minimale Darstellung des Mehrkorpersystems dar. So muss in
einem weiteren Schritt ein System mit verallgemeinerten Koordinaten gefunden werden, welches nicht
weiter reduziert werden kann. Dafiir wird das Prinzip von D’Alembert-Lagrange verwendet mit dessen
Hilfe sich die Bewegungsgleichungen herleiten lassen. Dieser Schritt stellt in komplexen Mehrkorper-

systemen h#ufig einen nicht zu vernachliassigenden Aufwand dar.

19
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Alternativ kénnen die Bewegungsgleichungen auch mit Hilfe der Lagrange-Gleichung zweiter Art her-
geleitet werden. Dabei wird die kinetische Energie T und die potentielle Energie U des Gesamtsystems
mit Hilfe von verallgemeinerten Koordinaten ¢ € RV dargestellt. Diese gilt es zuerst zu bestimmen,
weshalb dieser Weg als analytische Methode bezeichnet wird, da das System zuerst genau betrachtet
werden muss, um einen sinnvollen Satz an verallgemeinerten Koordinaten zu erhalten. Mit Hilfe der
Lagrange-Gleichung zweiter Art

d [oT or v
i (50) o= o

i=1,..,N

konnen daraus direkt die Bewegungsgleichungen des Systems bestimmt werden.

Fiir kleinere Systeme ist es hdufig einfacher den analytischen Weg einzuschlagen. Jedoch erweisen sich
beide Wege fiir grofie Systeme als von Hand schwer durchfiithrbar, weshalb auf eine rechnergestiitzte
Herleitung der Bewegungsgleichungen zuriickgegriffen werden sollte. Dafiir konnen beispielsweise Soft-
warepakete wie Simpack |Rulka und Eichberger, 2002] oder Modelica |Otter et al., 2003] Verwendung
finden. Dort miissen die einzelnen Komponenten erstellt und die Beziehungen untereinander definiert

werden. Die Bewegungsgleichungen werden anschliefend durch das Programm automatisch bestimmt.

Unabhéngig vom gewihlten Verfahren erhélt man im allgemeinen ein Differentialgleichungssystem in

folgender Gestalt:
M(q)g = b(q,q) + k(q),

wobei M (q) die moglicherweise zustandsabhéngige Massenmatrix des Systems darstellt. b(q, ¢) stellt
die Bindungskrifte dar und k(gq) die angreifenden Volumenkrifte, wie beispielsweise die Gravitati-
onskraft. Hier wurde angenommen, dass keine weiteren externen Kréfte wirken und eine Koordina-
tendarstellung in Minimalkoordinaten vorgenommen wurde. Es konnen zusétzlich noch algebraische

Gleichungen auftreten, die in dieser Arbeit jedoch nicht betrachtet werden.

3.1.2 Elemente in der vertikalen Fahrzeugdynamik

Fiir die vertikale Fahrzeugdynamik sind folgende grundlegende Elemente wichtig, aus denen ein Grof3-

teil der iiblichen Modelle zusammengesetzt ist.

Als Erstes spielt das Masseelement eine zentrale Rolle. Es stellt das Ersatzmodell jeglicher beweglicher
Massen eines Systems dar. Dabei wird es meist als isolierter Punkt ohne raumliche Ausdehnung jedoch
mit der Raumdimension entsprechenden Anzahl an Zustéinden modelliert. In einem dreidimensionalen
Raum besitzt ein Masseelement demnach sechs Zustandsgrofien, namentlich seine Position in z—, y—
und z-Richtung und drei voneinander unabhéngige Winkel, die die Lage im Raum beschreiben. Die
in dieser Arbeit betrachteten Modelle bestehen grundlegend aus zwei verschiedenen Masseelementen,
néamlich der Aufbaumasse und den Radmassen. Bei den in Kapitel vorgestellten Modellen treten
noch detailliertere Unterteilungen der Massen auf.

Der Zustand eines Massepunkts in der Fahrzeugdynamik wird mit Hilfe kartesischer Koordinaten fiir
dessen rdumliche Position und der Gier-Nick-Roll-Konvention zur eindeutigen Definition der Orien-
tierung beschrieben, die wiederum in der DIN-ISO-Norm 8855 [DIN, 2013| erldutert wird. Die Win-
kelkonvention bezeichnet eine spezielle Wahl von Euler-Winkeln, bei denen zuerst um die z-Achse

anschlieBend um die resultierende y-Achse und zuletzt um die mitgedrehte z-Achse rotiert wird.
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Ein Masseelement besitzt, wie der Name bereits verrét, eine trage Masse m, sowie im mehrdimen-
sionalen Fall Trigheitselemente um die jeweiligen Drehachsen, welche mit Hilfe des Tragheitstensors
T beschrieben werden. Je nach gewédhltem korperfesten Koodrinatensystem hat der Tréagheitstensor
unterschiedliche Gestalt. Fiir die hier betrachteten Beispiele sei angenommen, dass das korperfeste

System ein Hauptachsensystem ist und der Tréagheitstensor dadurch Diagonalgestalt hat:

L 0 0
I={o 1, o
0 0 L.

Um Kriéfte zwischen einzelnen Masseelementen modellieren zu kénnen, werden in der Mehrkorpersi-
mulation verschiedene Kraftelemente verwendet. Ein allgemeines Kraftelement, wie es schematisch in
Abbildung dargestellt ist, stellt ein Ersatzelement eines aktiv Kraft in das System leitenden Bau-
teils, beispielsweise eines Hydraulikzylinders, dar. Hier kann die angreifende Kraft extern vorgegeben

werden.

o—o |o

Abbildung 8.1: Schematische Darstellung eines allgemeinen Kraftelements

Das Federelement, auch elastisches Kraftelement genannt, ist das zweite notwendige Bauteil aller
vertikalen Fahrzeugmodelle. Es stellt das idealisierte Verhalten einer Feder dar. Dabei ist es in erster

Linie irrelevant, ob es sich im realen Modell um eine Spiralfeder, Blattfeder oder Torsionsfeder handelt.

—~W—

—

X1 X2

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung eines Federelements

Die Kraft, die ein Federelement ausiibt, lédsst sich allgemein durch

FFedeT = fF(xl - xZ)

beschreiben, wobei 21 und xo hier die Position des linken und rechten Aufhidngepunkts der Feder
darstellen. Die Funktion fr entspricht dabei der Abbildung der Federsteifigkeit. Diese kann linear,
progressiv oder degressiv sein, vgl. [Grote und Feldhusen, 2014], wobei auch Knicke der Federkennlinie
bei speziellen Federn moglich sind. In Abbildung sind verschiedene Federkennlinien dargestellt.
Die in dieser Arbeit verwendeten Federn werden als linear angenommen, was einer guten Approxi-
mation vieler Fahrzeugfedern entspricht, solange sich der Federweg nicht dem Anschlag nihert. Dort
steigt die Federkennlinie stark progressiv an und geht, wenn sich die Dehnung oder Einfederung dem

Anschlagspunkt ndhert, gegen unendlich.
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Abbildung 3.3: Darstellung verschiedener Federkennlinien: linear (durchgezogen), progressiv (gestrichelt), de-
gressiv (gepunktet), approximativ linear (gestrichpunktet)

Als letztes wird das Ddmpferelement eine zentrale Rolle in der zukiinftigen Betrachtung einnehmen. In
Abbildung ist das entsprechende Symbol eines Strukturschaubilds skizziert. Ahnlich wie das Feder-
element existieren fiir verschiedene Dampfertypen auch unterschiedliche funktionale Zusammenhénge,

die jedoch allgemein dargestellt werden kénnen durch

Fdepfe'r = fD(x'l - $2)

Grundsétzlich bewirkt ein Dampfer stets eine Kraft, die der vorherrschenden Bewegung entgegen ge-
richtet ist und diese somit hemmt. So klingt die Amplitude eines idealen Schwingsystems bestehend
aus einer Masse, einer Feder und einem Déampfer nur ab, wenn die Funktion fp # 0 ist. Im Kapitel

[4.2] werden verschiedene Démpfermodelle vorgestellt und beschrieben.

SH=

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung eines Dampferelements

Die vier vorgestellten Elemente stellen selbstverstdndlich nicht alle Méglichkeiten dar, die die Model-
lierung eines Mehrkorpersystems beinhalten kann. So kénnen in komplizierten Modellen auch diverse
Lagerungen, beispielsweise bei detaillierten Aufhingungsmodellen oder der Betrachtung eines Fahr-
zeugs mit Anhénger eine Rolle spielen. Derartige Elemente werden jedoch im Rahmen dieser Arbeit
nicht benétigt.

3.1.3 Das Viertelfahrzeugmodell

Das in der Literatur am héiufigsten vorzufindende Modell ist das Viertelfahrzeug, siehe [Hac, 1992/ El-
Madany und Abduljabbar, 1999,|Rajamani, 2006]. Es hat aufgrund seines einfachen Aufbaus und der
daraus resultierenden geringen Anzahl an Freiheitsgraden den Vorteil, dass viele Regelungs- und Steu-

eralgorithmen ohne zusétzliche Vereinfachung angewandt werden kénnen. Einen weiteren Vorteil stellt
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natiirlich auch die Mo6glichkeit, dass sich die Ergebnisse an einem einfach konstruierten Versuchsstand

verifiziert lassen, dar.

Abbildung 3.5: Schematischer Aufbau des Viertelfahrzeugmodells

Das Modell spiegelt die Dynamik einer einzelnen Radaufhdngung, also wie der Name schon sagt eines
Viertels des Fahrzeugs, wider. Es basiert auf der Annahme, dass sowohl der Reifen als auch der Auf-
bau durch je eine Punktmasse approximiert werden, die mittels Federn und Ddmpfern miteinander
verbunden sind. Beim klassischen Viertelfahrzeug wird diese Verbindung jeweils durch eine Parallel-
schaltung einer Feder und eines Démpfers realisiert, sieche Abbildung Unter Verwendung der in
Kapitel erwiahnten Techniken kann folgendes Differentialgleichungssystem hergeleitet werden:

mbéb = FFeder,b + FD(’impfer,b

mwéw = _FFeder,b - FDiimpfe'r,b + FFede'r,w + FDiimpfeT,uw

Die Indizes b (body) und w (wheel) bezeichnen die Aufbau-Feder/-Démpfer und die Rad-Feder/-Damp-
fer. Wird angenommen, dass sowohl Feder als auch Dampfer eine lineare Charakteristik aufweisen, 16st

sich das System folgendermaflen auf:

mpZy = kp(zw — 2) + (2w — 2), (3.1a)

Moy 2y = _kb(zw - Zb) - Cb(zw - Zb) + kw(zp - Zw) + Cw(ép - 2.7111)' (Blb)

Hier bezeichne my die Masse des Aufbaus, m,, die des Reifens k; und k,, die jeweiligen Federkonstan-
ten, ¢, und ¢, die Ddmpferkonstanten und z;, 2, und z, die vertikalen Positionen des Aufbaus, Reifens
und der Strafle. Mit 20 bzw. 24 sind die jeweiligen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen bezeich-
net. Der Vektor der verallgemeinerten Koordinaten lautet hier ¢ = [2p, z,] und die verallgemeinerten

Geschwindigkeiten ¢ = [2p, 24

Das Differentialgleichungsmodell — wurde normalisiert, sodass die dufleren Krifte, also
in diesem Fall die statischen Gewichtskrifte nicht explizit auftreten. Der Nullpunkt wurde derart
verschoben, dass er die statische Einfederung in Ruhelage widerspiegelt. Dadurch vereinfacht sich das
Modell einerseits durch das Wegfallen eines zusétzlichen Terms in der rechten Seite und andererseits

ist es einfacher, einen nicht schwingenden Anfangspunkt fiir die Berechnungen zu wihlen.
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3.1.4 Das Halbfahrzeugmodell

Die erste Erweiterung, die sich an das Viertelfahrzeug anschlie3t, ist das Halbfahrzeug. Es beschreibt
ein Einspurmodell mit einer Aufbaumasse und zwei Reifen, welche auch hier wieder mittels Feder-
Dampfer-Elementen untereinander verbunden sind. Die zusétzliche x- Ausdehnung des Modells benétigt
noch die Kenntnis iiber die Hebelkréifte der Fahrwerkelemente, die durch die Abstdnde der Kraftan-
griffspunkte vom Massenschwerpunkt bestimmt werden. Der Vorderreifen befindet sich in einem Ab-
stand [p vor dem Massenschwerpunkt und der Hinterreifen entsprechend in einem Abstand [g. Der

neue Freiheitsgrad des Aufbaus ist der sogenannte Nick- oder Pitchwinkel .

Abbildung 3.6: Schematischer Aufbau des Halbfahrzeugmodells

In Abbildung ist der schematische Aufbau des Fahrzeugmodells dargestellt. Auch hier lassen sich

die Differentialgleichungen beispielsweise iiber die angreifenden Krafte herleiten.

myZy = Fywr + Fowr, (3.2a
My ZwF = prF — Fywr, (
My ZwR = prR — FywR, (3'2C

I,p = cos(@)(lp Fywr — lRFypwRr)- (3.2d

Die Krifte in Gleichungen (3.2al) - (3.2d)) berechnen sich mit den linearen Elementgleichungen und der
Winkelbeziehung zwischen Nickwinkel und Angriffspunkt der Radaufhéingung zu

Fowi = kb (zwi — (26 + lisin(v))) + ¢y (Zwi — (2o + Lipcos())), i€ {F, R} (3.3a)
pri = kw<zpi - Zwi) + Cw(zpi - Zwi)a (S {Fa R}v (33b)

wobei der Index bw die Krifte zwischen Aufbau und Rad beschreibt und wp diejenigen zwischen
Rad und Strafe. F steht hier fiir das Vorderrad (front) und R fiir das Hinterrad (rear). In vielen
Arbeiten wird hier eine Kleinwinkeln&dherung auf sin(y) angewandt, um ein lineares Systemverhalten
verwenden zu konnen. Beispielsweise muss fiir die Anwendbarkeit eines Linear-Quadratischen-Reglers
die Systemdynamik linear in Zustand und Steuerung sein. Da hier keine Notwendigkeit einer solchen

Einschrdnkung vorliegt, wird keine Linearisierung vorgenommen.
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Der zusétzliche Zustand ¢ erfordert die Kenntnis der Massentrégheit um die y-Achse I,,. Dieser kann
entweder aus konkreten Angaben der Hersteller gewonnen oder mit der in [Rajamani, 2006 erlduterten

Vereinfachung aus den Abmessungen und der Aufbaumasse berechnet werden. Dies liefert die Formel
I, = mplplg. (3.4)

Falls keine Informationen iiber die Massentrigheit bekannt sind, so kann mit (3.4) zumindest ein
approximativer Zahlenwert bestimmt werden. Fiir die nachfolgenden Rechnungen wird, sofern nicht
anders angegeben, auf diese Formel zuriickgegriffen. I,, bewirkt lediglich eine Skalierung der Differen-

tialgleichung und hat deshalb keinen Einfluss auf die Anwendbarkeit der vorgestellten Algorithmen.

Da es sich bei diesem Modell um ein Einspurmodell handelt, sind die StraBlenanregung des vorderen
und hinteren Reifens nicht unabhéngig voneinander. Bei bekannter Geschwindigkeit v ergibt sich die

hintere Anregung um At = (Ig + lgr) /v in der Zeit verschoben, d.h.
Zpr (t) = Zpr (¢ + At).

Dies gilt unter der Voraussetzung, dass keine Kurvenfahrten betrachtet werden, was in dieser Arbeit

stets angenommen wird.

3.1.5 Das Vollfahrzeugmodell

Als letzte Erweiterung wird nun noch das Vollfahrzeugmodell vorgestellt. Bei diesem wird durch Hin-
zunahme zweier weiterer Radaufhdngungen die Spurbreite des Fahrzeugs eingefiihrt. Der Aufbau wird
durch eine zweidimensionale Platte approximiert mit der Lénge | = | +[r und der Breite w = w; +w,-.
Er besitzt den zusétzlichen Freiheitsgrad des Wankens oder Rollens . Die Geometrie des Modells ist
in Abbildung dargestellt und beschreibt auch die jeweiligen Offsets der Aufhdngungspunkte vom
Massenschwerpunkt des Aufbaus. F' und R bezeichnen wie beim Halbfahrzeugmodell die vordere bzw.

hintere Fahrzeugachse und [ und r die linke bzw. rechte Spur.

I __,.-"‘——

s
IR_ i i
V0 0
—————— mp -
-------- CoFr
CoRi
Kori

chr
kbRr

Abbildung 3.7: Schematischer Aufbau des Vollfahrzeugmodells
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Aufbaumasse mp 229.0 kg
Radmasse My 31.0 kg
Federkonstante Fahrzeugfeder ky 20.0 kN/m
Federkonstante Reifenfeder kyw 128.0 kN/m
Dampfungskonstante Reifen Cw 0.76  kNs/m
Untere Schranke Dampfungskonstante | wmin 0.1 kNs/m
Obere Schranke Dampfungskonstante | Umnqz 2.8 kNs/m
Fahrzeuglidnge nach vorne/hinten lp,lg 14 m
Fahrzeugbriete linkts/rechts wy, Wy 0.8 m

Tabelle 3.1: Konstanten

Die Differentialgleichungen haben folgende Gestalt:

mpZp = Fowrr + Fowrt + Fowrr + Fowri, (3.5a)
MuwZwij = —Fywij + Fupij, 1 € {F,R},j € {rl}, (3.5b)
Iyp = cos() (Ir (Fywrr + Fywrt) — IR (Fowrr + Fowrt)) , (3.5¢)
L) = cos(¥) (wr (Fywrr + Fowrr) — wi (Fowri + Fowr)) - (3.5d)

Die Berechnung der wirkenden Krifte F' kann analog zu den Gleichungen ([3.3a)) - (3.3b|) durchgefiihrt
werden, jedoch miissen zwei sukzessive Rotationen betrachtet werden. Mit Hilfe von Rotationsmatrizen

lésst sich der rotierte Zustand eines Koordinatenpunkts folgendermaflen darstellen:

) cos(p)  sin(¢)sin(p)  cos(¢) sin(y)
Xij = 0 cos(v)) — sin(v)) Xij, i€ {F,R},je{l,r}

—sin(p) sin(1) cos(p) cos(p) cos(v))

Dabei bezeichnet X;; = (I;, wj, 0)T die Koordinaten eines Radaufhingungspunkts im korperfesten
Koordinatensystem mit Massenschwerpunkt im Koordinatenursprung. Zu beachten sind die hinzukom-
menden Vorzeichen bzgl. des Koordinatenschwerpunkts. Da in dieser Arbeit ausschlieflich die vertikale
Bewegung betrachtet wird, ist lediglich die letzte Zeile des Gleichungssystems von Interesse.
Die Verschiebungen, die aufgrund der Rotation in horizontaler Richtung induziert werden, werden als
klein angenommen und finden keine Beriicksichtigung. In Tabelle sind einige im Rahmen dieser

Arbeit verwendete Konstanten aufgelistet.

3.1.6 Erweiterte Fahrzeugmodelle

Natiirlich sind die bis hierher vorgestellten PKW-Modelle lediglich die einfachsten Vertreter der Klas-
se mathematischer Fahrzeugmodelle. Ausgehend vom Vollfahrzeugmodell kann jede Komponente in-
dividuell weiterentwickelt und somit an die reale Dynamik eines Fahrzeugs angepasst werden. So
konnen spezielle Aufhéngungstypen, wie ein Doppelquerlenker oder eine Aufhingung mittels Star-
rachse, vgl. [Mitschke und Wallentowitz, 2004, Rajamani, 2006|, beriicksichtigt werden. Abbildungen
typischer Radauthingungen, wie einer MacPherson- oder Short-Long-Aufhidngung finden sich bei-
spielsweise in [Aubouet, 2010]. Auch die Eigenschaften des Reifens sind in den Modellen bisher nicht
beriicksichtigt worden. Der Reifen kann beispielsweise mit Hilfe von Finiten-Elementen, komplexen
Modellumgebungen wie der CDTire Bibliothek des Fraunhofer ITWM [Gallrein und Bécker, 2007]
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oder vereinfachten Kontaktmodellen, wie in [Kimmerle und Moritz, 2014], detaillierter dargestellt

werden.

Der Nachteil, der aus einer detaillierten Modellierung des Fahrzeugs entsteht, ist in erster Linie die
stark erhohte Komplexitdt und die damit verbundene groflere benttigte Rechenleistung bzw. Zeit.
Da das Ziel dieser Arbeit in der Berechnung optimaler Steuerungen und deren Anwendbarkeit fiir
echtzeitfihige Algorithmen besteht, wird an dieser Stelle auf eine zu komplexe Modellierung des Fahr-
zeugs verzichtet. Dies stellt jedoch keine Einschrankung an die Anwendbarkeit dieser Modelle fiir die

betrachteten Probleme dar.

Einbeziehung der Dynamik des menschlichen Ko6rpers

Einen weiteren moglichen Erweiterungspunkt bietet die Einbeziehung der Dynamik des menschlichen
Korpers. Dabei werden, wie in [Yoshimura et al., 2005, Liang und Chiang, 2008| beschrieben, die Wir-
belsdule und die Kontaktpunkte des Koérpers mit dem Fahrzeug iiber mechanische Elemente modelliert
und das Fahrzeugmodell so um weitere Komponenten ergénzt. Damit wire es beispielsweise denkbar,
die auf die Lendenwirbel wirkenden Beschleunigungen im Zielfunktional mit zu beriicksichtigen oder
auch unterschiedlich wirkende Kréfte zwischen Sitz und Korper bzw. Boden und Fiiflen zu betrachten.

In dieser Arbeit wird dieser Schritt jedoch nicht weiter verfolgt.

LKW-Modell

Ein weiteres Modell, das sich als interessant herausgestellt hat, ist das Modell eines Lastkraftwagens
mit Auflieger, wie es beispielsweise in [Simeon et al., 1994} Simeon, 2013] vorgestellt wird. In Abbildung
ist eine mogliche Modellierung dieses Modells dargestellt. So kann beispielsweise ebenfalls der
Fahrkomfort des Fahrers, also der Beschleunigung des Masse mg, beriicksichtigt werden. Dabei sind
verschiedene Moglichkeiten des aktiven oder semiaktiven Eingreifens moglich. Es kann, wie in den
bereits vorgestellten Fahrzeugmodellen an der Aufhingung eingegriffen werden, was aufgrund der
h#iufig verwendeten Blattfedern jedoch nicht immer moglich ist. Meist ist die Fahrerkabine {iber Feder-
Dampfer-Elemente von der Chassis-Bewegung entkoppelt, so das in diesem Fall ein weiterer moglicher
Angriffspunkt entsteht. Als letztes kann, wie bereits erwéhnt, auch lediglich der Sitz aktiv gesteuert
werden, vgl. [Parison, 2010]. Hierbei kénnen méglicherweise die Entkoppelung der Sitzbewegung von
der Bewegung der Fahrerkabine, als auch ihre Relativbewegung zu Pedalen und Lenkrad zusitzlich
beriicksichtigt werden. Aufgrund des hohen Gewichts von Lastkraftwagen ist hier auch eine Federung,

die den Fahrbahnbelag moglichst wenig belastet ein moéglicher Angriffspunkt fiir eine Optimierung.

Traktor-Modell

Zuletzt soll noch die Komfortoptimierung eines landwirtschaftlich genutzten Traktors erwidhnt werden.
Diese Fahrzeuge besitzen meist keine Federung der Aufhéngung, vgl. [William und Ii, 1983], befahren
jedoch auf Feldwegen und Feldern sehr unregelméflige Oberflichen. Gerade in diesem Umfeld erscheint
es sinnvoll, eine Optimierung des Komforts des Fahrers durch Steuerung des Fahrersitzes einzubauen.
Ob ein proaktives Eingreifen, wie es in den folgenden Kapiteln vorgestellt wird, zielfiihrend ist, sei
hier in Frage gestellt, da eine optische Oberflichenvermessung des vorausliegenden Abschnitts wenig
Sinn macht, da sich der Erdboden unter dem Druck der Reifen verformt. Ein Zero-Preview-Ansatz in

Kombination mit einem aktiven Sitz nach dem Modell von BOSE [Parison, 2010] sollte jedoch einen
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Abbildung 3.8: Schematischer Aufbau eines LKW-Modells (vgl.: “Simeon et al., 1994")

deutlichen Komfortgewinn bewirken. Die Beschleunigungen der Vorderachse kénnen, da das Erdreich

bereits verdrangt und verdichtet wird, als Input fiir die Regelung verwendet werden.

3.2 Optimale Steuerung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Bereitstellung des theoretischen Hintergrunds der optimalen
Steuerung. Im Grunde kann die optimale Steuerung als ein oberstes Ziel jedes Prozesses angesehen
werden. Nachdem eine Steuerung gefunden wurde, mit der ein gegebenes System unter Einhaltung
aller auferlegten Beschrankungen die definierte Aufgabe erfiillt, stellt sich als nichstes meist die Fra-
ge, ob dies vielleicht noch , besser® bewerkstelligt werden kann. Die optimale Steuerung hat zum Ziel
dieses besser in mathematischer Form darzustellen und nicht nur eine bessere, sondern im Idealfall die

beste Steuerung zu bestimmen.

Dass diese Fragestellungen nicht nur ein theoretisches Konstrukt darstellen, sondern selbst im téglichen

Leben auftreten, zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiel: Optimale Autofahrt

Bei der Autofahrt versucht der Fahrer je nach gegebener Situation sein Ziel in moéglichst kurzer Zeit
bzw. moglichst kraftstoffsparend zu erreichen. Um die Formulierung in diesem Beispiel einfach zu
halten, soll sich das Auto auf einer geraden Linie bewegen, s.d. keine komplexe Dynamik beriicksichtigt
werden muss. Schreibt man dieses Problem mathematisch auf, so besteht die Aufgabe darin, ein
Fahrzeug vom Anfangspunkt zo € R zum Zielpunkt z; € R zu bewegen. Zusétzlich soll gelten, dass
das Fahrzeug am Anfang und am Ende des Mandvers in Ruhe ist. Was gesteuert werden kann ist die
Beschleunigung des Autos, das der Einfachheit halber als Massenpunkt mit der Masse m = 1 modelliert

wird und sich lediglich in einer Dimension bewegen kann. Das Problem, die Strecke moglichst schnell
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zu bewiltigen, schreibt sich folgendermaflen, vgl. [Troltzsch, 2010]:
min J = ty,
u€Ugyq

wd.Nb. #(t) = u(t),

Hier bezeichnet z(t) die Position des Fahrzeugs zum Zeitpunkt ¢. &(¢) und #(¢) sind die erste bzw.

zweite Ableitung der Position, stehen also fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Eine kraftstoff- und bremsbelagsparende Losung erhélt man, wenn das Zielfunktional folgendermaflen

gewahlt wird:

u

tr
minJ:/ u(t)?dt
to

Dabei wird jede Geschwindigkeitséinderung, die im Laufe der Fahrt getétigt wird, bestraft. Wie man
leicht bei einer Spritverbrauchsanzeige feststellt, wird beim Beschleunigen besonders viel Kraftstoff
benstigt, wohingegen bei einer gleichbleibenden Geschwindigkeit der Kraftstoffverbrauch relativ gering
ist. Hier ist anzumerken, dass zusétzlich eine obere Schranke an die zur Verfiigung stehende Zeit
einzufiihren ist, da ansonsten die Ankunftszeit beliebig grofi gewéhlt werden kann, womit ein geringerer

Steuerungsaufwand erzielt wird.

Beispiel: Roboter in Fertigungszellen

In der Planung und Programmierung von Industrieanlagen sollen Prozesse moglichst schnell durch-
gefiihrt werden, wie exemplarisch das Schweiflen in Fertigungszellen der Automobilindustrie. Hierzu
ist es notig, alle Bewegungen der Schweifiroboter derart zu koordinieren, dass die Aufgaben zuverléssig
durchgefiihrt werden kénnen, jedoch zu keinem Zeitpunkt eine Kollision zwischen einzelnen Robotern
oder Roboterarmen und dem Schweifigut auftritt, vgl. [Landry et al., 2013]. Diese Beschrinkungen an
die erlaubten Zustdnde der Roboter miissen in Form von Nebenbedingungen formuliert werden und

erschweren die Bestimmung optimaler Steuerungen.

3.2.1 Problemstellung

In dieser Arbeit werden lediglich Optimalsteuerungsprobleme betrachtet, deren zugrunde liegende Sys-
temdynamik durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen. Eine Erweiterung
auf Differential-Algebraische-Gleichungen kann beispielsweise in [Gerdts, 2012] gefunden werden. Auch
eine Betrachtung von partiellen Differentialgleichungen ist moglich. Fiir diese Problemstellung sei auf
die Monographie von Fredi Troltzsch [Troltzsch, 2010] verwiesen. Die theoretischen Grundlagen, die

hier vorgestellt werden, orientieren sich an [Gerdts, 2012] und [Clarke, 2013].

Die Optimalsteuerung unterscheidet sich von der Optimierung darin, dass es zwei unterschiedliche
Typen von Variablen gibt. Auf der einen Seite stehen die von Auflen direkt beeinflussbaren Variablen

u, die Steuerung, und auf der anderen Seite der Zustand des Systems z, der sich implizit aus dem
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Anfangszustand xy und der angewandten Steuerung ergibt, jedoch nicht direkt verdndert werden kann.

Ziel der optimalen Steuerung ist es nun, fiir ein gegebenes dynamisches System die Steuerung zu finden,
die eine vorher zu definierende Zielfunktion minimiert. Beispiele fiir solche Zielfunktionen sind etwa die
bendétigte Zeit vom Anfangs- zum Endzustand, eine Summation der aufgewandten Steuerkosten oder
die Endposition eines gewissen Zustands des Systems. Um eine einheitliche Darstellung einfiihren zu
konnen, wird zuerst etwas Notation eingefiihrt. Der Zustand des Systems zur Zeit ¢ wird mit x(¢) € R™=
und die Steuerung mit u(¢) € R™ bezeichnet, wobei n, und n,, die Dimensionen des Zustands- bzw.
Steuervektors sind. Die Dynamik sei gegeben durch ein System gewo6hnlicher Differentialgleichungen,

die hier ohne Beschrinkung der Allgemeinheit von erster Ordnung angesehen werden.

Definition 3.1: System-Differentialgleichung

Sei [to,tf] C R, tg < ty, ein kompaktes Zeitintervall, sowie o € R™* und es gelte z : R — R"=,
u:R — R"™ und f: R x R™ x R™ — R". Die Differentialgleichung

a(t) = f(t,x(t), ult)) (3.6)
x(to) = X0 (37)

heif3t Differentialgleichung des Systems oder Systemdynamik.

Eine Losung des Steuerungssystems liefert die folgende Definition.

Definition 3.2: Lésung der Differentialgleichung

Gegeben sei die gewohnliche Differentialgleichung nach Definition z(+) heifit Losung von
(3.6) mit Anfangswert (3.7)) fiir eine gegebene Steuerung u, wenn

fiir alle t € [to, tf] erfiillt ist.

Die Theorie, wann eine Differentialgleichung eine Losung besitzt, kann beispielsweise in [Aulbach,
2004] und anderen Werken iiber gewthnliche Differentialgleichungen gefunden werden. Das Optimal-

steuerungsproblem, das im Folgenden genauer betrachtet wird, besitzt die folgende Gestalt:

Problem 3.3: Optimalsteuerungsproblem

Gegeben sei das kompakte Zeitintervall [tg,tf] C R mit ¢ty < tf, die Funktionen

f:fto, tg] x R™ x R™ — R"™ (3.8)
fe:to, tg] x R™ x R™ — R (3.9)
¢ RxRxR"™ xR"™ - R (3.10)
¥ R™ x R™ — R™ (3.11)
s :[tg, tf] x R™ — R"* (3.12)
c:[to, tf] x R" x R™ — R" (3.13)

mit hinreichender Regularitét sowie die nicht-leere Menge der zuléssigen Steuerungen U C R™.

Das zugehorige Optimalsteuerungsproblem lautet:
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Minimiere die Zielfunktion

b
plto,tg,alto),alty) + [ £ot,a(t), u(®)a (3.14)
to
beziiglich aller
x:[to, tg]) = R™ wund w:[to,tf] = R"™, (3.15)
die die Differentialgleichung
.%'(t) = f(tax(t)au(t))7 (3'16)
die Randbedingungen
Y(x(to), 2(ty)) = On,, (3.17)

die Steuerungs-Zustandsbeschrinkungen

c(t, z(t), u(t)) < On,, (3.18)
die reinen Zustandsbeschrinkungen
s(t,x(t)) < Op, (3.19)
und die Steuerungsbeschrinkung
u(t) e U (3.20)

erfiillen.

Die Schreibweise 0,, bezeichnet hier einen n—dimensionalen Vektor, dessen Eintrége alle identisch 0
sind. Wenn die Anfangszeit tg bzw. die Endzeit ¢; unbekannt ist, werden diese in die Optimierungsva-
riablen mit aufgenommen. Es handelt sich dann um ein freies Anfangs- bzw. Endzeitproblem. Hingen
die Funktionen f, f., ¢, s, ¢ nicht explizit von der Zeit ¢ ab, so spricht man von einem autonomen,

ansonsten von einem nicht autonomen Problem.

Die Steuerbeschrankung (3.20)) ist in vielen realen Problemen iiber elementweise Boxbeschréinkungen

gegeben, d.h. es werden fiir jede Raumdimension der Steuerung obere und untere Schranken definiert:
U = {u S Rnu | ui,min S U; S ui,maxa ’L — 1, ’nu}

Die Zielfunktion , héufig auch Zielfunktional genannt, wird im Folgenden mit J(x,u,to,ts) be-
titelt. Es wird angenommen, dass die Anfangs- und Endzeit des Prozesses bekannt sind und somit
nicht als Argument der Zielfunktion aufgefiihrt werden miissen. Treten beide Summanden aus Glei-
chung auf, also sowohl die kontinuierlichen Integralkosten, als auch die Randkosten ¢, wird das
Problem als Bolza-Problem bezeichnet. Gilt ¢ = 0, so wird es Lagrange-Problem genannt und wenn
fe =0 ist, so heifit es Mayer-Problem.

Im Allgemeinen hingt der Zielfunktionswert von Steuerung und Zustand ab. Jedoch kann aufgrund
der gegebenen Systemdynamik mithilfe eines Steuerungs-Zustands-Operators der Zustand vollstindig
durch den Anfangszustand z(tg) = x¢ und die Steuerung angegeben werden. Der Zustand kann dann
folgendermaflen notiert werden:

x = x(-, xo,u).
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Deshalb besitzt auch die Zielfunktion lediglich eine Abh#ingigkeit von zg und u, d.h. es gilt
J = J(xo,u) := J(z(-, z0,u), u).
Im Falle eines vorgegebenen Anfangszustands héngt das Zielfunktional lediglich von der Steuerung w

ab (J(w)).

Die Randbedingungen (3.17) haben héufig die Form

. x(t()) — X
¢( (t0)7 (tf)) = ( &(xf) >>

wobei xg € R™ ein gegebener Anfangswert ist und QZJ(x ) eine mogliche Bedingung an den Endzustand
darstellt.

3.2.2 Transformationsmoglichkeiten

Dieses Kapitel soll sich kurz mit moglichen Transformationen, Problem umzuschreiben, befassen.

Nicht-Autonom — Autonom

Auch wenn die im Folgenden betrachteten Probleme durchweg autonom sind soll hier kurz erlautert
werden, dass diese Eigenschaft generell hergestellt werden kann. Fiithrt man einen zusétzlichen Zustand

T'(t) ein, der der Differentialgleichung
T(t)=1, T(to) =to.

geniigt, so wird das Problem in eine autonome Form gebracht. Es hat dann folgende Gestalt:

Minimaiere

unter den Nebenbedingungen

o(t) = f(T(t), x(t), u(t)),
T(t) =1,
T'(to) = to,
P(z(to), x(ty)) =0,
c(T(t),z(t),u(t)) < Ogne,
s(T(t),z(t)) < Ogns,
u(t) € U.

Freie Anfangs-/Endzeit — Festes Zeitintervall

Der Fall einer freien Endzeit lisst sich ebenfalls mit der Hilfe einer passenden Transformation eliminie-
ren. Dazu wird eine neue Zeitvariable 7 eingefiihrt sowie eine Funktion ¢(7), die folgender Gleichung
genigt:

t(r) =to+71(ty —to), 7€[0,1]
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Damit wird das Problem auf das Einheitsintervall bzgl. der Zeit abgebildet. Definiert man den Zustand
und die Steuerung bzgl. der neuen Zeit mittels

z(1) = (t(1)) = z(to + 7(tr — to)),
(t(7)) = ulto + 7(t5 —to)),

I
—~
\]
S~—
Il
e

so schreibt sich die Differentialgleichung als

La(r) = lt(r)) = #(HT) -H(r) = (15— 0)ilH(7)) = (17 — 10) F(H(r), #(r), (7))

Dabei werden to und t; als konstante Zusténde betrachtet, die die Differentialgleichungen

d
Et()(’r) = 07 tO(O) = f?"@i,
d
Etf(T) =0, tf(O) = frei,

erfiillen. Je nachdem ob nur ¢y oder ¢y unbestimmt sind, muss dies lediglich fiir die unbekannte Zeit

durchgefiihrt werden.

Lagrange-Problem — Mayer-Problem

Die letzte Transformation, die hier erldutert wird, befasst sich mit der Umformung eines gegebenen
Lagrange- bzw. Bolza-Problems in ein Mayer-Problem. Dafiir muss der Integralteil aus der Zielfunktion
eliminiert werden. Dies wird erreicht, indem man einen neuen Zustand x. definiert, der eben diesen

Integralteil widerspiegelt:
Te(t) = fe(t,z(t),u(t)), x(to) =0

Zur Endzeit t; gilt damit dann
ty
ety) = [ £ (t.alt),ult) dt,
to
womit die Zielfunktion dquivalent umgeformt werden kann zu

G(to,ty, T(to), 2(ty)) = plto, ty, x(to), x(ts)) + we(ty)-

Hier bezeichnet Z den um z,. erweiterten Zustandsvektor [z, z.] .

3.2.3 Unendlichdimensionale Optimierung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Darstellung des Optimalsteuerungsproblems aus Problem [3.3]
als unendlichdimensionales Optimierungsproblem. Damit ist es im Anschluss moglich, die notwendi-
gen Bedingungen fiir ein Minimum zu formulieren. Eine ausfiihrliche Version der hier présentierten
Resultate kann in [Gerdts, 2012] gefunden werden. In dieser Arbeit soll lediglich ein kurzer Uberblick

gegeben werden, um ein besseres Verstindnis des Optimalsteuerungsproblems zu schaffen.

Funktionenriume

In Problem wurde keine Aussage iiber die Riume getroffen, in denen der Zustand z und die
Steuerung u liegen. Um dies nachzuholen miissen zunéchst einige Funktionenrdume eingefiithrt werden,

die im Folgenden Verwendung finden.
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Definition 3.4: Raum der L, Funktionen

Gegeben sei das kompakte Intervall [to,tf] mit tg < 5.

1. Sei 1 < p < oco. Der Raum Ly([tp,tr]) umfasst alle messbaren Funktionen f : [tg, 7] = R

mit

Das Integral ist als Lebesque-Integral zu verstehen.

2. Der Raum L ([to,?f]) umfasst alle messbaren Funktionen f : [to,tf] — R, fiir die gilt

esssup |f(t)| ;== inf sup |f(t)] < oo,
telto,ty] NCltosts] tefto,tf]\N

wobei N eine Menge mit Lebesque-Ma$ 0, d.h. u(N) = 0, ist.
3. Sei 1 < p < oo, dann ist der Raum Ly ([to,ts]) definiert als der Produktraum
L2 (ltort1]) = Lp(ltos £1]) X Lplltost1]) X - X Ly(tos 7).

Jedes Element f € Ly ([to,ts]) ist eine Abbildung von f : [to,tf] — R".

Der folgende Satz kann in allgemeinerer Fassung in [Dobrowolski, 2010] gefunden werden und liefert
die Existenz der L,-Norm.

Satz 3.5: Existenz der L,-Norm

Fiir 1 < p < oo sind die Rdume Ly([to,t¢]) Banach-Réume unter der Norm

P

tf
1fllp := /UVW& , 1<p<oo,  |[fllec =esssup|f(t)].
to

Auch die Definition der Begriffe Banach-Raum und Norm kann in [Dobrowolski, 2010] nachgeschlagen
werden und wird als bekannt vorausgesetzt. Mit der L,-Norm ist die Unterscheidung von Funktionen

in Lp-Réumen nicht derart moglich, wie es aus dem endlichdimensionalen Fall bekannt ist.

Bemerkung 3.6: Aquivalenzklassen von Funktionen

Die L,-Réume mit zugehoriger Norm unterscheiden Funktionen lediglich bzgl. Aquivalenzklas-

sen. Zwei Funktionen, fiir die gilt
If —gllp =0 (3.21)

konnen sich auf einer Nullmenge unterscheiden, da das Integral invariant bzgl. Anderungen
auf Nullmengen ist. Demnach existieren fiir jedes f € Ly([to,t]) unendlich viele Funktionen
g € Ly([to, ty]), fur die Gleichung (3.21)) erfullt ist.
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Eine weitere benotigte Definition ist die der absolut stetigen Funktionen.

Definition 3.7: Absolut stetige Funktionen

Gegeben sei das kompakte Intervall [tg,t;] mit ¢y < t¢. Eine Funktion f : [to,t;] — R heifit
absolut stetig, falls fiir jedes € > 0 ein d(e) > 0 existiert, so dass fiir beliebiges m € IN und
disjunkte Intervalle (a;, b;) C [to, tf],7 = 1,...,m gilt:

b —ail < de) = Z\f fla)] < e.
=1

Die Menge der absolut stetigen Funktionen wird mit AC([to,tf]) bezeichnet.

Einige Eigenschaften von absolut stetigen Funktionen kénnen in [Natanson, 1981] nachgeschlagen
werden. Mit Deﬁnition@is‘c es moglich, die Sobolev-Raume W, ,, wie folgt einzufiihren. Diese werden
benétigt, da der Raum Wy ([to, tf]) eine natiirliche Wahl einer Losung der Differentialgleichung aus
Problem B.3] darstellt.

Definition 3.8: Raum der W, ,-Funktionen

Gegeben sei das kompakte Intervall [tg, %] mit ty < tf, sowie 1 < g,p < oo.

1. Der Raum Wy, ([to,t¢]) umfasst alle absolut stetigen Funktionen f : [to,tf] — R mit
absolut stetiger Ableitung bis zur Ordnung ¢ — 1 und

1 fllgp < o0,

wobel die Norm definiert ist als

1
g P
Hqu,p o= (Z Hf(Z)Hg> 71 < p <00,

17l 2= g0 179

2. Fiir gegebene 1 < ¢,p < oo ist der Raum W, ([to, tf]) definiert als der Produktraum

Wap([to, te]) := Wap([to, t4]) x ... x Wop([to, t])-

Jedes Element f € W7 ([to,tf]) ist eine Abbildung von f : [to,tf] — R".

Die W, p-Réume sind fiir 0 < ¢, p < co Banach-Réume mit der in Definition angegebenen Norm.

Zuletzt werden noch die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen definiert.

Definition 3.9: Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen

Gegeben sei das kompakte Intervall [tg,ts] mit ¢ty < tf, sowie n,k € IN. Der Raum der k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f : [to,tf] — R"™ wird mit C}}([to,t]) bezeichnet.
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Optimalsteuerungsproblem als unendlichdimensionales Optimierungsproblem

Nun lésst sich das Optimalsteuerungsproblem in ein gewOhnliches Optimierungsproblem umschrei-
ben. Dazu werden die Funktionen aus Gleichung in den passenden Funktionenrdumen wie folgt
definiert

z e Wi (fto,tf]), we L ([to, 7).

Die Wahl des Steuerungsraums L7%:([to,tf]) ist derart zu verstehen, dass auch bei unbeschrankter
Steuerung, d.h. U = R™, die Steuerung bzgl. der Lo.-Norm beschrénkt sein soll, d.h. lediglich auf
Mengen vom Mafl 0 den Wert unendlich annehmen darf. Die Wahl des Raums fiir den Zustandsvektor

ergibt sich daraus, dass dieser den Anfangswert
x(ty) = xo
und die folgende Differentialgleichung erfiillt:

(t) = f(t,x(t),u(t)), te[to,ty] fast iberall (3.22)

Beispiel 3.10

Dieses Beispiel soll zur Veranschaulichung der eingefithrten Réume dienen und auch den in
Gleichung (3.22)) verwendeten Begriff der fast iiberall geltenden Differentialgleichung erldutern
ohne zu tief in die Theorie einsteigen zu miissen.

Gegeben sei tg = 0, t; = 2, sowie n; = n, = 1. Betrachtet wird das folgende System:

&(t) = u(t) (3.23)
z(0)=0

0 tel0,1)
ut) =00 t=1

1 te(1,2]

Fiir die so definierte Steuerung gilt u € L([0,2]), da ||ullcc = 1. Der Wert ,,unendlich“ wird
lediglich auf der Nullmenge ¢ = 1 angenommen und spielt somit fiir die Unendlichnorm keine

Rolle. Die Losung des Systems berechnet sich als

0 telo,1

t—1 te(1,2].
Die Differentialgleichung (3.23|) gilt nur auf den Intervallen [0,1) und (1,2]. Jedoch nicht
im Punkt ¢ = 1. Der Zustand =z ist absolut stetig und es gilt z € Wi, mit
|z]|1,00 = max {||z]|co, |#]|cc } = 1. Im Punkt ¢ = 1 ist z allerdings nicht differenzierbar, jedoch

Lipschitzstetig.

Mit den obigen Annahmen lisst sich nun der Optimierungsvektor z := (x,u) aus dem Produktraum
z € Z = Wi ([to, t5]) x L ([to, 1))

definieren. Dieser bildet zusammen mit der Norm

12]lz = max {[|z[|1,00, [ulloc }



3.2. OPTIMALE STEUERUNG 37

einen Banach-Raum. Wenn Steuerungsbeschrinkungen vorliegen, also u(t) € U gilt, so muss der Raum

der zuldssigen Funktionen fiir v eingeschrinkt werden auf

(S Uad - ng([tmtf])v
Uga ={u € L2 ([to, ty]) | u(t) € U fast tiberall in [to, ]} .

Damit schrankt sich die Menge der Optimierungsvariablen ein zu
2 € Zga = W{'5([to, tf]) x Uag. (3.24)

Fasst man die Gleichungsnebenbedingungen (3.16|) und (3.17)) des Optimalsteuerungsproblems zusam-

men, so erhalt man

H:Z—V, H(z)= (f(vZ(‘)) —iﬁ(~)>

b((to), z(ty))
mit V = L%z x R™.

Fiir die Umformulierung der Ungleichungsnebenbedingungen (3.18) und (3.19) wird die Definition

eines Kegels benétigt.

Definition 3.11: Kegel, Dualkegel

Sei X ein Vektorraum.

1. Eine nicht-leere Menge K C X heifit Kegel mit Scheitelpunkt 0x, wenn gilt

Vke K,a>0 = ak e K.

2. Sei K ein Kegel mit Scheitelpunkt O0x und zg € X, dann heifit g + K Kegel mit Schei-
telpunkt xg.

3. Sei K C X eine Teilmenge eines Banach-Raums X. Der positive Dualkegel von K ist
definiert durch
Kt :={z*e X*|2*(k)>0Vk € K}.

Der negative Dualkegel von K ist definiert durch

K== {z* € X* | 2"(k) <OVk € K}.

Dabei bezeichnet X* den Dualraum von X, also den Raum der linearen stetigen Funktionale auf X.

Definiert man

Ky :={k € L([to, tf]) | k(t) > 0 fast {iberall in [to,tf]},
Ky = {k € C"([to, t7]) [ k(t) = 0in [to, 4]}

so ergibt sich der Kegel K¢ = K; x Ko als nichtleer iiber dem Banach-Raum (W, || - ||w) mit

W= L ([to, t4]) < C™([to, t4]),

[[(w1, w2)[lw := max {{lwiloo, [lw2loc} -
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Damit kénnen die Ungleichungsnebenbedingungen geschrieben werden als

G:Z—W, G()= (‘C("Zi'@ € Ke,

—s(-, z(-

Die Funktionen H(z)(-) und G(z)(-) kénnen zu einem Zeitpunkt ¢ € [to,ts] ausgewertet werden. Sie

definieren die zulédssige Menge des Optimierungsproblems:

Definition 3.12: Zulissige Menge des Optimierungsproblems

Die zuldssige Menge eines Optimierungsproblems iiber dem Raum Z mit Gleichungsbe-
schrankungen H : Z — V und Ungleichungsbeschrankungen G : Z — W sei definiert

als
Y :={z€ ZulH(z) =0v,G(z) € Kg}.

Die Punkte z € ¥ werden als zuldssige Punkte bezeichnet.

\.

Mit diesen Vorkenntnissen ist es nun moglich, ein allgemeines unendlichdimensionales Optimierungs-
problem zu betrachten, wobei bekannt ist wie sich die Nebenbedingungen aus den Eigenschaften des

Optimalsteuerungsproblems zusammensetzen.

Problem 3.13: Allgemeines Optimierungsproblem

Sei Z ein Banach-Raum, sowie > C Z eine nicht-leere Menge und J : Z — R ein Funktional.

Das allgemeine Optimierungsproblem lautet:

Minimiere J(z) bzgl. aller z € X.

Um notwendige Bedingungen formulieren zu kénnen, muss noch der Begriff des Minimums definiert

werden.

Definition 3.14: Lokales/globales Minimum

Gegeben sei ein Banach-Raum 7, die zuldssige Menge ¥ C Z, sowie ein Zielfunktional J : ¥ —

R. Ein lokales Minimum in Z ist gegeben, wenn ein £ > 0 existiert, so dass
J(2) < J(z), VzeXnB(2) (3.25)

gilt. Ist die Ungleichung fiir alle z € X erfiillt, so liegt ein globales Minimum vor. Handelt es
sich in (3.25)) um eine echte Ungleichung, d.h. sie ist mit ,<“ erfiillt, so bezeichnet man das

Minimum als strikt.

Notwendige und hinreichende Bedingungen

In diesem Abschnitt werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des Optimierungspro-
blems vorgestellt. Er orientiert sich an |Gerdts, 2012] und [Alt, 2002]. Dort kann bei Interesse eine

ausfiihrliche Herleitung der verwendeten Aussagen mit Beweisen gefunden werden.

Um notwendige Bedingungen formulieren zu kénnen werden zunéchst noch ein paar Definitionen

benétigt.
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Definition 3.15: Konische Hiille
Sei X ein Vektorraum, A C X und z € A. Die Menge

K(Az):={ala—z)|a€ A,a >0}

heifit der von A — x erzeugte Kegel oder die konische Hiille von A — x.

| r

Definition 3.16: Tangentialkegel

Sei Y eine nicht-leere Teilmenge eines Banach Raums Z. d € Z heifit Tangentialrichtung an X

in z, wenn es eine Folge z(¥) € ¥, k € IN, mit klim 2() 5 2z und eine Folge a®) € R, k € IN, mit
—00

lim a® — 0 gibt, so dass gilt

lim & = %)

am o ¢

Die Menge
T(X,z) :={d € Z | d ist Tangentialrichtung an ¥ in z}

heifit Tangentialkegel von % in z € X.

.

Der Tangentialkegel ist ein abgeschlossener Kegel mit Scheitelpunkt in 0.

Definition 3.17: Linearisierungskegel

Seien Z, W und V Banach Réume und Z,; eine nicht-leere Teilmenge von Z (vgl. (3.24])). Seien
G:Z — W und H : Z — V Fréchet-Differenzierbar. Der Linearisierungskegel von Kg und Z.q

i z ist gegeben durch

Tin(KG: Zaa, 2) = {d € K(Zag, 2) | G'(2)(d) € K(Ka,G(2)), H'(2)(d) = 0v'}

Der Beweis des folgenden Korollars kann in [Gerdts, 2012] nachgelesen werden.

Korrolar 3.18: Zusammenhang zwischen 7'(3, z) und T};,(Kq, Zad, 2)

Seien G und H Fréchet-Differenzierbar. Seien K (Zy4, z) und K (K¢, G(z)) abgeschlossen, dann
gilt T(X, 2) C Tiin(Ka, Zad, 2)-

Der Tangentialkegel liefert eine anschauliche M6glichkeit, eine notwendige Bedingung erster Ordnung

zu formulieren.

Satz 3.19: Notwendige Bedingung mit Hilfe von 7T'(%, z)

Sei J : Z — R Fréchet-Differenzierbar im Punkt Z und sei Z ein lokales Minimum von Pro-

blem dann gilt
J(2)(d) >0 VdeT(%,2).

In Worten beschreibt dieser Satz das Verhalten der Zielfunktion in einem lokalen Minimum. Die
Ableitung der Zielfunktion ist in alle zuléssigen Richtungen, welche durch die Tangentialrichtungen
d € T(X, z) beschrieben werden, nicht negativ. Dies stellt gerade die Eigenschaft eines lokalen Mini-
mums dar. In der Praxis ist es im Allgemeinen jedoch schwer, eine Darstellung des Tangentialkegels zu
erhalten, was diesen Satz nur theoretisch zu einem niitzlichen Hilfsmittel bei der Bestimmung lokaler

Minima macht.
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Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung erster Ordnung, die die Grundlage fiir die dar-

auffolgenden Betrachtungen darstellt.

Satz 3.20: Fritz-John Optimalitidtsbedingungen erster Ordnung

Gegeben seien die Banach-Rdume Z, V und W mit zugehorigen Normen.

1. Sei Z,q C Z eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Menge und K¢ C W ein nicht-leerer

abgeschlossener konvexer Kegel mit Scheitelpunkt Oy .

2. Seien J : Z — R und G : Z — W Fréchet-Differenzierbar und H : Z — V stetig

Fréchet-Differenzierbar.
3. Sei % ein lokales Minimum von Problem B.13]
4. Die Bildmenge von H'(Z2) sei keine echte dichte Teilmenge von V.
Dann existieren nicht-triviale Multiplikatoren

(l07M*7>\*) € R x W* X V*7 (ZOHU’*?)\*) 7é (070W*70V*)7

so dass
lo =0, (3.26a)
pt e Kg, (3.26b)
u* (G(2)) =0, (3.26¢)
loJ'(2)(d) — p* (G'(2)(d)) — X* (H'(2)(d)) >0, Vd € Zog— {2} (3.26d)

Definition 3.21: Fritz-John-Punkt, KKT-Punkt, Lagrange-Multiplikatoren, Kom-

plementaritédtsbedingungen

1. Jeder nicht-triviale Punkt (z, lg, u*, \*) € ZxRxW*xV*, der die Fritz-John-Bedingungen
(3.26a)) - (3.26d) erfiillt, heifit Fritz-John-Punkt von Problem

2. Jeder Fritz-John-Punkt mit Iy # 0 heilt Karush-Kuhn-Tucker-Punkt (KKT-Punkt) von
Problem .13

3. Die Multiplikatoren Iy, u* und A\* werden Lagrange-Multiplikatoren genannt.

4. Die Bedingungen ([3.26b]) und (3.26¢|) heilen Komplementarititsbedingungen.

.

Das Problem eines Fritz-John-Punkts ist, dass Iy = 0 gelten kann und somit die Aussage vollig un-
abhéngig von der Zielfunktion ist. Diese Einschrankung besitzt ein KKT-Punkt nicht mehr und im
Falle eines KKT-Punkts kann [y zu 1 normiert werden, weshalb [y hier nicht explizit aufgelistet werden
muss. Fiir die Existenz eines KKT-Punkts muss noch eine so genannte Regularitdtsbedingung erfiillt
sein. Es existieren mehrere Regularitdtsbedingungen, die einen KKT-Punkt garantieren. Dazu zéhlen
die Robinson-Bedingung, die Bedingung der linearen Unabhingigkeit, die Abadie Bedingung, die Slater-
Bedingung und die Bedingung von Mangasarian-Fromowitz. Details hierzu kénnen in [Gerdts, 2012]

und fiir den endlichdimensionalen Fall in |Geiger und Kanzow, 2013] und [Alt, 2002] gefunden werden.
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Hier soll lediglich die Bedingung der linearen Unabhéngigkeit (engl. linear independency contraint
qualification (LICQ)) aufgefiihrt werden.

Definition 3.22: Bedingung der linearen Unabhéingigkeit (LICQ)

Sei 2 € int(Zyq) und
T:Z—WxV, T:=(G%),H®?).

Die Bedingung der linearen Unabhdngigkeit ist erfiillt, wenn T' surjektiv ist.

Der Name erklart sich aus der Eigenschaft fiir den endlichdimensionalen Fall, da sich die Bedingung

dann folgendermaflen schreibt:

Definition 3.23: Bedingung der linearen Unabhiingigkeit fiir endlichdimensionale

Optimierungsprobleme (LICQ)

Die LICQ ist in einem Punkt 2 fiir das Problem erfiillt, wenn gilt:
1. z€ z'nt(Zad)

2. Die Ableitungen G}(%2),i € A(2), und H/(2),i = 1,...,ngy, sind linear unabhéngig.

Der folgende Satz garantiert nun die Existenz eines KKT-Punkts:

Satz 3.24: Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Es gelten die Annahmen aus Satz [3.20] Zusétzlich sei die LICQ Bedingung in 2 erfiillt. Dann
existieren Multiplikatoren (u*, A*) € W* x V* (u*, A*) # (Ow, Oy« ), so dass

pte K, (3.27a)
pw (G(2)) =0, (3.27b)
J'(2)(d) — u* (G'(2)(d)) — A" (H'(2)(d)) 20, Vd € Zog— {2} (3.27¢)

gilt.

3.2.4 Diskretisierung - endlichdimensionales Optimierungsproblem

Da in dieser Arbeit keine Verfahren der unendlichdimensionalen Optimierung Anwendung finden, wird
nun erldutert, wie das allgemeine Optimalsteuerungsproblem aus Problem durch ein endlichdi-
mensionales Problem approximiert und das daraus resultierende Problem gelost werden kann. Dieser
Ansatz wird im Allgemeinen als “first discretize, then optimize®, also erst Diskretisieren und dann

Optimieren bezeichnet. Details hierzu kénnen in |Gerdts, 2012] und [Betts, 2010] gefunden werden.

Eine Diskretisierung basiert darauf, eine Funktion, wie beispielsweise die Steuerung u € Lo ([to,t¢]),
durch eine Funktion in einem endlichdimensionalen Unterraum Lqpy([to,tf]) C Loo([to,tf]) zu beschrei-
ben. Als Beispiel sei hier die Funktionsapproximation mit Hilfe von Polynomen vom Hochstgrad n,
Splines der Ordnung k oder die Finite Element Diskretisierung erwéhnt. Im vorliegenden Fall handelt
es sich um eine Diskretisierung der auftretenden Funktionen x und u bzgl. der Zeit ¢t. Dazu wird ein

Diskretisierungsgitter

gn = {to <t <.<tny= tf} (328)
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definiert, auf dem die Steuerungen, Zustédnde und Beschrinkungen lediglich an dessen N + 1 Git-

terpunkten ¢;,7 = 0, ..., N, ausgewertet werden. Die jeweilige Schrittweite errechnet sich durch h; =

tix1 —ti,i = 0,...,N — 1, und die Gitterweite als die maximale Schrittweite h = max h;. Haufig
i=1,...,N—

werden dquidistante Gitter zur Diskretisierung verwendet, d.h. h = h; fiir alle ¢ = 0, ..., N — 1. Daraus

ergibt sich das einfache Gesetz zur Bildung der Gitterpunkte

tr —to

ti=t ih, 1=0,....N it h=
7 0+h, 1 gerey 4V mi N

Grundsétzlich konnen hier zwei unterschiedliche Diskretisierungsanséitze unterschieden werden: die

volle Diskretisierung und die reduzierte Diskretisierung, die im Folgenden diskutiert werden.

Steuerungsdiskretisierung

Die Steuerung v kann auf verschiedene Arten diskretisiert werden. Einige Methoden basieren auf einer
globalen Approximation der Steuerung. In |Kang et al., 2008] werden beispielsweise Pseudospektral-
methoden verwendet, bei denen die Steuerung mit Hilfe von global definierten Legendre-Polynomen
angenihert wird. Ein Nachteil dieser Methoden kann darin gesehen werden, dass sich eine Anderung
eines Gewichtungsparameters der Diskretisierung global auf das Verhalten der Steuerung auswirkt.
Um diesen Punkt zu umgehen, kénnen Approximationen verwendet werden, die jeweils nur lokale
Tréger besitzen, also auflerhalb eines kompakten Intervalls identisch Null sind. Damit #ndert eine
Variation eines Diskretisierungsparameters die Steuerung lediglich auf dem Bereich, auf den die jewei-
lige Basisfunktion wirkt. Ein Beispiel fiir solch eine Approximation bietet die B-Spline (Basic-Spline)
Darstellung. Fiir iiber die hier dargestellten Details hinausgehende Informationen sei auf |Gerdts,

2012|, [Hanke-Bourgeois, 2009] und [Hémmerlin und Hoffmann, 1994] verwiesen.

Definition 3.25: Spline

Ein Spline s auf dem Intervall [to, ] heiit Spline der Ordnung F, falls gilt:
1. s ist eine k — 1 mal stetig differenzierbare Funktion auf [to, ty].

2. Es gibt Stiitzstellen ty < t; < ... < ty = ty, so dass s auf jedem Intervall [t;, ;1] ein

Polynom vom Grad k ist.

3. Die Menge der Splines der Ordnung k wird mit Sk(to, t1,...,tn) bezeichnet.

Fiir die Wahl einer Basis kann die folgende Menge verwendet werden, vgl. [Himmerlin und Hoffmann,
1994]:

By, = {1,t,t2, BN (R LI (- tN_l)’j;} :

wobei

0 t <t
(t—ti)s =
t—1t; t>1;

gilt. Diese Basis besitzt den oben bereits erwiahnten Nachteil, dass die Basisfunktionen keinen kom-
pakten Triger haben. Bei B-Splines wird eine andere Basis gewihlt, deren Elemente jeweils nur auf

einem kompakten Teilintervall von Null verschieden sind.



3.2. OPTIMALE STEUERUNG 43

Definition 3.26: B-Spline

Sei k € IN und Gy definiert wie in (3.28)). Fiir das Hilfsgitter
Gk ={mnli=1,.,N+2k—1}
seien die Hilfsgitterpunkte definiert als

to wenn 1 <1i <k,
Ti=qti_y wenn k+1<i<N+4+k-—1,
ty wenn N +k<it<N+2k—1.

Die B-Splines BY(-) der Ordnung k, i = 1,..., N + k — 1, werden mittels der rekursiven Formel

1, wenn 7, <t<Ty
1 ) [ 1+1,
0 sonst,
t—T7; _ Titk — T _
Bkt;zilBklt —l—H—inlt
i) T — T 0 Titk — Titl e (1)

gebildet.

Die so definierten B-Splines besitzen die folgenden Eigenschaften:

e Die B¥(-),i=1,...,N —k — 1 sind auf den Intervallen [tj,t;+1],j =0,..,N—1, Polynome vom
Hochstgrad k& — 1.

e Sie bilden eine Basis des Spline-Raums Si_1(to, t1, ..., tn).
e Sie haben einen kompakten Tréger

>0 wenn t€ (7, Titk),
BF @) o Tick) s 1,
=0, sonst,

e Sie sind essentiell beschréinkt, d.-h. BF(:) € Loo([to, ty]).

Von praktischer Relevanz sind besonders die B-Splines der Ordnung k& = 1, welche den Raum der
stiickweise konstanten Funktionen aufspannen, sowie k£ = 2, die die stiickweise linearen Funktionen
erzeugen. Der Fall k = 4 liefert ebenfalls einen interessanten Raum, da bei Funktionen, die durch
kubische Splines aufgespannt werden, mit dem Auge keine Knicke der Funktion mehr feststellbar sind.
Die diskretisierte Steuerung up; () ergibt sich fiir die gewihlte Ordnung k& des Splines und des Steue-
rungsgitters Gy, N € IN aus der Menge

N+k—1

Unr :={ > wZ-Bf(-)\wieIR””,z‘:l,...,N—irk—l}. (3.29)
i=1

Sie hdngt nun von den endlich vielen Gewichten w; ab und kann formal geschrieben werden als

up(t) == upr(tw) = ups (w1, e, WNTE—1)s

wobei hier auch wieder daran zu denken ist, dass w; € R™ gilt. Die Anzahl der Steuerungsparameter
ist demnach M = n, (N + k — 1). Auflerdem gilt auch fiir Uns([to, tf]) C Loo([to,tf]).
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Die in dieser Arbeit verwendeten Steuerungen werden durchweg mit einer stiickweise konstanten Steue-

rung (k = 1) berechnet, da dies eine einfache Implementierung auf Versuchsstdnden ermdoglicht.

Diskretisierung der Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen

Nun wird die Diskretisierung der Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen betrachtet. Dazu

werden die Funktionen ¢ und s lediglich an den Gitterpunkten ¢; € Gy ausgewertet.

c(ti,x(ti),u(ti)) S 0
s(ti,az(ti)) Sons, iIO,l,...,N.

Damit ist nicht gesichert, dass die Beschrankungen auch zwischen den Stiitzstellen erfiillt sind. Mit
der Bezeichnung fiir den diskretisierten Zustand x(t;) ~ x; und z' = [xg, 21, ..., Ty, w], ldsst sich dies
zusammenfassen zu

c(to, wo, un (to;w))
c(ty, x1,up(t;w))

G(a) = | 0o un () | paetn) (V41 (3-30)
S(t(),l'())

S(tl, 1'1)

S(tN, iL'N)

Die Randbedingung (3.17)) schreibt sich damit als
Y(zo,7N) = Op,,-

Diskretisierung der Differentialgleichung

Nun soll kurz auf die Diskretisierung der Differentialgleichung

x(t) :f(t,x,u), te [thtf]

eingegangen werden. Da es sich in dem hier vorliegenden Fall stets um Anfangswertprobleme handelt,
kann eine Randbedingung aus Gleichung (3.17)) geschrieben werden als

Yi(x(to), x(ty)) = zi(to) — xo4, @=1,...,ng,

weil der Zustand zum Zeitpunkt ¢y durch z(tg) = x¢ vorgegeben ist. Es wurde hier der Einfachheit
wegen angenommen, dass die Anfangsbedingungen als die ersten n, Gleichungen von 1 dargestellt

werden.

Bei dieser Diskretisierung soll dasselbe Gitter Gy verwendet werden. Es wird also eine Approximation
des Zustands z zu den Zeitpunkten t;,7 = 0,..., N, gesucht. Die Theorie zur numerischen L&sung
von Differentialgleichungen, vgl. |[Hanke-Bourgeois, 2009], |Gerdts, 2012] und |Collatz, 2013|, liefert
verschiedene Methoden zur Losung dieses Problems. Es gibt explizite und implizite Verfahren, Ein-
und Mehrschrittverfahren, sowie Verfahren mit und ohne Schrittweitensteuerung. In dieser Arbeit
werden lediglich allgemeine Einschrittverfahren vorgestellt, da diese auch in der spdteren numerischen

Betrachtung Verwendung finden. Diese sind folgendermaflen definiert:
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Definition 3.27: Einschrittverfahren fiir diskretisierte Optimalsteuerungsprobleme

Seien upy(-;w) mit Gewichten w := [wy,...,wp] ", w; € R™, i = 1,..., M, und Basis-Funktionen
B; : [to,tf] = R,i=1,..., M, gegeben. Sei ¢ : R x R™ x R™ x R — R"* eine gegebene stetige

Funktion und Gy ein Diskretisierungsgitter. Das Verfahren

zN(to) = o,
l’N(tiJrl) = xN(tz-) + hi¢(ti,$N(ti),w, hi), i1=0,....N -1,

heifit Finschrittverfahren und die Funktion ¢ Inkrementfunktion.

Das einfachste Einschrittverfahren stellt das explizite Euler-Verfahren dar. Dabei wird die rechte Seite
der Differentialgleichung an der aktuellen Stelle ausgewertet und mit diesem Wert ein Schritt mit der
Diskretisierungsschrittweite h; durchgefiithrt. Es gilt ¢(t;, xn(t;),w, hi) = f(ti, x(t;), upr(ti;w)) und

damit

x(tiv1) = x(ti) + hif(ti, x(ti), upns (ti; w)).

Aufgrund der entstehenden Trajektorien wird das explizite Euler-Verfahren hiufig auch als Polygon-

zugverfahren bezeichnet.

Die Approximationseigenschaft eines Einschrittverfahrens wird mit der so genannten Konvergenzord-
nung beschrieben. Diese beschreibt das Verhalten des maximalen Fehlers des Verfahrens bzgl. der
Losung der Differentialgleichung, wenn die Anzahl der Diskretisierungspunkte erhtht wird. Ein Ein-

schrittverfahren hat Konvergenzordnung ¢, wenn gilt

1 .
e [lox(t) = a(ti)]2 = O (N> fir N o0,

Die Konvergenz kann mit Hilfe der lokalen Konsistenz und der Stabilitdt des Verfahrens nachgewiesen
werden. Fiir weitere Details siehe |Gerdts, 2012].

Das eben beschriebene Euler-Verfahren besitzt, Stabilitdt vorausgesetzt, Konvergenzordung ¢ = 1.
Fiir eine hinreichend exakte Approximation, die keine allzu hohe Anzahl an Diskretisierungspunkten
voraussetzt, wird eine hohere Konvergenzordnung benétigt. Ein Verfahren héherer Ordnung (¢ = 2)

stellt beispielsweise das Verfahren von Heun dar. Hier gilt

m = f(ti, zn(t:), un (ti, w),
2 = f(t’L + hia xN(tz) + hi/r]la uM(ti_A,_l;(.U)),

o(ti, en(ti), w, hi) =

>

(2

(m + n2).

v

Es konnen Verfahren hoherer Ordnung konstruiert werden, die alle in die Klasse der Runge-Kutta-
Verfahren zusammengefasst sind. Die Verfahren von Euler und Heun sind lediglich die einfachsten

Vertreter dieser Klasse.
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Volle Diskretisierung

Mit einem gewéhlten Einschrittverfahren kann die Differentialgleichung nun diskretisiert werden, in-
dem jeder Schritt des Verfahrens in eine zusétzliche Gleichungsnebenbedingung des Optimierungs-
problems umformuliert wird. Die hinzu kommenden Nebenbedingungen lauten mit der Bezeichnung

z; == xn(t;) damit
x; + hiqﬁ(ti,xi,w,hi) — Zit1 = Opne, ¢=0,1,.... N — 1.

Die Anzahl der Gleichungsnebenbedingungen, die durch die Differentialgleichung hinzu kommen, ist
N - ng. Werden alle Gleichungsnebenbedingungen mit der Bezeichnung z' = [zg,z1,...,2N8,w] €

RWN+DnatM ;ysammengefasst, so ergibt sich das Gleichungssystem

xo + hod(to, xo,w, ho) — 1
r1 + hg(t1, 21, w, h1) — 2
H(z) = : = ONngtny- (3.31)
rN-1+hN_1(tN—1,TN-1,W,hN-1) — TN
Y(zo, TN)
Das hieraus resultierende Optimierungsproblem in Mayer-Form kann nun folgendermaflen dargestellt

werden:

Problem 3.28: Volldiskretisiertes Optimierungsproblem

Minimiere
J(Z) = p(wo, zN)

beziiglich aller z € R™* unter den Nebenbedingungen

G(z) < Orre, H(Z) =O0grm

mit G(z) aus (3.30) und H(z) aus (3.31)).

Da die Dimensionen der Nebenbedingungen und die Anzahl der Optimierungsvariablen von der Anzahl
der Gitterpunkte N, der Ordnung der Steuerungsdiskretisierung k£ und den Dimensionen ng, ny, ne, ns
abhéngen, kann diese Zahl hier sehr grofl werden. Es konnen Félle auftreten, in denen dies in die

Millionen geht.

Zur Auswertung der notwendigen Bedingungen aus Satz und zur Konstruktion eines Opti-
mierungsverfahrens, vgl. Kapitel [3.2.7] werden die Ableitungen bzgl. der Optimierungsvariablen Z

bendétigt. Diese lassen sich strukturell leicht herleiten.

- T T T
J'(@) = (@ | Ofa |+ | Ofina | &y | O
C;,O C;,Oulj\/l;w,o
C/z,l C;,lui/\/l;w,l
/= N | CuNUw.N
G (x) — 2 2 3 2
Sz.,0
Sx,1
Sy, N
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xo —In, hodw,0
X1 _]Inx hl ¢w,1

XN-1 —In, | AN—10w,N-1

¢1‘,0 ¢x,0

mit x; = an + higblx(ti,l‘i,w, hl), 1=0,...,.N—1.

Hier bezeichnet der erste Index die Variable nach der abgeleitet und der zweite den Gitterpunkt an dem
diese Ableitung ausgewertet wird. Alle Eintrége, die hier nicht angegeben sind, werden mit Null befiillt.
Man sieht, dass sich eine diinn besetzte Matrix ergibt, die eine spezielle Struktur aufweist. Bei der
numerischen Losung der Gleichungssysteme muss diese beriicksichtigt werden, um die Rechenzeiten zu
verringern. Ein nicht angepasster Algorithmus wiirde diese Struktur meist zerstoren und vollbesetzte
Matrizen erzeugen, was die Effizienz sehr beeintriichtigt. In [Betts und Huffman, 1992, [Betts und
Huffman, 1999] und [Gertz und Wright, 2003] werden spezielle Ansétze zur Losung diinn besetzter

Gleichungssysteme vorgestellt, auf die hier jedoch nicht weiter eingegangen wird.

Teildiskretisierung

Der Ansatz der reduzierten Diskretisierung oder Teildiskretisierung basiert auf der vollen Diskreti-

sierung aus dem vorangegangenen Abschnitt. Hier werden jedoch die Zustandsdiskretisierungen nicht

explizit als Gleichungsnebenbedingungen ausgewertet, vgl. Gleichung (3.2.4) und (3.31]), sondern es

wird auf die Eigenschaft zuriick gegriffen, dass der diskretisierte Zustand ;11 zum Zeitpunkt ¢;11
eindeutig durch den Zustand z; am vorherigen Diskretisierungspunkt ¢;, der angewendeten Steuerung

ups(ti, w) und des verwendeten Einschrittverfahrens ¢ definiert ist. Es gilt die Rekursionsvorschrift
Tit1 = 2 + hig(ti, i, w, hy).

Fithrt man dies bis auf den Anfangszustand zuriick, so stellt man fest, dass lediglich eine Abh#ngigkeit
vom Anfangszustand und der gewahlten Steuerungsdiskretisierung, also den Steuerungsparametern w,
besteht.

Tiy1 = T; + hiqb(ti, x;, uM(ti; w), hi)
=xi—1 + hic19(ti—1, Tim1, unp (tim1; w), him1) + hid(ti, @i, upg (tis w), hy)

=.=x0+ Z hid(tr, or, uns(te; w), hi)
k=0

= XiJr]_ (CCQ, w).

Dies ist keine unerwartete Beobachtung, denn bei festem Anfangswert xy und vorgegebener Steue-
rung ist der Zustand zu allen Zeiten festgelegt und muss lediglich mit Hilfe der zugrunde liegenden
Differentialgleichung berechnet werden. Das daraus resultierende Optimierungsproblem, wieder als

Mayer-Problem dargestellt, besitzt folgende Gestalt:
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Problem 3.29: Teildiskretisiertes Optimierungsproblem

Minimiere
J(z0,w) = o(x0, zN (20, w))

beziiglich aller w € RM unter den Nebenbedingungen

G(zp,w) <0 und H(z,w)=0.

Wobei hier die Nebenbedingungen die Form
c(to, Xo(zo,w), un (to;w))

c(tn, Xn(zn,w), up(ty; w))

G(wo,w) = s(to, Xo(zo,w))

S(L‘N, XN(l‘Na W))
H(xp,w) = ¢Y(Xo(xo,w), Xn(z0,w))

besitzen.

Hier wird klar, dass lediglich eine Optimierung beziiglich der Steuerung durchgefiihrt wird und die
Zahl der Optimierungsvariablen damit deutlich kleiner wird. Betrachtet man analog zur vollen Dis-
kretisierung die entstehenden Ableitungen, so besitzen diese zwar eine deutlich kleinere Dimension,
jedoch sind die Matrizen in diesem Fall nicht mehr diinn besetzt und die Bestimmung der Elemente
wird komplizierter, da aufgrund der rekursiven Darstellung des Zustands eine mehrfache Anwendung

der Kettenregel notwendig ist.

J(xo,w) = (Dl + Py (@n(20,w)) - X4 | & (N (20,w)) - Xy )
CQU,O : X(l);:po C;,O ’ X(,];w + C/u,O : u,]W;w,O

/ !/ / / / !/
Cr1” Xl;xo Cp1- Xl;w + Cu,l " U1

/ !/ / !/ / /
CoN  XNuwg | CoN " XNw T CuN Uiy N

G (zp,w) =
/ / / /
Sz,0° XO;:vo Sz,0° XO;w
/ / / /
Sl Xl;xo Sl Xl;w
/ / / /
Se N XN;xg Se N " XN;w

Hl(m()aw) = (%go : X(/);xo + w:lpf 'Xé\/;xo ’ wlzo : X(/);w + szzlvf : X;V;w)

Die hierbei auftretenden Ableitungen der diskretisierten Zustédnde nach dem Anfangszustand bzw. der
Steuerungsparametrisierung

X! X!, i€0,1,..,N,

4520 5w

werden Sensitivitdten genannt. Wie diese berechnet werden kénnen ist in |Gerdts, 2012] dargestellt.

Es zeigt sich, dass sich die Bestimmung der Ableitungen im Fall der Teildiskretisierung wesentlich
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komplizierter gestaltet, als es bei der vollen Diskretisierung der Fall ist. Dieser Nachteil muss fiir die

Reduzierung der Dimension des Optimierungsproblems in Kauf genommen werden.

In allen folgenden Beispielen wird auf die reduzierte Diskretisierung zuriickgegriffen, was auch den

Beweggrund fiir deren Einfithrung darstellt.

3.2.5 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir endlichdimensionale Opti-

mierungsprobleme

Im Folgenden werden die in Kapitel gezeigten Bedingungen fiir endlichdimensionale Optimie-
rungsprobleme formuliert. Da es sich hier um ein allgemeines Optimierungsproblem handelt, wird auf
die spezielle Schreibweise aus den vorherigen Kapiteln verzichtet. Die Optimierungsvariable wird mit

x bezeichnet und besitzt die Dimension n,. Die betrachtete Problemstellung lautet:

Problem 3.30: Endlichdimensionales restringiertes Optimierungsproblem

Minimiere
J(z)

beziiglich aller z € R"* unter den Nebenbedingungen

Hj(x)=0, j=1,..,nyg, und Gi(z)<0, i=1,..,ng.

.

Nun sei zuerst angenommen, dass keine Gleichungsrestriktionen existieren, d.h. dass ny = 0 gilt.
Die Zuléssige Menge sei in diesem Fall mit ¥ := {z | G;(z) < 0,i =1,...,ng} C R™ bezeichnet und
als abgeschlossen und konvex vorausgesetzt. Die notwendige Bedingung aus Satz kann dann

folgendermaflen geschrieben werden:

Satz 3.31: Notwendige Bedingung endlichdimensionaler Optimierungsprobleme

Sei J(z) : R™ — R stetig differenzierbar und ¥ C R™ nicht-leer, abgeschlossen und konvex,
dann gilt:

1. Wenn # ein lokales Minimum vom Problem [3.30] ist, gilt

VJ(@) (z—2)>0, VzeX.

2. Ist J konvex, so ist
VJ@) T (x—2) >0, Vzex,

hinreichend fiir ein globales Minimum von Problem [3:30] in .

Aufbauend auf diesen Satz ldsst sich eine einfache Charakterisierung der notwendigen Bedingung

herleiten, vgl. [Geiger und Kanzow, 2013].

Satz 3.32: Notwendige Fixpunktgleichung

Sei J(z) : R™ — R stetig differenzierbar und ¥ C R™ nicht-leer, abgeschlossen und konvex,

sowie 7 > 0, dann gilt
VJ(#) (z—2)>0, Vrex
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genau dann, wenn x = 2 der Fixpunktgleichung

x = Projs(x — 7V.J(z)) (3.32)

genigt.

Da sich in einem Iterationsverfahren die Bedingung aus Gleichung leicht tiberpriifen ldsst, liefert
dieser Satz eine einfache Moglichkeit, ein Abbruchkriterium fiir restringierte Optimierungsprobleme
zu definieren. Fiir den unrestringierten Fall erhélt man aus die Stationaritédtsbedingung, dass
VJ (&) =0 ist.

Die Voraussetzung, dass die zuléssige Menge eine nicht-leere, abgeschlossene und konvexe Menge ist,
ist fiir den Fall eines komponentenweise beschrinkten Zustands erfiillt. Dies trifft bei den betrachteten

diskretisierten Optimalsteuerungsproblemen mit boxbeschriankter Steuerung zu.

Fiir den endlichdimensionalen Fall kénnen die Ungleichungsbeschréinkungen folgendermafien in aktive

und inaktive Restriktionen unterteilt werden:

Definition 3.33: Aktive Ungleichungsbeschrinkungen

Gegeben sei ein Optimierungsproblem mit Gleichungsbeschréinkungen H(x) = 0,, und
Ungleichungsbeschréankungen G(x) < 0,,,. Die Menge der aktiven Ungleichungsbeschrinkungen

ist definiert als
A(z) = {1 <j <ng | Gj(z) =0}

p(x) = #A(x) ist dabei die Anzahl der aktiven Ungleichungen. Analog werden die Indizes, fiir

die die Ungleichung nicht mit Gleichheit erfiillt ist, als inaktive Restriktionen bezeichnet.

Die aktiven Beschrinkungen geben Auskunft dariiber, ob die Restriktion in einer kleinen Umgebung
beachtet werden muss oder nicht. Ist eine Ungleichung nicht mit Gleichheit erfiillt, so kann der Opti-
mierungsparameter derart verdndert werden, dass sich die Restriktion vergrofiert. Ist die Beschrinkung

aktiv wird der Zustand unzuléssig.

Fiir den Fall mit ny > 0 und keinen Voraussetzungen an die Konvexitéit der zulédssigen Menge wird

die Lagrange-Funktion bendétigt. Diese ist wie folgt definiert:

Definition 3.34: Lagrange-Funktion

Die Funktion

L:R™ xRxR x R" - R, L(x,lo, 1, \) = loJ(z) + p' G(x) + AT H(z) (3.33)

heifit Lagrange-Funktion des restringierten Optimierungsproblems in Problem

\

Dabei heiflen Iy, 4 und A Lagrange-Multiplikatoren oder einfach nur Multiplikatoren. Im Falle eines
KKT-Punktes kann [y = 1 gesetzt werden und muss dann nicht explizit als Argument aufgefiihrt
werden, d.h. L = L(z, u, \).

Mit diesen Bezeichnungen ist es moglich, die KKT-Bedingungen fiir Problem anzugeben.
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Satz 3.35: KKT-Bedingungen fiir endlichdimensionale Optimierungsprobleme

Betrachtet wird Problem mit stetig differenzierbaren Funktionen J,G und H. Sei & €
R"™ ein lokales Minimum und sei zusétzlich die Bedingung der linearen Unabhéngigkeit aus
Definition erfiillt, dann existieren eindeutig bestimmte Multiplikatoren & € R™¢ und =

~

R, so dass das Tripel (2, fi, A) ein KKT-Punkt des Problems ist, d.h. es gilt

Vo L(&, f1,A) = 0, (3.34a)
H(#) =0, (3.34b)
>0, G(E) <0, i G(&) =0 (3.34c¢)
Ausgeschrieben liefert Gleichung folgende Gleichung:
ny ng
VJ(&)+ Y NVH(E) + Y 1 VGi(E) =0. (3.35)
j=1 i=1

Fiir ein unbeschrinktes Problem vereinfacht sich dies wieder zu der bekannten Bedingung, dass
VJ (&) = 0 in einem lokalen Minimum gilt. Gleichung liefert eine Zuldssigkeit bzgl. der Glei-
chungsrestriktionen und die Komplementaritdtsbedingung garantiert, dass die Ungleichungs-
beschrinkungen eingehalten werden. Dabei gilt 1;G;(Z) =0, ¢ = 0, ..., ng. Geometrisch ldsst sich die

Komplementaritéitsbedingung an einem Beispiel ohne Gleichungsrestriktionen erldutern, d.h. es gilt
min J(x), u.d.Nb. G(z) <0.

Sei dazu z ein KKT-Punkt des Problems, so gilt

VaL(# A ) = V(@) + Y iV Gi(#) =0,
=1
also
ng
~VJ(&) =Y VGi(#)
=1

Da fiir G;(Z) # 0 j1; = 0 gilt liegt der negative Gradient, also eine mogliche Abstiegsrichtung in dem
Kegel, der von den Gradienten der aktiven Ungleichungsbeschréinkungen erzeugt wird. Eine mogliche

Verbesserung der Zielfunktion ist somit nur moéglich, indem man den zuldssigen Bereich verlésst.

Als letztes wird nun noch eine hinreichende Optimalitdtsbedingung angegeben. Dabei handelt es sich

um eine Bedingung zweiter Ordnung.

Satz 3.36: Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

Betrachtet wird Problem mit zweimal stetig differenzierbaren Funktionen J, G und H. Sei
(2, 1, A) ein KKT-Punkt von Problem mit

d"V2 L(&, fi,\)d > 0 (3.36)

fir alle d € To(X, ) mit d # 0y, .

Dann gibt es eine Umgebung B (%) von Z und ein a > 0, so dass
J(x) > J(2) + af|lz — 2]

fir alle x € ¥ N B.(z) gilt.
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Unter der positiven Definitheit der zweiten Ableitung der Lagrangefunktion auf Te(X, ) existiert
demnach eine Umgebung, in der die Zielfunktion durch eine lineare Funktion von unten beschriankt

werden kann. Dabei ist To (X, ) der in & zugehorige kritische Kegel. Dieser lidsst sich schreiben als

VH;(#)"d=0, j=1,..,ny,
To(X,8) =< deR™ | VGi(2)'d<0, i€ A&),us =0, . (3.37)
VGi(2)"d=0, i€ A(&),p; >0
Zum Vergleich sei hier der linearisierte Kegel aus Definition fiir den endlichdimensionalen Fall

angegeben:

3.38
VGi(2)Td <0, i€ A(#) (3.38)

Man erkennt, dass der kritische Kegel (3.37)) eine Teilmenge des linearisierten Kegels (3.38]) ist. Der
Name griindet sich aus der Eigenschaft, dass die Richtungen d € T (X, ) die Richtungsableitung
VJ(2)"d aufgrund der KKT-Bedingungen verschwinden lassen. Dazu wird V, L(#, fi, A) | d betrachtet.

Tyin(, &) = {d € R"™

VH;(#)Td=0, j=1,..,ny, }

ng ng
VoL(2, 0, M) =VJ(@)Td+ > AVH;(#)Td+ Y 1 VGi(#)Td
j=1 i=1
ny )
=VJ(@)'d+ > AVH;(@)Td+ > uVGi(a)'d
j=1 i€l (%)
=VJ(#)'d=0.

Aus diesem Grund ist fiir diese Richtungen keine Aussage iiber das lokale Verhalten der Zielfunktion
moglich und es muss fiir diese die zusétzliche Bedingung 2.0Ordnung (3.36)) gelten.

3.2.6 Dualitat

In Kapitel[5.4] iiber Support-Vektor-Maschinen wird der Begriff der Dualitit eine wichtige Rolle spielen,
weshalb dieser nun eingefiihrt wird, vgl. [Geiger und Kanzow, 2013, Ulbrich und Ulbrich, 2012]. Dafiir

wird die bisher vorgestellt Formulierung eines Optimierungsproblems als primale Form bezeichnet.

Problem 3.37: Primalproblem

Minimiere J(z) bzgl. aller x € ¥ unter den Nebenbedingungen

Hj(x)=0,7=1,..,ng, und G(z)<0,i=1,..,ng.

Das hierzu duale Problem benétigt die folgende Funktion:

Definition 3.38: Duale Zielfunktion

Die Funktion
¢ RS R
mit

O\ ) = inf L(w,lo =1,,0) = J(x) + p'G(z) + \TH(z)

heiflt duale Zielfunktion von Problem [3.37

Das duale Problem zielt nun auf die Maximierung der dualen Zielfunktion bzgl. der Lagrange-Multi-

plikatoren ab. Es besitzt die Problemformulierung:
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Problem 3.39: Dualproblem

Maximiere ¢(A, p) unter den Nebenbedingungen

w>0, und Xe€R"H.

H&ufig bildet die duale Formulierung ein einfacher zu lésendes Optimierungsproblem, weshalb diese
Transformation angewendet wird.
Beispiel - Quadratisches Optimierungsproblem

Dieses Beispiel soll anhand eines gegebenen primalen quadratischen Optimierungsproblems die Formu-
lierung des zugehorigen dualen Problems zeigen. Dieses Beispiel stammt aus |Cristianini und Shawe-
Taylor, 2000]. Die Notation wird hier passend zur spéteren Anwendung der Support-Vektor-Maschinen
gewdhlt. Gegeben sei das folgende quadratische Optimierungsproblem

. I 4
min - Sw Quw, (3.39)
u.d.Nb.: Xw—c¢<0.

Dabei sei Q € R™ ™ eine symmetrische, positiv definite Matrix, ¢ € R™ und X € R™*",
Das zugehorige duale Problem ergibt sich als:

1
max ¢(a) = inf <2wTQw +a' (Xw— c)> , (3.40)
u.d.Nb.: «a >0,

mit der dualen Variablen o € R™.

Vorausgesetzt, dass der zulédssige Bereich nicht leer ist, kann das eindeutige Minimum der quadrati-
schen Lagrangefunktion bzgl. w durch Auflésen der notwendigen Bedingung erster Ordnung bestimmt

werden.
VpLl(w,a) =Qu + XTa=0 sw=-Q 'XTa

Einsetzen dieser Beziehung in (3.40)) liefert

1 T
o(a) = 5 (Q_lXTa) Q (Q_lXTa) +a’ (—XQ_lXTa - c)
1
= §O<TXQ_1XT0¢ —a'XQ ' XTa—a'c
1
= —EaTXQ_lXTa —a'e.

Damit kann mit der Abkiirzung P = XQ ' X das duale Problem geschrieben werden als:

1
max ¢(a) = —§aTPa —a'c,

u.d.Nb.: o > 0.

Dies stellt wieder ein quadratisches Programm dar, jedoch besitzt dieses einfachere Beschrinkungen

als die urspriingliche primale Formulierung.
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3.2.7 Sequentielle-Quadratische-Programmierung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einer kurzen Einfiihrung in ein Losungsverfahren des diskretisierten
Optimalsteuerungsproblems. Es wird das so genannte Sequential-Quadratic-Programming- Verfahren,
kurz SQP-Verfahren, herangezogen. Die Erlduterungen orientieren sich an den Arbeiten |[Kraft, 1988],
|Geiger und Kanzow, 1999, |Gerdts, 2012], [Gerdts und Lempio, 2011] und [Ulbrich und Ulbrich, 2012]
sowie den darin referenzierten Quellen. Es existieren noch weitere Verfahren zur Losung des hier be-

trachteten Problems, wie beispielsweise Innere-Punkt-Verfahren und Multiplikator-Penalty-Methoden.

Lagrange-Newton-Verfahren

Zur Herleitung des SQP-Verfahrens wird nun zuerst das Lagrange-Newton- Verfahren erlautert. Dabei

wird ein Gleichungsrestringiertes endlichdimensionales Optimierungsproblem betrachtet.

Problem 3.40: Lagrange-Newton-Problem

Seien J, H; : R™ — R, j =1,...,nH, zweimal stetig differenzierbar und H = (Hy, ..., H, )T

Y nyg

Minimiere J(z) bzgl. aller € R unter den Nebenbedingungen

Betrachtet man die notwendigen Bedingungen (KKT-Bedingungen) von Problem mit der Lagrange-
Funktion aus Definition so schreiben sich diese nach Satz folgendermafien:

XT T X
VL)) = (W( );?m)VH ( )> _ (g) . (3.41)

Das Lagrange-Newton-Verfahren zielt nun auf das Finden eines KK'T-Punktes, der die notwendigen
Bedingungen (3.41)) erfiillt, also eine Nullstelle der nichtlinearen Gleichung

T(i,\) = (Vx;g;A)> = (8) (3.42)

ist. Zur Losung dieses Problems wird, wie es der Name bereits andeutet, das Newton-Verfahren verwen-

det. Dieses berechnet bei geeignetem Startwert eine Nullstelle eines nichtlinearen Gleichungssystems,
wie es in Gleichung ([3.42)) vorliegt.

Problem 3.41: Nullstellensuche

Sei F' : R™ — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Gesucht ist eine Losung & € R™ des

nichtlinearen Gleichungssystems
F(z) =0.
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Das Newton-Verfahren zur Lésung von Problem ergibt folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3.42: Newton-Verfahren

(0) Wiihle 2 € R™ und setze k := 0.
(1) Ist F(z*) = 0: STOP.

(2) Bestimme d* € R™ als Losung des linearen Gleichungssystems

(3) Setze xF*! = 2F + d* k + Kk + 1, und gehe zu (1).

Das Newton-Verfahren besitzt unter der Voraussetzung, dass die Ableitung von F' lokal Lipschitz-stetig
ist, quadratische Konvergenz in einer Umgebung der Nullstelle und konvergiert, falls diese Eigenschaft

nicht erfiillt ist, immerhin noch superlinear.

Wie bereits erwéhnt, soll das Newton-Verfahren auf die notwendigen Bedingungen erster Ordnung
angewandt werden, um einen KKT-Punkt zu bestimmen. Dies ist auch das Vorgehen beim Newton-
Verfahren zur Minimierung einer gegebenen Funktion F(z),x € R™. Die notwendige Bedingung, dass

die erste Ableitung in einem Minimum verschwindet, also VF (&) = 0 gilt, liefert das Verfahren
gh = o — VQF(:L”“)AVF(&:’C), keNN

was lediglich einen Spezialfall des oben beschriebenen Newton-Verfahrens fiir nichtlineare Gleichungs-

systeme darstellt.

Das Lagrange-Newton-Verfahren ist eine Anwendung des eben beschriebenen Verfahrens auf die not-
wendigen Bedingungen (3.42)) fiir Problem Es lésst sich in folgendem Algorithmus zusammenfas-

sen:

Algorithmus 3.43: Lagrange-Newton-Verfahren

(0) Wihle (z°,\%) € R™ x R™#, und setze k = 0.

xk k
T = (VxIL{((x’;))\ )> ) @

(2) Berechne (Az, AX) € R™ x R"™# als Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

(1) Ist

STOP.

T'(z*, \F) (ii) = _T(aF, \F) (3.43)

mit

(@, A% = (vgwuth H'(wkf) |

H'(z%) 0

(3) Setze [zF+1, AeH1] = [2F A*] + [Az, AN], k < k + 1 und gehe zu (1).
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Der folgende Satz liefert Voraussetzungen fiir die oben erwéhnte lokale quadratische Konvergenz des

Lagrange-Newton-Verfahrens.

Satz 3.44: Konvergenz des Lagrange-Newton-Verfahrens

Annahmen:
1. Sei (2, ) ein KKT-Punkt.

2. Seien J,Hj;,j = 1,...,ny, zweimal stetig differenzierbar mit Lipschitz-stetiger zweiter
Ableitung.

3. Sei die KKT-Matrix
(3.44)

regulér.

Dann existiert ein ¢ > 0, s.d. das Lagrange-Newton-Verfahren fiir alle (z0,\°) € B.(&,\)

konvergiert. Des Weiteren existiert eine Konstante C' > 0, s.d. fiir alle hinreichend grofien k gilt
. .12
@t x4 — @, 3| < €[ @t a0 - @ )|

d.h. die Konvergenzrate ist quadratisch.

\.

Die Annahme, dass die KKT-Matrix ([3.44) regulér ist kann unter folgenden Voraussetzungen garantiert

werden:

Bemerkung 3.45: Regularitidt der KKT-Matrix

Die KKT-Matrix aus Gleichung (3.44)) ist regulir, wenn gilt:
1. Die Gradienten VH,;(Z),j = 1,...,ng sind linear unabhéngig (LICQ-Bedingung)

2. Es gilt:
d"V2, L(2,\)d > 0, fiir alle d € R™,d # 0,,, mit H' (&)d = 0,,,.

Diese Bedingungen sind auch eine hinreichende Bedingung zweiter Ordnung, dass & ein lokales Mini-
mum des Problems darstellt, vgl. dazu Satz [3.36] unter der Annahme, dass keine Ungleichungsrestrik-

tionen vorliegen.

Sequentielle-Quadratische-Programmierung

Beim SQP-Verfahren, siehe [Biiskens und Maurer, 2000, Gerdts, 2012], werden zusiitzlich zu Glei-

chungsrestriktionen auch Ungleichungsrestriktionen zugelassen, was zu dem folgenden Problem fiihrt.

Problem 3.46: Restringiertes Optimierungsproblem

Seien J,G;, Hj : R"™ — R, i = 1,...,ng, j = 1,...,ny, zweimal stetig differenzierbar und
G=(Gi,....Gn) ,H=(Hy,....Hy,)".

Minimiere J(z) bzgl. aller z € R"® unter den Nebenbedingungen
Hj(x)=0, j=1,..,nH,

Gz(l’) < 0, 1= 1, Y (Ten
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Wie der Name bereits verréit, werden bei der Sequentiellen-Quadratischen-Programmierung sequen-
tiell, also nacheinander, quadratische Probleme gelost. Ein quadratisches Optimierungsproblem liegt
dann vor, wenn die Zielfunktion quadratisch ist und die Nebenbedingungen affin linear sind. Das

quadratische Teilproblem, das beim SQP-Verfahren verwendet wird, besitzt folgende Gestalt.

Minimiere |
idTvixL(xk, 1 A+ VI (2?)Td
bzgl. d € R™ unter den Nebenbedingungen
H(z") + H'(2%)d = 0,,,,
G(z®) + G'(2%)d < 0,

Die Motivation fiir diese Wahl des Problems entstammt der Aquivalenz von Problem mit dem
Lagrange-Newton-Verfahren aus Algorithmus wenn ng = 0 ist und somit keine Ungleichungsre-
striktionen auftreten. Betrachtet man die notwendigen Bedingungen von Problem fiir ng =0 in

einem Punkt (z*, \¥), so ergeben sich diese aus der Lagrange-Funktion des quadratischen Problems
1
Lop(d,n) = 5d" V2, Lk, 1b AV)d + VI @) Td+ 7 (H(xk) + H’(xk)d)
zu

V2, Lk, pf YA+ VI ()T + (B (%) ) [0
H(z*) + H'(2*)d ~\o)/’

was sich zu dem Gleichungssystem
V2, Lk, 5 ) (H @) T (d) _ (VIENT
H'(z*)d 0 Ul H(z*)
umformen lésst. Eine Subtraktion von (H’ (mk))—r M auf beiden Seiten liefert dann

(V%mL(xk,uk,)\k) (H/(«Tk))—r> ( d ) _ (v:cL(xka)‘k)) (3 45)

H'(a%)d 0 n— Ak H(z%)

Vergleicht man nun (3.45) mit (3.43)), so stellt man fest, dass die beiden Gleichungssysteme mit der
Substitution Az = d und AX = 1 — A* identisch sind. Die Aufdatierung aus Algorithmus liefert

die neuen Iterationspunkte

=gk d, M =N AN =

Fiir den Fall, dass lediglich Gleichungsrestriktionen auftreten stimmt das SQP-Verfahren also mit dem
Lagrange-Newton-Verfahren iiberein und hat demnach auch die gleichen Konvergenzeigenschaften.
Dass trotz der Hinzunahme von Ungleichungsbeschrankungen dieselben quadratischen Teilprobleme

verwendet werden konnen, zeigt folgender Satz.

Satz 3.48

Wenn (0,7,€) ein KKT-Punkt des quadratischen Programms aus Problem fiir ein
(2%, u¥, \F) ist, dann ist (2*,7, &) ein KKT-Punkt des SQP-Problems
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Beweis: Der Beweis gestaltet sich recht einfach, da die Aussage durch Einsetzen gezeigt werden

kann. Seien dazu die Nebenbedingungen des quadratischen Problems (QP) definiert als
Hop(d) = H(z") + H'(z¥)d, Ggp(d) = G(z*) + G'(2")d
und die Lagrange-Funktion

1
Lap(d,n, &) = 5d" Vi, La", u*, N)d + VI (%) d+ " Hop(d) + & Gor(d)

Die KKT-Bedingungen im Punkt (0,7, &) lauten

VeLop(0,7,8) =VJ(a")" + 7" H'(2") + TG/ (2")
Hop(0) = H (")
£>0, Gop(0) = G(z") <0, £'Gop(0) = T G(a)

)

0
0,
0

Dies sind gerade die KKT-Bedingungen des SQP-Problems, weshalb (2, 7, £) ein KKT-Punkt ist. [

Das lokale SQP-Verfahren kann damit in folgendem Algorithmus zusammengefasst werden.

Algorithmus 3.49: Lokales SQP-Verfahren

(0) Wihle Startwert (20, u°, A\%) € R x R™ x R™¢ und setze k = 0.
(1) Falls (2%, u*, \¥) ein KKT-Punkt von Problem ist: STOP.

(2) Berechne einen KKT-Punkt (d¥, u*+1 A\F+1) € Rratnu+n6 des quadratischen Optimie-
rungsproblems

(3) Setze xF*! = z*F + d* k + k 4+ 1 und gehe zu (1).

Das SQP-Verfahren ist, wie der Algorithmus zeigt, ein zweistufiges Verfahren, das, um die Losung
des nichtlinearen Optimierungsproblems zu finden, in jedem Iterationsschritt ein quadratisches Op-
timierungsproblem aufstellt und die neue Iterierte durch Addition der gefundenen Suchrichtung d*
bestimmt. Zur Losung des quadratischen Teilproblems existieren Verfahren, die diese moglichst effizi-
ent 16sen kénnen. Zu erwdhnen sind hier Aktive-Mengen-Strategien fiir quadratische Probleme und an
QP angepasste Innere-Punkte-Verfahren, vgl. [Nocedal und Wright, 1999] und |Geiger und Kanzow,
2013|. Auf diese Verfahren wird hier allerdings nicht néher eingegangen.

Die lokalen Konvergenzeigenschaften sind in folgendem Satz formuliert. Ein Beweis kann in |Geiger

und Kanzow, 2013| oder |Gerdts und Lempio, 2011] gefunden werden.

Satz 3.50: Lokaler Konvergenzsatz des SQP-Verfahrens

Sei (2,1, A) € R™ x R™ x R"¢ ein KKT-Punkt von Problem fiir den folgende Voraus-

setzungen gelten:
1. JH;,i=1,...ng, Gj,j =1,...,ng sind zweimal stetig differenzierbar.

2. Die Gradienten VH;(z),j = 1,...,ng, und VG;(2),i € A(z) = {i | G;() = 0}, sind linear
unabhiingig (LICQ).

3. Es gelte die strikte Komplementarititsbedingung fi; — G;(&) > 0 fiir alle i = 1, ..., ng.
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4. Es gelte die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung:
dTv:?:xL( A? :&7 5‘)d >0
fiir alle d € R™ mit d # 0, VH;(2)'d=0,7 =1, ...,ng, und VG;(2)"d = 0,i € A(%).

Dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir jeden Startwert (22, u°,\°) € B.(&, i, 5\) fiir die durch
Algorithmus erzeugte Folge {(xk, . )\k)} gilt:

a) Das SQP-Verfahren [3.49|ist wohldefiniert und die Folge {(z*, ¥, A¥)} konvergiert super-
I

~

linear gegen (Z, fi, ).

(b) Sind die zweiten Ableitungen von J, H;, G; zusétzlich Lipschitz-stetig, so ist die Konver-

genzrate quadratisch.

Da die Bestimmung der Hessematrix der Lagrange-Funktion V?MCL(SL"C, wk, )\k) in jedem Iterations-
schritt sehr aufwiindig sein kann, wird in der Praxis oft eine geeignete Approximation Q¥ verwendet,
wie es auch bei den Quasi-Newton- Verfahren gemacht wird. Auflerdem kann der Fall auftreten, dass
die Hessematrix indefinit ist, was das Losen der quadratischen Teilprobleme erschwert, da diese dann
nicht konvex sind. Haufig kommt die modifizierte BFGS-Update-Formel von Powell [Powell, 1978] zur

Anwendung, die folgendermaflen definiert ist:

B ¢ (¢)" @y (") Qx
Q1 =@ (q%) " dF (@%) " Qudk

)

dF = h gk

" =0 + (1 — 0;) Qrd”,

yk — me(xk+1,)\k) _ VQ;L(CU’C, Ak),
1, wenn (dk)T yk >0.2 (Clk)T Qrd",

O = 0.8(d*) " Qua*

(dk)Tdek_(dk)Tyk sonst.

Diese garantiert, wenn mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix Q¥ gestartet wird, dass
auch alle weiteren Iterierten Q*, k € IN, symmetrisch und positiv definit sind. Die Symmetrie und die
positive Definitheit der Matrix QF ist fiir die Losbarkeit des quadratischen Teilproblems hilfreich, da
diese beispielsweise bei der Aktive-Mengen-Strategie zur eindeutigen Losbarkeit benttigt wird. Weil
bei Verwendung der modifizierten BFGS-Formel nicht mehr das exakte Optimierungsproblem gelost
wird, geht die quadratische Konvergenz des Verfahrens verloren. Es ldsst sich aber immernoch eine

lokal superlineare Konvergenz erreichen.

Hier muss angemerkt werden, dass die Iterationen des Verfahrens allerdings nicht zuléssig fiir das
gegebene Problem sein miissen. Es ist lediglich sichergestellt, dass bei Konvergenz der Grenzwert die

Nebenbedingungen erfiillt.



60 KAPITEL 3. THEORETISCHER HINTERGRUND

Globalisierung des SQP-Verfahrens

Die Konvergenz aus Satz[3.50|liefert lediglich eine lokale Konvergenz in einer unbekannten, hinreichend
kleinen Umgebung. Um auch fiir beliebige Startwerte eine Konvergenz des Verfahrens zu erreichen,
behandelt der nun folgende Abschnitt Globalisierungsmethoden des SQP-Verfahrens. Die Idee besteht
darin, einen Schrittweiten- oder Dimpfungsparameter 0y einzufithren und die Aufdatierung in Schritt
(3) aus Algorithmus durch

oFtl = ok + 5kdk

zu ersetzen. Die Schrittweite wird dabei durch eine Liniensuche entlang der Suchrichtung d* bestimmt.
Um bei dieser Suche entscheiden zu konnen, ob ein Punkt nun ,,besser® als der aktuelle ist, werden
sogenannte Bewertungsfunktionen verwendet. Diese bestimmen einen skalaren Wert, der sowohl vom
Zielfunktionswert, als auch von den Verletzungen der Nebenbedingungen abhingt. Allgemein lésst sich

eine Bewertungsfunktion schreiben als
Pr(zin) i=J(x) +n-r(x),

wobei r : R — [0,00) eine stetige Funktion ist, die die Verletzung der Nebenbedingungen bestraft.
Sie besitzt die Eigenschaften

r(z)=0 ©zek,

liefert also den Wert 0, wenn der Zustand sich im zuldssigen Bereich ¥ befindet und sonst einen
positiven Wert. Zur Gewichtung zwischen Zielfunktion und Unzuléssigkeit dient der Parameter 7.

Als Beispiel fiir eine typische Bewertungsfunktion wird hier die [1-Bewertungsfunktion

N nag
hzsn) = J(@) +n | Y [Hj@) + > max{0,Gi(x)}
j=1 i=1
verwendet.

Das globalisierte SQP-Verfahren ldsst sich nun folgendermafien notieren. Dabei wird mit der ;-

Bewertungsfunktion eine Armijo-Liniensuche entlang der Suchrichtung d* durchgefiihrt.

Algorithmus 3.51: Globalisiertes SQP-Verfahren

(0) Wihle Startwert (20, u% \%) € R x R™# x R"¢, Qg € R" X" symmetrisch und positiv
definit, 8 € (0,1), o € (0,1), und setze k = 0.

(1) Falls (2%, u*, \¥) ein KKT-Punkt des Optimierungsproblems ist: STOP

(2) Berechne einen KKT-Punkt (d*1, pF+1 Ak+1) € R x R"# x R"¢ des quadratischen
Hilfsproblems
Minimiere "
§dTde +VJ(®)Td
bzgl. d € R™ unter den Nebenbedingungen

H(z") + H' (z%)d = 0.,
G(z®) + G'(z*)d < 0y




3.3. PARAMETRISCHE SENSITIVITATSANALYSE 61

(3) Bestimme eine Schrittweite

Op i= max {BJ (ak + BId¥; ) < 1y (@ m) + o Bl (aF; ) (dF)

J € INp und }

(4) Berechne symmetrische, positiv definite Matrix Q**! (modifiziertes BFGS-Update).

(5) Setze xF*! = 2% + §,.d*, k + k + 1 und gehe zu (1).

Ein Konvergenzbeweis des Verfahrens kann in [Han, 1977] gefunden werden. Idealerweise befindet
man sich nach endlich vielen Schritten in einem Punkt, der als Startwert des lokalen SQP-Verfahrens
zuléssig ist und ab dem dann die superlineare Konvergenz gilt, womit auch das globale Verfahren diese

Konvergenzrate aufweist.

Mit diesem Algorithmus stehen die notigen Hilfsmittel zur Losung endlichdimensionaler Optimie-
rungsprobleme zur Verfiigung. Es existiert auch eine umfangreiche Theorie zur Losung optimaler
Steuerungsprozesse mit Hilfe der notwendigen Bedingungen der optimalen Steuerung. Da die Im-
plementierung der Beispielprogramme jedoch ausschlieBlich die diskretisierten endlichdimensionalen
Optimierungsprozesse zur Losung heranzieht, wird hier aus Platzgriinden auf diesen Teil der Theorie

verzichtet.

3.3 Parametrische Sensitivitdtsanalyse

Da es sich bei den in dieser Arbeit betrachteten Problemen um Anwendungen handelt, bei denen das
Ergebnis der Rechnung moglichst schnell, im Idealfall sogar in Echtzeit verfiigbar sein muss, wird
nun eine Moglichkeit vorgestellt, um eine echtzeitfihige Steuerung fiir optimale Steuerungsprozesse zu
realisieren. Dieses Vorgehen basiert auf der Arbeit von Fiacco [Fiacco, 1983] und wird beispielsweise
in |Gerdts, 2012, Gerdts, 2003, Biiskens und Maurer, 2001] und [Biiskens und Gerdts, 2001] verwendet.

Dazu werden die bisher vorgestellten Optimalsteuerungsprobleme um einen zusétzlichen Parameter
p € R™ erweitert. Dieser dient zur Definition einander dhnlicher Probleme, die sich lediglich in wenigen

Parametern unterscheiden. Dazu wird das Optimalsteuerungsproblem [3.3] folgendermafien ergénzt:

Problem 3.52: Parametrisches Optimalsteuerungsproblem

Gegeben sei das kompakte Zeitintervall [tg,tf] C R mit ¢ty < ¢, die Funktionen

f:fto, tf] x R™ x R™ x R" — R"=,
fe :fto, tf] x R™ x R™ x R" — R,

@ :fto, tr] x R x R"™ x R™ x R"™ — R,
P R™ x R™ x R™ — R™

s :fto, tg] x R"™ x R" — R"s,

c:fto, ty] x R" x R™ x R"™ — R"°,

mit hinreichender Regularitit, sowie die nicht-leere Menge der zuléssigen Steuerungen U. Das

zugehorige Optimalsteuerungsproblem lautet:
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Minimiere die Zielfunktion
b
o(tor t7,(to), x(ts), p) + / fult, 2(8), u(t), p)dt (3.46)
to
beziiglich aller
x:[to, tg]) = R™ wund w:[to,tf] = R"™, (3.47)
die die Differentialgleichung
l’(t) - f(t7 .%'(t), u(t)7p)v (348)
die Randbedingungen
Y(x(to), 2(tf),p) = On,, (3.49)
die Steuerungs-Zustandsbeschrinkungen
c(t,z(t), u(t),p) < On, (3.50)
und die reinen Zustandsbeschrinkungen
s(t,z(t),p) < Op, (3.51)
fir alle t € [to, tf] erfiillen.

Der Parameter kann demnach sowohl in der Differentialgleichung, als auch in den Steuerungs- und Zu-
standsbeschrankungen sowie den Randbedingungen auftreten. Auf die explizite Angabe der zuldssigen
Steuerungsmenge U wurde hier verzichtet, da diese Information in den Steuerungs-Zustandsbeschriank-
ungen mit aufgenommen werden kann. Dieses Problem kann mit den in Kapitel und
vorgestellten Techniken in ein endlichdimensionales nichtlineares Optimierungsproblem transformiert

werden.

Problem 3.53: Nichtlineares parametrisches Optimierungsproblem (NLP(p))

Minimiere
J(z,p)

beziiglich aller z € R"* und den Nebenbedingungen

Fiir ein fest gewahltes p € R™ ist dieses Problem #quivalent zu Problem |3.30l Die Fragen, die bei

diesem Problemtyp von Interesse sind, lauten:

1. Wenn Problem fiir einen nominellen Parameter p eine optimale Losung & besitzt, existiert

fiir ein p in einer Umgebung von p ebenfalls eine Losung?

2. Welche Eigenschaften besitzt die Abbildung p — z(p), die den Parameter auf die zugehorige

optimale Losung abbildet in einer Umgebung von p?

Die Idee, die bei der parametrischen Sensitivitdtsanalyse ausgenutzt wird, ist, falls die beiden eben

formulierten Fragen mit ja beantwortet werden kénnen und die Abbildung p — z(p) sich als geeig-
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net differenzierbar herausstellt, die Losung z(p) durch die Losung am nominellen Parameter Z(p) zu
approximieren. Dies fithrt auf die Anwendung des Sensitivitétssatzes von Fiacco [Fiacco, 1983], wofiir
jedoch starke Voraussetzungen an die nominelle Losung gefordert werden miissen, die in der folgenden

Definition zusammengefasst werden.

Definition 3.54: Stark-regulires lokales Minimum

Ein lokales Minimum Z von Problem (NLP(p)) heifit stark-regulér, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
1. z ist zuléssig.

2. Die KKT-Bedingungen gelten im Punkt (z, i, A).

3. Die Bedingung der linearen Unabhéngigkeit, Definition [3.22] ist fiir alle aktiven Be-

schrankungen erfiillt, d.h. die Gradienten
V.Gi(Z,p), i € Ia(Z,p), V.H;(Z,p), j=1,....,nu
sind linear unabhéngig.
4. Die strikte Komplementaritidtsbedingung gilt in (z, /i, 5\), d.h.

i — Gl(i’,ﬁ) >0 Vi=1,..,ng.
5. Es gilt
d'V2,L(#, i, A, p)d > 0
fiir alle d € T (&, p) mit d # 0, wobei

va](-%vﬁ)d: 07 ] =1,...,hH,
To(S,4,9) = {d € R™ | V,Gi(,p)d <0
vaz(a}aﬁ)d = 07 1€ IA(£7]§)7MZ >0

ISH

der kritische Kegel von Problem ist, vgl. (3.37)).

Bedingung [f] ist gerade die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung aus Satz [3.36] Damit ist es nun

moglich den Sensitivitidtssatz zu formulieren.

Satz 3.55: Sensitivititssatz

Seien J, G und H definiert wie in Problem und zweimal stetig differenzierbar. Sei p € R™
fest gewahlt. Sei & = x(p) ein stark-reguliires lokales Minimum von NLP(p) mit Lagrange-

Multiplikatoren A und [t
Dann gibt es Umgebungen B.(p) und Bj(&, fi, A), s.d. NLP(p) ein stark-reguliires lokales Mini-

muim

(I(p), ,u(p), )‘(p)) € Bé(ja ﬂ? 5‘)

fir alle p € B:(p), mit A(2(p)) = A(z(p)) besitzt.

Zusitzlich sind z(p) und p(p), A(p) stetig differenzierbar bzgl. p. Die Ableitung von & bzgl. p
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ergibt sich als

@) VEL (VG)T (VH)T\ [ V3L
@ |=-]8-V.¢ T 0 & v,e|, (3.52)
20 V.H 0 0 V,H

wobei 2 := diag(fi1, ..., fing) und I:= diag(Gh, ..., Gp,,) gilt. Alle Funktionen werden am Punkt
(ﬁc,ﬂ,j\,ﬁ) ausgewertet.

Der Sensitivititssatz liefert denmach die Antwort auf die oben formulierten Fragen. In einer unbekann-
ten Umgebung des nominellen Parameters existiert auch eine Losung des Problems mit verédndertem
Parameter und im Nominalpunkt ist die Abbildung p — z(p) stetig differenzierbar. Es wird sogar eine
Formel zur Berechnung der Ableitung angegeben. Dies gibt den Anreiz, die optimale Losung in einem
Punkt p mittels Linearisierung um den Punkt p zu approximieren, also eine Taylorreihenentwicklung

erster Ordnung durchzufiihren:

2(p) = 2(p) + jjj(ﬁxp—ﬁ) T o(lp— BI). (3.53)

Wie bei vielen mathematischen S#tzen ist auch hier keine Auskunft iiber die Grofle der Umgebung
von p verfiighar. Besonders die Gleichheit der aktiven Beschréinkungen stellt eine starke Limitierung

dieses Bereichs dar und dies kann lediglich durch Lésen von NLP(p) eindeutig beantwortet werden.

In [Biiskens und Maurer, 2001] wird eine Moglichkeit présentiert, eine Approximation des Bereichs
zu erhalten, in dem sich die aktiven Beschrankungen nicht &ndern. Dazu wird eine Linearisierung der
Ungleichungsrestriktionen und der Lagrange-Multiplikatoren beziiglich der Parameter durchgefiihrt.
Es miissen zwei Fille untersucht werden.

FEine Beschriankung wird inaktiv: In diesem Fall wechselt der zugehérige Lagrange-Multiplikator w;, 4 €

I4(%,p) auf einen Wert u; = 0. Betrachtet man einen méglichen Nulldurchgang der Linearisierung

0 = pi(p) ~ pi(p) + d%(p) (P — D), 1€ La(&,p),

ergibt sich daraus unter der Voraussetzung, dass die Ableitungen 3£ (p) #0,j =1,...,nyp, erfiillen, die

dp;
Approximation
L)y
Pusj ~ Dj — d;i(Aj)a =1,...,np. (3.54)
dp;

Eine Beschriankung wird aktiv: Analog kann fiir das aktiv werden einer Beschrinkung vorgegangen

werden. Hier ist ein Nullstellendurchgang der Linearisierung der Ungleichungsbeschrinkung G;,i #

I4(Z,p) zu betrachten.
dG;, .

0 = Gi(x(p),p) = Gi(x(p),p) + Tp(x(p),ﬁ) (pe; —P), @ # La(Z,p),
it dG; . dG dz . dG;
) = )P 6) + G )D)
liefert, unter der Annahme, dass die Ableitungen %(ﬁ) nicht verschwinden, die Approximation
Gi(p);

pGi,j ~ ﬁ] — leh = 1, ceey N (355)

1. (p)
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Fasst man die berechneten Punkte aus (3.54) und (3.55) zu den Mengen
Pl={puili=1,..,nctU{pg;li=1,..,ng}U{-00,00}

zusammen, so kann fiir jeden Parameter ein kleinstes Intervall um den Nominalparameter p bestimmt

werden, das jeweils als Approximation des zuléssigen Sensitivitdtsbereichs herangezogen werden kann.
P = | max p; € PPV min {p; € P
P pj<bj { ! } Pi>pj { ! }

Alle Parameter zusammen liefern

Py =P; x Py x---x P

als Aproximation des Sensitivitdsbereichs um p.

Da die Bestimmung der Sensitivitdten g—;(ﬁ) die zweiten Ableitungen der Lagrange-Funktion V2 L
und VipL bendtigt und deren Berechnung im Allgemeinen sehr aufwindig sein kann, besteht die

Moglichkeit sie iiber einen Finite-Differenzen-Ansatz zu bestimmen.

difL‘(A) - $(}5+ hez) — l‘(ﬁ-F hel)
dp b= 2h )

Dabei miissen 2n,, nichtlineare Optimierungsprobleme gelost werden. Jedoch kann die Losung z(p) des

nominellen Problems NLP(p) als Startschitzung verwendet werden, was hiufig bereits einen guten

Startwert darstellt und die Rechenzeiten meist deutlich verringert.

Bemerkung 3.56: Sensitivititen ohne stark-regulires Minimum

In [Jittorntrum, 1984] wird die Existenz von Sensitivitéten mit abgeschwichten Voraussetzungen
gezeigt. Dort wird, auch wenn die optimale Loésung nicht differenzierbar bzgl. der Parameter

ist, die Existenz einer eindeutigen Richtungsableitung bzgl. jeder Parametervariation gezeigt.

Die in (3.53) gezeigte Approximation stellt die Grundlage der Echtzeit-Steuerung mittels Sensiti-
vitdtsupdates dar.

Algorithmus 3.57: Echtzeit Approximation von NLP(p)

(0) Sei p ein gegebener nomineller Parameter.

(1) Offline Berechnung: Lése NLP(p) und (3.52]).

(2) Online Update: Berechne fiir einen gestorten Parameter p # p

2(p) = 2(p) + jljj@)(p 9 (3.56)

und nutze dies als Approximation von z(p).

\.

Da der Offline-Teil, Schritt (1), vor Inbetriebnahme durchgefiihrt und das Ergebnis abgespeichert wer-
den kann, muss zur Laufzeit des Problems lediglich Gleichung berechnet werden. Diese besteht
nur aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation und einer Vektor-Vektor-Addition. Bei den gewéhlten Di-
mensionen ergibt dies n, - n, Multiplikationen und ny - (n, — 1) + n, Additionen. Diese Rechenzeiten

konnen weitestgehend vernachléssigt werden, was die Echtzeitfahigkeit dieses Schrittes verdeutlicht.
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Die durch das Update entstehende Approximation der optimalen Lésung muss nicht notwendigerweise
zuléssig sein, also die Nebenbedingungen H und G erfiillen. Mit dem folgenden Projektionsproblem,

kann aus einem méglcherweise unzulissigem Punkt ein zuléssiger gemacht werden.

Problem 3.58: Projektionsproblem auf ¥

Minimiere |
o = 2
-l — 3(p)]
bzgl.

x € X(p) = {xean

Dieses Problem sucht also den Punkt z € ¥(p), der dem mittels Sensitivitdtsupdate berechneten Punkt

bzgl. der Euklidischen Norm am n#hesten ist.

Damit stehen nun die theoretischen Hilfsmittel zur Verfiigung, um sowohl die optimale Steuerung, als

auch das Problem der echtzeitfdhigen Steuerung zu betrachten.



Kapitel 4

Optimale Steuerung vertikaler

Fahrzeugmodelle

Nachdem nun die theoretischen Grundlagen erldutert wurden, behandelt dieses Kapitel die optimale
Steuerung der in dieser Arbeit betrachteten Probleme. Dafiir werden die in Kapitel eingefiihr-
ten vertikalen Fahrzeugmodelle als Dynamik des Optimalsteuerungsproblems verwendet. Die erste zu
beantwortende Frage ist, wie eine Zielfunktion J(u) fiir das Problem gewihlt werden muss, um das

gewiinschte Optimierungsresultat, wie mehr Komfort oder besseres Handling, zu erhalten.

4.1 Die Zielfunktion

In diesem Abschnitt werden die moglichen Zielfunktionen eines Optimalsteuerungsproblems der ver-
tikalen Fahrzeugdynamik erldutert. In [Foag und Griibel, 1987] wird beschrieben, wie verschiedene
Kriterien hergeleitet werden. Dabei kommen in erster Linie subjektive Empfindungen von Testfahrern
zum Einsatz, die eine Aussage dariiber geben, wann das Fahrverhalten , besser® ist. Natiirlich hingt
dies auch stark vom jeweiligen Auto bzw. dessen Zielgruppe ab. Ein Sportwagen hat sicherlich ein an-
deres optimales Fahrwerkverhalten als eine Limousine. Oft ist es auch sehr schwer eine mathematische
Formulierung fiir ein spezielles Kriterium zu finden, das bei einem empfundenen besseren Verhalten

einen kleineren Funktionswert liefert.

4.1.1 Giitekriterien der vertikalen Fahrzeugdynamik

Die beiden konkurrierenden Hauptkriterien in der Fahrwerkdynamik sind auf der einen Seite der Kom-
fort der Fahrzeuginsassen, welcher durch ein ,,weiches“ Fahrwerk erzielt wird, und auf der anderen Seite
Sicherheits- und Betriebsfestigkeitskriterien, die meist durch ein , steiferes“ Fahrwerk erreicht werden.
Beim Komfort wird hier die ISO Norm 2631-1 [International Organization for Standardization, 1997]
herangezogen. Dort wird der wahrgenommene Fahrkomfort durch die auf den Koérper wirkenden Be-
schleunigungen charakterisiert. Die Beschleunigungen werden hinsichtlich ihres Frequenzspektrums
gewichtet, da bestimmte Frequenzbinder als unangenehmer empfunden werden als andere. In dem
in Kapitel eingefithrten Kontext ist es jedoch schwierig eine Optimierung der auftretenden Fre-
quenzen durchzufiihren, da das Problem im Zeitbereich formuliert ist. Deshalb wird eine Gewichtung

des Komforts bzgl. des RMS-Wertes (engl. root-mean-square), also der Wurzel aus den quadrierten

67
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wirkenden Beschleunigungen verwendet:

A G /OT a(t)th)%. (4.1)

In der ISO-Norm wird eine weitere Variante vorgeschlagen, die bei stédrkerer Gewichtung héherer Am-
plituden Anwendung findet, die so genannte Vibrations-Dosis-Methode (engl. vibration-dose-method).

Dort wird anstelle der zweiten Potenz die vierte verwendet und analog auch die vierte Wurzel gezogen:

1 T 4 i
aypM = <T/ a(t) dt) .
0

Betrachtet man mehr als eine Beschleunigung, werden diese mit Hilfe einer gewichteten Summe der
zweiten oder vierten Potenz integriert. Bei Halb- und Vollfahrzeugmodellen kénnen auf die selbe Wei-
se auch die Winkelbeschleunigungen (¢ und w) einbezogen werden. Damit die Zielfunktionen keine
Waurzelterme enthalten, werden jeweils die quadrierten bzw. zur vierten Potenz genommenen Beschleu-

nigungswerte verwendet, d.h. feom fort = a% ms oder feomfort = a“l, DM-

Wie bereits erwihnt, gilt es nicht nur den Fahrkomfort zu optimieren, sondern auch bestimmte Krite-
rien in Bezug auf Sicherheit und Betriebsfestigkeit zu erfiillen. Bei der Sicherheit spielt insbesondere
die Normalkraft zwischen Reifen und Fahrbahnoberfliche eine Rolle. Nimmt diese Normalkraft ab,
verringert sich auch die maximale Haftreibung in horizontaler Richtung, vgl. Kapitel Um hier
eine differenzierbare Zielfunktion zu erhalten, werden nicht nur Verringerungen der Normalkraft be-
straft, sondern alle Abweichungen bzgl. der Gleichgewichtslage. In den verwendeten Modellen ist die
Referenzkraft in den Nullpunkt verschoben, so dass lediglich die wirkende Kraft zwischen Strafie und
Rad betrachtet werden muss. Den zugehotrigen Anteil der Zielfunktion erhélt man durch Quadrieren

und Integrieren:
T
fsafety = / pr(t)zdt- (42)
0

Ein weiterer zu beriicksichtigender Faktor ist der genutzte Federweg der Radaufthingung. Da es sich
um ein reales System handelt, bestehen Schranken an die mogliche Einfederung. Diese kénnen ent-
weder als harte Beschrdnkungen in die Nebenbedingungen der Optimierung aufgenommen werden
oder als ,,weiche* Schranken mittels Bestrafung in der Zielfunktion integriert werden, vgl. [van der Aa,
et al., 1997], wodurch der genutzte Federweg des gesamten Zeithorizonts bestraft wird. Die Einfede-
rung ergibt sich aus der Differenz der vertikalen Position des Chassis Authdngungspunktes und der
des Reifens. Fiir ein Viertelfahrzeug gilt also zj, — z,,. Bei komplexeren Fahrzeugmodellen miissen noch

weitere Zustandsgrofien wie Nick- und Wankwinkel einbezogen werden, um den Aufhingungspunkt

zu bestimmen, wie es in Kapitel [3.1.4] und |3.1.5| bereits erldutert wurde. Fiir den Fall, dass harte

Beschrankungen eingefiihrt werden, ergeben sich fiir das Viertelfahrzeug die linearen Zustandsrestrik-

tionen

@(x(t))s,u = Zb(t) - Zw(t) < ZS,max,
90(95(15))5,1 = Zw(t) - Zb(t) < 28 mins

Bei Halb- und Vollfahrzeugmodellen miissen diese Beschrédnkungen fiir alle Radaufhdngungen ein-

Vit € [0,T].

gefithrt werden. Die Methode der weichen Beschrankungen verzichtet auf dieses explizite Ausschlieflen
bestimmter Zusténde, sondern bestraft deren Verletzung in der Zielfunktion mit Hilfe des quadrati-

schen Integralterms

T
fdurability = / (Zb - Zw)2 dt. (43)
0
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Bei dieser Variante wird das Losen des Optimierungsproblems vereinfacht. Natiirlich kann a priori
nicht gesagt werden, ob die Losung auch die harten Schranken erfiillt. Um dies zu erreichen, muss der
zugehorige Gewichtungsfaktor erhoht werden und selbst dann kann nicht garantiert werden, dass es
eine Losung gibt, die die Schranken einhélt. Im Falle der harten Beschrankungen wiirde der Optimierer

hier mit einem Fehler enden, da keine zuléssige Losung existieren wiirde (3 = 0).

Ein letzter Term, der die Berechnung vereinfacht, ist eine Bestrafung der Abweichung der Steuerung
von einem vorher bestimmten Nominalwert ug € U. Damit tritt die Steuerung explizit in der Ziel-

funktion auf, welche damit regularisiert und die Berechnung der Sensitivitdten verbessert wird, vgl.

Kapitel

T
fregularization = / (u(t) - U0)2 dt (44)
0

Die finale Zielfunktion setzt sich als gewichtete Summe der hier vorgestellten Einzelterme (4.2]) - (4.4))

zusamimern:

J(u) = ’icfcomfm"t + ﬂsfsafety + Rdfdurability + erregularization (45)

Mit den gewihlten Gewichten k = (K, ks, K4, £r), Ki > 0, i € {¢c, s,d,r}, lassen sich unterschiedliche
Steuerziele definieren. Eine starke Gewichtung der Kabinenbeschleunigung liefert eine fiir den Fahrer
komfortable Steuerung. Dementsprechend ist eine Steuerung, welche die Abweichung der Reifennor-

malkraft hoher gewichtet, eine sichere bzw. sportliche Steuerung.

4.1.2 Frequenzanalyse als Komfortkriterium

In der ISO Norm 2631-1 [International Organization for Standardization, 1997] und [Mitschke und
Wallentowitz, 2004] wird darauf hingewiesen, dass auf den Fahrer wirkende Beschleunigungen mit be-
stimmten Frequenzbereichen einen hoheren Einfluss auf den empfundenen Komfort haben als andere.
Aus diesem Grund wird bei der regelungstechnischen Herangehensweise des betrachteten Problems
hiufig der Amplitudengang der Beschleunigung betrachtet, um einen verbesserten Komfort nachzu-
weisen. Zusétzlich werden die berechneten Amplituden mit Gewichtungsfunktionen multipliziert, vgl.
Abbildung um Frequenzen, die mafigeblich fiir den empfundenen Komfort verantwortlich sind,
starker hervorzuheben. Dies ist jedoch nur dann notwendig, wenn eine Bewertungszahl angegeben
wird, die sich aus den Amplituden der einzelnen Frequenzen berechnet.

Fiir die Berechnung der Fouriertransformierten wird hier auf die diskrete Fouriertransformation zuriick-
gegriffen, vgl. [Hanke-Bourgeois, 2009, Briggs und Henson, 1995|. Dabei wird eine Funktion f(¢) mit
N &dquidistanten Stiitzstellen iiber dem Gitter Gy = {7 | 7% = k:tf;,to, k =0,..,N — 1} durch ein

trigonometrisches Polynom approximiert. In komplexer Darstellung berechnen sich die Koeffizienten

aus der Formel

1 = 27k
ak:NZOf(Tj)exp<— N >, k=0,...,N—1,
]:

wobei i die imaginire Einheit darstellt. Mit der Abkiirzung 7*7 := exp (—%) kann dies als

Matrix-Vektor-Multiplikation o« = W - f zusammengefasst werden. Mit o = [ao,...,aN,l]T, =
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[ f(10), -, f (TN_l))] ’ ergibt sich die Transformationsmatrix oder auch DFT-Matrix

700 ol no-(Nq)
W i 771~0 771.1 771~(N—1)
SN :
p(N=1)-0 p(N=1)-(N=1)

Effektive Berechnungsmethoden der Transformierten werden Schnelle-Fourier-Transformation (engl.

fast-fourier-transformation, FFT) genannt und reduzieren den Berechnungsaufwand von O(N?) auf
O(N log(N)).

Ungewichtete Frequenzbewertung

Fiir die weiteren Betrachtungen sind einige Eigenschaften der Matrix W € CN*¥ interessant. Da die
diskrete Fourier-Transformation invertierbar ist, ist W invertierbar und bei genauerer Betrachtung
sieht man, dass sie auch symmetrisch ist. Eine weitere Eigenschaft, die in [Auslander und Tolimieri,
1979] gezeigt wird, ist, dass die Inverse von W die Gleichung W~! = N W' erfiillt. Damit gilt

Die Summe des quadrierten Amplitudenspektrums berechnet sich aus den quadrierten Betragen der

Fourier-Koeffizienten ||a||? = agay,. Fiir eine ungewichtete Frequenzbetrachtung ergibt sich mit Glei-

chung (4.6) daraus

N-1 N-1 N-1
J(@ou) =Y lopl? =D oar=>_ (Wf), (W),
k=0 k=0 k=0
=) =T LTy (4.7)

Bezeichnen die Eingangsdaten die Beschleunigung des Aufbaus f = & an den Gitterpunkten, so wird
aus Gleichung deutlich, dass sich die Zielfunktion fiir den ungewichteten Fall von der Minimierung
der Aufbaubeschleunigung lediglich darin unterscheidet, dass bei der eben erlduterten Variante die
diskretisierten Zustdnde zur Berechnung herangezogen werden. Bei der direkten Minimierung der
Aufbaubeschleunigung wird diese im System als Zustand durch das Integrationsverfahren berechnet.

Analog verhilt es sich bei Betrachtung der Radbeschleunigungen.
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Abbildung 4.1: Von |International Organization for Standardization, 1997] empfohlene Frequenzgewichtung der

vertikalen Beschleunigungsamplituden (Datenquelle: [International Organization for Standardization, 1997))

Gewichtete Frequenzbewertung

Wie bereits erwdhnt spielen bestimmte Frequenzen eine grofiere Rolle auf den empfundenen Komfort
als andere. Um den Fokus der Optimierung auf diese Bereiche zu legen, wird deshalb héufig eine
Gewichtung der Zielfunktion vorgenommen. In Abbildung[4.1ist die in [International Organization for
Standardization, 1997 vorgeschlagene Gewichtungsfunktion grafisch dargestellt. Fiir die Berechnung

RNXN

wird eine Gewichtungsmatrix G € mit Diagonalgestalt definiert, fiir die gilt

itr o), fir i=j
Gy = 9.1 to) I i jel, .. N.
0, sonst

Dabei héngen die Eintrige g(4,t¢,%9) von der betrachteten Periodenlénge t; — ¢y und der zugehorigen
Gewichtung ab. Die gewichteten Amplituden berechnen sich nun als § = Ga, wodurch sich fiir die

betrachtete Zielfunktion Folgendes ergibt:

N-1 N-1
J(wou) =Y NIBl* =Y (GW ), (GW ),
k=0 k=0
= (GWHTGWH=FfWTGTGWf=fTWTc?wy. (4.8)

Das Produkt W T G?W ist fiir konstantes N ebenfalls konstant und kann im Voraus berechnet werden,
um Rechenzeit zu sparen, fiir den Fall, dass kein Algorithmus zur schnellen Fourier Transformation

Verwendung findet.

Beispiel: Das Amplitudenspektrum fiir die kontinuierliche Zielfunktion

Dieses Beispiel vergleicht die Ergebnisse dreier Optimierungen des kontinuierlichen Modells. In Ab-
bildung wird der Amplitudengang der Uberfahrt eines Viertelfahrzeugs iiber ein Schlagloch der
Hohe h = —0.2m und Lénge 1.0m betrachtet. Die drei Probleme unterscheiden sich in der gew#hl-
ten Zielfunktion aus durch ein anders gewihltes k. Bei der gestrichelten Losung handelt es sich
um die Optimierung des Handlings (k = (0,1,0,0)). Dies liefert fiir den Aufbau iiber den gesam-

ten Frequenzbereich die grofften Amplituden. Die durchgezogene Linie entspricht einer Gewichtung
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mit k = (1,0,0,0), also einer reinen Komfort-bezogenen Optimierung, bzw. wie im vorherigen Kapi-
tel erlautert eine ungewichtete Minimierung des Amplitudengangs. Hier liegen die Amplituden stets
unter den anderen beiden Vergleichskurven. Die gestrichpunkteten Daten sind die Ergebnisse mit

k= (0,0,0,1), also der Referenzsteuerung mit konstanter Steuerung u = uy.

L7 N —k =(1,0,0,0)
071 ’ \ - -x =(0,1,0,0)H
e ‘\ % =(0,0,0,1)
0.6 L’ \ i
\
0 e '
5- -~ -
% .- \
2 P \
30.4 r - \ m
£ ’ \
< 4 \ ,
0.3 7 ; \ |
VARN 7|
/ N/
NN A
(0= I I I I R TR R I I I I I TR el =
10° 10* 102

Frequenz (Hz)

Abbildung 4.2: Einseitiges Amplitudenspektrum der Aufbaubeschleunigung eines Viertelfahrzeugs bei einer
Schlaglochiiberfahrt fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen: x = (1,0,0,0), gestrichelt: x = (0, 1,0,0),
gestrichpunktet: x = (0,0,0,1))

In Abbildung ist fiir dieselben Rechnungen das Amplitudenspektrum des Reifens dargestellt. Wie
zu erwarten, verhélt es sich hier umgekehrt. Die Komfortoptimierung liefert die Gréfiten Amplituden
und die Handlingoptimierung die geringsten, zumindest im Bereich 1-20H z. Bei hoheren Frequenzen

gleichen sich die drei Ergebnisse einander wieder an.

Es wird fiir dieses Beispiel ersichtlich, dass die Komfortoptimierung die grofite Reduzierung der An-
regungsamplituden des Aufbaus erreicht, was nach den oben erliuterten Zusammenhingen das zu

erwartende Resultat darstellt, und die Handlingoptimierung die Reifenfrequenzen dampft.

Fiir die Darstellung des Amplitudengangs wird das einseitige Amplitudenspektrum betrachtet. Dabei
wird die hier geltende Annahme ausgenutzt, dass die zu transformierenden Daten reell sind. Ist dies
der Fall, so gilt fiir die Fourier-Koeffizienten oy = @n_j. Nutzt man die dquivalente Formulierung der

diskreten Fourier-Transformation nach [Briggs und Henson, 1995,

N/2

i2mkj
= 3 fme (<25,

j=—N/2

wird deutlich, dass lediglich N/2 unterschiedliche Frequenzen mit jeweils positivem und negativem
Drehsinn auftreten. Mit diesen Kenntnissen lisst sich das einseitige Amplitudenspektrum definieren
als die Wertepaare (wg, 2||ax||) mit & = 0,..., N/2. Die w, = tf%to geben die jeweilige Frequenz an.
Meist wird das Amplitudenspektrum iiber einer logarithmischen x-Achse, wie in Abbildung und
[4:3] dargestellt.
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Abbildung 4.3: Einseitiges Amplitudenspektrum der Reifenbeschleunigung eines Viertelfahrzeugs bei einer
Schlaglochiiberfahrt fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen: x = (1,0,0,0), gestrichelt: x = (0, 1,0, 0),
gestrichpunktet: x = (0,0,0,1))

Beispiel: Gewichtetes und ungewichtetes Amplitudenspektrum als Zielfunktion

In diesem Beispiel soll verglichen werden, inwieweit eine Gewichtung der auftretenden Frequenzen
in der Zielfunktion Einfluss auf das Ergebnis hat. Es wird dasselbe Problem wie im vorhergehenden
Beispiel betrachtet, jedoch wird nun als Zielfunktion das Amplitudenspektrum aus Gleichung fir
den ungewichteten Fall und Gleichung fiir die gewichtete Zielfunktion verwendet. In Abbildung

.4 sind die jeweils resultierenden Amplitudenspektren miteinander verglichen.

0.3 ‘ ‘ ———

= =ungewichtet
1\ ——gewichtet

0.25

o
)

Amplitude
o
il
[6)]

o
=

0.05

Frequenz (Hz)

Abbildung 4.4: FEinseitiges Amplitudenspektrum der Aufbaubeschleunigung eines Viertelfahrzeugs bei einer
Schwelleniiberfahrt fiir gewichtete und ungewichtete Amplitudenspektren (gestrichelt: ungewichtete Zielfunktion
([4.7), durchgezogen: gewichtete Zielfunktion (4.8))

Es ist lediglich ein relativ kleiner Unterschied zu beobachten. Bei der gewichteten Zielfunktion sind
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die Amplituden im stirker gewichteten Teil um 10H z etwas geringer, wohingegen sie bei héheren

Frequenzen leicht {iber dem ungewichteten Resultat liegen.

Die folgenden Kapitel beschéftigen sich mit der Bereitstellung des optimalen Steuerungsproblems
fiir semi-aktive und aktive Fahrwerkssteuerungen. Dafiir werden unterschiedliche Modellierungen der

Aktoren vorgestellt und auf ihre Anwendbarkeit hin untersucht.

4.2 Semi-aktive Steuerung

Bei der semi-aktiven Steuerung handelt es sich, wie bereits in Kapitel kurz erldutert, um eine Me-
thode, bei der passive Elemente aktiv gesteuert werden kénnen. Im vorliegenden Fall sind die passiven
Elemente der Fahrzeugaufhingung die Dédmpfer, deren Charakteristik veréndert werden kann. Nur
im Falle einer Relativbewegung zwischen Aufbau und Rad kann daher ein Einfluss auf die wirken-
den Krifte genommen werden. Dieser Einfluss ist zudem durch das Vorzeichen der Bewegung stark
limitiert. Dazu konnen beispielsweise mechanische Ventile verwendet werden, bei denen die Durch-
flussrate des Dampferdls eingestellt werden kann oder es wird direkt Einfluss auf die Viskositét der
Dampferfliissigkeit genommen. Dies ist beispielsweise bei magneto- und elektrorheologischen Fliissig-
keiten der Fall. Dabei werden entweder Magnetfelder oder angelegte Spannungen verwendet, um in der

Fliissigkeit enthaltene Teilchen zur Interaktion zu bringen, was die Zahigkeit der Fliissigkeit verédndert.

Da sich diese Arbeit nicht mit der materialwissenschaftlichen Seite beschéftigt, sei dazu auf die Lite-
ratur [Halsey, 1992, Ruzicka, 2000, Jolly et al., 1999b, Jolly et al., 1999a] verwiesen. Im Folgenden wird
sich auf magneto- und elektrorheologische Dadmpferelemente beschréankt. Deren Vorteil gegeniiber dem
mechanischen Dampfer mit variablen Ventilen ist, dass die Viskositiit deutlich schneller auf Anderun-
gen reagiert und dass nur wenig Energie zur Ansteuerung benétigt wird. In [Gleichweit et al., 2013]
werden die Probleme und Ansétze in der Fahrwerkssteuerung des Dampferherstellers ndher erlautert
und in [McClamroch und Gavin, 1995| werden elektrorheologische Dampfer zur semi-aktiven Schwin-
gungsddmpfung in Gebéduden verwendet. Eine schematische Darstellung eines semi-aktiven Fahrwerks
ist in Abbildung zu finden.

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung einer semi-aktiven Ddmpfung an einem Viertelfahrzeug (nach: [Raja-
mani, 2006])
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Die auf den in Kapitel vorgestellten Modellen der vertikalen Fahrzeugdynamik basierenden opti-
malen Steuerungsprobleme fiir semi-aktive Steuerungen erhélt man, indem die Ddmpfungskonstante
cpi € R der Aufthéngung durch eine steuerbare Grofie cy; € [Umin, Umaz] ersetzt wird. Dabei héngen
die Steuerschranken U,y , Upnar vom verwendeten Dampfer ab. Die unterschiedlichen Dampfermodelle,
beginnend mit einem in der Theorie hdufig verwendeten linearen Dampfermodell, vgl. [Karnopp et al.,
1974], bis hin zu komplexen Modellierungen anhand zur Verfiigung stehender Kennlinien, werden im

Folgenden genauer vorgestellt.

4.2.1 Lineares Dampfermodell

Fiir das lineare Dampfermodell wird hier eine Formulierung des Steuerbereichs unabhéngig der gerade
gewéhlten Schranken angegeben. Dazu wird die auftretende Dampferkraft F,,; als lineare Funktion der
Steuerung u; € U = [0, 1] und der Einfederungsgeschwindigkeit v € R dargestellt. Fiir den idealen

linearen Dampfer heiflt das

Fui(v7 uz) = (Umm + u; (Umax - Umzn)) UV = Cy.

Beispiel - Stufeniiberfahrt

Das Verbesserungspotential eines semi-aktiven Fahrwerks mit linearem Déampfer wird anhand einer
Stufeniiberfahrt demonstriert. Die genaue Geometrie der Stufe wird in Kapitel erlautert. In die-
sem Beispiel wird definiert, dass es sich um eine Stufe der Héhe h = 0.05m handelt (7(0.05)). Der
betrachtete Zeithorizont betrégt t; = 1.5s5 und die Steuerungsdiskretisierung wird mit einer stiickweise

konstanten Steuerung mit 301 Stiitzstellen, also 300 Steuerungsintervallen durchgefiihrt.
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Abbildung 4.6: Vergleich der vertikalen Position von Reifen und Aufbau einer Stufeniiberfahrt (77(0,05)) mit
linearer semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - x = (1,0,0,0), gestrichelt -
k= (0,1,0,0), gestrichpunktet - x = (0,0,0, 1))

Je nach gewahlter Zielfunktion sehen die Trajektorien deutlich unterschiedlich aus. Eine Darstellung ist
in Abbildung zu finden. So wird bei einer Komfortoptimierung die Bewegung des Aufbaus deutlich
unterdriickt, wobei der Reifen eine starke Beschleunigung erfihrt, wohingegen bei einer Handlingop-

timierung der Aufbau deutlich nachschwingt.
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Beispiel - Schwelleniiberfahrt

Bei einer Schwelleniiberfahrt mit Hshe A = 0,05m und Lénge | = 0, 5m, (P(0,05;0,5)), werden bei an-
sonsten identischer Problemstellung &hnliche Ergebnisse sichtbar. Wieder werden die Resultate der auf
Komfort optimierten Steuerung mit der Handling optimierten Steuerung und der neutralen Steuerung
verglichen. In Abbildung [4.7] ist die Position des Aufbaus und des Rades iiber der Zeit skizziert. Es
ist ersichtlich, dass bei einer Komfort-optimalen Steuerung die Schwingung aufgrund der Unebenheit
weitestgehend im Reifen kompensiert wird und lediglich eine langsame Wellenbewegung den Aufbau
erreicht, die zusétzlich auch noch schnell abklingt. Der genau gegenteilig gerichtete Ansatz die Rad-
lastschwankungen, also das Handling zu verbessern, bewirkt auch das entgegengesetzte Ergebnis. Die
Schwingungen im Rad sind hier am geringsten und die im Aufbau am stérksten. Dies wird auch bei
der Betrachtung der Komfortbewertung mittels Amplitudengang in Abbildung [4-§| ersichtlich. Die
Steuerung mit x = (1,0,0,0) verringert die auftretenden Amplituden am Aufbau iiber alle Frequen-
zen bzgl. der neutralen Steuerung, wohingegen x = (0, 1,0, 0) fast auf dem gesamten Spektrum héhere

Amplitudenwerte aufweist als der ungesteuerte Fall.

Wird hingegen die Radbeschleunigung betrachtet, so wird in Abbildung deutlich, dass sich hier
der Amplitudengang bei der Handlinggewichtung deutlich verringert hat und die Amplituden bei der
Komfortoptimierung sogar den ungeregelten Fall iibersteigen. Dieses Beispiel zeigt, dass die beiden
Kriterien nicht gleichzeitig zur Génze erfiillt sein kénnen. Eine Verbesserung des einen bewirkt stets
eine Verschlechterung des anderen Kriteriums. Es muss somit ein Kompromiss gefunden oder situati-

onsabhéngig entschieden werden, welches Kriterium fiir die momentane Fahrsituation wichtiger ist.
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Abbildung 4.7: Vergleich der vertikalen Position von Reifen und Aufbau einer Schwelleniiberfahrt (7(0.05, 1.0))
mit linearer semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - £ = (1,0, 0, 0), gestrichelt -
= (0,1,0,0), gestrichpunktet - x = (0,0,0, 1))

Beispiel - Vollfahrzeug mit Schlechtwegstrecke

Dieses Beispiel zeigt, dass die Optimierung nicht auf die bisher verwendeten einfachen Straflendaten
angewiesen ist, sondern auch fiir stark schwankende Anregungen funktioniert. Dafiir soll das Vollfahr-

zeugmodell iiber ein realistisches Stiick Kopfsteinpflaster fahren. Die Fahrbahndaten werden mit Hilfe
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Abbildung 4.8: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt (72(0.05,1.0))
mit linearer semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0,0,0), gestrichelt
- k =(0,1,0,0), gestrichpunktet - £ = (0,0,0,1))
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Abbildung 4.9: Vergleich des Frequenzgangs der Radbeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt ((0.05,1.0)) mit
linearer semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - x = (1,0,0,0), gestrichelt -
k= (0,1,0,0), gestrichpunktet - x = (0,0,0, 1))

der Softwarebibliothek OpenCRG erzeugt, vgl. [Vires Simulationstechnologie GmbH, 2015]. Es wird auf
die Beispielstrecke namens Belgian Block, also Kopfsteinpflaster, zuriickgegriffen. Diese Strecke befin-
det sich auf dem Testgelénde von Mercedes Benz in Stuttgart. In Abbildung [4.10]ist eine Draufsicht

der Fahrbahnoberfliche mit eingefdrbtem Hohenprofil zu sehen. Es wird deutlich, dass dies eine exakt

vermessene Fahrbahn darstellt, die grofle Unregelméfigkeiten aufweist.

Fiir die Berechnung wurde jeweils eine linke und eine rechte Spur ausgewihlt. Diese befinden sich bei
y = —0,8 und y = 0,8, was einer Spurweite des Fahrzeugmodells von 1,6m entspricht. Zusétzlich

wurden die Funktionswerte vom vorherigen Definitionsbereich der z-Koordinate 730 — 740 in das
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Abbildung 4.10: Draufsicht auf das Kopfsteinpflasterprofil mit eingefirbtem Hohenprofil

Intervall 0 — 10 verschoben. Die beiden daraus resultierenden Straflenanregungen sind in Abbildung

dargestellt.
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Abbildung 4.11: Ausgewéhlte Spuren fiir die Vollfahrzeuganregung (durchgezogen - rechte Spur, gestrichpunktet
- linke Spur)

Vor und nach dem Kopfsteinpflaster wird die Strale mit konstanter Auslenkung x, = 0 fortgesetzt.
Die Anfangsposition wurde so gesetzt, dass sich die Vorderachse direkt vor Beginn der Schlechtweg-
strecke befindet. Alle anderen Anfangswerte wurden mit Gleichgewichtslage 0 festgelegt. Die Beispiel-

rechnung verwendet die Komfort-optimierende Zielfunktion
ty .
T = [0+ 0+ P,
0

sowie die Endzeit ty = 1,5s, die Geschwindigkeit v = 11m/s und eine Steuerungsdiskretisierung
mit 451 Stiitzstellen. Die Resultate sind in den Abbildungen - dargestellt. Bei der Be-
trachtung der vertikalen Auslenkung, sowie der Nick- und Wankbewegung iiber dem betrachteten
Zeithorizont, wird deutlich, dass in allen Variablen eine Verringerung des Maximalausschlags, sowie

auch der Schwingungsfrequenz erreicht wurde. Besonders bei der Wankbewegung wird deren deutliche

Reduktion sichtbar.
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Abbildung 4.12: Vergleich des Frequensgangs der Aufbaubeschleunigung der ungesteuerten (gestrichpunktet)
und optimierten (durchgezogen) Schlechtwegiiberfahrt
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Abbildung 4.13: Berechnungsergebnisse einer Uberfahrt iiber Kopfsteinpflaster (durchgezogen: optimal gesteuert,

gestrichpunktet: ungesteuert)

Exemplarisch ist in Abbildung der Frequenzgang der Aufbaubeschleunigung der ungesteuerten
und optimierten Uberfahrt dargestellt. Auch hier ist eine deutliche Reduktion der auftretenden Fre-

quenzen sichtbar.
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4.2.2 Das Bingham-Modell

Da das lineare Dampfermodell meist nur fiir theoretische Betrachtungen interessant ist und auch die
mechanischen Eigenschaften eines elektro- oder magnetorheologischen Dampfers nicht widerspiegelt,
werden hier realitdtsnidhere Modellierungen verschiedener Komplexitét vorgestellt. Die Notwendigkeit
dieser Modellierung wird deutlich, wenn man die in Abbildung dargestellten Kennfelddaten eines
elektrorheologischen Démpfers betrachtet, siche auch [Seong et al., 2006]. Dort sieht man, dass die vom
Dampfer verursachte Kraft nichtlinear vom anliegenden Steuerstrom und der Relativgeschwindigkeit

abhéngt.
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Abbildung 4.14: Kennfeld eines elektrorheologischen Dampfers (Quelle: Fludicon GmbH)
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Abbildung 4.15: Schematische Darstellung des Bingham-Modells (vgl. [Spencer et al., 1997])

Das Bingham-Modell stellt eine Erweiterung des linearen Dampfers durch die Hinzunahme eines par-
allel zum Déampfer geschalteten Coulomb-Elements dar, vgl. |[Spencer et al., 1997, Yang, 2001} Butz
und von Stryk, 2002} Sapinski und Filus, 2003]. In Abbildung ist der Aufbau schematisch skizziert.

Die wirkende Kraft des Dampfers lidsst sich in diesem Fall schreiben als
Fui(v,u;) = fe(ui)sign(v) + cov.
Hierbei bezeichnet ¢y eine Konstante, die die Steigung des Kraftverlaufs fiir v # 0 beschreibt und

fe(u;) : [0,1] — R4 eine Funktion, die in Abhéngigkeit der gewéhlten Steuerung die affine Verschie-

bung in der Vertikalen bestimmt. Diese wird noch mit sign(v) multipliziert, also dem Vorzeichen der
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Einfederungsgeschwindigkeit, wobei die Signum-Funktion hier folgendermaflen definiert ist:

Dadurch wird garantiert, dass fiir v = 0 auch F,;(u,v) = 0 gilt. Problematisch an dieser Formulierung
in Bezug auf das optimale Steuerungsproblem ist, dass Fy; im Punkt v = 0 nicht differenzierbar und
noch nicht einmal stetig ist, wodurch die Regularititseigenschaften (zweimal stetig differenzierbar)
aus Kapitel nicht erfiillt sind.

Die Funktion f.(u;) wird im Folgenden als linear angesehen. Dabei gilt
fc(uz) = Cmin T U (Cmax - cmin) .

Diese Annahme gilt, wenn sich die Geraden durch die zusammengehérenden Datenpunkte linear bzgl.
der angelegten Steuerung verschieben. Das Bingham-Modell approximiert die Kennfeldlinie durch
zwei Halbgeraden, die jeweils um einen Faktor in positiver- bzw. negativer y-Richtung verschoben
sind. Das Verhalten des Dampfers um den Ursprung wird dabei nicht ausreichend betrachtet, da
hier eine Unstetigkeit der Dampferkraft entsteht. Eine erfolgreiche Implementierung dieses Modells
in das verwendete Softwarepaket OCPID-DAE1, siehe |Gerdts, 2013], war nicht moéglich. Aufgrund der
fehlenden Regularitit konvergiert die Optimierung nicht erfolgreich, weshalb nun auf eine Erweiterung

dieses einfachen Modells eingegangen wird.

4.2.3 Bi-viskoses Dampfermodell

Damit der Bereich um die Ruhelage v = 0 exakter auflést werden kann und um die Regularitéit zu
erhéhen, wird in [Butz und von Stryk, 2002,[Stanway et al., 1987 und |Guo et al., 2006| ein bi-viskoses
Modell vorgeschlagen. Dabei wird auf einem Intervall um v = 0 das Bingham-Modell durch ein lineares
Dampfungsverhalten mit hoher Steigung ersetzt, welches im Schnittpunkt in das Bingham-Verhalten
iibergeht. Die beschreibende Abbildung lautet

Crv, crlv] < U;) + co|v
Fm‘(U,Ui): T ‘ ‘ fC( Z) 0’ |

fe(ui)sign(v) + cov, ¢r|v| > fe(u;) + colv]

Die hier auftretende Konstante ¢, fiir das lineare Verhalten um die Ruhelage und die eingestellte
Déampferhérte f.(u;) bestimmen den Ubergang zwischen den beiden Phasen. Fiir ¢, — oo geht das
bi-viskose Modell in das Bingham-Modell iiber. In Abbildung kann der Verlauf der Dampferkraft

fiir verschiedene Steuerungen betrachtet werden.

Diese Formulierung liefert, wie die Illustration zeigt, einen immerhin stetigen Kraftverlauf und ist fast
itberall differenzierbar. Die Ableitung ist stiickweise konstant. Wegen der Nichtdifferenzierbarkeit in
den beiden Knickstellen liegt jedoch keine stetige Differenzierbarkeit vor. Trotzdem ist es mit diesem

Modell méglich das Optimalsteuerungsproblem erfolgreich zu 16sen.
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Abbildung 4.16: Kraft-Geschwindigkeits-Darstellung des bi-viskosen Modells fiir verschiedene Steuerungen

Beispiel - Schwelleniiberfahrt

Betrachtet wird das analoge Beispiel aus Kapitel mit einem bi-viskosen Dampferverhalten. In
Abbildung ist der Amplitudengang fiir drei gewéhlte Zielfunktionen dargestellt. Die Komfort-
optimierung reduziert die auftretenden Amplituden fast {iber dem gesamten betrachteten Spektrum
gegeniiber der neutralen Steuerung. Eine Optimierung des Handlings hat, wie bereits vorher gezeigt,
einen gegenteiligen Effekt. Aufgrund der unterschiedlichen Dampferdynamik kénnen die Ergebnisse
nicht direkt mit Kapitel [£.2.1] verglichen werden. Qualitativ ist aus den Trajektorien in Abbildung
jedoch ein analoges Verhalten zu beobachten.
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Abbildung 4.17: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt (7(0.05,1.0))
mit bi-viskoser semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0, 0, 0), gestrichelt
-k =(0,1,0,0), gestrichpunktet - k = (0,0,0,1))
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Abbildung 4.18: Vergleich der vertikalen Auslenkung von Reifen und Aufbau einer Schwelleniiberfahrt
(P(0.05,1.0)) mit bi-viskoser semi-aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen -
k= (1,0,0,0), gestrichelt - k = (0,1,0,0), gestrichpunktet - £ = (0,0,0,1))

4.2.4 Klassisches Coulomb-Reibungsmodell eines semi-aktiven Dampfers

Das néchste Modell beschreibt eine Erweiterung des einfachen Reibungsmodells aus Kapitel [1.2.2]
vgl. [Savaresi et al., 2010,/Ahmed und Svaricek, 2014]. Dabei wird der Dampfer fiir unterschiedliche

Steuerungen durch je drei Parameter modelliert. Die Dampferkraft geniigt dabei der Gleichung
Fui(va ul) = C(U)U - Csym(u)|v| + Cnl(u) |’U|Sign(v)'

Die Parameter ¢(u), csym (1), cni(u) beschreiben dabei den Anteil der linearen Dadmpfung, einen Unsym-
metriefaktor und einen Faktor fiir das nichtlineare Verhalten des Dampfers. Mit gegebenen Messdaten
ist es moglich, mit Hilfe eines Minimierungsproblems die Bestapproximierende durch ein Kleinste-
Quadrate-Problem zu bestimmen. In Abbildung ist das Ergebnis fiir vier unterschiedliche an-
gelegte Steuerungen an einen elektrorheologischen Dampfer dargestellt. Es wird deutlich, dass das
Ergebnis relativ gut ist, solange die Steigung der Dampferkraft um die 0 nicht zu grofi wird. Ansons-
ten liefert das Modell keine hinreichend gute Approximation. Aus diesem Grund wurde es nicht fiir

Beispielrechnungen verwendet.

4.2.5 Das Bouc-Wen-Modell

Ein Verhalten, das in Momentaufnahmen der vom D#&mpfer aufgebrachten Kraft nicht abzubilden
ist, ist der Hysterese behaftete Anteil, der durch das Fluid verursacht wird, siehe dazu |Guo et al.,
2006, [Sapinski und Filus, 2003, Ikhouane und Rodellar, 2007]. Der Hystereseeffekt fithrt dazu, dass
die wirkende Dampferkraft nicht nur vom aktuellen Zustand, sondern auch vom vorherigen Verlauf
der Bewegung abhéngt. Bei einer periodischen Anregung lisst sich die Dampferkraft nicht durch eine

Funktion darstellen.
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Abbildung 4.19: Bestapproximierende Coulomb-Reibungsmodelle eines elektrorheologischen Déampfers fiir un-

terschiedliche Messdaten (Daten: Fludicon GmbH)

Um dieses Verhalten zu modellieren wird hier das erweiterte Bouc-Wen-Modell vorgestellt, vgl. |Gugliel

mino et al., 2008, Spencer et al., 1997, Rettig und von Stryk, 2005, Butz und von Stryk, 2002,Hoppe|

et al., 1999]. Das mechanische Ersatzmodell zeigt Abbildung

Bouc-Wen

<
WA

Co

W,

Abbildung 4.20: Schematische Darstellung des erweiterten Bouc-Wen-Modells (vgl. ﬂButz und von Stryk, 2002“)

Der Zustand des Dampfers wird durch ein Differentialgleichungssystem mit drei Zustandsvariablen

y = (y1,12,y3) " beschrieben. Fiir eine Herleitung sei auf die erwihnte Literatur und die darin enthal-

tenen Quellen verwiesen. Es gilt

1
. B  kown) .
1 0 + 1 (Clv ay2 0y1)
72 = (A — B (1 + sign(i1y2)) ¥3) 11,
U3 = n(ui — y3).

Die daraus resultierende Kraft ergibt sich als
Fu=c(v—1u)+ki((zp — z4) — o),

wobei v = &, — I, die Einfederungsgeschwindigkeit darstellt.
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Die Konstanten in (4.9a))-(4.9b|) bestimmen sich in Abhéngigkeit von y3 als

co = Co1 + Y3co2,
1 = C11 + Y3Ci2,

a = o1 + Yy3os.

Der Parametervektor p = (co1, co2, €11, c12, 1, a2, A, B, ko, k1, o, n)T des Problems kann mit Hilfe eines
Parameteridentifizierungsproblems bestimmt werden, vgl. [Rettig, 2003]. Da der Zustand des Ddmpfers

mithilfe einer Differentialgleichung modelliert wird, ist eine Differenzierbarkeit des Zustands gesichert.

Beispiel

Zur Veranschaulichung wird das Beispiel aus Kapitel aufgegriffen und fiir das Bouc-Wen-Modell
gelost. In Abbildung und kénnen der Amplitudengang und der Zustand des Systems fiir
verschiedene Zielfunktionen betrachtet werden. Aufgrund der zusétzlichen Zustdnde des Dampfers

wichst die Dimension des Optimierungsproblems und die Rechenzeiten werden tendenziell ldnger.

1.6- —k =(1,0,0,0)]

---k=(0,1,0,0)
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Abbildung 4.21: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt (7(0.05, 1.0))
mit Bouc-Wen-Démpfer fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0,0,0), gestrichelt - k =
(0,1,0,0), gestrichpunktet - £ = (0,0,0,1)

4.2.6 Datenfitting experimenteller Messungen

In diesem letzten Modell eines elektro- oder magnetorheologischen Dampfers soll die Mdoglichkeit
der Dateninterpolation zur Verfiigung gestellter Daten demonstriert werden. In praktischen Anwen-
dungsfillen liegen haufig Kennfelder bzgl. der Einfederungsgeschwindigkeit v und der angelegten Span-
nung vor, aus denen eine Abbildung fiir den gesamten Steuerungs- und Geschwindigkeitsbereich de-
finiert werden muss. Eine lineare Interpolation erscheint nicht sinnvoll, da wiederum lediglich eine
stiickweise Differenzierbarkeit gegeben wire. In [Ehrgott und Masri, 1992] wird eine zweidimensiona-
le Interpolation mittels Chebychev-Polynomen fiir die Modellierung klassischer Dampfer vorgestellt,
welche in |Gavin et al., 1996] fiir elektro- oder magnetorheologische Dampfer erweitert wird. Die Inter-

polation mittels kubischen Splines stellt eine naheliegende Idee dar. Aufgrund des im vorangegangenen
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Abbildung 4.22: Vergleich der vertikalen Auslenkung von Reifen und Aufbau einer Schwelleniiberfahrt (

mathcal P(0.05,1.0)) mit Bouc-Wen-Démpfer fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0,0,0),
gestrichelt - k = (0,1, 0,0), gestrichpunktet - x = (0,0,0,1)

Kapitel beschriebenen Verhalten der Dampferkraft, vgl. beispielsweise Abbildung erzeugt eine
Splineinterpolation jedoch ein nicht gewiinschtes Uberschwingen der interpolierendenen Kurve. Dieses
Verhalten wird in Abbildung und deutlich sichtbar.
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Abbildung 4.23: Vergleich der Spline-Interpolation (gestrichpunktet) mit der PCHIP-Interpolation (durchgezo-
gen)

Form erhaltende stiickweise kubische Hermite-Interpolation (PCHIP)

Weil das Uberschwingen keinen realitéitsnahen Verlauf der Dampferkraft widerspiegelt, wird hier al-
ternativ die Interpolation mittels formerhaltenden stiickweise kubischen Hermite-Polynomen (engl.:
piecewise-cubic-hermite-inpterpolating-polynomials, kurz: pchip) aus [Fritsch und Carlso, 1980, Kaha-|

mer et al., 1989 kurz vorgestellt. Die interpolierende Funktion wird lokal in jedem Intervall [z;, z11]
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Abbildung 4.24: 2D-Spline-Interpolation eines Dampferkennfelds erzeugt unerwiinschte Oszillationen

als kubisches Polynom mit folgender Gestalt dargestellt:

h3 = 3hi (x — ) + 2 (x — x;)*

~ 3hi(x — xi)Q —2(x — mi)?’

p(z) 13 Yi+1 + 13 Yi
) 2
x—x) (x—x — hy @) (@ —%i—h
+ ( ) (h2 )di+1 + ( )(hz ) di, € [2i Tita]-

i i

Hier sind (z;,¥;),7 = 1,...,m, die Stiitzstellen, d;,i = 0, ...,m, die Steigung an den Stiitzstellen und
h; = x;+1 — z;. Wenn die Steigung vorgegeben ist, ldsst sich das interpolierende Polynom direkt auf-
stellen. Ist dies nicht der Fall, so miissen die Steigungen noch berechnet werden. Die oben verwendete
Spline-Interpolation berechnet die d;’s unter der Voraussetzung, dass eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion entsteht. Beim PCHIP-Verfahren wird lediglich die stetige Differenzierbarkeit gefordert,
die Steigungen jedoch so gewéhlt, dass bei monotonen Eingangsdaten diese Monotonie auch von der
Interpolierenden wiedergegeben wird. Deshalb soll fiir diese Interpolationsmethode auch der Zusatz

formerhaltend verwendet werden.

In [Moler, 2004] werden die Steigungen folgendermaflen berechnet:

1. Fiir innere Stiitzstellen 0 < i < m konnen zwei Fille auftreten: Die Steigungen der linear
Interpolierenden haben zu den benachbarten Stiitzpunkten das selbe Vorzeichen oder nicht. Die

Steigung in jedem Intervall ist dabei gegeben durch

Yi+l1 — Yi
0; = "2,
Titl — T4

(a) Gilt sign(d;—1) # sign(d;): Setze d; = 0.
(b) Gilt sign(d;—1) = sign(d;): Setze d; als gewichtetes harmonisches Mittel der benachbarten

Steigungen
w1 + w .
d; = H mit  wy = 2h; + h;—1, we = h; + 2h;_1.
81 6

2. Die Steigungen dyp und d,, bendtigen eine andere Berechnungsmethode, die hier exemplarisch

fiir dy dargestellt wird.
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Abbildung 4.25: 2D-PCHIP-Interpolation eines Dampferkennfelds

_ (2ho+h1)80—hod1
(a) Berechne dp = =" 15—"=.

(b) Wenn sign(dy) # sign(do): Setze d = 0.
(¢) Wenn sign(dp) # sign(d1) und |d| > 3dp: Setze d = 3dy.

Fiir d,,, dndern sich lediglich die Indizes 0 zu m — 1 und 1 zu m — 2.

Fiir ein vorliegendes Dimpferkennfeld sind in den Abbildungen und die mittels Spline- und
PCHIP-Interpolation berechneten Interpolierten Kennfelder dargestellt. Die Hermite-Interpolierenden
liefern das gewiinschte Verhalten fiir die vorliegenden Daten. Wie oben bereits erwidhnt sind bei der
formerhaltenden Interpolation an den Stiitzstellen lediglich die ersten Ableitungen stetig und nicht

wie bei kubischen Splines auch die zweiten Ableitungen.

Beispiel

Nun wird in einem Beispiel die Anwendbarkeit der stiickweisen kubischen Hermite Interpolation nach-
gewiesen. Da wihrend der Uberfahrt auch Relativgeschwindigkeiten des Démpfers mit hoherem Betrag
als die maximal gegebenen Messdaten auftreten, werden die Dampferkréifte aulerhalb des Datenbe-
reichs linear extrapoliert. Die Interpolation wird auf eine zweidimensionale Interpolation erweitert,
indem zuerst fiir die vorherrschende Momentangeschwindigkeit die interpolierten Werte fiir die Steu-
ersignale der Messreihe bestimmt werden. Anschliefend wird ein weiteres Interpolationspolynom in
Steuerungsrichtung bestimmt, welches am aktuell gewéhlten Punkt u(t) ausgewertet wird.

Es wird die Schwelleniiberfahrt aus den vorangegangenen Beispielen betrachtet. Das Optimierungs-
verfahren konvergiert trotz der lediglich einmal stetig differenzierbaren rechten Seite gegen einen
KKT-Punkt. Der Vergleich der resultierenden Frequenzginge fiir verschiedene Zielfunktionen ist in
Abbildung [4.27] dargestellt. Die Resultate besitzen eine #hnliche Charakteristik, wie die vorangegan-
genen Beispiele mit alternativer Dampfermodellierung. In Abbildung [4.26| ist die komfort- mit der
handlingmaximalen Steuerung verglichen. Eine interessante Beobachtung bietet das nahezu gespiegel-

te Verhalten der Steuerung bzgl. der Ausgangssteuerung mit konstantem Steuerwert u(t) = 0.5.
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Abbildung 4.26: Vergleich der Steuerungen fiir k = (1,0,0,0) (durchgezogen) und £ = (0, 1,0,0) (gestrichelt)
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Abbildung 4.27: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt (72(0.05, 1.0))
mit pchip-Dateninterpolation fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0,0,0), gestrichelt - k =

(0,1,0,0), gestrichpunktet - k = (0,0,0,1)

Im Bereich der semi-aktiven Steuerung bietet die Dampfermodellierung mittels interpolierten Mess-
daten die umfangreichste Anpassbarkeit an ein reales System. Einzig der Hystereseeffekt kann damit
nicht abgebildet werden. Das verwendete Optimierungsverfahren funktioniert trotz der erwéhnten un-
zureichenden Regularitédt fiir die getesteten Beispiele zuverldssig. Die Beispielrechnungen in Kapitel
basieren auf dem linearen Démpfermodell aus Abschnitt Dies beschriankt jedoch nicht die

Einsatzfihigkeit des Echtzeitalgorithmus.

4.3 Aktive Steuerung

In der aktiven Steuerung werden, wie der Name bereits verrdt, aktive Bauelemente zur Steuerung

verwendet. Dies kénnen beispielsweise hydraulische Zylinder sein, wie sie beim Active-Body-Control
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Fahrwerk von Mercedes zum Einsatz kommen, oder Linearmotoren, wie beim aktiven Fahrwerk der

Firma BOSE, vgl. [Schindler, 2009, Jones, 2005} Gysen et al., 2010].

4.3.1 Verzogerung der Aktoren

Da die Aktoren nicht so schnell auf Anderungen der Steuerung reagieren, wie es die rheologischen
Fliissigkeiten im semi-aktiven Fall kénnen, wird hier eine zeitverzogerte Reaktion auf die Sollsteuerung
hinzugefiigt. Dies wird iiber ein in der Regelungstechnik PT'1-Glied genanntes Verzogerungsglied ersten
Grades realisiert, vgl. [Lunze, 2010]. Es wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben:

Usoll (t) — Ujst (t)

’L'List(t) = T , Uist(to) =ug, 1 >0. (4.10)

Hier wurde die Bezeichnung bereits fiir das betrachtete Problem angepasst. Die Steuerung wugy; ist die
Steuerung, auf die direkt Einfluss genommen wird und u;s stellt den tatsédchlichen Zustand des Ak-
tuators dar. Verédndert sich der Sollzustand sprunghaft, wie es bei der stiickweise konstant gew&dhlten
Steuerung der Fall ist, so folgt der Ist-Zustand verzdgert und ndhert sich dem Eingabewert exponentiell
an. Fiir eine Sprungeingabe von us;(0) = up zu ugey(t),t > 0 lautet die Losung der Differentialglei-
chung
_t
Uist(t) = uo + (Usou — up) - €~ T, > 0.

In Abbildung ist das Verhalten der tatséichlichen Steuerung fiir eine variierende Sollsteuerung
dargestellt.

Steuerung [N]

0 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Zeit [s]
Abbildung 4.28: Verhalten einer mit einem PT;-Glied verzogerten Steuerung (durchgezogen: u;s:, gestrichelt

usoll)

Mit der Konstanten T' > 0 wird die Geschwindigkeit der Anpassung eingestellt. Dabei gilt: Je kleiner T,
desto schneller die Anpassung. Fiir die Beispielrechnungen wurde 7" = 0.01 gew#hlt. Zur Einarbeitung
in das Optimalsteuerungsproblem muss die Differentialgleichung in das Differentialgleichungs-
system aufgenommen werden, wobei der Zustand x um wu;g erweitert wird zu Z = [z, u;s] € R 1. Bei
mehreren Steuerungen, wie es beim Halb- und Vollfahrzeug der Fall ist, muss dies fiir alle Steuerungen

durchgefiihrt werden.
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4.3.2 Erweiterung der Zielfunktion fiir aktive Steuerungen

Da bei einer aktiven Steuerung der Aufbau ohne duflere Krafteinwirkung in Bewegung gebracht werden
kann, ist die Ruhelage = = (0,0, 0, 0) lediglich fiir eine nicht eingreifende Steuerung asymptotisch sta-
bil, d.h. es ist beispielsweise durch eine konstante Steuerung moéglich den Aufbau um einige Zentimeter
hoher bzw. tiefer zu legen. Bei der optimalen Uberfahrt iiber ein Hindernis kann sich am Ende des be-
trachteten Zeithorizonts ein statischer Offset einstellen oder auch eine konstante Geschwindigkeit des
Aufbaus. Da jedoch bei der Betrachtung von Einzelereignissen der Zustand nach dem Ereignis zumin-
dest ndherungsweise wieder dem idealen Fahrzustand entsprechen soll, ist dies nicht das gewiinschte
Verhalten. Um dem entgegenzuwirken, werden zusétzliche Terme in die Zielfunktion aufgenommen,
die den Endzustand normalisieren. Dazu werden die Einfederung und die Geschwindigkeit des Aufbaus
am Ende des Zeitintervalls als Endkosten addiert. In Mayer-Form, vgl. Kapitel [3.2.2] schreibt sich dies

als

J(u) = pete(ty) + pro (E5(tg)> + pe (mp(tr) — wwlty))? .

Hierbei bezeichnet x. den eingefiihrten Zustand fiir die kontinuierlichen Kosten, p, gewichtet die Ab-
weichung der Aufbaugeschwindigkeit am Ende des Zeithorizonts und p. die Einfederung des Fahrwerks

beziiglich seiner Ruhelage.

Da es auch bei aktiven Systemen verschiedene Ansétze zur Modellierung des Kraftelements existieren,
konnen dort ebenfalls unterschiedliche Moglichkeiten vorgestellt werden. Aus Platzgriinden werden

nun zwei Varianten demonstriert, die jedoch das grundlegende Problem gut verdeutlichen.

4.3.3 Steuerung mittels Krafteinleitung

Als erstes wird die direkte Krafteinleitung in das System betrachtet, vgl. [Rajamani, 2006, Marzbanrad
et al., 2002, Foag und Griibel, 1987, Foag, 1990]. Dies kann beispielsweise iiber einen Hydraulikkolben
umgesetzt werden. Dieser wird parallel zur Feder-Dampfer Aufhingung als Kraftelement eingefiigt,
mittels dessen die Steuerung realisiert wird, sieche Abbildung[4.29a] Ein Problem dieses Modells ist, dass
dieses ideale Kraftelement nicht realisierbar ist. Der erwihnte Einbau eines Hydraulikkolbens bringt
die Eigenschaft mit, dass diese Kolben nicht nur eine Kraft anbringen, sondern auch eine quasi starre
Verbindung zwischen Aufbau und Radmasse erzeugen. Damit wird die Federung und Dampfung der
Radaufhéngung umgangen und der Optimierungseffekt geht verloren, vgl. [Schindler, 2009]. Trotzdem
soll eine kurze Betrachtung dieses Modells durchgefiihrt werden, da das deutlich gréflere Potential

bzgl. Komfort- und Handlingverbesserung bei einer aktiven Steuerung sichtbar wird.
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(a) Schematische Darstellung der aktiven Dampfung (b) Schematische Darstellung der aktiven Diampfung
mit einem parallel angebrachten Kraftelement (vgl. mit einem seriell angebrachten Element zur Fufipunkt-
|[Rajamani, 2006]) verstellung (vgl. [Schindler, 2009))

Abbildung 4.29: Zwei Modellierungsmoglichkeiten aktiver Fahrwerke

Problem 4.1: Optimale Steuerung mit PT-1 Kraftelement

Minimiere
J (u; 20, 2p)

beziiglich aller u : [tg,tf] — U unter den Nebenbedingungen

mpzy = kb(zw — Zb) + Cb(éw — 73{,) + F,,
Mo = =il = ) = @l = ) I 52 = Zw) I @ulZs = Zm) = P
u— F,
T M

F, =

mit gegebenen Anfangswerten z(0) = zg, 2(0) = 29, PT-1 Verzogerungszeit 7' > 0 und gegebe-
nem Strafenprofil z, : [to, t¢] — R. Die Steuermenge wird definiert als U := [—Firqa, Faras| filr

eine gegebene maximale Kraft Fysq;.

4.3.4 Steuerung durch Verstellung des Federfullpunktes

Aufbauend darauf wird nun eine realitdtsnihere Modellierung eines aktiven Fahrwerks vorgestellt.
In [Schindler, 2009] wird das dort verwendete aktive Fahrwerk von Mercedes Benz durch die in Ab-
bildung gezeigte Geometrie beschrieben. Der obere Authingungspunkt der Fahrwerksfeder ist
nicht direkt am Aufbau befestigt, sondern besitzt einen durch einen so genannten Plunger verstell-
baren Fuflpunkt. Der Plunger kann durch einen Hydraulikzylinder oder einen Linearmotor realisiert
werden. Durch ein aktives Vorspannen der Feder konnen Krifte ins Fahrwerk eingebracht werden oder
durch eine Entlastung des Aufbaus von Schwingungen isoliert werden.

Das hieraus resultierende Optimalsteuerungsproblem besitzt fiir ein Viertelfahrzeug die folgende Ge-
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stalt:

Problem 4.2: Optimale Steuerung mit Fulpunktverstellung

Minimiere
J (u; 20, 2p)

beziiglich aller u : [to,tf] — U unter den Nebenbedingungen

mpze = k(2w — (26 + 20)) + (3w — %),

Mz = —kp(2w — (26 + 2u)) — (2w — 2b) + kw(2p — 2w) + cw(Zp — Zw),
. U — 2y
Zy = )

T

mit gegebenen Anfangswerten z(0) = 2z0,2(0) = 29, 24,(0) = 0, PT-1 Verzogerungszeit
T > 0 und gegebenem Straflenprofil z, : [to,tf] — R. Die Steuermenge wird definiert als

U := [~ 2Maaz, ZMaz) flir eine gegebene maximale Verschiebung des Plungers zpsq,.-

Beispiel - Stufeniiberfahrt mit Fulpunktverstellung

Nun wird das Beispiel aus Kapitel [£.2] fiir die aktive Steuerung umformuliert, um einen direkten Ver-
gleich zu gewéihrleisten. Es wird in Abbildung deutlich, dass die Aufbaubewegung bei einem
aktiv gesteuerten Fahrwerk fiir die Stufeniiberfahrt bereits vor Erreichen des eigentlichen Hindernisses
beginnt. Damit kann ein weicherer Ubergang gewihrleistet werden. Diese Eigenschaft macht ein akti-
ves Fahrwerk in Kombination mit einer vorausschauenden Sensorik besonders leistungsstark. Bei der
komfortmaximalen Steuerung sind die auftretenden Frequenzamplituden (vgl. Abbildung iiber
das gesamte Spektrum deutlich verringert. Betrachtet man die zugehorige Trajektorie des Reifens,
sieht man, dass dieser Komfortgewinn auf Kosten der dort auftretenden Schwingungen geschieht. Der

Reifen beschreibt eine stark oszillierende Bewegung bevor er sich dem Gleichgewichtszustand néhert.
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Abbildung 4.30: Vergleich der vertikalen Position von Reifen und Aufbau einer Stufeniiberfahrt (7(0.05)) mit
aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0, 0,0), gestrichelt - k = (0, 1,0,0),
gestrichpunktet - k = (0,0,0,1))
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Abbildung 4.31: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Stufeniiberfahrt (77(0.05)) mit
aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - x = (1,0, 0,0), gestrichelt - x = (0, 1,0,0),
gestrichpunktet - £ = (0,0,0, 1))

Beispiel - Schwelleniiberfahrt mit Fulpunktverstellung

Eine Schwelleniiberfahrt zeigt ein dhnliches Ergebnis. Durch eine vor Erreichen des Hindernisses auf-
gebrachte Schwingung im Fahrwerk wird der Aufbau zur Komfortmaximierung angehoben, vgl. Ab-
bildung und nach Uberquerung der Schwelle langsam wieder abgelassen. Die Schwingungen wer-
den hier weitestgehend auf den Reifen iibertragen. Fiir die sicherheitsmaximale Steuerung sind die
Schwingungen im Reifen sehr gering und dieser folgt besonders nach dem Scheitelpunkt der Schwelle
der Straflenanregung. Im Aufbau wird jedoch ein negativer Ausschlag der Position erzeugt, wodurch
deutlich hohere Beschleunigungen verursacht werden, wie es in Abbildung zu sehen ist.
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Abbildung 4.32: Vergleich der vertikalen Position von Reifen und Aufbau einer Schwelleniiberfahrt (P(0.05,1.0))
mit aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0, 0,0), gestrichelt - k = (0, 1,0, 0),
gestrichpunktet - « = (0,0,0,1))
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Abbildung 4.33: Vergleich des Frequenzgangs der Aufbaubeschleunigung einer Schwelleniiberfahrt (7(0.05, 1.0))
mit aktiver Steuerung fiir verschiedene Zielfunktionen (durchgezogen - k = (1,0, 0,0), gestrichelt - & = (0, 1,0, 0),
gestrichpunktet - £ = (0,0,0, 1))

Beispiel - Aktiver LKW-Fahrersitz

Abschlielend wird nun das in Kapitel vorgestelle Modell eines Lastkraftwagens aus [Simeon
et al., 1994] herangezogen, um eine aktive Federung eines Fahreresitzes &hnlich dem System von Bose
zu bestimmen, vgl. [Jones, 2005]. Dazu wird ein Plunger zwischen Federbein und Sitz modellliert,
dessen Dynamik ebenfalls mit Hilfe eines PT-1-Glieds approximiert wird.
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Abbildung 4.34: Vertikalen Position des Fahrersitzes bei ungsteuerter (durchgezogen) und optimal gesteuerter
(gestrichelt) Uberfahrt

Betrachtet wird eine komfortoptimierende Schwelleniiberfahrt P(0.05,1.0) mit x = (1,0,0,0). Der
Plunger hat einen Bereich von +5cm, den er den Sitz anheben bzw. absenken kann. In den Abbil-

dungen [4:34) und [£.35] sind die vertikale Position des Sitzes, sowie die auftretenden Amplituden der
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Beschleunigungsfrequenzen dargestellt. In beiden Darstellungen wird die deutliche Verbesserung des
Verhaltens sichtbar. Die Schwingungen des Fahrersitzes werden fast komplett unterdriickt und die

Frequenzen werden iiber den gesamten betrachteten Frequenzbereich deutlich reduziert.
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Abbildung 4.35: Vergleich der Amplituden der Fahrersitzbeschleunigung des optimal gesteuerten Uberfahrt (ge-
strichelt) mit der Ungesteuerten (durchgezogen)

In Abbildung ist die Plunger-Steuerung fiir die Uberfahrt dargestellt. In der Grafik ist bzgl. der
rechten y-Achse die vertikale Kabinengeschwindigkeit dargestellt. Das entgegengesetzte Verhalten der

Sitzsteuerung ist gut zu sehen und entspricht dem, was intuitiv erwartet werden konnte.
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Abbildung 4.36: Darstellung der optimalen Steuerung (gestrichelt) zusammen mit der Kabinengeschwindigkeit
(durchgezogen)

Die Beispiele zeigen die Anwendbarkeit der optimalen Steuerung fiir aktive Fahrwerke. Da ein Einbau

dieser in ein eventuelles Versuchsfahrzeug oder einen Teststand jedoch schwerer zu realisieren ist, be-
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schrankt sich die folgende Betrachtung auf den semi-aktiven Fall. Mit dem vorgestellten theoretischen
Hintergrund besteht jedoch keine Einschrankung, dass die Verfahren nicht auch fiir aktive Steuerungen

angewendet werden konnen.
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Kapitel 5

Proaktive Echtzeitsteuerung singulirer

Fahrbahnereignisse

In diesem Kapitel wird die echtzeitfihige Anwendbarkeit optimaler Steuerungsprobleme auf die Verti-
kaldynamiksteuerung von Fahrzeugmodellen, vgl. Kapitel — erlautert. Dazu werden zuerst
die benotigten Begriffe definiert und anschlieffend der Echtzeitalgorithmus vorgestellt. Teile dieses Ka-
pitels wurden bereits in [Michael und Gerdts, 2015] veroffentlicht.

Die dem Ansatz zugrunde liegende Idee basiert auf der in Kapitel vorgestellten parametrischen
Sensitivitdtsanalyse. Unterschiedliche Fahrbahnanregungen werden mit Hilfe weniger Parameter cha-
rakterisiert und in Klassen unterteilt. Fiir diese Ereignisse werden sowohl die optimale Steuerung,
als auch die zugehorige Parametersensitivitéit in einem offline Schritt berechnet und abgespeichert.
Werden nun wihrend der Fahrt bekannte Ereignisse erkannt, so wird anhand der identifizierten Para-
meter ein Online-Update durchgefiihrt, das lediglich die in Gleichung dargestellte Auswertung

erfordert.

5.1 Begriffsdefinition

Der erste Begriff, der in diesem Zusammenhang neu definiert werden muss, ist proaktiv. Dazu wird
als Ausgangspunkt die Definition von [Scholz, 1989] herangezogen. , Proaktivitit bedeutet frihzeitiges
Handeln, noch ehe die Umwelt das Unternehmen zu (reaktiven) MafSnahmen zwingt. “ Da im vorliegen-
den Fall nicht von einem Unternehmen, sondern von einem System gesprochen wird und die Umwelt
durch die Eingangsparameter reprisentiert wird, soll folgende Definition fiir die proaktive Steuerung

verwendet werden:

Definition 5.1: Proaktive Steuerung

Proaktive Steuerung bedeutet friithzeitiges Reagieren auf veréinderte Eingangsgrofien, noch bevor

diese das System beeinflussen, mit dem Ziel ein gegebenes Kriterium zu verbessern.

Bezogen auf das vorliegende System bedeutet dies, dass das Fahrzeug auf eine vorausliegende Fahr-
bahnunregelmifigkeit reagieren kann bevor diese iiberfahren wird. Die Steuerung kann derart gewéhlt
werden, dass ein gewiinschtes verbessertes Verhalten, d.h. einen kleineren Zielfunktionalswert, erreicht

wird.

99
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Ein weiterer neuer Begriff ist der des singuliren Ereignisses. Singuldr steht laut |[Dudenredaktion,
2006) fiir nur vereinzelt auftretend, selten. Die betrachteten Ereignisse miissen demnach entsprechend
selten auftreten, wobei hier selten so zu verstehen ist, dass sie nicht in zu dichter Folge hintereinander
auftreten und ihre lokalen Einfliisse auf die Vertikalbewegung des Fahrzeugs nicht bis zum néchsten
Ereignis andauern. Im Kontext der Straflenbeschaffenheit sind vereinzelt auftretende Fahrbahnunre-

gelméBigkeiten gemeint. Formal lasst sich dies folgendermaflen definieren:

Definition 5.2: Singulédres Fahrbahnereignis

Ein singuléres Fahrbahnereignis ist ein Fahrbahnsegment, das sich mit seiner héheren Amplitude

und geringeren Frequenz eindeutig vom umgebenden Oberflichenprofil isolieren ldsst.

Um es einfach auszudriicken, handelt es sich bei singuldren Ereignissen um kurzzeitige Stérungen wie
beispielsweise Stufen, Schwellen oder Schlaglécher. Diese haben im Vergleich zu ungestérten Fahrbah-
nen, die aufgrund ihrer Rauheit nicht als perfekt glatt angenommen werden kénnen, die in Definiti-
on [5.2] erwdahnte geringere Frequenz und hohere Amplitude. Wobei erwidhnt werden muss, dass keine
exakte Abgrenzung gemacht werden kann, mit deren Hilfe singulidre Ereignisse von ihrer Umgebung

strikt getrennt werden koénnen.

5.2 Klassifikation singulidrer Fahrbahnanregungen

In Definition wurden singulédre Fahrbahnereignisse bereits formal definiert. Dies reicht jedoch nicht
aus, um eine echtzeitfihige Steuerung mittels Sensitivitdtsupdates zu definieren. Deshalb werden nun

zuerst die verwendeten Fahrbahnereignisse und ihre Parametrisierung eingefiihrt.

5.2.1 Parametrisierte Fahrbahnereignisse

Um die Anwendbarkeit des Konzepts zu zeigen, werden hier zwei Vergleichsanregungen betrachtet. Ziel
dieses Abschnitts ist es, Formulierungen fiir verschiedene singuléire Fahrbahnereignisse zu definieren,
die, fiir das vertikale Einspurmodell, der Form z,(z(t); p) geniigen, also eine geschlossene Formulierung
des Straflenzustands in Abhéngigkeit der horizontalen Position x und der zu identifizierenden Para-
meter p € R™ darstellen. In diesem Kontext bezeichnet der Begriff Einspurmodell nicht das aus der
Fahrdynamik bekannte Modell, sondern das vertikale Mehrkorpersystem eines Fahrzeugs, das lediglich
in einer Spur durch die Fahrbahn angeregt wird. Das Viertelfahrzeug- und das Halbfahrzeugmodell
sind demnach Einspurmodelle, das Vollfahrzeug ein Zweispurmodell, da hier die linken und rechten

Réder unterschiedliche Anregungen erfahren.

Die Fahrbahnstufe 7T

Bei der Fahrbahnstufe handelt es sich um das am einfachsten zu definierende singulére Ereignis.
Beispielsweise treten beim Uberfahren von Briicken, dem Ubergang zwischen andersartig geteerten
Fahrbahnabschnitten oder in Baustellen immer wieder Kanten auf, die eine konstante Hohe iiber die
Fahrbahnbreite haben.

Die einfachste Modellierung einer Stufe der Hohe h an der Position x = 0 stellt die unstetige Funktion
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dar. Dies liefert im Hinblick auf das Optimalsteuerungsproblem einen Sprung in der auf das Rad
wirkenden Kraft. Im Modell geht aber zusitzlich zur StraBenauslenkung auch deren Anderungsge-
schwindigkeit mit ein und diese liefert im vorliegenden Fall einen Dirac-Impuls, was keine realistische
Anderungsrate darstellt. Um eine stetig differenzierbare StraBenanregung zu definieren, wird die Stufe

gegliittet, indem der Ubergang mit Hilfe einer halben Cosinusschwingung modelliert wird, vgl. Abbil-
dung Es gilt:

0, z(t) <0
2p(x(t);h) =< —0.5h (cos (%x(t)) - 1.0) , 0<z(t) <lIs.
h, x(t) > s

Dabei ist I definiert als die Ubergangsléinge zwischen den beiden Hohen, welche verhéltnisméBig klein,
jedoch fest gewéhlt wird, beispielsweise als I = Sem. Eine Rechtfertigung fiir diese Modellierung liefert
auch die Nichtberiicksichtigung des abrollenden Reifens. In den vorgestellten Fahrzeugmodellen wird
der Reifen lediglich iiber einen Massenpunkt modelliert, wodurch eine Anderung der Fahrbahnober-
fliche direkt iiber die Feder-Dampfer-Verbindung an diesen weitergegeben wird. In der Realitdt rollt
der Reifen iiber ein Hindernis hinweg und verursacht bereits dadurch eine gliattende Wirkung. Bei ei-
ner Stufeniiberfahrt bewegt sich die Radnabe nicht ruckartig nach oben, sondern beschreibt ebenfalls
eine stetige Kurve, vgl. Abbildung Bei der Uberfahrt bewegt sich die Nabe fiir einen vollstéindig
unelastischen Reifen auf einer Kreisbahn. Wird eine elastische Verformung zugelassen, so wird auch
die Nichtdifferenzierbarkeit am Beginn der Uberfahrt geglittet.
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Abbildung 5.1: Beispielgeometrien der singuldren Ereignisse

Wie die Modellierung bereits zeigt, hat eine Fahrbahnstufe fiir ein Einspurmodell lediglich einen zu
bestimmenden Parameter: die Hohe h. Dies definiert die Aquivalenzklasse 7 (h). Um eine Stufe kor-
rekt erkennen zu kénnen, muss diese eine gewisse Mindesthhe haben, da ansonsten jede noch so
kleine Unebenheit als solche erkannt werden wiirde. Dies fithrt zu einer formalen Unterteilung der
Stufen in ,positive“ und ,negative“ Stufen 7+ und 7 ~. Diese Unterscheidung ist notwendig, damit
der Erkennungsalgorithmus auf eine kompakte Parametermenge zuriickgreifen kann. Der zulédssige Be-
reich wiirde ansonsten folgende Gestalt besitzen [—hmaz, —Amin] U [Fmin, Fmaz|, welche durch die zur
Verfiigung stehenden Boxbeschriankungen nicht abgedeckt werden kann. In Tabelle sind die ver-
wendeten Parametergrenzen aufgelistet.
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Abbildung 5.2: Trajektorie der Radnabe bei einer Stufeniiberfahrt mit unelastisch angenommenem Reifen

Wird ein Zweispurmodell verwendet, kann ein zusédtzlicher Parameter eingefithrt werden, um eine
Aquivalenzklasse zu bilden. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Stufenhohe beider Fahrspuren iden-
tisch ist, die Stufe also iiber die gesamte Fahrbahnbreite geht und unter einem Winkel ¢ bzgl. der
Orthogonalen zur Fahrtrichtung definiert ist. Dieser Winkel verursacht eine zeitliche Differenz, wann
die Schwelle das jeweilige linke bzw. rechte Vorderrad erreicht. Die folgenden Gleichungen definieren

die linke und rechte Fahrbahnanregung der Aquivalenzklasse T (h, ¢) in Abhéngigkeit von h und ¢.

zpi(z(t); h, @) =

Zor(z(t); h, @) =

0,
—0.5h (cos (%m(t)) + 1) , fur
h,
0,
—0.5h (COS (%x(t)) + 1) , fir
h,

x(t) < —sin(¢)wy,

—sin(¢)w; < x(t) < —sin(g)wy + s,
sonst,

(t) < sin(¢)wr,

sin(¢)wr < x(t) < sin(@)wr + s,

sonst.

Alternativ kann auch die Klasse 7 (h, s) verwendet werden, bei der der Parameter s € {l,r} angibt auf
welcher Seite die Stufe auftritt. Dabei ist zu bemerken, dass keine Ableitung beziiglich eines diskreten
Parameters gebildet werden kann. Er dient lediglich zur Erkennung, ob das Ereignis die linke oder

rechte Spur betrifft und bei der Auswahl der zugehorigen Steuerung.

Das Schlagloch P

Auch bei der Modellierung von Schlaglochern bzw. Fahrbahnschwellen wird eine stetig differenzier-
bare Formulierung bevorzugt, vgl. Abbildung Dabei unterscheiden sich ein Schlagloch und eine
Schwelle lediglich im Vorzeichen der Hohe. Eine negative Hohe liefert ein Schlagloch und eine positive
eine Schwelle. Analog zu der Erlduterung in Abschnitt wird auch hier die Unterteilung bzgl. der
Hoéhe in P+ bzw. P~ vorgenommen, um eine kompakte Menge der zuliissigen Parameter zu erhal-
ten. Anstelle eines unstetigen Ubergangs wird eine Cosinusschwingung mit definierter Amplitude und
Frequenz herangezogen. Hier wird nun jedoch eine ganze Periode verwendet, um das Schlagloch zu
definieren.

0, z(t) <0V x(t)
—0.5h (cos (FFx(t)) +1), 0<a(t) <!

> 1,

zp(@(t); h, 1) = (5.1)
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P | Pmin | Pmax
TH(h) || h | 0.05 | 0.2
T-(h) || h| 005 | 0.2
T(h,9) || h | 005 | 0.2
9 | —10.0 | 10.0
Pt h | 005 | 02
I ] 02 1.5
P~ h | —0.05 | —0.2
1] 02 1.5

Tabelle 5.1: Parametergrenzen fiir verschiedene Aquivalenzklassen

In Abbildung ist die Geometrie der Schwellenmodellierung dargestellt. Die beschreibenden Para-
meter sind hierbei die Hohe h und die Lange [, deren Beschrankungen in Tabelle zu finden sind.
Fiir ein Einspurmodell liefert dies die Aquivalenzklasse P(h,1). Fir Zweispurmodelle kénnen auch
hier verschiedene Klassen definiert werden. So kann wieder der Winkel zwischen der auf der ganzen
Fahrbahnbreite definierten Schwelle und der Orthogonalen zur Fahrtrichtung einbezogen werden, was
beispielsweise bei Geschwindigkeitsschwellen eine sinnvolle Modellierung liefert (P(h,(, ¢)). Mit Hilfe
einer diskreten Variablen kann wiederum die Spur angegeben werden, an der das Ereignis angreift
(P(h,l,s), mit s € {l,r}). Hiermit kénnen Schlaglécher oder so genannte Blow-Ups beschrieben wer-

den, die nicht notwendigerweise beide Fahrspuren beeinflussen.

Natiirlich kénnen noch weitere Parameter beriicksichtigt werden, wie beispielsweise verschiedene Hohen
und Léngen an der linken und rechten Spur (P(hs,l;, hr,lr)). Da diese Arbeit jedoch in erster Linie
die Anwendbarkeit des Algorithmus zeigen soll, beschriankt sich die Betrachtung auf die angegebenen
Fille.

5.2.2 Zielfunktionsgewichtung « als zusétzlicher Freiheitsgrad

Die Anpassung der Gewichtungsfaktoren kann genutzt werden, um das Fahrverhalten des Automobils
an individuelle Fahrerwiinsche anzupassen, wie es in einigen PKW-Modellen bereits verfiigbar ist. Ein
Sportmodus verindert das Dampfungs- und Federungsverhalten hin zu einem strafferen Fahrwerk, bei
dem die Bodenhaftung eine wichtigere Rolle spielt, als der momentane Komfort. Zusétzlich kann auch
iiber ein aktives Absenken des Fahrwerks und die damit verdnderten Randbedingungen nachgedacht
werden. Um eine kontinuierliche Verstellbarkeit der Gewichtung zu erhalten, kann in der verwendeten
Formulierung der Gewichtungsvektor k = (kg, kskq, fir) (vgl. Gleichung (4.5))) in den Parametervektor
mit aufgenommen werden. Eine alternative Moglichkeit wére die Bereitstellung verschiedener Modi,
die vorab berechnet werden und je nach eingestelltem Fahrverhalten die Steuerung des gewiinschten

Modus verwenden.
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5.3 Erkennung

In diesem Kapitel soll die Frage behandelt werden, ob und wie aus den erhaltenen Oberflichenscans
singuldre Ereignisse herausgefiltert und parametrisiert werden kénnen. Der theoretische Entwurf dieser
Aufgabe ist in Abbildung[5.3] dargestellt. Die Sensordaten dienen als Eingabe des Erkennungsalgorith-

mus, der, falls moglich, das erkannte Event mit zugehorigen Parametern liefert.

Preview-Scanning Event-Detection Parametrized Event
Input-Data Profile-Library N
— !
| P(hy) [\
N, A
A N\ |

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung des Preview-Algorithmus

5.3.1 Sensorgeometrie

Beim Entwurf eines Fahrzeugs mit Sensorik zur Erfassung der Straflenoberfliche stellt sich zuerst die

Frage nach deren Positionierung. In [Schindler, 2009] wird eine Position auf Hohe der Frontschein-

werfer bevorzugt. Bei der aktuellen Mercedes S-Klasse hingegen befindet sich die 3D-Kamera in der
Frontscheibe hinter dem Riickspiegel. Die Geometrie des Aufbaus ist in Abbildung fiir die bei-
den Positionen dargestellt. Bei einem Einbau hinter dem Riickspiegel verhindert die Motorhaube ein
Abtasten des Bereichs direkt vor dem Fahrzeug. In diesem Bereich ist der Winkel zwischen der Ab-
strahlrichtung und der Vertikalen am geringsten und bietet besonders fiir Schlaglocher die exakteste

Messung.

Abbildung 5.4: Vergleich der moglichen Sensorpositionierungen und des erfassbaren Straffenbereichs

In Abbildung ist die detaillierte Geometrie der vom Scanner gelieferten Daten dargestellt. Der
kleinste mogliche Scanwinkel wird mit ¥ bezeichnet und der Offnungswinkel mit w. Dieser ist bei
vielen LIDAR-Sensoren meist deutlich grofler als 90°, was jedoch zu nicht sinnvollen Daten fiihrt.
Deshalb muss w so gewihlt werden, dass ¥ + w < 90° gilt. Je weiter sich dies den 90° annéhert, desto
grofler ist zwar das abgescannte vorausliegende Straflenstiick, jedoch sind die Daten dann auch sehr
fehlerbehaftet bzw. liegt die Distanz auflerhalb der maximalen Detektionsentfernung des Scanners.
Die Winkelauflosung ¢ beschreibt die Winkeldifferenz zweier Messstrahlen. Unter der Annahme, dass
w ein Vielfaches von ¢ ist, berechnet sich die Anzahl der gemessenen Straflenpunkte zu k = %. Bei
einer Positionierung des Scanners hinter dem Riickspiegel ist ¢ deutlich groler als bei einer Montage

in den Frontscheinwerfern, weshalb hier nun angenommen wird, dass sich die Sensorik auf Hohe der
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Scheinwerfer befindet. Der Algorithmus arbeitet mit beiden Positionen des Sensors, so dass er fiir die

zur Verfligung stehende Geometrie lediglich parametrisiert werden muss.

Abbildung 5.5: Geometrie der Scannerdaten

Sensorsimulation

Fiir die Simulation eines LIDAR-Scanners miissen aus den gegebenen Straflendaten die gemessenen
Distanzen l;,¢ = 0, ..., k, berechnet werden. Dies geschieht durch die Berechnung der Schnittpunkte
der Abstrahlgeraden mit der Straflenoberfliche. Je nach Stralengeometrie kann es dazu kommen, dass
mehr als ein Schnittpunkt existiert. Es wird jedoch stets der mit der geringsten Distanz gewéhlt, da

dies den physikalisch sinnvollen Wert darstellt. Es gilt:

i 7 Ty - cos(¥ +1i-9) B T _ 0
li= m { (ml> [<z5> M (sm(él +1- 6))] (zp(acl)> (0) } .

Bei ideal arbeitendem Sensor werden die berechneten Distanzen so iibernommen. Jedoch tritt bei einer

realen Messung ein Storfaktor auf, der abhingig von der Weglinge des Laserstrahls die Messungen
verzerrt. In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Stoérfunktion o(l) linear von der Weglinge
abhéngt, d.h.

Li=li+ol;)=L+vl =1+,

wobei v;,1 = 1, ..., k, Zufallszahlen im Rauschbereich v; € [—Vmaz, Vimaz] darstellen.

In [Schindler, 2009] wird zusétzlich ein so genannter Scan-Matching-Algorithmus vorgestellt, der auf-
einanderfolgende Messungen miteinander kombiniert. Durch eine statistische Gewichtung alter und

neuer Messdaten wird dort eine genauere Beschreibung der abgescannten Oberfliche erreicht.

Sind die Entfernungen [;,7 = 1, ..., k, bekannt, so kann iiber die Geometrie eine Riickrechnung auf die
tatsichliche StraBenoberfliiche [z; z,;]T erfolgen. Das Ergebnis ist eine diskrete Oberfléicheninforma-

tion.

Wird ein Halb- oder Vollfahrzeugmodell verwendet ist zusétzlich noch die Information tiber den Nick-
und Wankwinkel erforderlich. Diese miissen mit beriicksichtigt werden, um eine korrekte Darstellung
der Fahrbahnoberfliche zu erhalten. Eine Verdnderung der Nickwinkels beispielsweise iibt sich addi-
tiv auf den Abstrahlwinkel des Lidar-Scanners aus, wihrend der Wankwinkel eine Verdnderung der
Abstrahlrichtung bewirkt.
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5.3.2 Erkennungsalgorithmus als Ausgleichsproblem

Der hier vorgestellte Algorithmus zur Erkennung singuldrer Ereignisse nutzt Techniken der nichtli-
nearen Optimierung zur Parameteridentifizierung. Dabei wird lediglich eine kurze Einfithrung in die

Problemstellung gegeben. Fiir eine detaillierte Behandlung sei auf [Hanke-Bourgeois, 2009] verwiesen.

Das nichtlineare Ausgleichsproblem

Unter dem Begrift Ausgleichsrechnung versteht man eine Optimierungsmethode, die sich mit dem
Losen von Parameteridentifizierungsproblemen beschéftigt. Meist soll ein Systemverhalten identifiziert
werden, iiber dessen Gestalt eine Annahme des funktionalen Zusammenhangs getroffen wurde, wie

beispielsweise ein polynomialer Systemverlauf n-ter Ordnung;:

n
Y= Z pix'.
i=0

Zu bestimmen sind in diesem Fall die n+1 Koeffizienten p;. Liegt eine Reihe an Messdaten (z;,v;),j =

1,...,m, vor, so kann fiir jeden Datensatz die Gleichung

n
yj = Zpﬂ;
=0

aufgestellt werden. In vektorieller Form besitzt das Gleichungssystem folgende Gestalt:

Y1 1 xy o - af D1
2 n
Yo 1 20 25 -+ w D2
Y =XA, mit Y= X = ’ “la=|"
Ym 1 x, ar%n ceeox Pn

Da im Allgemeinen mehr Messdaten als zu bestimmende Parameter vorliegen, d.h. es gilt m > n,
handelt es sich um ein iiberbestimmtes Gleichungssystem, das, sofern die Daten nicht ohne Messfehler

aufgenommen wurden und das Systemverhalten exakt der Ansatzfunktion entspricht, nicht l6sbar ist.

Die Ausgleichsrechnung zielt nun nicht darauf ab eine exakte Losung des Problems zu finden, sondern
die Bestmogliche beziiglich eines definierten Zielfunktionals. Hiufig wird hier ein Kleinste-Quadrate-

Zielfunktional verwendet, das wie folgt aussieht:

n

min J (p) = [|Y — XAF=( -XA)" (Y -XA) =) (Y - XA)?. (5.2)
pE i=0

Es wird also das Minimum der Summe der quadratischen Abweichungen gesucht. Hierbei stellt P €
R"», n, € IN, den Raum der zulissigen Parameterwerte dar. Dieser kann sowohl beschrénkt als auch

unbeschriankt sein.

Betrachtet man die allgemeine Formulierung dieses Problems, so kann das nichtlineare Ausgleichspro-
blem als verallgemeinerte Version der oben beschriebenen linearen Parameterabhéngigkeit geschrieben

werden.
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Definition 5.3: Nichtlineares Ausgleichsproblem (NAP)

Gegeben sei eine parameterabhéngige Funktion F' : P x R" x R™ — R". Des Weiteren seien
m Datenpunkte (x;,y;),j = 1,...,m gegeben und es gelte m > n. Die Menge der zuléssigen
Parameter sei definiert als P C R"».

T

Mit der Definition x := [z1,...,2%]", ¥ := [y1,...,yx] lautet das quadratische nichtlineare

Ausgleichsproblem damit

) 1
min J(p) = = || F(p, z,)|[3-
peP 2

\

Bei der Erkennung singulédrer Ereignisse kann auf diese Methodik zuriickgegriffen werden. Dafiir werden
die Messdaten (z;,v;),7 = 1, ...,m, zu einem Datensatz [z, y] mit z = [z, ...,mm]T und y = [y1, ..., ym]T

zusammengefasst. Die Funktion F'(p,x,y) lautet dann

§
F(p,a.y) = (1~ fz1,0) w2 = f@20) - = f(omp)) -

wobei die Funktion f(x;,p) je nach gerade untersuchtem Event entsprechend gewihlt werden muss.

Da jedoch nicht nur die Parameter des Ereignisses, sondern auch dessen Position ermittelt werden

muss, wird der Parametervektor um ein zusétzliches Element dg, der Distanz erweitert. Dabei gilt:
zp(@(t); de, p) = zp(@(t) — de; p).
Fiir ein Schlagloch P~ (h,l) ergibt sich f(z,p) damit als
f(x, Az, h,1) = zp(x;de, b, 1) = z,(x + dg; h, 1)

mit z, aus Gleichung (5.1)).

Dieses Problem muss fiir alle definierten Ereignisse aufgerufen werden. Abhéngig vom zuriickgelieferten
Zielfunktionswert gilt es zu entscheiden, ob ein Ereignis erkannt wurde oder nicht. Bei perfekten

Sensordaten und Straflenanregung wird der Algorithmus den Zielfunktionswert 0 zuriickgeben.

5.3.3 Wahl der Zielfunktion

Bei den numerischen Tests hat sich herausgestellt, dass zwei unterschiedliche Zielfunktionen verwen-
det werden kénnen. Beide haben ihre Vor- und Nachteile, die im Folgenden kurz erldutert werden. In
Abbildung sind die jeweiligen Problemgeometrien dargestellt.

Die erste betrachtete Zielfunktion verwendet die jeweilige vertikale lokale Abweichung der gemessenen
Strafle zum parametrisierten Ereignis. Die lokalen Fehler werden quadratisch aufsummiert, womit sich
eine Zielfunktion analog zu Gleichung ((5.2)) ergibt:

K K
Fz(p,:C,Z) = (62)2 = Z(Zp(]?i;dg,h,l) _Zi)Q‘
=1 =1

Diese Zielfunktion hat den Vorteil, dass sie relativ leicht auszuwerten ist und die Optimierung somit
schneller durchgefiithrt werden kann. Zur Auswertung wird dabei pro Messpunkt lediglich eine Aus-

wertung einer stiickweise definierten Funktion bendtigt.
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A

s(2;,2,(P))

z,(xX;;p)

Abbildung 5.6: Geometrischer Vergleich der Fehler 4, und ¢

Die zweite Zielfunktion, die sich als hilfreich erwiesen hat, betrachtet die gemessenen Distanzen des
LIDAR-Scanners und vergleicht diese mit den entsprechenden Sollwerten fiir das zu testende Strafle-
nereignis. Dazu wird in Abhéngigkeit des Abstrahlwinkels «; der Schnittpunkt zwischen Messstrahl
und Strafle berechnet und die Differenz dieses Werts und dem Messwert in einer quadratischen Summe

zusammengefasst:

K
Z soll auzp(p)))z'

2:1 =1

Mw

Fi(p,a,l) =

Die Funktion s, (a;, 2,(p)) berechnet iiber den Schnittpunkt s(ay, z,(p)) der Messgeraden mit der
Strafle den Sollabstand. Ein Vergleich der beriicksichtigten Fehler der beiden Zielfunktionen ist in
Abbildung [5.6] dargestellt.

Die Zielfunktion Fj liefert besonders bei positiven Schlagléchern und Stufen ein besseres Ergebnis.
Da dort ein Rauschen der Sensordaten aufgrund des starken Anstiegs der Kurve einen Vergleich mit
einem falschen Referenzpunkt verursacht, ist eine Abnahme der Zielfunktion bis unter die Erkennungs-
schranke nur schwer moglich. Durch die Schnittpunktberechnung ist diese Zielfunktion jedoch in der
Auswertung deutlich aufwéndiger als F,. Auch der Konvergenzbereich erweist sich als kleiner, wodurch
hier ein guter Anfangswert bendtigt wird. Um diesen zu erhalten, kann beispielsweise erst das Para-
meteridentifizierungsproblem mit der Zielfunktion F, gel6st werden. Das Ergebnis dieser Optimierung

wird im Anschluss als Startwert fiir das Problem mit Fj als Zielfunktion verwendet.

Ein Event wird als erkannt deklariert, wenn im gefundenen Optimum fiir die Zielfunktionswerte
min(F(p,, z, 2), Fi(Pr, o, 1)) < eg gilt. Die identifizierten Parameter werden auf den Parametersatz, p,
oder p;, mit der besseren Zielfunktion gesetzt. Die Wahl der Schranke héingt einerseits von der Groflen-
ordnung der Fehler und andererseits von der Winkelauflosung des Scanners ab. Fiir einen sehr fein
auflosenden Scanner muss die Schranke héher angesetzt bzw. die Zielfunktion entsprechend skaliert

werden.
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5.4 Vorfilterung mittels Support-Vektor-Maschinen

Da es im Allgemeinen nicht immer mdoglich ist mittels einfacher Betrachtung der Sensordaten zu ent-
scheiden welches Event moglicherweise erkannt werden kann, wird hier ein Verfahren zur Vorfilterung
vorgestellt. Dieses kann schnell entscheiden welches Optimierungsproblem gelost werden muss. Ohne
eine Vorfilterung ist es theoretisch notwendig fiir neue Sensordaten auf alle eventuell auftretenden
Events zu testen. Dies resultiert im vorgestellten Fall der zwei Eventklassen 7 und P, mit der Un-
terscheidung, ob die Hohe positiv oder negativ ist, im Losen von vier Optimierungsproblemen. Im
Anschluss kann dann anhand der Zielfunktion entschieden werden, ob und wenn welches Ereignis
erkannt wurde. Um dies zu umgehen, werden Support- Vektor-Maschinen (SVM) verwendet. In [Papa-
georgiou und Poggio, 2000] werden SVMs beispielsweise zur Objekterkennung in der Bildverarbeitung
gebraucht. Die vorgestellte Theorie stammt aus [Cristianini und Shawe-Taylor, 2000, Scholkopf et al.,
2000], worauf auch fiir weitergehende Details verwiesen wird. Der Vorteil dieser Methode ist, dass
mit einmalig erstellten Testdaten die SVM trainiert und abgespeichert werden kann. Zur Laufzeit des
Programms muss lediglich die Entscheidungsfunktion ausgewertet werden, was einen vergleichsweise
geringen Aufwand darstellt. Zusétzlich kann auch daran gedacht werden, wihrend der Fahrt gewon-

nene Sensordaten zu speichern, zu klassifizieren und damit die Maschine zu verbessern.

5.4.1 Support-Vektor-Maschinen

Support-Vektor-Maschinen sind eine mathematische Klassifizierungsmethode, die aus dem Bereich
des maschinellen Lernens stammt. Unter Klassifizierung wird hier die Entscheidung verstanden, ob
ein Element zu einer von zwei Klassen gehort. Entwickelt hat sich die Methode aus der linearen
Klassifizierung, bei der es die Aufgabe ist, eine trennende Hyperebene zu finden, die eine Menge an
Daten und zugehorigen Klassifizierungen korrekt trennt. Das Optimierungsproblem, das diese Aufgabe
beschreibt, besitzt folgende Gestalt.

Problem 5.4: Maximum-Margin-Klassifikation

Gegeben seien linear trennbare Trainingsdaten x; € R™,i = 1, ..., k, mit zugehorigen bindren
Klassifizierungen y; € {—1,1},7 = 1, ..., k. Die Hyperebene (w,b) mit w € R"™ und b € R, die
das Optimierungsproblem
. 1 2
Minimiere §Hw||2,

uwdNb. vy ((w-z;)+0b)>1, i=1,..,k,

16st, stellt die trennende Hyperebene dar, die den minimalen Abstand v := ||u}||2 aller Punkte

zur Hyperebene maximiert.

.

Vorausgesetzt wird, dass das Optimierungsproblem in Problem eine Losung besitzt, d.h. dass eine
trennende Hyperebene existiert. In vielen realen Anwendungen ist diese Voraussetzung nicht erfiillbar
oder aufgrund von Messfehlern verletzt. Diese Formulierung wird auch Maximal Margin Classifier, al-
so Maximaler Abstands-Klassifikator genannt. Der Begriff margin beschreibt den minimalen Abstand

aller Trainingsdaten von der Hyperebene.

Das primale Problem [5.4] kann mit Hilfe der in Kapitel [3.2.6] vorgestellten Theorie in seiner dualen



110 KAPITEL 5. PROAKTIVE ECHTZEITSTEUERUNG

Form dargestellt werden. Die duale Zielfunktion ergibt sich fiir dieses Problem als

k
¢(a) = max rglgl %wTw — Zai (yi ((w-a;) +b) — 1)

i=1
1 k k
— ; T gl - ) — 1) — s
= max min ;w w — Z; a; (yi{w - x;) — 1) Z; a;y;b (5.3)
1= 1=

Die Auswertung der notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum der Lagrange-Funktion bzgl. b liefert:

k
VbL(W, bv C\f) = Z Y = 0
=1

Setzt man dies ein, so verschwindet der letzte Summand in (5.3). Es gilt

k

- 1 T
Ba) = mas i 50T =3 s - 23) ~ 1),
was die duale Zielfunktion des Problems
o 1 2
Minimiere 5”7””27 (5.4)
wdNb. —yi(w-z;)+1<0, i=1,..,k, (5.5)

darstellt. Ein Vergleich mit dem Beispiel eines quadratischen Optimierungsproblems aus Kapitel

Gleichung (3.39) zeigt, dass hier Q = L, x, fiir die Zielfunktion ([5.4)) gilt. Die Nebenbedingung ([5.5))
definiert die Matrix X, sowie den Vektor c als

—yle -1
T
—Y2z -1
X = ] 2 , und c=
—ykx; -1

Damit kann die duale Zielfunktion in Matrix-Form analog zu Gleichung (]3.40]) geschrieben werden als
1
o(a) = —iaTXXTa —a'e

In Summenschreibweise resultiert daraus das duale Optimierungsproblem:

Problem 5.5: Maximum-Margin-Klassifikation (duale Form)

Gegeben seien linear trennbare Trainingsdaten x; € R™,i = 1, ..., k, mit zugehorigen bindren
Klassifizierungen y; € {—1,1},i = 1,...,k. Der Parametervektor & € R* sei die Losung des

Optimierungsproblems

k k
1
Maximiere E a; — 5 E YilYj Q04 <.I‘z . l’j), (5.6)
i=1 1,j=1

k
u.d.Nb. Zyiozi =0,
i=1

(67 ZO, 1= 1,...,/€.
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k
Der Gewichtungsvektor w = Y y;&;x; stellt dann die trennende Hyperebene mit dem maxima-
. i=1
lll2

Bemerkung 5.6: Bestimmung von b

Da im Optimierungsproblem b nicht vorkommt, muss dessen optimaler Wert aus den primalen

len margin v := dar.

Bedingungen berechnet werden:

maxy,——1 ((W - x;)) + miny,—; ((W - z;))
2

Bemerkung 5.7: Support-Vektoren

Betrachtet man die KKT-Bedingungen des Optimierungsproblems aus Problem im Opti-

mum, so muss gelten

(5.7)

B (y (<uv.x,~> +l§) _ 1) —0, i=1,..,k

Daraus resultiert, dass lediglich im Falle y; ((22} - X;) +l;> = 1, wenn also der Abstand des
Eingangsvektors x; zur Hyperebene 1 ist, der entsprechende Lagrange-Multiplikator &; ungleich
Null sein kann. Die Menge der Eingangsdaten, fiir die dies gilt, wird als Support- Vektoren
bezeichnet, da lediglich diese in w auftauchen. Die Menge der Indizes der Support-Vektoren sei
mit sv = {z e{l,....k} |y ((ﬁ) - x;) + B) = 1} bezeichnet.

Die duale Darstellung spielt bei Support-Vektor-Maschinen eine wichtige Rolle, da hier die notwendige
Erweiterung in einen héherdimensionalen Merkmalsraum (engl.: feature-space) effektiv durchgefiihrt
werden kann. Diese Darstellung in einem héherdimensionalen Raum ist notwendig, um auch Probleme
behandeln zu kénnen, die nicht linear trennbar sind. In einem Raum, dessen Dimension grofier ist, ist

eine Trennung unter Umstédnden trotzdem moglich.

Definition 5.8: Kernfunktion

Ein Kern (engl. kernel) ist eine Funktion K : F' x F' — R, s.d. fiir alle z,z € X

K(z,2) = (¢(x) - $(2))

gilt. Dabei ist ¢ : X — F', wobei F' ein Merkmalsraum ist, der ein inneres Produkt besitzt.

Eine der einfachsten Kernfunktionen stellt fiir ¢ : R™ — R™,x — x, das Skalarprodukt auf dem
R™ dar. Da jedoch im Rahmen dieser Arbeit keine detaillierte Einfiihrung in Kernfunktionen gegeben

wird, sei auf [Cristianini und Shawe-Taylor, 2000] und [Scholkopf et al., 2000] verwiesen.

Die wichtige Eigenschaft, die bei Support-Vektor-Maschinen Verwendung findet, ist, dass wenn die
duale Formulierung gewéhlt und in Gleichung anstatt des Skalarprodukts die Kernfunktion
K(x;,2;) eingesetzt wird, siehe , die Darstellung eines Eingangsvektors x; im Merkmalsraum
nicht explizit ausgerechnet werden muss. Es wird lediglich die Kernfunktion fiir alle Kombinationen
an Eingangsvektoren benotigt. Die entstehende Matrix K wir auch Kernmatriz (engl. kernel matriz)
oder Gram-Matrixz genannt. Damit lédsst sich die Support-Vektor-Maschine als die Losung des folgenden

Problems schreiben.
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Problem 5.9: Maximum-Margin-Klassifikation im Merkmalsraum (duale Form)

Gegeben seien Trainingsdaten x; € R™,¢ = 1, ..., k, mit zugehorigen bindren Klassifizierungen
yi € {—1,1},7 = 1,...,k, die im durch den Kern K(z,z) implizit definierten Merkmalsraum
linear trennbar sind. Der Parametervektor & € RF sei die Losung des quadratischen Optimie-

rungsproblems

k k

1

Maximiere E Q; — 5 E yiyjaiajK(aci, xj), (5.8)
1=1 1,j=1

k
u.d.Nb. Z Yy = O,
1=1
(67 ZO, izl,...,k,

b bestimme sich aus Gleichung (5.7) und die Entscheidungsfunktion sign(f(z)) sei gegeben
durch

~

k
flx) = ZyidiK(:ci, x) + b.
i=1

k
Dann stellt der Gewichtungsfaktor w = ) y;&;x; die trennende Hyperebene mit dem maxima-
. =1
3
len margin v := ”15”2 = <Z &i) dar.

1ESV

Um auch fehlerbehaftete Daten zu klassifizieren, wird der so genannte Soft-Margin-Classifier ein-
gefiihrt. Dabei werden Schlupfvariablen hinzugefiigt, mit denen auch eine Verletzung der Abstands-
bedingung erlaubt ist. Um eine Verletzung zu bestrafen, werden diese additiv der Zielfunktion hinzu-

gefiigt. Das daraus resultierende Optimierungsproblem lautet:

Problem 5.10: Soft-Margin-Klassifikation

Gegeben seien Trainingsdaten x; € R™,¢ = 1, ..., k, mit zugehorigen bindren Klassifizierungen
y; € {—1,1},i = 1,..., k, Schlupfvariablen &;,i = 1,....k und C € R*. Die Hyperebene (w, b),

die das Optimierungsproblem
1 1<
Minimiere §||w\|§ + 2025?,
i

udNb. y ((w-z;)+b)>1-&, i=1,..,k,
§& >0

16st, stellt die trennende Hyperebene bzgl. der weichen Klassifikation dar.

Die Positivitdtsbedingung an &; kann weggelassen werden, da fiir negative Werte von §; die erste
Bedingung stets erfiillt ist. Fiir den Fall, dass in einem Optimum &; > 1 ist, liegt der Trainingspunkt
sogar auf der falschen Seite der Hyperebene. Da es sich jedoch um einen Messfehler handeln kann, ist
dies durchaus so gewollt, da andernfalls, wie bereits erwéhnt, eine lineare Trennung nicht moglich ist.
Die Lagrange-Funktion von Problem mit den Lagrange-Multiplikatoren «; lautet

k

k
L(w,b,€,0) = Llwlf + 5038 — 3 0 (g (w-w) +5) 1+ &)
=1

i=1
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Durch Ableiten nach den primalen Variablen und deren Ersetzung ldsst sie sich auch folgendermaflen

schreiben:
k

k
1
L(w,b,&,a) = Zai —5 Z yiyjouag (T - x5) — %W ).
=1 7,7=1
Daraus lésst sich das dquivalente duale Problem in impliziter Darstellung im Merkmalsraum herleiten.

Problem 5.11: Soft-Margin-Klassifikation im Merkmalsraum (duale Form)

Gegeben seien Trainingsdaten x; € R™,¢ = 1, ..., k, mit zugehorigen bindren Klassifizierungen
yi € {—1,1},i = 1,...,k, die im durch den Kern K(z,z) implizit definierten Merkmalsraum
linear trennbar sind. Die Parametervektoren & € R* und b seien die Losung des quadratischen

Optimierungsproblems:

k k

1 1

Maximiere E oy — B E YilY; 0G0 <K($i7$j) + C5ij> )
i=1 i,j=1

k
wdNb. )y =0,
=1
>0, i=1,..k,

b bestimme sich aus Gleichung (5.7) und die Entscheidungsfunktion sign(f(x)) sei gegeben
durch

k
f(:L’) = Z yzdlK(xz, l‘) + b
=1

und b so gew#hlt wird, dass v; f (x;)=1-— %, Vé; # 0 ist.

Dabei ist d;; das Kronecker-Delta. Es existieren noch weitere Formulierungen, wie beispielsweise die
Betrachtung der 1-Norm der Abstandsversetzung. Hier soll darauf jedoch nicht weiter eingegangen

werden. Details kénnen in [Cristianini und Shawe-Taylor, 2000 gefunden werden.

Definition 5.12: Support-Vektor-Maschine

Die aus einem Trainingsdatensatz x; € R™,¢ = 1,...,k, mit Klassifizierungen
yi € {—1,1},i = 1,...,k, resultierende Support-Vektor-Maschine sei mit svm(z,y) be-

zeichnet.

Die zugehérige Entscheidungsfunktion wird mit sign(f(z)) := sign(svmEwval(svm, x)) bezeich-

net.

5.4.2 Multi-Class-SVMs

Die Eigenschaft, dass SVMs lediglich zwischen zwei Klassen unterscheiden kénnen, macht sie in dieser
Form auf die vorliegende Problemstellung, unterschiedliche Ereignisse zu erkennen, nicht direkt an-
wendbar. Die zu erkennenden Ereignisse werden hierfiir zur Ereignismenge & = {T+,7 ,P*,P~,0}
zusammengefasst. Dabei bezeichnet () das nicht erkannte Ereignis. Die Anzahl der Klassen Ng = |€|
ist hier N¢ = 5. In |[Hsu und Lin, 2002] werden verschiedene Méglichkeiten vorgestellt auch Probleme
dieser Form mit Hilfe von SVMs zu klassifizieren. Hier wird lediglich die so genannte one versus all

(1vsAll) Methode beschrieben, bei der je eine Klasse gegen alle anderen getestet wird.
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Algorithmus 5.13: 1vsAll-Multi-Class-SVM (Training)

Gegeben seien Trainingsdaten x € R™* mit zugehorigen Klassifizierungen y € W*, wobei der
Wertebereich von y definiert sei als W := [1, ..., Ng].

(0) Setze i = 0.

) R 1 fiir Yj =1 )
(1) Bestimme ¢; = fir j=1,.. k.
—1 sonst

(2) Trainiere svm(i) = svm(x,y) aus Definition
(3) Wenn i < Ng, setze i = ¢ + 1 und gehe zu (1), sonst gehe zu (4).

(4) Definiere Multisvm = [sum(1), ..., sum(Ng)].

Die Klassifizierung gestaltet sich in diesem Fall aufwéindiger, da fiir alle enthaltenen SVMs getestet
werden muss, wie die zu testenden Daten zu klassifizieren sind. Dieser Test reicht jedoch nicht aus,
da ein Testdatensatz bei mehr als einem Klassifizierungsproblem zu einem positiven Ergebnis fithren

kann. Der folgende Algorithmus beschreibt das Vorgehen fiir diesen Fall.

Algorithmus 5.14: 1vsAll-Multi-Class-SVM (Klassifizierung)

Gegeben sei eine Multi-Class-SVM Multisum bestehend aus Ng SVMs svm(i),i = 1,..., N¢.

Fiir einen gegebenen Testdatensatz x € R™ lautet die Entscheidungsfunktion

y =arg max (svmPEval(svm(i),x)).
i=1,...,Ng

Der Testdatensatz wird der Klasse zugeordnet, bei der er den grofiten Abstand zur trennenden

Hyperebene hat.

Mit der definierten Multi-Class-SVM ist es nun moglich durch Testen von Ng Klassifizierungspro-
blemen zu entscheiden, ob die Eingangsdaten ein singulires Ereignis darstellen oder nicht. Im Fall
einer positiven Antwort muss lediglich ein Parameteridentifizierungsproblem fiir die erkannte Klasse
gelost werden. Liefert dies einen Zielfunktionswert, der unterhalb der definierten Schranke liegt, gilt

das Event in diesem Frame als erkannt.

Durch eine weitere heuristische Vorfilterung der Daten kann die Multi-Class-SVM unterteilt wer-
den. Dabei konnen Ereignisse mit negativem Ausschlag von solchen mit Positivem getrennt betrachtet
werden. Dadurch werden zwei disjunkte Multi-Class-SVM'’s definiert, die jeweils weniger Klassen bein-
halten.

5.4.3 Beispiele
Erstellung der Multi-Class-SVM

Um die Multi-Class-SVM zu erstellen, werden von jeder Eventklasse einige Testdurchldufe durch-
gefithrt. Dabei wird die gesamte Uberfahrt iiber die Strafle simuliert und fiir jeden Frame entschieden,
ob ein Ereignis vorliegt. Der Klassifikator y wird dabei fiir ein ¢ € £ auf y = I(c) gesetzt, wobei
I:& —[1,..., Ng| eine bijektive Abbildung ist. Als Trainingsdaten wurden die Rohdaten des Sensors
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verwendet. Es ist darauf zu achten, dass der gesamte Parameterraum der zu erkennenden Events abge-
deckt wird, da sonst besonders bei Ereignissen, deren Parameter nahe der Schranken liegen, Probleme
auftreten kénnen. In den Abbildungen - sind exemplarisch einige Sensordaten der einzelnen

Klassen dargestellt, die zur Berechnung der SVMs verwendet wurden.
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Insgesamt wurden fiir die Erstellung der Multi-Class-SVM ca. 2000 Elemente aus jeder Eventklas-
se und 15000 nicht kategorisierte Datensitze erstellt. Die besten Erkennungsergebnisse lieferte eine
Multi-Class-SVM, in die nur die Eventklassen aufgenommen wurden und das nicht-erkannte Ereignis
() separat betrachtet wurde. Dazu kann eine weitere Vorfilterung das Auftreten von grofien Héhenun-

terschieden detektieren. Nur in diesem Fall wird die Erkennung mit der SVM durchgefiihrt.

Klassifizierung und Erkennung

Die Klassifizierung geschieht mit dem in Algorithmus beschriebenen Verfahren. Dabei wird an-
hand der Sensordaten festgestellt, ob ein Event vorliegen kann oder nicht. Die Erkennung wird durch-
gefiithrt, wenn im Klassifizierungsschritt ein Event erkannt wurde. Fiir diesen Fall wird die entspre-
chende Zielfunktion ausgewertet und die Schranke fiir die Erkennung iiberpriift. Bei der Losung des
Optimierungsproblems ist anzumerken, dass eine gute Anfangsschéitzung als Startwert die Optimie-
rung stark beschleunigt und eine erfolgreiche Erkennung verbessert. Dies kann beispielsweise durch
Uberpriifung der minimalen bzw. maximalen Auslenkung der abgescannten Strafe geschehen, um eine
Startschéitzung der Hohe zu erhalten. Auflerdem kann, indem die Daten nach dem ersten Auftreten
groflerer Auslenkungen untersucht werden, eine Schitzung der Distanz zum Ereignis getétigt werden.
Wenn ein Event erfolgreich erkannt wurde, kénnen die identifizierten Parameter als Startschéitzung fiir
den nichsten Frame verwendet werden. Dabei kann die Distanz bei Kenntnis der Geschwindigkeit und
der Zeitdifferenz ebenfalls bereits im Voraus angepasst werden. In den Abbildungen sind einige

Momentaufnahmen einer Beispieliiberfahrt iiber eine Bodenschwelle dargestellt.

Dabei wird im ersten Bild noch kein Event erkannt und somit auch keine Parameteridentifizierung
durchgefiihrt. Im zweiten Bild wird ersichtlich, dass die Vorfilterung die korrekten Klassen liefert, denn
anhand der Sensordaten ist die Annahme, dass es sich um eine positive Stufe handelt die korrekte
Entscheidung. Der Zielfunktionswert liegt hier jedoch mit 291 deutlich iiber der Erkennungsschranke.
Die folgenden drei Aufnahmen zeigen die korrekt klassifizierte positive Schwelle, wobei in Bild
und zusitzlich der Zielfunktionswert bei etwa 1073 die korrekte Erkennung kennzeichnet. Das
letzte Bild zeigt das Ergebnis der Parameteridentifizierung fiir den Fall, dass das Ereignis nicht mehr
im zuléssigen Bereich liegt. Auch hier indiziert der Zielfunktionswert, dass die Erkennung nicht korrekt

durchgefiihrt werden konnte.

5.5 Closed-Open-Loop Preview-Regelung mittels Sensitivitdtsupda-
te

Nun gilt es, die erhaltenen parametrierten Events fiir eine Echtzeitregelung zu verwenden. Die Idee, um
Echtzeitfihigkeit zu erhalten ist, wie in Kapitel erlautert, die parametrische Sensitivitédtsanalyse
anzuwenden. Der Algorithmus kann in ein offline- und ein online-Segment unterteilt werden. Wie
beispielsweise in [Biiskens und Maurer, 2000, Biiskens und Maurer, 2001] erldutert, werden in einem
ersten Schritt die optimalen Steuerungen und die zugehorigen Sensitivitdten offline auf einem Gitter,
das auf dem Parameterraum definiert ist, berechnet. Dieses Gitter kann beispielsweise dquidistant in

jeder Parameterdimension sein. Fiir einen allgemeinen Parameterraum

P = {p c R™ |pznm < p; < PO VG =1, np}
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Abbildung 5.8: Ausschnitt der Erkennung und Klassifizierung einer Schwelleniiberfahrt
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und einer gegebenen Zahl an Gitterpunkten fiir jeden Parameter p;, ¢ = 1,...,n,, ergibt sich ein

dquidistantes Parametergitter zu

gp = {]3 | p; = p;?%in + kiApi, Vi =1, ceey N, k; =0, ,mz} ,

mazx min
p; —bp;

S ) Dabei miissen die relativen Abstidnde fiir verschiedene Dimensionen nicht
1

mit Ap; = (
identisch sein. Wie sich spéter zeigen wird, ist es ratsam diese entsprechend des Einflusses einer
Parametervariation auf die Steuerung zu wahlen. Es gibt Parameter deren Einfluss auf die optimale
Steuerung gering ist, was, um die Anzahl der Gitterpunkte gering zu halten, mit einer groben Diskreti-
sierung abgedeckt werden kann. Bei anderen Parametern hingegen bewirken bereits kleine Variationen

eine relativ grofie Anderung. Dies muss dann entsprechend fein aufgelost werden.

Der offline Teil des Algorithmus liefert die optimalen Steuerungen u*(p), sowie die Sensitivitdten

du*(p)
dp
fiir alle nominellen Parameter p € Gp. Nach der Formel fiir das Sensitivitéitsupdate kénnen somit

aktualisierte Steuerungen fiir das erkannte Ereignis bestimmt werden. Der Update-Schritt schreibt
sich nach Algorithmus wie folgt

ul(p) = u (py) + “d;p) (0 by),

wobei der zu verwendende nominelle Parameter p,, als der nédchste Nachbar bzgl. der 1-Norm bestimmt

wird.
Tp
pp = argmin [|p — q|[; = argmin > (|p; — ail) -
qegp qegp i=1

Da hier, wie bereits in Kapitel beschrieben, lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation und eine
Vektor-Vektor-Addition durchgefiithrt werden muss, kann diese Berechnung sehr schnell, d.h. echt-
zeitfahig, getéitigt werden.

Nachdem der Erkennungsalgorithmus zusétzlich zum Parametervektor des erkannten Events auch die
Distanz dg liefert, kann nun in Abhéngigkeit von der momentan herrschenden Geschwindigkeit die
Steuerung fiir die Uberfahrt bereits zugewiesen werden. Die erhaltene diskretisierte Steuerung u(p)
kann als eine zeitabhéngige stiickweise konstante Funktion betrachtet werden. Die Lénge des betrach-
teten Steuerungshorizonts sei dabei mit Tg bezeichnet. Damit lédsst sich die tatsichlich angewandte

Steuerung u,(t) eines zum Zeitpunkt ¢ erkannten Ereignisses folgendermaflen schreiben:
Ua(to +te + t) = U(p)(t), vVt € [OvTE] ’

wobei sich der Zeitoffset tg aus der Momentangeschwindigkeit berechnet als

Fiir das Zeitintervall [tg + te,to + te + T¢] ist damit bereits eine Steuerung festgesetzt. Ohne weitere
Riicksicht auf ein abweichendes tatséchliches Straflenprofil zu nehmen, kann in diesem Zeitraum der
Regelalgorithmus iiberbriickt und die mit Hilfe des Sensitivitdtsupdates bestimmte Steuerung ver-
wendet werden. In den Abbildungen und ist dieses Umschalten in einem Blockschaltplan
dargestellt.
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Abbildung 5.10: Echtzeit open-loop Sensitivitatsupdate

5.6 Beispiele

Die folgende Beispiele demonstrieren die Update-Eigenschaften des vorgestellten Algorithmus fiir un-
terschiedliche Szenarien. Dazu wurde jeweils die optimale Steuerung mit zugehériger Sensitivitdtsma-
trix fiir den nominellen Parameter p berechnet und abgespeichert. Fiir den gestérten Parametersatz
p = p + Ap wurde ebenfalls die optimale Steuerung sowie die Losung mittels aufdatierter Steue-
rung berechnet. Fiir die Berechnungen wurde das lineare Dampfermodell herangezogen, was jedoch
keine Einschriankung der Anwendbarkeit auf die vorgestellten komplexeren Dampfermodellierungen
darstellt.



120 KAPITEL 5. PROAKTIVE ECHTZEITSTEUERUNG

Update einer Stufeniiberfahrt eines Viertelfahrzeugs

Zuerst wird eine Stufeniiberfahrt eines Viertelfahrzeugs betrachtet. Die Zielfunktion wird hier mit
k = (0.0,1.0,0.0,0.1) gewichtet. Zur Bestimmung der Sensitivititen ist es hilfreich eine schwach ge-
wichtete Regularisierung bzgl. der Steuerung vorzunehmen, weshalb hier k,cguiarization = 0.1 gewéhlt
wurde. Das nominelle singuliire Fahrbahnereignis ist hier als P(—0.08), d.h. p = —0.08, definiert.
Die Parametervariation ist mit Ap = —0.05, also 5ecm relativ grof. In der Abbildung sind die
nominelle Steuerung sowie die optimale Steuerung mit verénderter Stufenhohe und die aufdatierte
Steuerung dargestellt. Das Update-Verhalten zeigt deutlich, dass die Update-Formel eine Annédherung
der Steuerung an die optimale Losung bewirkt. In Tabelle [5.2] werden die erreichten Zielfunktionswerte
der drei Steuerungen verglichen. Die absoluten Werte der Zielfunktion sind hier eher uninteressant,
da diese von der Wahl der Gewichtungsparameter abhéingen. Meist ist die nominelle Steuerung nicht
allzu weit vom optimalen Wert entfernt. Interessant ist, dass mit Hilfe des Updates eine Annédherung

an den optimalen Zielfunktionswert erreicht wird, was auch hier zu erkennen ist.

Abbildung zeigt die Parametersensitivitéit der Steuerung. Die groflen Ausschlige treten bei einer
starken Schwankung des Steuerungswerts auf. In Punkten, an denen sich die Steuerung am Rand
befindet, ist die Sensitivitéit 0.
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Abbildung 5.11: Vergleich der nominellen (gestrichelt), reoptimierten (durchgezogen) und aufdatierten (gestrich-

punktet) Steuerung eines Viertelfahrzeugs bei einer Stufeniiberfahrt mit variierter Stufenhéhe

Nominelle Steuerung | Aufdatierte Steuerung | Reoptimierte Steuerung
* (A * (A du*(p * (A
u*(p) u(p) + L2 Ap u*(p+ Ap)

Zielfunktionswert 1.1743 1.1689 1.1684

Tabelle 5.2: Vergleich der Zielfunktionswerte der unterschiedlichen Steuerungen einer Stufeniiberfahrt eines

Viertelfahrzeugs
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Abbildung 5.12: Sensitivitdt der Steuerung bzgl. der Stufenhdhe eines Viertelfahrzeugs

Update einer Schwelleniiberfahrt eines Viertelfahrzeugs

Analog zum vorherigen Beispiel wird hier eine Schwelleniiberfahrt mit den Parametern p = (0.15, 2.0),
Ap = (0.025,0.05) und x = (0.0,1.0,0.0,0.1) durchgefithrt. Die Abbildungen und sowie
Tabelle zeigen die Update-Eigenschaft. Bei den Sensitivitdten wird deutlich, dass die Lénge der
Schwelle punktuell einen relativ grofien Einfluss auf die Steuerung hat. Dies ist besonders am Beginn
der Uberfahrt der Fall.
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Abbildung 5.13: Vergleich der nominellen (gestrichelt), reoptimierten (durchgezogen) und aufdatierten (gestrich-
punktet) Steuerung eines Viertelfahrzeugs bei einer Schwelleniiberfahrt mit variierten Schwellenparametern
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Abbildung 5.1/: Sensitivitit der Steuerung bzgl. der Schwellenhéhe und -linge eines Viertelfahrzeugs

Nominelle Steuerung | Aufdatierte Steuerung | Reoptimierte Steuerung

u*(§) u*(p) + SRR Ap u*(p + Ap)
Zielfunktionswert 1.4478 1.4166 1.3932

Tabelle 5.3: Vergleich der Zielfunktionswerte der unterschiedlichen Steuerungen einer Schwelleniiberfahrt eines
Viertelfahrzeugs

Update einer Stufeniiberfahrt eines Halbfahrzeugs

Nun wird eine Uberfahrt eines Halbfahrzeugs iiber eine Stufe mit nomineller Hohe p = 0.05 betrachtet.
Die tatséchlich iiberfahrene Stufe besitzt die Hohe p = 0.08, d.h. die Verédnderung ist Ap = 0.03. Der
Gewichtungsvektor der Zielfunktion ist hier zu x = (10.0,0.0,1.0,0.1) gewihlt. In Abbildung ist
wieder das Update-Verhalten der Steuerung dargestellt. Zusétzlich wird ein lediglich zeitlich versetztes
Verhalten der Steuerung des vorderen und hinteren Dampfers sichtbar. Ebenso verhélt es sich mit den
Sensitivitdten in Abbildung FEine Betrachtung der Steuerung und der Sensitivitédt des Vorder-
rads im Zeitintervall [0.0, 0.3] Sekunden zeigt, dass hier die Sensitivitét meist am Anschlag ist, sowohl
fiir das nominelle, als auch das variierte Fahrbahnereignis. Die Sensitivitdt ist in diesem Bereich auch
fast iiberall 0. Die Verbesserung der Zielfunktion hin zum optimalen Wert ist in Tabelle ersichtlich.

Nominelle Steuerung
u*(p)

Aufdatierte Steuerung
N, dut(p
u*(p) + ud[gp) Ap

Reoptimierte Steuerung
u*(p+ Ap)

Zielfunktionswert

10.0602

10.055

10.0545

Tabelle 5.4: Vergleich der Zielfunktionswerte der unterschiedlichen Steuerungen einer Schwelleniiberfahrt eines

Halbfahrzeugs
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Abbildung 5.15: Sensitivitat der Steuerung bzgl. der Stufenhdhe eines Halbfahrzeugs
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Abbildung 5.16: Vergleich der nominellen (gestrichelt), reoptimierten (durchgezogen) und aufdatierten (gestrich-
punktet) Steuerung eines Halbfahrzeugs bei einer Stufeniiberfahrt mit variierter Stufenhche

Update einer Schlaglochiiberfahrt eines Vollfahrzeugs

Das letzte Beispiel zeigt das Update einer Uberfahrt eines Vollfahrzeugs iiber eine Fahrbahnschwel-
le. Das nominelle Ereignis ist 7(0.15,1.0). Die iiberfahrene Schwelle P(0.2,1.025) wurde mit einer
Storung von Ap = (0.05,0.025) variiert.
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Abbildung 5.17: Vergleich der nominellen (gestrichelt), reoptimierten (durchgezogen) und aufdatierten (gestrich-

punktet) Steuerung eines Vollfahrzeugs bei einer Schwelleniiberfahrt mit variierten Schwellenparametern

Nominelle Steuerung | Aufdatierte Steuerung | Reoptimierte Steuerung
. N, du(p .
u*(p) u(p) + L2 Ap u*(p + Ap)

Zielfunktionswert 1.4076 1.4068 1.4054

Tabelle 5.5: Vergleich der Zielfunktionswerte der unterschiedlichen Steuerungen einer Schwelleniiberfahrt eines

Vollfahrzeugs

Die Gewichtungsfaktoren der Zielfunktion sind hier x = (100.0,100.0,10.0,0.1), wobei hier die ver-
tikale Beschleunigung sowie Nick- und Wankwinkelbeschleunigung mit Kcomport = 100.0 gewichtet
wurden. Das Steuerungsverhalten beziiglich des Updates ist in Abbildung zu sehen. Die mittels
Sensitivitdtsupdate bestimmte Steuerung entspricht auch hier sehr gut der optimalen Steuerung fiir

das tatséchliche Ereignis. In Tabelle [5.5 kann die Verbesserung der Zielfunktion abgelesen werden.
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5.7 Preview-Regelung als Vorsteuerung

Wie bereits erwahnt, wird bei dem vorgestellten Algorithmus keine Riicksicht auf den tatsédchlichen
Straflenverlauf gelegt, sondern angenommen, dass dieser sich exakt nach dem Verlauf des erkannten
Ereignisses richtet. Storungen sowie kleine Abweichungen werden ignoriert, was zu einem nicht op-
timalen Verhalten des Fahrzeugs bei der berechneten Steuerung fithren kann. Als Erweiterung kann

beispielsweise die berechnete Steuerung als Vorsteuerung fiir einen Regler herangezogen werden.

Bei einer Vorsteuerung wird eine Solltrajektorie und eine Sollsteuerung als gegeben betrachtet und der
Regelkreis so ausgelegt, dass er Abweichungen von dieser Solltrajektorie nachregelt, vgl. [Lunze, 2010].
So wird in einem ersten Schritt die Abweichung der tatséchlichen Trajektorie z(t) zur Solltrajektorie
Zson(t) gebildet und diese in den verwendeten Regler als Eingangsgroe geschickt. Die daraus erhal-
tene Steuerung upr(t) wird wiederum auf die vorhandene Sollsteuerung ugo;(t) addiert und dies an
die Regelstrecke, also das tatséichliche physikalische System geschickt, in das zusétzlich noch weitere
Fehler d eingehen. Der Schematische Aufbau einer Regelung mit Vorsteuerung ist in Abbildung
dargestellt.

Strallen- z, Ereignis-
daten erkennung

ZsoII

o Regler

Fahrwerk T

Abbildung 5.18: Blockschaltbild eines Reglers mit Vorsteuerung (vgl. [Lunze, 2010])

5.8 Preview-Regelung als Anfangsschitzung fiir Nachoptimierung

Wenn ein Ereignis erfolgreich erkannt wurde, bedeutet dies je nach Einstellung des Erkennungsalgo-
rithmus nicht, dass das vorausliegende Fahrbahnsegment auch exakt der erkannten Stérung entspricht.
Viel wahrscheinlicher ist, dass kleine Abweichungen vorliegen und die gemessene Oberfliche nur néhe-
rungsweise dem entspricht, was die aufdatierte Steuerung erwartet. Da das erkannte Ereignis erst
nach der Zeit t¢ das Vorderrad erreicht, kann diese Zeit genutzt werden, um eine Verbesserung der
Steuerung zu berechnen. Dabei wird die Sensitivitdtssteuerung als Anfangsschitzung in ein Optimal-
steuerungsproblem mit der tatsédchlich gemessenen Strafle gesteckt und dies gelst. Das Problem muss
dabei nicht bis zur hinreichenden Genauigkeit iteriert werden, sondern kann, je nach zur Verfiigung
stehender Zeit, bereits nach wenigen Iterationen abgebrochen werden. Da die Anfangsschétzung der
Steuerung bereits fiir eine dhnliche Strafle berechnet wurde, kann angenommen werden, dass die Ite-

rationen deutlich schneller konvergieren als ohne die Verwendung der Vorabinformationen.
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5.9 Wahl der Gitterauflésung

Die Bestimmung der optimalen Steuerung mit zugehorigen Sensitivitdten auf dem Parametergitter
Gp erfordert das Losen von |Gp| Optimierungsproblemen. Auch wenn diese Berechnungen offline aus-
gefithrt werden konnen, also die Echtzeitfdhigkeit im laufenden Betrieb nicht beeinflussen, sind die

Anzahl der Gitterpunkte ein nicht zu vernachlissigender Faktor. Sie bestimmen sich zu

Wenn die Gitterdiskretisierungen Ap; entsprechend grofler gewihlt werden kénnen, so reduziert sich
nicht nur der Berechnungsaufwand, sondern infolgedessen auch der bendttigte Speicherplatz und die
Zeit, bis die benachbarte Steuerung eines erkannten Ereignisses gefunden wird. Auch wenn letzte-
res mit Hilfe von geeigneten Algorithmen verh#ltnisméfig klein gehalten werden kann, so spielt der

benstigte Speicher bei einer realen Implementierung des Algorithmus eine entscheidende Rolle.

Um die Speicheranforderungen moglichst klein zu halten, empfiehlt es sich, das Verhalten der upge-
dateten Steuerung im Vergleich zur reoptimierten zu betrachten. Dass dies fiir jeden Parameter eine
durchaus unterschiedliche Gestalt annehmen kann, wird in Abbildung deutlich. Dort wird fiir ein
Schlagloch einmal die Hohe und einmal die Lénge variiert. Bei einer Hohenverdnderung von 0.06m
weicht die Zielfunktion lediglich um etwa 10~% vom optimalen Wert ab, wohingegen eine betragsmiBig

identische Anderung der Linge eine Abweichung von 102 verursacht.

10°

Zielfunktionsveranderung
=
o
[«2]

10-10

1012 I I I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Parameterabweichung

Abbildung 5.19: Verhalten der upgedateten Kostenfunktion im Vergleich zur Reoptimierten bei grofler werdender

Parameterabweichung (Hohenverinderung - durchgezogen, Lingenverinderung - gestrichelt)
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5.10 Weitere notwendige Parameter

Zu den bereits in Kapitel erlduterten Parametern der singuléren Ereignisse kommen noch weitere
wichtige Kenngroflen hinzu, die einen Einfluss auf die verwendete Steuerung haben. Hierzu zéhlen in

erster Linie die Masse des Aufbaus und die Momentangeschwindigkeit des Fahrzeugs.

Die Aufbaumasse

Da das Gewicht des Fahrzeugs nicht als konstant angenommen werden kann, sondern sich in Abhéngig-
keit der Zuladung, der Anzahl der Mitfahrer und des Tankinhalts dndert, gilt es zu betrachten, inwie-
weit dies einen Einfluss auf die optimale Steuerung hat. Hier wird angenommen, dass eine Messung des
momentanen Gewichts mit Hilfe passender Sensoren zur Verfiigung steht. Dafiir konnen beispielsweise
Kraftmessdosen in der Aufhidngung verbaut werden oder iiber die statische Einfederung das aktuelle

Gewicht berechnet werden.

Wie grof8 bzw. klein der Einfluss der Aufbaumasse auf die optimale Steuerung ist, wird in Abbildung
dargestellt. Dort ist die Steuerung einer Schwelle mit Liange [ = 1.0m und Hohe h = 0.148m
mit verschiedenen Aufbaumassen skizziert. Die Masse wurde hier von 200kg bis 420kg variiert. Deut-
lich wird, dass die optimale Steuerung selbst bei diesen groflen Unterschieden keine entscheidenden
Veranderungen aufweist. Dies legt die Annahme nahe, dass es ausreichen kann, die Steuerung nur auf

einem relativ groben Gitter fiir den Massenparameter zu berechnen.

Steuerung

400

Masse [kg] 0.2

05 0.4 0.3

200 0.9 0.8

Zeit [s]

Abbildung 5.20: Steuerungsabhéngigkeit von der Aufbaumasse
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Die Geschwindigkeit

Ebenso spielt die Geschwindigkeit mit der das Hindernis {iberfahren wird eine entscheidende Rolle
bei der anzuwendenden Steuerung. Diese Messgrofie steht ohne zusétzliche Sensorik im Fahrzeug zur
Verfiigung und kann leicht fiir ein Sensitivitdtsupdate herangezogen werden. Trotz der Moglichkeit,
dass sich die Geschwindigkeit im Laufe einer Uberfahrt iiber ein Hindernis #ndert, wird hier angenom-

men, dass sie konstant bleibt.

Dass eine Anderung der Geschwindigkeit einen deutlich groBeren Einfluss auf die Steuerung hat, ist
bereits intuitiv klar, da die Anregung schneller bzw. langsamer iiberfahren wird und sich somit die
Relativgeschwindigkeiten verdndern und auf der Zeitachse verschieben. In Abbildung ist fiir das
Hindernis P(0.148,2.0) die Steuerung fiir variierende Geschwindigkeiten dargestellt.
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Abbildung 5.21: Steuerungsabhingigkeit von der Uberfahrtgeschwindigkeit

Es ist leicht ersichtlich, dass die Geschwindigkeit einen deutlich gréofleren Einfluss auf die optimale
Steuerung hat als die Fahrzeugmasse. Besonders bei geringeren Geschwindigkeiten, zwischen 10m/s
und 16m /s wirkt sich eine Anderung stéirker auf das Ergebnis aus. Die Steuerung verschiebt sich im
weitesten Sinne in negativer Zeitrichtung, was aufgrund der rascheren Uberfahrt auch so zu erwarten
ist. Es ist demnach notwendig direkt vor dem Uberfahren des Hindernisses die aktuelle Geschwindigkeit
vom Tachometer abzufragen. Die Geschwindigkeit muss demnach mit hinreichend guter Auflésung in

die Parameter aufgenommen werden.
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Erweiterte Zustandsparameter

Wenn der Algorithmus in einem realen Fahrzeug eingesetzt werden soll, so sind zusétzliche Parameter
notwendig, die die momentan vorherrschende Fahrsituation beschreiben. So wird beispielsweise eine
andere Steuerung optimal sein, wenn sich das Fahrzeug gerade in einer Kurvenfahrt befindet, als wenn
es geradeaus fahrt. Bei unvorhergesehenen Ereignissen muss der Regelalgorithmus zusétzlich in der
Lage sein, sofort die Steuerung an die verdnderten Umstédnde anzupassen, wie es beispielsweise bei
einer pl6tzlichen Vollbremsung notwendig ist. Dieses Feld bietet ein weites Forschungsthema beziiglich

der Realisierung in einem Versuchsfahrzeug.

5.11 Die Simulationssoftware sensUp

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Simulationssoftware mit dem Namen sensUp entwickelt. Der Na-
me setzt sich aus einer Abkiirzung des Begriffs Sensitivitdtsupdate zusammen. Die Software verkniipft
die beschriebenen Elemente und stellt in einer Simulation die Echtzeitfahigkeit des Algorithmus sowie

dessen gute Regelungseigenschaften dar.

5.11.1 Programmaufbau

Der Aufbau der Softwareumgebung ist einfach gehalten. Alle Elemente kénnen iiber die in Abbil-
dung dargestellte grafische Benutzeroberfliche gesteuert werden. Die Software generiert zufillige
Ereignisse aus den in definierten Eventklassen und fiigt diese zu einer kontinuierlichen Strafie
zusammen. Der Sensor wird mit der in Kapitel [5.3.1] vorgestellten Methode simuliert. Die Sensordaten
werden im Anschluss verwendet, um die in Abschnitt aufgestellten Ausgleichsprobleme zu l6sen.

Wird in mindestens drei aufeinanderfolgenden Frames das gleiche Ereignis erkannt, so wird dies als
solches festgelegt. Mit Hilfe einer Nachbarschaftssuche wird das zu verwendende Referenzevent her-
ausgesucht und das Sensitivitdtsupdate durchgefiihrt, vgl. Kapitel In diesem Programm ist die
Vorfilterung mittels Support-Vektor-Maschinen noch nicht eingearbeitet, weshalb hierfiir eine Heuris-
tik verwendet wird, die die Sensordaten betrachtet und nach speziellen Merkmalen wie das Auftreten
eines groBen Messausschlags sucht. Die Steuerung wird lediglich wihrend der Uberfahrt des Ereignis-

ses angesprochen und sonst auf einen konstanten Wert gesetzt.

Zum Vergleich wird parallel zum Fahrzeugmodell mit Eventerkennung ein identisch parametrisier-
tes zweites Fahrzeugmodell simuliert, das wahlweise mit einer wiahlbaren Dadmpferkonstanten arbeitet
oder einen On-Off-Skyhook-Ddmpfer verwendet. Dieses soll zu Vergleichszwecken dienen, um die Leis-

tungsfahigkeit des Algorithmus zu demonstrieren.

Im rechten unteren Plot in Abbildung ist der Verlauf der Zielfunktionen der proaktiven Event-
erkennung (rot) und der Skyhook-Dampfung (blau) dargestellt. Die proaktive Steuerung liefert bei

jedem Einzelevent einen deutlich geringeren Anstieg des Zielfunktionswerts.

5.11.2 Echtzeitfahigkeit

Um einen Nachweis iiber die Echtzeitfihigkeit des vorgestellten Verfahrens zu erbringen, werden ab-

schlieflend noch einige Resultate aus durchgefiihrten Zeitmessungen vorgestellt. Hierbei werden ledig-
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Abbildung 5.22: Nutzeroberfliche der Simulationssoftware sensUp

lich die Rechenzeiten zur Laufzeit betrachtet, da das Erstellen der Referenzsteuerungen und Sensi-
tivitdten und auch die Bestimmung der Support-Vektor-Maschine nur einmalig vor Inbetriebnahme
durchgefithrt werden muss und die Ergebnisse der Berechnungen gespeichert und zum Beginn der

Steuerung wieder geladen werden koénnen.

Die in der Matlab-Implementierung gemessenen Rechenzeiten der Multi-Class-SVM-Erkennung be-
laufen sich auf einen Wert von maximal 10ms. Die Implementierung der Objekterkennung mittels
SQP-Verfahren hat eine Rechenzeit von ebenfalls etwa 10ms und die Suche und Berechnung der an-
zuwendenden Steuerung mittels Sensitivitdtsupdate liegt bei unter einer Millisekunde. Damit kommt
die gesamte Rechenzeit pro Sensordatensatz auf einen Wert von rund 20ms, was bei einer Updaterate
von 50Hz der zur Verfiigung stehenden Zeit entspricht. Mit etwas Anpassungsaufwand an spezielle
Hardware sollte es moglich sein, die Berechnungszeit noch deutlich zu reduzieren, so dass auch hohere

Updateraten moglich sind bzw. ein Zeitpuffer zur Verfiigung steht.

Mit diesem Ergebnis ist gezeigt, dass es mit Hilfe von Sensitivitdtsupdates, einer proaktiven Fahr-
bahnvermessung und einer Parametrisierung singuldrer Fahrbahnereignisse die Moglichkeit besteht,
eine echtzeitfihige optimale Steuerung fiir ein proaktives Fahrwerk zu realisieren. Eine genaue Unter-
suchung, welche Ereignisse im realen Straflenverkehr auftreten, wie diese parametrisiert werden kénnen
und welche Fahrzeugparameter in die Optimierung aufgenommen werden miissen, ist nicht Teil die-
ser Arbeit, offnet jedoch ein weites Feld an weitere Ansatzpunkte, die untersucht werden kénnen. Im
Bereich der Sensorik und Objekterkennung mit Hilfe von Support-Vektor-Maschinen oder anderen

Identifizierungsmethoden steht ebenfalls ein weitreichendes Forschungsthema offen.



Kapitel 6

Impulsive Systeme als

Riemann-Stieltjes-Integral

6.1 Motivation

Neben der in den vorangegangenen Kapiteln erlduterten Betrachtung der echtzeitfahigen Steuerung
mittels Sensitivitdtsupdates, ist ein weiteres Ziel dieser Arbeit die Formulierung und Untersuchung
einer Problemklasse zur geschlossenen Darstellung des kontaktbehafteten Modells der vertikalen Fahr-
zeugdynamik. Die daraus resultierende Problemklasse ist nicht auf die Fahrzeugindustrie limitiert,
jedoch werden die Beispiele das Thema aufgreifen, um eine die gesamte Arbeit umfassende Rah-
menthematik zu bieten. Warum eine Betrachtung dieser Erweiterung nicht nur aus mathematischer

Sicht interessant ist, soll die folgende Motivation kurz verdeutlichen.

6.1.1 Kontaktverlust

Betrachtet wird eine Uberfahrt eines der in Kapitel definierten singuldren Ereignisse. In Ab-
bildung ist dies exemplarisch fiir eine Schwelleniiberfahrt dargestellt. Es wird deutlich, dass die
Trajektorie des Aufbaus und des Reifens zwar eine zu erwartende Bewegung vollfiithren, jedoch nach
Uberquerung des Scheitelpunkts der Schwelle eine betragsmiBig grofie negative Kontaktkraft auftritt.
Noch deutlicher zeigt sich dieser Effekt beim Uberfahren einer negativen Stufe. Der Grund fiir diesen
Fehler liegt an der Modellierung des Reifen-Fahrbahn-Kontakts, welcher mit Hilfe der in Kapitel
erlauterten Elemente durch zweiseitige Bindungen approximiert wird. Vernachléssigt man Adhésions-
kréfte, so ist es in der Realitét jedoch nicht moglich, dass auf den Reifen eine in negativer z-Richtung
gerichtete Kraft von der Strafle wirkt. Auflerdem kann bei einem vorherrschenden Abstand zwischen
Reifen und Strafle keine Kraft auf den Reifen wirken. Werden diese Einschrinkungen zusammen mit
der gegebenen Voraussetzung, dass sich der Reifen stets oberhalb der Fahrbahn befindet kombiniert,

so kann dies fiir den eindimensionalen Fall geschrieben werden als

Fyp, >0, (Positivitdt der Kraft), (6.1a)
ZTw — T, >0, (Reifen oberhalb der Fahrbahn), (6.1b)
Fyp (xw —x,) =0, (Kontaktkraft nur bei Beriithrung). (6.1¢)

In Gleichung (6.1c)) wird die Komplementaritit des Problems als Signorini-Kontakt-Bedingung ausge-

driickt, vgl. [Signorini, 1959]. So kann eine positive Kraft lediglich wirken, wenn der Abstand zwischen

131
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Abbildung 6.1: Klassisches Viertelfahrzeugmodel bei einer Schwelleniiberfahrt

Rad und Strafle Null ist, ansonsten muss sie verschwinden. Zusétzlich zu dem hier dargestellten Kom-
plementaritatsproblem ist es nétig, eine Beziehung zwischen dem kinematischen Zustand vor und nach
dem Kontakt herzustellen. Die Gleichungen (6.1a]) - (6.1c) liefern dafiir noch keine Aussage.

6.1.2 Hiipfender Ball

Ein einfaches Beispiel stellt ein vertikal fallen gelassener Ball dar, der den Boden beriihrt und wieder
abspringt. Betrachtet man den Ball als Massenpunkt ohne rdumliche Ausdehnung, der die Komple-
mentaritéitsbedingungen erfiillen muss, so folgt daraus lediglich, dass eine Kraft wirken muss, die
verhindert, dass sich der Korper durch den Boden hindurch bewegt. Wie grofl diese Kraft jedoch
tatséchlich ist, ist nicht definiert. Betrachtet man die Differentialgleichung des fallenden Balls mit
Masse m

f=—mg+ .

der zum Zeitpunkt 7 auf den Boden z(7) = 0 mit einer Geschwindigkeit 2(7) = vp < 0 fillt, so wird
schnell ersichtlich, dass eine Kraftiibertragung immer eine Verletzung der Komplementaritéitsbedin-
gung zur Folge hat. Fiir eine sich stetig &ndernde Geschwindigkeit, wie es die Losung der Differential-
gleichung ist, gilt

VieR e, sd 2(t) <OVt € [r, 7+ ¢,

woraus
t

(1) = 2(7) + /,é(a)do <0 Vielnr+e
T
folgt. Dieses Beispiel zeigt, dass bereits fiir den einfachen Fall eines Massenpunkts eine Formulierung

mittels Kraftiibertragung an ihre Grenzen sto3t.

Fiir eine genauere Betrachtung muss die Kontaktphase detaillierter untersucht werden, was beispiels-
weise in den Arbeiten [Pfeiffer und Glocker, 2008] und [Brogliato, 1999] demonstriert wird. Die ein-
fachste Moglichkeit den Kontakt zu modellieren besteht im so genannten Newtonschen Stofigesetz. Mit
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Hilfe eines Restitutionskoeffizienten € wird das Verhéltnis der Geschwindigkeit vor und nach dem Stof3

angegeben

o mit #) = ), i) = lm (),
Diese Beziehung liefert eine unstetige Geschwindigkeit, allerdings eine Trajektorie, die die Komple-

mentaritéitsbedingung nicht verletzt.

6.2 Impulsive Systeme

Die in den Gleichungen - eingefithrte Problemklasse wird als Mehrkorpersystem mit uni-
lateralen Beschrdinkungen bezeichnet, vgl. [Pfeiffer und Glocker, 2008, Brogliato, 1999]. Der Begriff
unilateral bezeichnet dabei eine einseitig wirkende Bindung bzw. Beschrinkung, siehe [Dudenredak-
tion, 2006, welche durch die Ungleichungsrestriktion beschrieben wird. Das Auftreten dieser
Beschrankungen erschwert die Berechnung einer Trajektorie des Mehrkorpersystems deutlich, da eine
einfache Vorwiértsintegration mit Hilfe eines Differentialgleichungslosers nicht mehr moglich ist. Es
muss in jedem Zeitschritt iberpriift werden, ob die unilaterale Beschriankung aktiv ist oder nicht und

dementsprechend &ndert sich die Systemdynamik.

6.2.1 Formulierung unilateraler Bindungen

In diesem Kapitel wird die in Kapitel beschriebene Problemstellung konkretisiert und allgemein
definiert. Dafiir wird zuerst die Definition eines unilateral beschrénkten Systems benétigt, vgl. [Brog-
liato, 1999].

Definition 6.1: Unilateral beschrinktes System

Gegeben sei ein Mehrkorpersystem, das durch verallgemeinerte Koordinaten ¢ € R™ beschrie-
ben wird. Seien g;(¢) = 0, ¢ = 1,...,m, glatte Untermannigfaltigkeiten der Kodimension 1
im Zustandsraum des Systems, s.d. Vg;(¢) # 0 in den relevanten Regionen gilt. Dann defi-
niert die Ungleichung ¢(g) > 0 einen Unterraum des Zustandsraumes ® = {q | g(q) > 0} =
N, {q | gi(¢) > 0}, auf den der Bewegungsraum des Systems eingeschrénkt wird.

Es ist hier nicht notwendig, dass die Anzahl der Beschriankungen m kleiner als n ist. Die holono-
men Beschrinkungen g; konnen zusétzlich zur aktuellen Systemkonfiguration g auch von der Zeit ¢

abhéngen. Dies ist beispielsweise bei sich bewegenden Hindernissen notwendig.

Definition 6.2: Aktive unilaterale Beschrinkungen

Gegeben sei ein Mehrkorpersystem mit verallgemeinerten Koordinaten ¢ € R’ sowie unilaterale
Beschréankungen g¢;(¢) : R” — R, ¢ = 1,...,m. Die Menge der aktiven Beschrinkungen I4(q)

wird definiert als
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Bemerkung 6.3: Normalenvektoren der Beschrinkungen

Die Normalenvektoren

Vgi(q), i=1,....m,

der Beschrinkungen zeigen bei dieser Definition (g(q) > 0) aus den Beschriankungen heraus
bzw. in den zulissigen Zustandsraum hinein. Wird die Beschrinkung mit g(q) < 0 definiert,
zeigt auch der Normalenvektor in die entgegengesetzte Richtung. Dies ist unter anderem bei

der Berechnung der Kontaktreaktionen wichtig.

Im folgenden Beispiel werden die Eigenschaften noch einmal kurz dargestellt.

Beispiel 6.4: unilateral Beschrinktes Gebiet

Betrachtet wird der Zustandsraum ¢q = [z, y] € R?. Gegeben sind die unilateralen Beschrinkun-

gen

g1(q) =z, ga(q) =2-y, g3(qg)=y+1—cos <§m> , ga(g)=1-(z—3)°—(y—1)

Das durch diese Beschrinkungen definierte Gebiet ist in Abbildung dargestellt. Es bildet
einen abgeschlossenen zuldssigen Zustandsraum ® = {q| g(¢) > 0}. Der Gradient von g(q)
besitzt folgende Gestalt

1 0
0 -1
\VA —
a9(4) 2rsin(Zrz) 1

—2(x-3) —-2(y—1)

Die Normalenvektoren der Kontaktflichen ergeben sich in Abhéngigkeit des Kontaktpunkts

somit zu

2rsin(Znx —2T
m(z,y) = (;) . m(z,y) = <_01> , m(z,y) = (3 1(3 )> ;o m(z,y) = (—Zy—ti) :

Diese sind ebenfalls in Abbildung [6.2] exemplarisch eingezeichnet.

\. J

In Abbildung wird leicht ersichtlich, dass Ecken, wie sie in den Punkten (0,0) und (0,2) auftre-
ten, Probleme verursachen kénnen. Werden rdumlich ausgedehnte Koérper betrachtet, so kann selbst
bei glatten Beschrinkungen der Fall auftreten, dass zwei Beschrankungen gleichzeitig aktiv werden.
Wie dies behandelt werden kann, wird beispielsweise in [Stewart, 2000, Pfeiffer und Glocker, 2008]
beschrieben. Einspringende Ecken, auch wenn in diesem Beispiel keine vorhanden sind, nehmen bei
der Gradientenbestimmung eine Sonderrolle ein. Hier kénnen die zuléssigen Richtungen mit Hilfe des
Subdifferentials dargestellt werden, siehe [Fetecau et al., 2003} Glocker, 2004]. In dieser Arbeit wird
auf diese Falle nicht weiter eingegangen und es wird angenommen, dass keine singuléren Punkte der

Beschrinkungen auftreten bzw. diese nicht als Kollisionspunkte auftreten.

Eng verbunden mit unilateral beschréinkten Systemen ist das von Giuseppe Fichera nach seinem Dok-
torvater Signorini benannte Signorini-Problem [Signorini, 1959, |Fichera, 1970,|/Abadie, 2000,|Anitescu
und Potra, 2002]. Es formuliert die in den Gleichungen (6.1a)) - (6.1c) postulierten notwendigen Ei-

genschaften eines Kontaktproblems.
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Abbildung 6.2: Darstellung des in Beispiel definierten beschrinkten Gebiets

Definition 6.5: Signorini-Problem

Gegeben seien ein mechanisches Mehrkorpersystem mit verallgemeinerten Koordinaten g € R™,
sowie unilaterale Beschrénkungen g(q) : R™ — R™ und \; € R. Dann gilt fiir jede Beschrénkung

1=1,....m:

1. Unilaterale Beschréankung;:
9i(9) = 0

2. In aktiven Beschrinkungen treten keine Adhésionskrifte auf:

gi(g) =0 = X2>0

3. Wenn kein Kontakt vorhanden ist, ist die Kontaktkraft Null:

gilg) >0 = X\=0

Diese drei Bedingungen sind dquivalent zur Komplementaritdtsbedingung

gi(g) >0, X\i>0, gi(g)hi=0

Diese Definition ist eine Anpassung der klassischen Signorini-Bedingungen an die vorliegende Proble-

matik. Urspriinglich wurden zwei Kérper K; und K; betrachtet, die beispielsweise durch abgeschlossene
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Mengen des R? bzw. R3 gegeben seien. Die Abstandsfunktion ist hier wie folgt definiert
9(K;, Kj) == min(||lz —y[|), mitz e K;, y € Kj,

und bezeichnet den minimalen Abstand der beiden Kérper, wie er in Abbildung[6.3| dargestellt ist. Fiir

Korper mit komplexer Gestalt, ist bereits die Bestimmung des Abstands eine nicht-triviale Aufgabe.

,l
,/

¢ 9(Ki(a).K(a)

Abbildung 6.3: Allgemeine Darstellung zweier Kérper mit Abstandsfunktion g(kK;, K)

6.2.2 Restitutionsgesetze

Es existieren diverse Formulierungen der Kontaktmechanik, besonders wenn Reibeffekte betrachtet
werden. Hier sollen einige Formulierungen kurz dargestellt werden. Aufgrund der unzéhligen Veroffent-
lichungen zu diesem Thema ist diese Darstellung nicht vollstindig und stellt lediglich einen Auszug

moglicher Methoden dar.
Grundsétzlich haben die Formulierungen das Ziel, den Zustand miteinander kollidierender Korper,
bzw. eines Korpers mit einer Zustandsbeschrankung, nach einem Kontakt zu bestimmen. Eine solche

Abbildung wird als Restitutionsgesetz bezeichnet, siehe [Abadie, 2000, Brogliato, 1999)].

Definition 6.6: Restitutionsgesetz

Gegeben sei ein Mehrkorpersystem mit verallgemeinerten Koordinaten ¢ € R™ und verallge-
meinerten Geschwindigkeiten ¢ € R". Ein Restitutionsgesetz oder Stofigesetz bezeichnet eine
Abbildung R : R — R", fiir die gilt:

Vi € Ia(¢™) mit Vgi(q ) ¢~ <0 folgt Vgi (¢7) R(G™) = 0.

Dabei gilt aufgrund der Stetigkeit der verallgemeinerten Koordinaten ¢= = ¢*.

.

Hier wird vorausgesetzt, dass das Restitutionsgesetz keinen Einfluss auf die verallgemeinerten Koor-
dinaten ¢ hat und lediglich die Geschwindigkeiten unstetig sein kénnen. Diese Annahme ist fiir einen
impulsiven Stof} als erfiillt vorausgesetzt. Ein so definiertes Restitutionsgesetz liefert eine Trajektorie,
die das zuléssige Gebiet ® nicht verlisst, da die Geschwindigkeit nach dem Stofl so gerichtet ist, dass
sie in das zuldssige Gebiet zeigt. Einige weitere Eigenschaften miissen laut |Chatterjee, 1997] bei der

Formulierung eines Restitutionsgesetzes beachtet werden.
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e Einhaltung physikalischer und mechanischer Gesetze (Energieerhaltung/-dissipation, Unabhéng-
igkeit vom gewéhlten Koordinatensystem, ...)
e Giiltigkeit fiir beliebig geformte Korper
e Konsistenz mit anderen bekannten Gesetzen, wie beispielsweise Reibungsgesetzen
e Korrekte Resultate fiir einfache Objekte, wie die Kollision eines Balls mit einer Wand
e Wenige Parameter und eine mogliche Einfachheit der Berechnung
e Physikalisch interpretierbare Parameter

Nun werden ein paar klassische Restitutionsgesetze vorgestellt.

Newtonsches Stofigesetz

Die erste und wohl bekannteste Darstellung eines Kontaktgesetzes liefert das Newtonsche Kontaktge-
setz, siehe |Stronge, 1990} Glocker, 2004]. Es basiert auf der kinematischen Betrachtung des Zustands
zum Kontaktzeitpunkt. Das zugehorige Restitutionsgesetz benétigt die relative Normalengeschwindig-
keit zweier Korper v, ,(77) zur Zeit vor dem Kontakt. Die Geschwindigkeit direkt nach einem Kontakt
bestimmt sich aus dem konstanten Restitutionskoeffizienten e, € [0, 1]

_vl,n(T"’) —v2(TT)  vpp(Tt)

N T (7)) —van(T) ()

Fiir €, = 0 folgt v,,(71) = 0, was den vollig plastischen Fall beschreibt, und fiir €, = 1 gilt
Vrn(TT) = =0, (77), also den elastischen Stof modelliert. Die Bestimmung des Restitutionskoeffizien-
ten stellt keine triviale Aufgabe dar und erfordert entweder eine exaktere Modellierung zur Generierung
von Referenztrajektorien oder Messungen der Kontaktdynamik, welche dann durch Anpassung von
€, angendhert werden miissen. Jedoch hiangt der Koeffizient jeweils von beiden in Kontakt tretenden

Korpern ab und ist somit stets neu anzupassen.

Ein Problem des Newtonschen Stofigesetzes unter Mitbetrachtung von Reibung ist, dass es bei einem
nicht-zentralen Stofl zu einem Energieanstieg kommen kann, der gegen die postulierten notwendigen
Eigenschaften eines Stolgesetzes verstoBt, vgl. [Stronge, 1990, Stronge, 1991.|Abadie, 2000)].

Poissonsches Stof3igesetz

Das Poissonsche Stofigesetz teilt den Stofl in zwei Phasen auf. Die erste beschreibt die Kompression
bis zum Erreichen einer Relativgeschwindigkeit v,, = 0 und die zweite die Expansion bis sich die
Korper wieder getrennt haben. Nun wird der {ibertragene Impuls der Kompressionsphase P, mit dem
Impuls bis zur Trennung der Korper p. , ins Verhiltnis gesetzt und dafiir ein Restitutionskoeffizient

angegeben.
Pen

Pen

Der gesamte iibertragene Impuls in Normalenrichtung ist damit p, = pey + Pen = (1 + €2)Den-

€p =

Unter gewissen Umsténden kann es auch hier zu Problemen mit dem energetischen Gleichgewicht
kommen. Jedoch dissipiert das Poissonsche Gesetz mehr Energie als erlaubt fiir den Fall eines nicht-

zentralen Kontakts mit e = 1, vgl. [Stronge, 1991].
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Stofigesetz von Stronge

Dieses Stofigesetz betrachtet den Kontakt auf einer energetischen Ebene, vgl. |[Stronge, 1990\[Stronge,
1991|. Es wird die Arbeit, der Kompressionsphase mit der Arbeit der Expansionsphase ins Verhéltnis

gesetzt. Das daraus resultierende Gesetz lautet

7 Fo(t)vn(t)dt

€n = — ;

}()Fn(t)vnn(t)dt

wobei F,,(t) die in Normalenrichtung wirkende Kraft darstellt, ¢, den Zeitpunkt der ersten Beriithrung,

to das Ende der Kompressionsphase und t; den Zeitpunkt der Trennung beider Kérper.

Laut [Stronge, 1991] ist dieses Stofigesetz auch unter Beriicksichtigung von Reibung energetisch kon-

sistent.

Reibungsbehaftete Kontakte

In den betrachteten Stofigesetzen wurden lediglich die Geschwindigkeiten in Normalenrichtung v,
betrachtet. Tritt zusétzlich noch eine Tangentialgeschwindigkeit v, auf, so muss auch das Auftreten
moglicher Reibungseffekte mit beriicksichtigt werden. Grundsétzlich ist Reibung eine der aktuellen
Relativbewegung entgegengesetzt wirkende Kraft, die die Bewegung hemmt. Die Coulombsche Reibung

fiir kontinuierlichen Kontakt besagt, dass fiir die Reibkraft gilt

<Ft7 Ur,t> -1

F, < uF,, mit ——ort —
" ([ F ot

Hier ist zu beachten, dass fiir ein dreidimensionales Problem F;,v,.; € R? gilt.

Da fiir den impulsiven Kontakt eine Formulierung in Abhéngigkeit auftretender Kréfte nur bedingt
praktikabel ist, wird hier fiir einen Stoff mit trockener Reibung das Amontons-Coulomb Reibgesetz auf
Impulsebene verwendet, vgl. [Brogliato, 1999]. Dabei wird der in Tangentialrichtung wirkende Impuls

P, durch den Normalenimpuls P, und einen Reibkoeffizienten u beschriankt.
1P| < gl Pall
Die Wahl des Unterraums, in dem P; liegen darf, ist dabei derart beschriankt, dass gilt
FCo(q) ={P | (P, P) = 0},

d.h. der tangentiale Impuls muss orthogonal auf den Normalenimpuls stehen, da ansonsten die Reibung
fiir Adhésionseffekte verwendet werden konnte. Zusammen mit dem Impuls in Normalenrichtung l4sst

sich der so genannte Reibkegel definieren, vgl. |[Anitescu et al., 1999 Stewart, 2000].
FC(q) :={P + P | P € FCo(q), | Pl < pl|Pull}

Die Abhéngigkeit von den verallgemeinerten Koordinaten q resultiert aus der Abhéngigkeit der Fléchen-

normalen des Kontakts n(g) vom aktuellen Zustand.
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Um den Impuls in Tangentialrichtung zu bestimmen, wird das Prinzip der mazimalen Dissipation her-
angezogen. Es besagt, dass der tatséchliche Reibimpuls derjenige ist, der die maximale Dissipationsrate

—vp ¢ Py verursacht. In mathematischer Formulierung lautet dies

min U:_tPt,
P,eFC(q) "’

wobei v, = v, (77) gilt.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde die Formulierung auf einen einzelnen Kontakt beschrinkt.
Zur Verallgemeinerung auf mehrere Kontakte miissen die Reibkegel der Einzelkontakte zusammenge-
fasst werden und dann die maximale Dissipation aller Kontakte bestimmt werden. In [Stewart und
Trinkle, 1996] und [Anitescu und Potra, 1997] werden Probleme dieser Art als 16sbare Komplementa-
ritéitsprobleme dargestellt, vgl. Kapitel

Energetische Restitutionskoeffizienten

Eine weitere Moglichkeit der Kontaktmodellierung wird in [Bowling et al., 2009] vorgestellt, auf die
in Kapitel néher eingegangen wird, da dies auch die in den numerischen Beispielen verwende-
te Formulierung darstellt. Sie betrachtet dhnlich wie Stronges Stoflgesetz die kinetische Energie des
kollidierenden Korpers und nutzt das Prinzip der maximalen Dissipation zur Bestimmung des Zu-
stands nach dem Stof}. Dabei werden Gleit- und Haftbedingungen in Tangentialrichtung detaillierter

modelliert.

Kontakte in der Kontinuumsmechanik

Eine in dieser Arbeit nicht ndher betrachtete Modellierung resultiert aus der Kontinuumsmechanik.
Dort werden die fiir elastische und plastische Verformungen benétigten Energien der Einzelkérper be-
trachtet, wobei die Komplementaritédtsbedingungen aus nun fiir die Rénder der Korper gelten
miissen, vgl. [Kikuchi und Oden, 198§|. Fiir die numerische Berechnung wird hier auf Finite-Element-
Methoden, siehe [Braess, 2013], zuriickgegriffen und die Bedingungen bzgl. der Knotenpunkte formu-
liert. Um das Problem zu vereinfachen konnen verschiedene Ansétze verwendet werden, wie es bei-
spielsweise in [Kimmerle und Moritz, 2014] durchgefiihrt wurde, bei denen die Kontaktkraft zwischen

einem Reifen und der Fahrbahn iiber das Hertzsche-Gesetz approximiert wurde.

6.2.3 Modellierungsmethoden des impulsiven Systems

Nachdem nun exemplarisch einige Restitutionsgesetze vorgestellt wurden, werden in diesem Abschnitt

mogliche Modellierungsmethoden des impulsiven mechanischen Mehrkorpersystems erlautert.

Hybride Systeme

Eine Darstellung mit Hilfe von hybriden Systemen bietet eine intuitive Modellierung, vgl. [Lunze,
2002, |Branicky, 1998||Azhmyakov et al., 2008, Attia et al., 2009, Lygeros et al., 2003|. Ein hybrides

System soll hier folgender an die konkrete Problemstellung angepassten Definition geniigen.
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Definition 6.7: Hybrides System

Ein hybrides System ist ein Tupel
H=(D,Q,F,G,R),
mit
e D - Menge der diskreten Zusténde,
e Q C R?" - Menge der kontinuierlichen Zusténde,
o F={fi:Rx Q— Q},.p - Systemdynamik der diskreten Zusténde,
e G={g;:DxQ— R}, ,, - Sprungbedingungen,
e R={Ri: Q—DxQ},_; , - Sprungfunktionen der Beschrénkungen.

In dieser Definition ist die Dimension des Zustandsraums @Q fiir mechanische Mehrkérpersysteme mit
verallgemeinerten Koordinaten ¢ € R™ und verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢ € R™ angepasst.
Mit Hilfe hybrider Systeme konnen viele reale Anwendungen modelliert werden, bei denen unterschied-

liche Systemdynamiken mit diskreten Ubergangspunkten zwischen den Zustinden auftreten.

Als Beispiel sei hier der Start einer Rakete genannt, bei dem in verschiedenen Phasen einzelne Ra-
ketenstufen abgesprengt werden. Die Systemdynamik dndert sich nach jeder Trennung aufgrund des
Gewichtsverlusts und aufgrund der mdoglicherweise anderen Antriebsart, wofiir die unterschiedlichen
Systemdynamiken f; verwendet werden kdnnen. Zusétzlich treten beim Absprengen, was hier als dis-
kreter Schaltpunkt angenommen wird, impulsive Krifte auf die Rakete auf, die die Geschwindigkeit
innerhalb einer sehr kurzen Zeit im Vergleich zum gesamten Startvorgang verindern. Diese Ubergéinge

konnen durch die Sprungfunktionen R; eingebaut werden.

R,(q)

Zustand 1
fi(t,q)

Zustand 2
fz(taQ)

7, = -€Z,

Zustand 3
f3(t9q)

(a) Beispiel einer grafischen Darstellung eines hybriden Systems H (b) Beispiel eines hiipfenden Bal-
mit drei Zustdnden und vier Sprungfunktionen les als hybrides System

Abbildung 6.4: Darstellung zweier hybrider Systeme
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Die Systemstruktur eines hybriden Systems kann durch ein grafisches Zustandsmodell mit gerichte-
ten Kanten dargestellt werden. In Abbildung ist dies an einem einfachen System dargestellt.
Die Sprungfunktionen R;(q) werden immer aufgerufen, wenn die entsprechende Sprungbedingung
9i(d, q) < 0 erfiillt ist.

Fiir den in dieser Arbeit betrachteten Fall vereinfacht sich das zu verwendende hybride System der-
art, dass lediglich ein diskreter Zustand benétigt wird. Die Sprungbedingungen sind die unilateralen
Beschrankungen und die Sprungfunktionen werden durch das jeweils verwendete Restitutionsgesetz
ersetzt. Ein einfaches Beispiel des hiipfenden Balls ist in Abbildung dargestellt.

Die Formulierung, dass die rechte Seite einer Differentialgleichung ein Element aus einer Menge mogli-
cher, zustandsabhéingiger rechter Seiten ist, wird hiufig auch als Differentialinklusion bezeichnet. Fiir
den Fall, dass auch noch impulsive Zustandsspriinge vorliegen spricht man auch von Differential-
inklusionen mit Impulsen, vgl. |[Aubin et al., 2002,Randelovic, 2000]. In [Baier et al., 2012] werden
Runge-Kutta-Methoden fiir den Fall, dass nur eine Systemdynamik auftritt vorgestellt.

Implementierungen numerischer Losungsverfahren hybrider Systeme existieren bspw. fiir MATLAB, vgl.
[Sanfelice et al., 2013]. Bei der Simulation der Trajektorien ist es hier besonders wichtig die Schalt-
zeitpunkte gut aufzuldsen, um eine exakte Approximation des realen Prozesses zu erhalten. Bei der
Betrachtung der in Definition [6.1] eingefithrten Beschrankungen miissen hierfiir die Vorzeichenwechsel

der g;i(q),i = 1, ..., m, betrachtet werden.

Maf3-Differentialgleichungen

Eine kontinuierliche Formulierung des Problems resultiert aus dem so genannten Sweeping-Prozess
aus [Moreau, 1985, Moreau, 1988, Kunze und Marques, 2000]. Ein Sweeping-Prozess wird definiert
mit Hilfe einer mengenwertigen, zeitabhingigen Funktion C(t), die fiir alle ¢ konvex ist und einem
Massenpunkt z(t), der von C(t) mitgerissen bzw. mitgefegt (engl. to sweep) wird, d.h. fiir den gilt
z(t) € C(t), Vt. Befindet sich z(¢) im Inneren von C(t), so gilt 2’(¢) = 0 und wenn x(t) auf dem Rand
von C(t) ist, gilt 2/(t) € NC(z(t)), wobei NC(x(t)) der Normalenkegel von C(t) an der Stelle x(t)
ist. Daraus resultiert, dass sowohl die Position als auch die Geschwindigkeit Unstetigkeiten aufweisen
konnen. Ein einfaches Beispiel dieses Prozesses stellt eine Miinze dar, die auf dem Tisch liegt und sich
innerhalb eines gréfleren Ringes befindet. Bewegt man den Ring, so bewegt sich die Miinze mit, sobald
sie den Ring beriihrt. Nimmt man an, dass keinerlei Verformung der Teilkérper auftritt, muss fiir eine
bis zum Zeitpunkt 7= ruhende Miinze gelten z/(71) = v, (x(77)), wobei v, (x(77)) die Geschwindig-
keit des Randes in Normalenrichtung im Punkt z(77) darstellt. Die Geschwindigkeit springt also von
Null auf einen Wert ungleich Null, so dass die Miinze im Ring bleibt. Wiirde zusétzlich die Position
des Ringes ein unstetiges Verhalten aufweisen, konnen auch Unstetigkeiten in der Position der Miinze

auftreten.

Die in diesem Problem auftretenden Spriinge der Geschwindigkeit bzw. der Position kénnen allgemein

mit Hilfe einer Mag-Differentialgleichung formuliert werden, vgl. [Schmaedeke, 1965, Brogliato, 1999).
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Definition 6.8: Maf3-Differentialgleichung

Seien S c R™!, f : R"™! — R" eine gegebene Abbildung und u : R — R™ eine Funktion
beschrénkter Variation, die rechtsseitig auf dem Zeitintervall I stetig ist, sowie G(t) € R™*"™ eine

stetige n x m Matrix, die auf I definiert ist. Sei (tg, xg) € S mit ¢y € I. Die Differentialgleichung

Dx = f(t,z) + G(t)Du, (6.2)
.CC(t()) = X, (63)

heifit Mafs-Differentialgleichung. Dabei bezeichnet D den Ableitungsoperator im distributionel-

len Sinn.

Auf die exakte Definition und die Eigenschaften von Funktionen beschrénkter Variation wird in [6.3.1]
niher eingegangen. Eine Losung von (6.2]) zum Anfangswert (6.3)) wird definiert als:

Definition 6.9: Losung einer Maf3-Differentialgleichung

Eine Losung der Maf-Differentialgleichung (6.2))-(6.3)) in S ist ein « : I — R"™ von beschréinkter
Variation mit ¢t € I, s.d. z(t) rechtsseitig stetig ist fiir alle ¢t € I. Zusétzlich gilt:

o (t,z(t) eSS, Vtel.
° aj(t()) = .

e Die distributionelle Ableitung von z(t) auf I ist f(¢,z) + G(t)Du.

.

Die Existenz und Stabilitéit der Losungen von MafB-Differentialgleichungen wird beispielsweise in |[Das
und Sharma, 1972] betrachtet. In [Schmaedeke, 1965] werden Annahmen an die Funktion f getroffen,
unter denen eine eindeutige Losung von Gleichung existiert. Die hier vorgestellte Modellierung
héngt eng mit dem Verfahren zusammen, das in Kapitel vorgestellt wird. Dort wird auch die

Aquivalenz beider Formulierungen deutlich.

Komplementarititsprobleme

Eine weitere Modellierungsmethode ist eine Formulierung mit Hilfe von Komplementaritatsproblemen.
Der Begriff der Komplementaritéitsbedingung ist bereits aus der Signorini-Bedingung in Definition [6.5]
bekannt. Da diese allein das impulsive System nicht vollsténdig beschreiben kann, miissen die Bedin-
gungen des Restitutionsgesetzes umformuliert werden, damit diese ebenfalls mit Hilfe von Komple-
mentarititsbedingungen einbezogen werden koénnen. Siehe dazu [Anitescu und Potra, 1997, Stewart,
2000] und die Referenzen darin.

Fiir ein mechanisches Mehrkorpersystem mit verallgemeinerten Koordinaten ¢, verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten ¢, Kopplungskréften k(q, ¢), der potentiellen Energie V(q), Kontaktkriften A, Reib-
kraften $ und Beschrinkungen g;(q) > 0,7 = 1, ..., m, sehen die Bewegungsgleichungen folgendermaflen

M(Q)% = <Z n (A + D“’((J)B“’) — VV(q) + k(q, ). (6.4)

=1
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Hier bezeichnet n()(q) = Vg;(¢) die Normalenrichtung der i-ten Beschrinkung und D®)(g) eine Ma-
trix von Basisvektoren des Unterraums F'Cy(q), also eine Darstellung der moglichen Richtungen, in

denen die Reibkraft wirken kann.

Die Komplementaritdtsbedingung fiir die Normalkraft lautet, wie bereits in Definition [6.5] erldutert,
0< XD 1 gi(q) >0. (6.5)
Aus dem maximalen Dissipationsprinzip fiir dieses Problem

mgn(q+)TD(q)(i)B(i), u.d.Nb. Hﬁ(i) < pN\®, (6.6)

ergibt sich aufgrund der Konvexitdt von ||f|| und der Linearitidt der Zielfunktion ein konvexes Op-
timierungsproblem, das fiir A) > 0 wegen u(i) > ( die Slater-Bedingung erfiillt. Somit existiert ein
Lagrangemultiplikator ¢, s.d. die KKT-Bedingungen fiir nicht differenzierbare Funktionen erfiillt
sind, siehe [Clarke, 2013)].

0 DY(q) g+ + oMo (gD, (6.7)
0<c® L @O 180 > 0. (6.8)

Hier bezeichnet 9(-) das Subdifferential. Im Fall A() = 0 gilt aufgrund der Nebenbedingung aus Glei-
chung B = 0. Da 9]|0|| eine Umgebung des Ursprungs enthilt, existiert fiir alle ¢* und D®(q)
ein ¢ >0 mit 0 € DY (q) "¢ + o@a(]|0])), weswegen (6.7)-(6-8) auch in diesem Fall erfiillt sind.
Hier wurde zur Vereinfachung auf eine allgemeine Darstellung des Reibungsgesetzes, wie es in [Stewart,
2000] vorgestellt wird, verzichtet und die Coulombsche Reibung aus Kapitel auf Kraftebene ver-
wendet. Damit bilden — eine zusétzliche Komplementarititsbedingung, die fiir das unilaterale

Problem erfiillt sein muss.

Das Restitutionsgesetz in Normalenrichtung wird hier durch das Newtonsche Stofigesetz modelliert

und liefert eine weitere Komplementaritéitsbedingung der Form
0< 2D L@ )T (q'+ n e(i)q'_) >0, (6.9)
wobei () der Restitutionskoeffizient der i-ten Beschrinkung ist.

Das gesamte unilateral beschrinkte System wird somit durch die Dynamik mit den Komple-
mentaritétsproblemen (6.5)), (6.7)-(6.8) und beschrieben. In [Stewart, 2000] und [Anitescu und
Potra, 1997] werden Zeitschrittverfahren vorgestellt, die diese Formulierung zur Vorwértsintegration
verwenden. Dabei wird Lemke’s Methode zur Losung der linearen Komplementarititsprobleme heran-
gezogen, siehe [Cottle et al., 2009,/Chen und Mangasarian, 1995]. Alternativ kénnen auch nichtglatte

Newton-Verfahren verwendet werden, was in [Carfagno, 2008 vorgestellt wird.

Diese Vorstellung unterschiedlicher Modellierungsmethoden ist aufgrund der vielen unterschiedlichen
Varianten nicht vollstdndig. Fiir einen weitergehenden Einblick sei auf [Brogliato, 1999] und die darin

referenzierten Arbeiten verwiesen.
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6.3 Theorie

Nachdem nun einige Modellierungsmethoden vorgestellt wurden, werden in diesem Kapitel die fiir
die verwendete Formulierung benétigten Grundlagen eingefiithrt. Es werden insbesondere Funktionen

beschrénkter Variation und Riemann-Stieltjes-Integrale genauer betrachtet.

6.3.1 Funktionen beschrinkter Variation

Die folgenden Definitionen und Sétze orientieren sich an den Arbeiten [Natanson, 1981} Fichtenholz,
1974, Carothers, 2000] und [Folland, 1984]. Betrachtet werden Funktionen, die eine abzéhlbare Menge

an Unstetigkeitsstellen aufweisen kénnen.

Definition 6.10: Funktionen beschrinkter Variation

Gegeben seien a,b € R mit a < b, sowie die Funktion « : [a,b] — R.

1. Dann heif}t

Vi(a) = sgp {Z la(ye) — a(ye—1)| ta=yo <Y1 < ... <Ym—1 < Ym = b} (6.10)
k=1

die totale Variation von « iiber [a,b]. Dabei bezeichnet
Aca=y1 <2< ...<Ym1<Yn=2>0

eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b].
2. Falls V() < oo ist, so heiBt o Funktion beschrinkter Variation o € BV ([a,b], R).

3. Die Menge aller Funktionen beschrinkter Variation auf [a, b] wird mit
BV ([a,b],R) := {a: [a,b] = R|V?(a) < oo}

bezeichnet.

\

Beispiele fiir Funktionen aus BV sind:
e Monoton steigende beschrinkte Funktionen
e Differenzierbare Funktionen mit beschrankter Ableitung

e Auf [a, b] Lipschitz-stetige Funktionen

Wenn [a,b] = R gilt, wird der zugehérige Funktionenraum mit BV (R, R) bezeichnet. Aulerdem kann
jede Funktion a € BV ([a, b]; R) so fortgesetzt werden, dass a € BV (R, R) gilt, indem man «a(t) = a(a)
fir t < a und «(t) = a(b) fir t > b setzt. Umgekehrt ist jedes & € BV (R, R) auch in BV ([a, b], R) fiir
alle a,b € R,a < b.

Satz 6.11: Eigenschaften von Funktionen beschrinkter Variation

Gegeben sei ein Intervall [a,b],a < b, mit a,b € R, zwei Funktionen beschrénkter Variation
a, B € BV ([a,b],R), sowie Skalare ¢,d € R. Dann gilt:

1. « ist beschrinkt, d.h. a(t) < M,Vt € [a,b].
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2. Linearkombinationen sind wieder von beschrinkter Variation, ca + df € BV ([a, b], R).
3. Produkte sind wieder von beschriankter Variation, o - 8 € BV ([a, b], R).

4. Sei B(z) > o > 0, dann ist auch der Quotient von beschréinkter Variation,
3 € BV ([a,b],R).

5. Fir a < € < b gilt a € BV([a,£],R) und a € BV ([, ], R).

6. Sei x € [a,b], dann ist die Funktion g(x) = V;*(a) eine monoton wachsende, beschrénkte

Funktion.

Obwohl in Definition keine Voraussetzungen iiber Stetigkeit oder Differenzierbarkeit getroffen

werden, liefern die folgenden S#tze Aussagen iiber die Regularitit der Funktionenklasse.

Satz 6.12: Abzihlbare Unstetigkeitsstellen

Sei o € BV ([a,b],R). Dann ist die Menge aller Unstetigkeiten hochstens abzihlbar. Die Zeit-
punkte der Unstetigkeiten seien mit 75, k € IN bezeichnet. Aulerdem existieren die links- und

Zusétzlich besitzen Funktionen beschriankter Variation noch die folgenden Differenzierbarkeitseigen-

schaften.

Satz 6.13: Fast iiberall differenzierbar

Sei a € BV ([a,b],R), dann existiert die Ableitung «'(t) fast iiberall in [a, b] und sie ist endlich

und integrierbar.

Im Folgenden werden auch vektorwertige Funktionen beschrankter Variation betrachtet. Diese erfiillen

Definition [3| komponentenweise und der zugehorige Raum sei definiert als
BV ([a,b],R") :={a:[a,b] = R" | o € BV ([a,b],R),i =1,...,n}.

Es ist auch moglich die Funktionen beschrénkter Variation auf dem R™ durch eine vektorwertige De-
finition der totalen Variation in (6.10)) zu definieren. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die beiden

Formulierungen aquivalent sind.

Spéter wird sich herausstellen, dass es fiir die benttigten Funktionen beschrénkter Variation geniigt,
sich auf einen Unterraum zu beschrénken und zwar auf die a € BV ([a, b], R) fiir die gilt a(a) = 0 und

die eine rechtsseitige Stetigkeit erfiillen. Der zugehorige Raum wird folgendermaflen definiert.

Definition 6.14: Normalisierte Funktionen beschrinkter Variation

Sei a,b € R, mit a < b. Mit
NBV ([a,b],R) := {a(t) € BV([a,b], R)|a rechtsseitig stetig, a(a) = 0}

wird der Raum der normalisierten Funktionen beschrdnkter Variation auf [a,b] bezeichnet.
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Es kann zu jedem o € BV ([a,b],R) ein a* € NBV([a,b],R) gefunden werden mittels
a*(t) == att) — ala™).

Entgegen der héufig verwendeten Formulierung, dass die normalisierten Funktionen beschriankter Va-
riation bei t = 0 den Wert 0 annehmen, werden sie hier mit 0 am Intervallbeginn definiert. Fiir die
spater betrachteten Probleme stellt dies keinen Unterschied dar, da das Argument ¢ stets die Prozess-

zeit beschreibt und die betrachteten Prozesse bei t = 0 starten werden.

Im folgenden Satz wird eine Norm auf BV ([a,b], R) und NBV ([a,b],R) definiert.

Satz 6.15: Raum der Funktionen beschrinkter Variation ist Banachraum

1. Sei [a,b] ein nichtleeres Intervall und o € BV ([a, b], R). Weiter sei die Norm
ledlrviay = Vi (@) + la(a®)]
auf BV ([a,b],R) definiert. Dann ist BV ([a, b], R) ein Banachraum.

2. Sei zusitzlich « rechtsseitig stetig und a(a) = 0, d.h. a € NBV([a,b],R), dann ist
NBYV([a,b],R) mit der Norm
el rvias = Vi (a)

ein Banachraum.

3. Fir a € BV ([a,b],R™) gilt die Norm

lallzyias =D Vi) + lai(a®)lz.

i=1

Fiir ein differenzierbares o € BV ([a, b], R) erhilt man folgendes Korrolar:

Korrolar 6.16: TV-Norm fiir differenzierbare Funktionen

Gegeben sei ein nichtleeres Intervall [a, b] und eine differenzierbare Funktion a € BV ([a, b, R).

Dann gilt
b

lollzyias = [ lo'(0)]dr.

a

Fiir ein vektorwertiges a € BV ([a,b], R™) gilt

b
llzvios = [ ') dr.

Die Klasse der absolut stetigen Funktionen aus Definition spielt auch hier eine wichtige Rolle im
Bezug auf die folgende Zerlegung von Funktionen beschrinkter Variation. Aus deren Definition folgt
direkt, dass «, wenn es absolut stetig ist, auch gleichméfig stetig ist. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
lisst sich auBerdem zeigen, dass, wenn o € C1([a,b]) und o/(t) < M,Vt € [a,b], d.h. wenn « eine
beschrinkte Ableitung besitzt, « € AC([a,b]) gilt.
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Satz 6.17: Absolut stetige Funktionen sind von beschréinkter Variation

Sei a : [a,b] — R eine absolut stetige Funktion, dann gilt o € BV ([a, b, R).

Nun werden noch wichtige Zerlegungseigenschaften fiir Funktionen beschrankter Variation vorgestellt.

Satz 6.18: Zerlegung in stetige Funktion und Sprungfunktion

Sei a(t) € BV (]a,b],R) gegeben. Dann gilt
a(t) = apvistetig(t) + Qsprung(t)

wobel aBv,stetig(t) eine stetige Funktion beschrénkter Variation und ogprung(t) die Sprungfunk-

tion von «(t) ist.

Die Sprungfunktion ldsst sich definieren als

Asprung (a) =0

Qsprung () = [a(a™) — a(a)] + Y _[a(rh) — alr)] + [a(t) — a(t 7)),

wobei die Zeitpunkte 7 die Unstetigkeitsstellen von «(t) sind, vgl. Satz

Satz 6.19: Zerlegung einer stetigen Funktion beschrinkter Variation

Es sei eine stetige Funktion apy,stetig(t) € BV ([a, b], R) gegeben. Dann existiert eine eindeutige
Zerlegung der Form

aBV,stetig(t) = AC (t) + Qsing (t),
wobei asc(t) € AC([a,b], R) und aing(t) eine singulidre Funktion ist. Dabei heifit eine Funktion

singulér, falls sie nicht konstant, stetig, von beschridnkter Variation und ihre Ableitung fast
iiberall gleich Null ist.

Fasst man die Aussagen von Satz und Satz zusammen erhélt man:

Korrolar 6.20: Dekomposition von Funktionen beschrinkter Variation

Sei a(t) € BV (]a,b],R). Dann kann «(t) dargestellt werden in der Form

a(t) = OzAc(t) + Oésmg(t) + asprung(t)-

6.3.2 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Ein weiteres mathematisches Element, das im Folgenden eine wichtige Rolle einnehmen wird, ist das

Stieltjes-Integral, das wie folgt definiert ist:

Definition 6.21: Das Stieltjes-Integral

Seien f und « endliche Funktionen auf [a,b] und A :=a =ty < t; < ... < t,, = b eine Zerlegung

des Intervalls [a,b] mit A\ = max 1(ti+1 — t;). Falls
1=U...n—

n—1

> f@lalti) —a(t)], mit b <& <t

=0
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fiir A — 0 gegen einen endlichen Grenzwert I konvergiert, der unabhéingig von A und &; ist, so

heifit dieser Grenzwert Stieltjes-Integral von f beziiglich «, in Zeichen

b
I— / F(r)da(r). (6.11)

Falls das Integral (6.11) existiert, sagt man auch, f ist auf [a, b] beziiglich « integrierbar.

Der wesentliche Unterschied zwischen einem Riemann- und einem Stieltjes-Integral ist, dass die zu
integrierende Funktion am Auswertungspunkt nicht mit der Schrittweite At; = t;4.1 — ¢; multipliziert
wird, sondern mit der Differenz einer zweiten Funktion auf dem Intervall. Das Riemann-Integral ist

ein Spezialfall des Stieltjes-Integrals fiir a(z) = z, x € [a, b].

Einige Eigenschaften des Stieltjes-Integrals werden im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 6.22: Eigenschaften des Stieltjes-Integrals

Unter der Voraussetzung der Existenz der auftretenden Integrale gelten folgende Eigenschaften:

1. [Pda(r) = a(b) — ala)

2. f f(r ) =0, falls @ konstant
3. f;’m( )+ falr = [, Ailr T)+ff fo(r)da(r)
4. [P f(r)dlen(r) + as(n)] = [P f(r)den (1) + [ f()das(7)

5. [Pkf(r)d(- () = kI fff(f)da(f), (k,1 = const)

6. Falls a < ¢ < b und alle Integrale existieren, gilt

/fda /fda /fda

7. Ist f stetig und o € AC([a,b],R), so gilt

/ F(r)da(r / f(r (6.12)

Die Formel der partiellen Integration lésst sich fiir Stieltjes-Integrale folgendermafien formulieren:

Satz 6.23: Partielle Integration

Existiert eines der Integrale f; f(m)da(7) oder f a(7)df(7), so existiert auch das andere und

\.

es gilt
b

b
/f(T)da(T) = f(b)a(b) - f(a)a(a) — /Oé(T)df(T)-

a

Der folgende Satz liefert eine Existenzbedingung des Stieltjes-Integrals, die fiir den in dieser Arbeit

betrachteten Fall stets zutreffen wird.
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Satz 6.24: Existenz fiir Funktionen beschrinkter Variation

Ist f auf [a,b] stetig und « € BV ([a,b], R), so existiert das Riemann-Stieltjes-Integral.

Ein weiterer Spezialfall, der fiir die betrachteten impulsiven Systeme relevant ist, lautet:

Satz 6.25: Stieltjes-Integration bzgl. einer Sprungfunktion

Es sei f auf [a, ] stetig und « eine Sprungfunktion mit Sprungstellen 74 € (a,b),k = 1,...,m.

Dann ist
b m
/f(T)da(T) = f(@)a(a®) — ala)] + Y fr)lalnd) — a(m)] + f(b)a(d) — ad)]
k=1

=aof(a)+ Zakf('rk) + am+1£(b),

k=1

mit ag = a(a®) — a(a), ax = a(r;’) —a(r; ),k =1,....,m, und ami1 = a(b) — a(b7).

.

Mit Hilfe der normalisierten Funktionen beschrankter Variation kann man immer erreichen, dass der
Integrator am Intervallbeginn den Wert Null annimmt. Im néchsten Satz wird die Aquivalenz der

Integrale dargestellt.
Satz 6.26: Aquivalenter Integrator

Es sei f auf [a,b] stetig und o € BV ([a, ], R). Es sei a* € NBV([a,b],R) die zu «a gehérende

normalisierte Funktion beschrankter Variation. Dann gilt

/bf(T)da(T) = /bf(T)da*(T)-

Es existiert auch eine Variante des Mittelwertsatzes fiir Stieltjes-Integrale mit monoton wachsenden

Integratoren «, aus der der Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale fiir a(z) = z direkt folgt.

Satz 6.27: Mittelwertsatz
Es sei f auf [a,b] stetig und o monoton wachsend. Dann gilt

b

/ f(r)da(r) = £(©)lab) — a(a)],

a

mit a < & < b.

Zur Abschitzung des Integrals dient der néchste Satz. Da eine stetige Funktion auf einem beschrénkten

Intervall eine Majorante besitzt, ist der Ausdruck der rechten Seite der Ungleichung endlich.

Satz 6.28: Beschrinktheit

Ist f auf [a,b] stetig und o € BV ([a, b], R), so gilt

b

/ f(r)da(r)| < max [£(7)]- V2(a).

a<t<b
a
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Fiir impulsive Systeme ist es sinnvoll eine Summe aus Riemann- und Stieltjes-Integral zu betrachten.
Die kontinuierliche Dynamik des Systems kann mit Hilfe des Riemann-Integrals modelliert werden und
die Spriinge aufgrund der Beschrinkungen und Restitutionsgesetze mit einem Stieltjes-Integral. Die

folgende Definition fithrt dies nun fiir die betrachteten Funktionenklassen formal ein.

Definition 6.29: Riemann-Stieltjes-Integral

Sei a,b € R mit a < b, f,g € C([a,b],R) und o € BV ([a,b],R), dann heiit das Integral

[:/bf(t)dt-i-/bg(T)da(T)

Riemann-Stieltjes-Integral von f und g bzgl. a.

Definition 6.30: Riemann-Stieltjes-Integralgleichung

Gegeben seien a € BV ([a,b],R), f,g9 € C([a,b],R) und z, € R. Die Gleichung

z(t) = x4 + /f(t)dt+ /g(T)da(T) (6.13)

wird als Riemann-Stieltjes-Integralgleichung bezeichnet.

Analog lasst sich so auch eine vektorwertige Integralgleichung definieren fir « € BV([a,b],R"),
f,9 € C([a,b], R™).

Satz 6.31: Eigenschaften der Lésung der Integralgleichung

Fiir eine Losung « : [a,b] — R von (6.13) gilt:
e z € BV([a,b],R).
Gilt zusétzlich « € NBV ([a,b],R), so gilt auflerdem

e 1 ist rechtsseitig stetig,

o z —x, € NBV([a,b],R).

Der folgende Satz liefert den Zusammenhang zwischen der Formulierung mit Riemann-Stieltjes-Inte-
gralen und der in Deﬁnitionvorgestellten MaB-Differentialgleichung. Der Beweis ist in [Schmaedeke,
1965| zu finden.

Satz 6.32: Aquivalenz der Integral- und MaB-Darstellung

Eine Losung z(t) der Riemann-Stieltjes-Integralgleichung (6.13)) ist eine Losung der dazugehori-
gen MaB-Differentialgleichung ((6.2)).

Die zugehorige MaB-Differentialgleichung hat mit den Bezeichnungen aus (6.13)) folgende Gestalt:
Da(t) = f(t) + g(t) Dy,

wobei D hier die distributionelle Ableitung bezeichnet.
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Aufbauend auf dieser zusammengesetzten Formel zweier Integrale wird im néchsten Kapitel die For-

mulierung der impulsiven Systeme vorgestellt.

6.4 Allgemeine Systemgleichung impulsiver Systeme

Nach der Einfithrung der notwendigen theoretischen Hintergrundinformationen wird nun die Formulie-
rung eines Systems mit unilateralen Beschriankungen vorgestellt. Dazu wird sich im Folgenden auf den
allgemeinen Zustand x(t) € R™ bezogen. Fiir mechanische Mehrkorpersysteme mit verallgemeinerten
Koordinaten ¢(t) € R! und Geschwindigkeiten ¢(t) € R! wird

w(t) = (?(t)) e RZ = R" (6.14)

definiert. Dies ist dquivalent zum Umschreiben des Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung in

ein System erster Ordnung.

Es wird noch eine Notation eingefiihrt, die eine Zustandsabhéngigkeit der Funktion « beziiglich einer
Funktion beschrinkter Variation erméglicht. Dabei seien unilaterale Beschrankungen nach Definiti-
on mit zugehorigem Restitutionsgesetz gegeben. Fiir die betrachteten mechanischen Mehrkorper-

systeme kann damit eine Funktion d(z (7)) fiir jeden aktiven Kontakt angegeben werden.

Definition 6.33: Sprungfunktion a fiir mechanische Mehrkorpersysteme

Gegeben sei ein mechanisches Mehrkorpersystem mit verallgemeinerten Koordinaten ¢(t) € R
und Geschwindigkeiten ¢(t) € R! und ein Zeitintervall [a,b]. Weiter sei R : R' — R!, ein
Restitutionsgesetz nach Definition und z € BV ([a,b],R?). Dann wird die Sprungfunktion

d(x(t)) definiert als
0
d(z(t)) := ((j(t_) N R(cj(t‘))) . (6.15)

Sei a,b € R mit a < b, t € [a,b] und = € BV([a,b],R"™). Sei a : BV ([a,b],R") x [a,b] — R"

definiert als

o= Y diam). (6.16)
A0

wobei a;[z](-) € NBV([a,b],R),i =1, ...,n, gilt. Dann wird « als zustandsabhéngige Funktion

beschrankter Variation bezeichnet.

Die Menge A stellt eine Menge der aktiven Restriktionen fiir z(¢) dar. Fiir den betrachteten Fall mit
z aus Gleichung (6.14) gilt A(z(t)) = Ia(g(t)) mit 14 aus Definition [6.2] Die Definition von « spiegelt
ihren Charakter als Sprungfunktion wieder, vgl. Satz

Bemerkung 6.35: Abhingigkeit von a von der Zustandstrajektorie

Bei einem zustandsabhiingigen o nach Definition ist die Auswertung der rechten Seite
zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ € [a,b] nicht direkt moglich. Aufgrund der Abhingigkeit
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des Funktionswerts a[z|(t) von der gesamten Trajektorie von = auf dem Intervall [a, ] miissen

immer alle Sprungpunkte vor dem Zeitpunkt ¢ bestimmt werden.

In der numerischen Betrachtung spielt der absolute Funktionswert von « jedoch keine Rolle.

Fiir die lokale Entwicklung von z im Intervall [r; — e, 7, + €] mit € > 0, ist es wichtig, die

Sprunghohe im Punkt 75 zu kennen.

.

Damit ldsst sich nun die hier benttigte Formulierung eines impulsiven Systems mit Steuerung definie-

ren.
Definition 6.36: Systemgleichung impulsiver Systeme

Sei a[z]|(t) € BV([a,b],R"™), F : ([a,b] x R" x R™) — R™ und G : ([a,b] x R") — (R™ x R™).

Gesucht wird eine Funktion z : [a, b] — R"™, welche die Integralgleichung

t

t
z(t) = x4 +/F(T,:E(T),u(T))dT+/G(T,x(T))da[x](T),

2o = z(a),

fiir a <t < b 16st. Dies wird als impulsives System mit Steuerung u bezeichnet.

Fiir die im Allgemeinen vektorwertigen Integrale ist die Auswertung komponentenweise zu verstehen,
d.h. es gilt die Gleichung

t

24(t) = as + /Fi(T,x(T),u(T))dT + Z/Gij(T,x(T))daj[x](T), i=1,..m,
=1

wobei F(r,2(7)) = (FL(1, (7)), ..., Fo(1,2(7))) " und G(r, (7)) = (Gij(t’x(T)))i,j:L...,

Bemerkung 6.37: Impulsives System vs. Impulsive Steuerung

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich aufgrund der Problemstellung in Definition [6.36] auf

,, gilt.

eine Steuerung der kontinuierlichen Dynamik beschrinkt wird. In vielen Arbeiten wird genau
das gegenteilige Extremum betrachtet und zwar eine impulsive Steuerung fiir ein ansonsten
glattes System, vgl. [Bressan, 1987]. Dies fiihrt auf eine andere Problemklasse, die hier nicht
betrachtet wird.

\.

In Definition beschreibt F'(7,z(7),u(r)) die kontinuierliche Systemdynamik, also die Kopplungs-
und Potentialkréfte. Die Funktion « liefert zusammen mit G(7,z(7)) die Spriinge bei Kontakt, wobei
die Sprunghthe der moglichen Unstetigkeiten bei einem Kontakt zum Zeitpunkt 75, vom aktuellen
Zustand x(7, ) abhéngen kann. Dabei miissen o und G passend gewéhlt werden. Es ist moglich die
Sprunghohe in G zu modellieren und « die Rolle einer Indikatorfunktion fiir einen auftretenden Sprung
zu iiberlassen. Alternativ kann in a sowohl die Erkennung eines notwendigen Sprungs und dessen Dy-
namik modelliert werden. Dies hat unter anderem zur Folge, dass G nicht vom Zustand x abhingt.
In den gewihlten Beispielen wird sich auf den zweiten Fall beschrinkt. Fiir die betrachtete Problem-
stellung liasst sich weiter G € R™*™ als konstante Matrix definieren. Dies hat den Vorteil, dass die

Existenz des Stieltjes-Integrals leicht nachgewiesen werden kann.
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Nun stellt sich die Frage nach der Existenz des Stieltjes-Integrals. Nach Satz ist dies garantiert,
wenn G stetig und o € BV ([a, b], R™) gilt. Die beschréinkte Variation fiir « liefern unter entsprechenden

Voraussetzungen die folgenden beiden Sitze.

Satz 6.38: Beschriankte Variation fiir endlich viele Sprungstellen

Sei a[x](-) definiert wie in Definition und es existieren im Intervall [a, b] hochstens K € IN
Sprungstellen 7. Ist die Sprungfunktlon d(x(7x)) beschrénkt fir alle z(7x),k =1, ..., K, so gilt
a € BV([a,b],R™).

Beweis: Da lediglich endlich viele Sprungstellen 7 existieren und die Sprunghohe jeweils durch
M = max”d( (7)) || beschriinkt ist, folgt direkt V2 (a[z]) < KM < oo. O

Fiir ein impulsives System mit endlich vielen Kontakten ergibt sich die Existenz des Riemann-Integrals
fiir ein bzgl. t und x Lipschitzstetiges F' auch fiir unstetige Zustandstrajektorien. Dafiir kann das Inte-
gral in die jeweiligen Teilintervalle zwischen Kontakten [7;, 7;41] aufgeteilt werden. Fiir jedes einzelne

Intervall existiert das Riemann-Integral und damit auch die Summe der Teilintervalle.

K—1 Tk+1

/FT,xudT—/ T,xudT—i—Z /FT,xudT+/ (ryz,u)dr, mit K =|{rp <t}|.
=0 2

Treten unendlich viele Kontakte auf, so miissen zusitzliche Voraussetzungen getroffen werden, dass

afz] von beschrénkter Variation ist.

Satz 6.39: Beschrinkte Variation fiir abzihlbar viele Sprungstellen

Sei af[z](-) definiert wie in Definition mit ||z(a)|| < oo und es existieren im Intervall [a, b]
abzahlbar viele Sprungstellen 75, k € IN. Gilt zusétzlich

(a) Es existiert € € [0,1), s.d. H.Z‘(T]j_)” <ellz(m)||, V. k € N, erfiillt ist,
) Hx(le)H > Hx(Tk_H)H fiir alle k € IN und ||z(a)|| > Hx(Tl_)H ,

so gilt @ € BV ([a, b], R™).

Beweis: Mit den Bedingungen (a) und (b) kann die Variation von «a[z] folgendermafien abgeschétzt

werden:
V2(afa]) = Y d(z(m)| = Z () — (@) < Y e@| + 3 [l
k=1 k=1
b o0 o0
[ (ryf H+ZHw Tinr)| s ST zmH] + D e (mh) | + ll(a)
k k=0 k=1 k=1

(a) o0 o0
< 23 e ol + lato \<2Zskux )+ llz(@)ll <23 & fl2(a)
k=0

<2 Hx(a)ll
- 1-¢

1
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Die Bedingungen (a) und (b) liefern ein dissipatives System, da die Norm von x monoton fillt, wo-

durch die Reihe der Betridge der Sprunghéhen insgesamt auch beschréankt bleibt.

Bemerkung 6.40: a[x] € NBV ([a,b],R"™)

Wird afz](a) = 0 definiert und gilt A(x(a)) = 0, so resultiert daraus afx] € NBV ([a,b], R*").

Bemerkung 6.41: Existenz des Integrals fiir mechanische Mehrkérpersysteme

Fiir ein mechanisches Mehrkorpersystem sind die folgenden beiden Félle hinreichend fiir die

Existenz der zugrunde liegenden Integrale.

e Fiir ein konservatives System, d.h. |lz(t)| ist konstant, diirfen lediglich endlich viele

Sprungstellen im Intervall [a, b] liegen. Dadurch gelten die Voraussetzungen von Satz m

e Bei einem dissipativen System sind auch abzdhlbar viele Sprungstellen erlaubt. Die Be-
dingungen aus Satz sind aufgrund der Dissipativitit des Restitutionsgesetzes und der
Systemdynamik F' zwischen den Kontaktpunkten erfiillt.

Beispiel Viertelfahrzeug

Um die abstrakte Formulierung auf das in dieser Arbeit betrachtete Problem anzuwenden, wird nun
die Systemgleichung fiir das Viertelfahrzeugmodell mit Newtonschem Kontaktgesetz vorgestellt. Da-
bei wird zur einfachen Darstellung die unilaterale Beschrinkung mit g(z) = 2z, > 0 als konstant

angenommen. Zusétzlich seien die Massen von Aufbau und Reifen als my = m,, = 1 definiert.

Zp Position Aufbau
Zw | . Position Reifen
)=, | = o
Zp Geschwindigkeit Aufbau
Zw Geschwindigkeit Reifen
. Zp(7) . 0 00O
Cw 00 0O
2(t, z0,u) = 2 +/ ful(T) dr +/ dalz(T)](T),
; —g+ kp(zw — 2) + (20w — 2 ; 0 00O
C N\ g — k(2w — 2) — (e — % “\o oo 1
T
mit afe)(t) = (0 0 0 aifa)(t))
alz](t) = Y dGu(m) = Y —(1+e)iu(ry)
TE<t TE<t
und 7 = tglin {t]25t7) <0und 2,(t7) <0}, k=1,..,K,KeN
Tk—1

wobei Ty = tg gilt.

Hier entspricht € € [0,1] der Elastizitdtskonstante des Newtonschen Stofigesetzes. Es gilt bei einem
Kontakt

Zu(tT) = —e2, (7).
In Abbildung ist die Zustandstrajektorie des Aufbaus und die des Reifens fiir das Viertelfahrzeug

dargestellt. Das Hiipfen des Reifens auf der Fahrbahnoberfliche ist, genauso wie das Einfedern der
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Abbildung 6.5: Position des Aufbaus (gestrichelt) und des Reifens (durchgezogen) dargestellt iiber der Zeit

Geschwindigkeit [m]
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Zeit [s]

0.8

0.9

Impuls [kg m/s]

Abbildung 6.6: Geschwindigkeit des Reifens (durchgezogen) und ay (gestrichelt) dargestellt iiber der Zeit

Fahrzeugaufhiingung, gut zu erkennen. In Abbildung[6.6]ist die Geschwindigkeit des Reifens Z,,, sowie

die zeitliche Entwicklung von a4 iibereinander visualisiert. Das Verhalten von « als Sprungfunktion

wird hier gut sichtbar. Bei jedem Kontakt des Reifens mit der Fahrbahn wird ein Impuls iibertragen,

der eine instantane Verdnderung der Geschwindigkeit verursacht. In o wird der bis zu einem Zeitpunkt

t iibertragene Impuls kumuliert.
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6.5 Diskretisierung - Numerische Quadraturformeln

Nachdem nun die benétigten theoretischen Grundlagen vollsténdig sind, wird in diesem Kapitel nun

ein numerisches Verfahren zur Berechnung der Riemann-Stieltjes-Integrale vorgestellt.

6.5.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur fiir Stieltjes-Integrale

Zuerst werden die geschlossenen Newton-Cotes-Quadraturverfahren fiir Stieltjes-Integrale erlautert,
bevor sie auf Riemann-Stieltjes-Verfahren verallgemeinert werden. Tortorella beschreibt in [Tortorella,

1990] eine Methode, die Newton-Cotes-Quadraturformeln auf Stieltjes-Integrale anzuwenden.

Klassische Newton-Cotes-Quadratur

Die klassischen Newton-Cotes-Quadraturformeln basieren auf der Projektion der zu integrierenden
Funktion f(¢) auf ein Polynom vom Grad n. Der Raum der reellen Polynome vom Hochstgrad n
sei hier mit 9,, betitelt. Um das Polynom zu bestimmen, werden n 4+ 1 Stiitzstellen ¢;,¢ = 0, ..., n,
bendtigt, an denen die Funktion f ausgewertet wird. Betrachtet man das Intervall [a, b] und ist tp = a
und t, = b, so spricht man von geschlossenen Newton-Cotes-Regeln. Ist dies nicht der Fall, werden die
entstehenden Quadraturformeln offene Newton-Cotes-Regeln genannt. Der Notation von Tortorella
folgend, bezeichnet P,(f) € Q, die Projektion auf das interpolierende Polynom. Da die Integration

eines Polynoms exakt durchgefiihrt werden kann, gilt

b
Qu(f) = / Po(f)(#)dt.

Dabei steht @, (y) fiir die Quadratur, also die numerische Integration, des Polynoms vom Hochstgrad
n auf das y projiziert wird. Die bekanntesten Vertreter der geschlossenen Newton-Cotes-Regeln sind

die Trapezregel
_b—a
2

Q1(f) (f(a) + f(b)) (6.17)

und die Simpson-Regel

6

Um eine Quadraturformel fiir Stieltjes-Integrale zu erhalten, liefert eine einfache Ersetzung des Terms

@) = "5 (r@+ar (“57) 4 50)) (615)

b — a durch a(b) — a(a) zumindest fiir n > 1 nicht das gewiinschte Resultat.

Quadraturformeln fiir Stieltjes-Integrale

Hier werden nun die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln fiir Stieltjes-Integrale vorgestellt. Sie ba-
sieren, wie im klassischen Riemann-Fall, ebenfalls auf einer Projektion auf einen Polynomraum Q,
vom Hochstgrad n. Die Projektion wird hier auch mit dem Operator P, bezeichnet. Damit kann das

Integral approximiert werden durch

b b
/ F(H)dat) ~ / Pu(f)(B)dat).

Anwendung der partiellen Integration aus Satz liefert

b b
/Pn(f)(t)da(t) = Pu(f)(b)a(b) — Pu(f)(a)ala) — /Oé(t)dPn(f)(t)-
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Da ein Polynom absolut stetig ist, liefert Gleichung (6.12]) aus Satz und die Interpolationseigen-
schaft P,(f)(a) = f(a), P.(f)(b) = f(b)

b b
/Pn(f)(f)da(t) = f(b)a(b) - fla)ala) — /a(t) (Pa(£)(t))' dt.

Da «(t) (P,(f)(t))" nicht geschlossen integrierbar sein muss, wird hier ein weiteres mal auf den Poly-

nomunterraum projiziert und man erhélt die Quadraturformel

b
Q3(f,0) = F(b)a(b) — f(a)ala) — / By (o (Pa())) (. (6.19)

Als Beispiel werden auch hier die Quadraturformeln fiir n = 1 und n = 2 angegeben. Die Trapezregel

(n = 1) hat die Gestalt
b) —
Q5 = D (1) 4 fay),
welche im Vergleich zu (6.17)) lediglich den oben erwéhnten Unterschied in der Auswertung des Inte-

grators besitzt. Bei der Simpsonregel

@5(f.0) = 2052 (s ar (45) +50)) + O (a(@) 20 (257) 4 o)

6 2 3
(6.20)
wird der Unterschied zu (/6.18]) sofort ersichtlich. Der erste Summand stimmt mit der Simpsonregel

fiir Riemann-Integrale {iberein, jedoch kommt noch ein zweiter Term hinzu, der die Auswertung des

Integrators a an den Stiitzstellen beinhaltet. Der folgende Satz zeigt, dass die hier erhaltenen Formeln

auch fiir den Fall eines Riemann-Integrals gelten.

Satz 6.42: Aquivalenz mit Riemann-Integral

Sei a(t) = t, dann gilt fiir alle f : [a,b] — R, fiir die Q,(f) existiert, Q,(f) = Qg(f, Q).

Beweis: Betrachtet man in der Quadraturformel (6.19) die Funktionen unter dem Integral wird
ersichtlich, dass (P, (f)) € Qn_1 gilt und damit a (P,(f))’ € Q,. Damit ist die Projektion auf Q,, die

Identitatsabbildung und es kann mit Hilfe einer partiellen Integration gezeigt werden
b

Qn(z,@) = f(b)a(d) - f(a)ala) —/a(t) (Pu(f)) (t)dt

Zusammengesetzte Quadraturformeln

Um die Genauigkeit auf einem Intervall zu erhéhen, kann alternativ zur Verwendung einer Quadra-

turformel hoheren Grades eine Unterteilung in N Subintervalle durchgefiihrt werden. Das Integral
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des gesamten Intervalls berechnet sich damit als Summe der Integrale iiber den Subintervallen. Diese
Methode fithrt zu den zusammengesetzten Newton-Cotes-Regeln, die hier fiir die Stieltjes-Integrale

notiert wird.

Definition 6.43: Zusammengesetzte Quadraturformel

Sei N € N gegeben und Gy = {t; | a = tp < t; < ... < ty = b} ein Diskretisierungsgitter auf

dem Intervall [a,b]. Dann ist die zusammengesetzte Quadraturformel gegeben durch

N-1

Qg(faa; [(I, b]>N) = Z Qrs;(faa; [tiatiJrl])v

1=0

wobei Q3 (f,a;[ti, tiy1]) fiir die Quadraturformel aus (6.19) mit den Intervallgrenzen [t;, ;1]
steht.

Fiir eine dquidistante Stiitzstellenwahl ist in [Tortorella, 1990] folgender Satz fiir die Trapezregel QY

bewiesen, der eine Aussage iiber den Approximationsfehler trifft.

Satz 6.44: Fehlerschranke der zusammengesetzten Quadratur

Sei f Holder-stetig auf [a,b] mit Exponent p € [0,1], d.h. |f(m1)— f(=)| = L|11 — =P,
V11,72 € [a,b], « € BV ([a,b],R), n € N und h = t;41 — t; die dquidistante Schrittweite der
Stiitzstellen, dann gilt

b

[ 100 - @5ttt | < 2(5) Vi@,

a

6.5.2 Numerische Approximation zustandsabhingiger impulsiver Systeme

Betrachtet wird nun ein gegebenes Diskretisierungsgitter Gy mit Schrittweite h = b_Ta. Der Zustand

an den Gitterpunkten ist definiert als

B(tier) = 2(ti) + / Pt 2, u)dt + / G(t, 2)dafz](?).

Eine Approximation der beiden Integrale liefert

wh(tiv1) = wn(ti) + Qu(F; [ti, tina]) + Q1 (G, alal; [ti, tia]), mit z4(to) = x(a)

wobei Q2 (G, afz]; [t;,tiy1]) eine Funktion ist, die von den Auswertungen von G und a an den Stiitz-
stellen der Quadraturformel abhéngt. Im Unterschied zu den eben vorgestellten Quadraturformeln
unterscheidet sich der Integrator « insofern von klassischen Funktionen beschrénkter Variation, da er
nicht an jedem Punkt a priori ausgewertet werden kann, siche Bemerkung|6.35] Durch die z-Abhéngig-
keit unterliegt er stets der gesamten Vergangenheit der Trajektorie, was eine direkte Berechnung von
a(b) ohne Kenntnis der Funktion x auf [tg,¢;] nicht mdglich macht. Eine Auswertung des interpolie-
renden Quadraturpolynoms ist somit nicht explizit moglich. Zur Loésung der Integralgleichung lassen

sich jedoch trotzdem Verfahren entwickeln, die den eben vorgestellten dhneln.

Fiir die verwendete analytische Betrachtung sind nicht nur die Zustéinde der numerischen Lésung an

den Gitterpunkten ¢; = a + ¢h relevant, sondern auch zu den Zeitpunkten dazwischen. Deshalb wird
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im Folgenden die stetige Fortsetzung des numerischen Zustands definiert. Zur Vereinfachung sei hier
angenommen, dass die Systemdynamik autonom ist, also nicht von ¢ abhéngt und die Steuerung u
sei ebenfalls vernachlassigt. Fiir stetige Teilstiicke ldsst sich mit der nachstehenden Definition eine
Fortsetzung der diskreten Zustandsapproximation bestimmen, indem die Inkrementfunktion derart

erweitert wird, dass sie auch fiir Punkte zwischen den Gitterpunkten Funktionswerte liefert.

Definition 6.45: Fortsetzung der numerischen Approximation

Gegeben sei eine Systemdynamik F': R® — R”, h = bfwa, sowie eine Inkrementfunktion ®j,, fiir
die gilt

Thir1 = Ta(tiv1) = Tr(ts) + h®@u(xn(ts), b, F) = zp(t:) + Qn(F; [ti, tit1])-
Die Fortsetzung von xp; = xp(t;),i = 1,..., N, auf das gesamte Intervall [a,b] ist definiert als

.CL‘h(t) = :ch(ti) - (t - ti)@h(xh(ti), 1 — ti, F) = $h(ti) + P ((t - ti);l‘h(ti),t — ti, F) ,t S [ti, ti+1]-

Mit dieser Definition ist auch die Approximation x; eine Funktion beschrankter Variation.

Definition 6.46: Einschrittverfahren fiir Integralgleichungen

Fiir gegebene Funktionen F,G,a,u, wie in Definition sei ein Einschrittverfahren des
Riemann-Stieltjes-Integrals gegeben durch die Abbildungsvorschrift

Thit+l = Thy + q)(tiyxh,iv h,F,’U,, GJ CY), 1= 07 7N - 17

wobei x50 = x(a) gilt. Dabei gilt

ti+1 ti+1
(P(thxh,ivha F,’U,, Gv Oé) ~ / F(Tv xh(T)vu(T))dT+ G(T7 l’h(T))dO[[[L‘h](T).
t;

t;

Prinzipiell unterscheidet sich diese Definition nicht von einem Einschrittverfahren bei Differentialglei-
chungen. Lediglich die Funktion ® steht hier fiir eine Quadraturformel zur Approximation des Integrals

auf dem Intervall [t;,¢;11] und nicht fiir eine Losungsvorschrift einer Differentialgleichung.

Werden unstetige Trajektorien betrachtet, so bezeichnen T und Z;, die Zustandstrajektorien, bei denen

Kontakte ignoriert werden. Sie geniigen den Evolutionsgleichungen

i(t) = f(tl) + /F(t,.f,u)dt, t e [ti;ti+1]7

ti

und
.i'h(t) = :):h(ti) + (I)(t — ti;.i‘h(ti),t — i, F), t e [tiati+1]-

Definition 6.47: Ordnung einer Approximation

Eine numerische Approximation Zj, : [a,b] — R"™ ist von Ordnung [ € IN, wenn gilt

|Z(t) — Z(t)|| < ChY, VYt € [a,b]. (6.21)

Im Folgenden wird lediglich eine unilaterale Beschrinkung g(x(t)) = ¢1(z(¢)) € R betrachtet. Die

gezeigten Eigenschaften lassen sich jedoch fiir mehrere Beschrankungen verallgemeinern.
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Satz 6.48: Approximation des kontinuierlichen Kontaktpunkts

Gegeben sei ein Intervall [a,b] C R, sowie ein impulsives System nach Definition Sei x(7)
ein isolierter Kontaktpunkt mit Nulldurchgang, fiir den gilt:

1. g sei Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L.
2. g(z(7)) = g(&(7)) = 0.
3. Es existieren ¢ > 0 und § > 0, s.d. gilt
lg(z()| = o[t — 7], (6.22)

fir t € [t — 4,7+ 6] und
g(&(t = 6))g(&(r +6)) < 0.

AuBlerdem sei ein numerisches Verfahren der Ordnung n € IN gegeben, s.d. (6.21]) gilt. Dann
existiert ein 7, € R mit g(Z(m,)) = 0, fiir das gilt

|7 — 7h| < 8(h) = C11, (6.23)

mit g(Zp(7—0(h)))g(Zp(T+d(h))) < 0, d.h. es findet ein Nulldurchgang der numerischen Lsung
statt.

Beweis: Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt
19(2(1) — 9(@n()] < Ly |12(t) = Zn(t)]| < LyCH'

& —LOh' < g(#(1) — g(@n() < L,OR

Da ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden kann, dass ¢g(Z(¢)) > 0 fiir t < 7 und
g(Z(t)) < 0 fiir t > 7, konnen diese Félle getrennt betrachtet werden.
Fall 1 (¢ < 7): Verwende die Ungleichung g(Z(t)) — g(Zx(t)) < LyCht:

9(@n(t) > g(a(t)) — LyCh'

!
olt—7|—L,Ch! >0
S olt—71|> L,Ch!

L,Cht

S t—71| >
Firt <t — Lgfhl gilt demnach g(Zp(t)) > 0.
Fall 2 (¢ > 7): Verwende die Ungleichung —L,Ch! < g(#(t)) — g(Zn(t)):

©:22) !
g(@n(t) < g(#(t)) + L,OCW < —o |t — 7|+ L,Chl <0

& —a|t—71| < —L,Ch!

L,Ch
S |t—71| >

LgChl
g

Fart > 1+

gilt demnach ¢(Z,(t)) < 0.
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Fasst man beide Fille zusammen und definiert 6(h) := ch h!, so gilt g(Zn(7—0(h)))g(@n(T4+5(R))) < 0.
Es gibt also eine Umgebung Bs ) (1) aulerhalb der wiederum die Beschrinkung bzgl. der numerischen
Trajektorie verschiedene Vorzeichen besitzt. Aufgrund der Stetigkeit von Z; folgt daraus, dass ein

Th € Bsp) () existiert fiir das g(Zn(7)) = 0 gilt. O

Fiir Berithrpunkte gilt folgender Satz.

Satz 6.49: Beriihrpunkt der kontinuierlichen Trajektorie

Gegeben sei ein Intervall [a,b] sowie ein impulsives System nach Definition [6.36] Sei z(7) ein

isolierter Beriihrpunkt, d.h. ein Kontaktpunkt ohne Nulldurchgang, fiir den gilt:
1. g sei Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
2. g(z(r)) =0.
3. Es existieren ¢ > 0 und § > 0, s.d. gilt
lgz®)| = ot — 7], (6.24)

firt € [t — 9,7+ 6] und
g(x(t = 9))g(z(r +6)) > 0.

AuBlerdem sei ein numerisches Verfahren der Ordnung [ € IN gegeben, s.d. (6.21)) gilt. Falls die
Trajektorie der numerischen Approximation einen Kontaktpunkt 75, mit echtem Nulldurchgang

besitzt, dann gilt
| — | < 8(h) = C1h/, (6.25)

mit g(an(r — 6(h)))g(an(r + (k) < 0.

Beweis: Da die kontinuierliche Trajektorie lediglich einen Kontakt ohne Nulldurchgang besitzt, gilt
Vg(z(7))T#(7) = 0. Die Sprungfunktion « ist eine Kontraktion bzgl. der Normalengeschwindig-
keit, d.h. [[a[z(r7)](77)| = & ||Vg(z(r7))Ta&(r7)||,x € [0,1]. Es gilt demnach afz(r7)](7) = 0,
woraus Z(t) = z(t) folgt. Aufgrund der Approximationseigenschaft der numerischen Losung gilt
la(t) — (]| < CHL

Nun kénnen zwei Félle unterschieden werden. Der erste Fall liefert eine kontinuierliche Trajektorie oh-
ne Kontakt, d.h. g(Z,(t)) > 0 Vt € [a, b] woraus folgt Z,(t) = xp(t). Fiir diesen Fall ist nichts zu zeigen.

Im zweiten Fall entsteht in der numerischen Approximation ein Kontakt zum Zeitpunkt 75, mit Null-
durchgang. Hier ldsst sich analog zum Beweis von Satz zeigen, dass aufgrund der Bedingung
der Kontakt in einer Umgebung des Beriihrpunkts liegen muss, fiir die gilt 7, € Bs(;)(7) mit
§(h) = C1hl. Einziger Unterschied ist das Vorzeichen in Teil zwei des Beweises. O

Mit diesen Aussagen lisst sich die Approximationseigenschaft der numerischen Lésung nachweisen.
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Satz 6.50: Konvergenz der numerischen Approximation

Gegeben sei ein impulsives System auf dem Intervall [a,b], mit Losung z : [a,b] — R", sowie
eine numerische Approximation xj : [a,b] — R™ auf einem #quidistanten Gitter mit Schritt-
weite h = b_Ta, N € N, mit z(a) = zp(a), die fiir stetige Losungen eine Ordnung n € IN besitzt,
sowie numerische Kontaktpunkte lokalisiert und das entsprechende Intervall am Kontaktpunkt
unterteilt. Des weiteren sei F' Lipschitz-stetig bzgl. aller Argumente mit Lipschitz-Konstante
L und die Sprunghdhe d(z(t)) von « sei Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L,. G sei
definiert als Einheitsmatrix G € I, x,,.

Es sei angenommen, dass die Voraussetzungen von Satz[6.48 und Satz[6.49] gelten und in jedem
Intervall [¢;,t;41],7 = 0, ..., N, hochstens ein 7; existiert, in dem g(x(7;)) = 0 gilt. Zusétzlich sei
Vg(z) beschrankt fiir alle z € R™. Dann gilt:

(1) (Konsistenz) Fiir ein hinreichend kleines h > 0 und x(¢;) = xx(t;) besitzt das Einschritt-
verfahren einen lokalen Fehler bzgl. der L;-Norm in jedem Teilintervall der Ordnung ! € IN,
d.h. es gilt

tit1
o=l = [ lo(®) = an@)lde = O,

(2) (Konvergenz) Die numerische Losung konvergiert fiir h — 0 bzgl. der L1-Norm gegen die

kontinuierliche Lésung, d.h. es gilt

b
o= olzygay = | llot) = an(®)lde = OCh)

Beweis: (1): Es kann sich 0.B.d.A auf das Intervall [a,a + h] = [to, 1] eingeschriankt werden. Hier
gilt z(tg) = xp(to) und die abzuschétzende Norm lautet

t1
o = 2l ey = / e(t) — an(0)]|dt.
(0]

Fall 1: Wenn kein Kontakt auftritt, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit g(x(t)) > ¢ > 0,Vt € [to, t1], so kann
ein h gefunden werden, s.d. e > Ch! erfiillt ist. Damit besitzt auch die numerische Trajektorie keinen
Kontaktpunkt und es gilt £ = x und z; = x;. Damit gilt

t1 t1
o=l ey = | o) —an(®llde < [ char < cn
0

to

Fall 2: Im Falle eines Kontaktpunkts, d.h. 3! 7 € [to,t1] : g(z(71)) = 0 sind zwei Fille zu unterschei-

den:

Fall 2a) Es handelt sich um einen Kontaktpunkt im Sinne von Satz Dann existiert ein h klein
genug, s.d. 7,1 € Bj)(m1) mit §(h) = O(h') gilt. Es kann 0.B.d.A. 75,7 < 7 angenommen werden.

Damit gilt

t1
o=l = | lalt) = an(o)at
0

Th,1 t1

- / " let) — an(@)llde + / () — an(t)lldt + / lo(t) — n(t)]1dt

0 Th,1 T1

-~

() (IT) (I11)
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Eine sukzessive Betrachtung der Integrale liefert:

Th,1 Th,1
(1) / le(t) — zn@)dt < [ C(t = to)ldt < CH! (mhs — to) < CRIH!
to to
Im zweiten Teilintervall befindet sich die approximierte Losung nach dem Kontakt und die tatséchli-
che Losung noch davor, weshalb die numerische Losung in Abhéingigkeit der erfahrenen Unstetigkeit

fortgesetzt wird.

T1 T1 t
a0 [ fatt) - ano)ae = | aw—<mmio+auum;»+/ F@M@kw><ﬁ
Th,1 Th,1 Th,1
T1 T1 T1
< [ lsodes [ o] aes [ oo | a
Th,lR{_/ Th,1 N —— Th, 1T e e
=X <X+Ch! <a(X+Cht)
T1
+/ (I)<(t_7—h,l)§xh(7—}j:1) (t = Th1), )Hdt
Th,1
<d
_ _
< (X@+a)+(1+a)Ch' +®h) (n — m,1) < C13(h) < il
—_———
<é(h)
Hier ist X := X(=x,) eine obere Schranke fiir x, welche aufgrund der Dissipativitit des gegebenen

Systems existiert, @ obere Schranke fiir & und ® eine obere Schranke an die Fortschrittsfunktion
des Einschrittverfahrens ® auf dem Intervall 7,1, 7i]. Diese hingt wiederum von der Systemdyna-
mik F' ab. Diese Schranken existieren, da die Funktionen stetig sind und auf der kompakten Menge

{z | ||z]] € X} ein Maximum besitzen.

Im dritten Intervall sind beide Trajektorien nach dem Kontakt, was eine Abschitzung bzgl. der un-
terschiedlichen Sprunghthe notwendig macht. Deshalb werden zuerst die Zustédnde nach dem zweiten

Kontaktpunkt verglichen:

Hx(rf) + afz](r]) — xh(Th_’l) — Oé[ﬁ?h](Th_J) —_) <7'1 — Th’l;xh(T}tl),Tl — Th71,F) H
< Haz(Tf) - xh(T}Zl)H + Ha[m](Tf) — a[:ph](Thjl) - & (7’1 — ThVI;ﬂih(Thfl),Tl - Th71,F> H .

Eine Abschétzung der beiden Normen liefert:

Haz(Tf) _:Eh(Ti:l)“ = ||z(751) / F(z(0))do — zp(7, ;)
Th,1

1
< |latmzy h(rh—l)H+/ |F(e(0))]| do < CH! + Mps(h) < Cah.
' Th1 ————~—"

<CHl <Mp
Jateltr) =l = @ (2 = ) en(mi). (= 7). ) |
< alelor) - alenliry) | + |@ (1 = 7o) santsit). (= 7). )|

< La

() — 2n(ry,) H + (k) < Lo (Chl n MFa(h)) + B3(h) < Csht.
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Woraus folgt, dass
2(ri") — zn(m)|| < Cubd

gilt. Definiert man die Funktion

#(t) = an(ri) + / F(i(0))do,

also die Trajektorie, die am Kontaktpunkt der kontinuierlichen Lésung in momentanen Zustand der
numerischen Losung beginnt, liefert dies durch Anwendung des Gronwall-Lemmas eine Abschéitzung

fiir das dritte Integral:

an): [ o)~ an®llat = [ fote) = 5(0) + (0) - (o)

1

t1
t1
< / lo(t) — #(0))|dt + / 1 (t) — an(t)]]
Ty N —
Ty <Ch!
< la(rit) — an(r) =) 4 ORI < Cypt

Daraus folgt die geforderte Abschiatzung
H‘T - thLl(to,tl) = O(hl)

Fall 2b) Handelt es sich bei dem Kontaktpunkt um einen Berithrpunkt, d.h. es gilt g(x(¢t)),> 0 Vt €
[to,t1] mit g(xz(m1)) = 0O, folgt hier, dass die Normalengeschwindigkeit bzgl. des Kontakts Null sein
muss, also Vg(x(7))"#(7) = 0. Nach Satz kann die numerische Trajektorie einen Kontaktpunkt
mit Nulldurchgang lediglich im Punkt 73, ; besitzen, fiir den gilt 7,1 € [11 — d(h), 71 + d(h)]. Fir die

Abschitzung wird die Kontaktgeschwindigkeit
Ve, i) =Vg(z) i

definiert. Fiir eine Abschétzung, wird eine Schranke an V' (xp(7h,1), @4 (7h,1)) bendtigt, die mit Hilfe

der kontinuierlichen Dynamik hergeleitet werden kann.

V($(Th,1>,$(7h71)) = V((L‘(Tl),i'(Tl)) +/Th71 %V(m(t),x(t)) dt < (Th71 — T1>Vmax < Vmwé(h) (6.26)
:VO 1 |

Svmax

Die obere Schranke an V' existiert, da @ durch die Systemdynamik F und Vg(z) aufgrund der Vor-

aussetzung beschrénkt sind. Weiter gilt:

IV (@n(Th,1)s B(Th1)) = V(@(Th1), £(7h1)) |
< WVA@n(rn), 20(7h,1)) = V(@ (Tha)s @a(mh,)) || + V(@ (Th1), 20(Th1)) — V(@(Th,1), 2(7h,0)) |
< IVg(zn(mh)) = V(@@ Za(ma)ll + V(@ (mra)) 24 (Th1) — &(7h,) |
< Lyg ||zn(h1) — o(h.1)|| @ + CRT! < KA,

wobei Z, eine obere Schranke an die Geschwindigkeit ist. Kombiniert man dies mit ((6.26)), folgt daraus

IV (zn (1) 2 (h1)) || < Kihi
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Damit lasst sich nun die Norm-Abschitzung durchfiihren.

Th,1 t1
o= oy = [ 20 = an®l e+ [
to — Th,1

<Ch!

t1 t1
gch’+1+/ Hx(t)—ge(t)\dH/

Th,1 Th,1

z(t) — @ (t — Th, (15 ), t — Th,l,F) H dt

z(t)— @ (t — Th71,$h(7'}—:_1),t — Th’l,F>H dt

<Ch!

Gronwall liefert:
t1
< 200 + |a(rity) - i) / eLr(t=mi )y
Th,1

< 20K + x(T,jl) - xh(Tifl)H helrh

= 20hH 4 1:(7';:1) —xp(7y,) — a[wh](Thyl)H helrh

< 20040 + (|larit) = an(riy) | + lalenl(mn) ) ete
<20+ (Rl + & HV(a:h(Th_’l), :'C(T};l))H) helrh

< 20K+ (OB + KB hebrh < Gyl

Damit ist (1) gezeigt.

Der Beweis der Konvergenz (2) des globalen Fehlers kann analog zum Beweis der stetigen Funktionen

mit Hilfe des Gronwall-Lemmas und einer Induktion iiber die Intervalle gezeigt werden. O

Das hier verwendete numerische Verfahren beruht auf der exakten Lokalisierung der Kontaktpunkte.
Diese kann iiber eine Nullstellensuche der Schaltfunktion durchgefiihrt werden, wozu beispielsweise ein
Newton- oder Bisektionsverfahren verwendet werden kann. Bei mehrfachen Kontakten werden diese
sukzessive in der Reihenfolge ihres zeitlichen Auftretens behandelt. Besonders bei haufigen Kontakten
kann dies zu zeitintensiven Berechnungen fithren. In Abbildung sind die auftretenden Félle der
approximierten Losung dargestellt. Der Kontaktpunkt ¢; ist ein Kontakt mit Nulldurchgang. Die ge-
punktete Fortsetzung der kontinuierlichen Losung stellt die Trajektorie Z(t) fiir diesen Kontakt dar.
Fiir hinreichend kleines h liegt der Kontakt der numerischen Losung in einer Umgebung By, die
mit h — 0 ebenfalls immer kleiner wird. Zum Zeitpunkt ¢ hat die kontinuierliche Trajektorie einen
Beriihrpunkt. Nun kann der Fall auftreten, dass die Approximierende keinen Kontakt aufweist (ge-
strichpunktete Losung) oder der Beriithrpunkt wird zu einem echten Kontakt (gepunktet). In diesem
Fall ist jedoch fiir ein von der Normalengeschwindigkeit abhéingiges Restitutionsgesetz dafiir ver-
antwortlich, dass auch hier eine Konvergenz der numerischen Loésung gegen die tatséichliche Losung
stattfindet.

Die im folgenden Kapitel vorgestellten Diskretisierungsmethoden verzichten auf die exakte Lokalisie-

rung des Kontaktpunkts, liefern jedoch trotzdem gute Ergebnisse fiir hinreichend kleine Schrittweiten.
6.5.3 Verallgemeinerte Quadraturformeln fiir impulsive Systeme

Riemann-Stieltjes-Verfahren

Eine direkt aus der Definition resultierende Diskretisierungsmethode bildet das Riemann-Stieltjes-

Verfahren, siehe [Fick, 2010]. Dabei wird das zu approximierende Integral auf dem Intervall [a, b] tiber
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AQ(X(t))

|
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Abbildung 6.7: Darstellung der Spezialfille mit Hilfe zweier méglicher approximierender (gestrichelt und ge-
punktet) im Vergleich zu tatsdchlichen Trajektorie (durchgezogen)

dem aquidistanten Gitter Gy diskretisiert und die Summenformulierung

/ G(r,z)dalz Z G(ti, z;) [a[zn](tiv1) — afzn](t)]
verwendet. Die Bildungsvorschrift fiir den néchsten Gitterpunkt besitzt damit folgende Gestalt:

zp(tiv1) = zn(ti) + F(ti, zn(ti),uw) - b+ G(ti, oa(ti) - [afzn] (tiv1) — afzp](t:)]. (6.27)

In der hier vorgestellten Formulierung handelt es sich um ein implizites Verfahren, da der Zustand
xp(ti+1) nicht bekannt ist, jedoch wie bereits erwéhnt, zur Berechnung von « benétigt wird. Um ein
explizites Verfahren zu erhalten, wird eine Schitzung %, (¢;41) bendtigt. Die Bezeichnung orientiert sich
hier an der eingefiihrten Darstellung der stetigen Trajektorien, da fiir die Berechnung der Schitzung

die Kontakte vernachlédssigt werden. Sie berechnet sich als
JNZh(tH_l) = xn(tz) +h- F(ti, l’h(ti), ’U,)

Die néchste Iterierte wird dann durch Einsetzen des geschétzten Zustands in Gleichung ((6.27) berech-

net.

zh(tiv1) = Tn(tiv1) + G(ti, o) - [a[Zn](tit1) — afzn] ()]

Dabei gilt
a[Zp)(tiv1) = alzp](ti) + d(Zn(tiv1)),

wobei d(Zp(ti+1)) fiir eine Verletzung einer Zustandsbeschrinkung das zugehorige Restitutionsgesetz
auswertet.
Verallgemeinertes Heun-Verfahren (Trapezregel)

Bei diesem Verfahren, vgl. [Tortorella, 1990|, werden die Integrale nicht durch stiickweise konstante,

sondern stiickweise lineare Funktionen approximiert. Dafiir wird jeweils immer der Funktionswert an
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zwei benachbarten Diskretisierungspunkten bendétigt. Die Iterationsvorschrift schreibt sich folgender-

maflen:

zp(tiv1) = zn(ti) + ;L [F(ti; xn(ti), w) + F(tivr, 2n(tivr), u)] + %[G(tuwh( ti)) + G(tivr, zp(tiva))];
mit
ha = afzp|(tiv1) — alzp](t:).

Um auch hier ein explizites Verfahren zu erhalten, wird die aus dem expliziten Heun-Verfahren be-

kannte Approximation des zukiinftigen Zustands verwendet. Diese liefert

Enltinn) = an(t) + 2 - [Pty on(t), u) + Fltis, oalts) + (ks an(t), u), u)]

2
enltiss) = 2n(t) + 5 [P (b on(t0),0) + Ftn, 8n(ti1),0)] + 2 (G0 2n(8)) + Gltes, Bnltir)]

ha = a[@p](tiv1) — afzy](ti) = d(Tn(tiv1))-

Verallgemeinerte Simpsonregel

Die Simpsonregel fiir Riemann- und Stieltjes-Integrale wurde bereits in den Gleichungen (6.18) bzw.
(6.20]) vorgestellt. Auch hier kann mit Hilfe einer Summation ein Einschrittverfahren fiir Riemann-

Stieltjes-Integrale hergeleitet werden:

wp(tiv1) = wp(ti) + Z [F(ti, wp(ti), w) +4F (tm, op (tm) s u) + F (tip1, 2(tiv1), w)]

ol ““”6‘ AR (Gt 0(8)) + 4G (b (1)) + Glti11, 2 (F141)]

+ Slteenotnllien)) = SO fof ) — 20 o] 0m) + alond 111

Aufgrund der Auswertung an einem Zwischenschritt zum Zeitpunkt ¢, = ¢; + %, ist es hier umstand-
licher eine explizite Darstellung herzuleiten. Mit Hilfe der folgenden Approximationen ist es jedoch

trotzdem moglich.

) = 1)+ |Fltian(t,0) + F (tm,0(6) + 5 Fltscan(th )|

G(Zp(tm) — G(zn(ti))
2

i11) = 1(t) | Fltmsanltn)o) + F (t302,00(00) + 5 F ). 00|

Th(tm) = Tn(tm) + [[Zn](tm) — afan] (t:)]

Es wird je ein Schritt mit dem Heun-Verfahren mit der Schrittweite % durchgefiihrt, wobei vor dem
zweiten Schritt die Kontaktbedingung zusétzlich ausgewertet und der Zustand entsprechend aktuali-

siert wird. Setzt man dies in die Simpsonregel ein, erhélt man

wp(tiv1) = zp(ts) + % [F'(ti, zn(ti),w) + AF (t, op (tm) s u) + F(tiy1, (tiv1), u)]

Mnlrt) = OO 654, 1) 446 (0 () + G, En1i))

n G(tiy1, fh(h’-&-l)g) — G(ti, zp(ts)) [afzn](t:) — 20 [Z] (bm) + ] (tig1)] - (6.28)
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Hierbei ist darauf zu achten, dass

alZn](tiv1) = alZn](tm) + d(Zn(ti+1)) (6.29)
alin) (tm) = ofwp)(tm) + d(@n(tm)) (6.30)

gilt. Bei der Auswertung von F' und G an der Zwischenstelle stellt sich die Frage, ob hier zy,(t,,) oder
Zp(ty,) verwendet werden soll. Um beide gleichermafien zu gewichten, wurde sich fiir eine Mittelung

der beiden Werte entschieden:

F(tm) == = (F (tm, Th (tm) ,u) + F (tm, zp (tm) s u)),

G(tm) = = (G (tm, Zn (tm)) + G (tms h (tm)))

N = DN =

Damit und unter Verwendung der Gleichungen ([6.29) und (6.30]) ldsst sich (6.28)) vereinfachen zu

en(tint) = zn(ts) + g [F(ti, en(t), ) + AF (b) + Fti1, #(tis1), u)]

d(jh(tiﬂ)); d(@n(tm)) [G(tiaxh(ti)) + 4G (ty) + G(ti—l-la-ih(ti—‘rl))}
G(tiv1, Tn(tiv1)) — G(ts, zp(ts))
3

_l’_

+

[d(Zn(tiv1)) = d(Zn (tm))] -

Numerische Konvergenzanalyse

Nach der theoretischen Betrachtung der Approximationseigenschaften von Integrationsverfahren mit
Kontaktdetektion und der Vorstellung von Verfahren, die ohne diese auskommen, wird in diesem
Abschnitt eine numerische Analyse des Konvergenzverhaltens durchgefiihrt. Dafiir wird das einfache
Modell eines hiipfenden Balls auf einer ebenen Fléche verwendet. Es werden die drei vorgestellten
Verfahren verglichen, wobei als Referenz die feinste Diskretisierung (h = 1.0e — 7) mit dem verallge-

meinerten Simpson-Verfahren verwendet wird.

N ‘ H H Riemann-Stieltjes-Verfahren | verallg. Trapezregel ‘ verallg. Simpsonregel
100 1.0e — 2 5.1752e — 01 2.5569¢ — 01 1.4362¢ — 01
1000 1.0e — 3 1.6522e — 01 3.6560e — 02 2.0778e — 02
10000 1.0e — 4 2.2501e — 02 3.4390e — 03 2.2039¢ — 03
100000 | 1.0e —5 2.1336e — 03 2.5075e — 04 2.2750e — 04
1000000 | 1.0e —6 2.1910e — 04 2.2435e — 05 2.0756e — 05
10000000 | 1.0e — 7 1.8985e — 05 2.1924e — 06

Tabelle 6.1: Konvergenzverhalten des Riemann-Stieltjes-Verfahrens und der verallgemeinerten Trapezregel fiir
das Beispiel des hiipfenden Balls

In Tabelle wird die lineare Konvergenz aller Verfahren sichtbar, wobei das Riemann-Stieltjes-
Verfahren um den Faktor 10 langsamer konvergiert als die Trapezregel. Es wire anzunehmen, dass
das Simpson-Verfahren eine bessere Konvergenzrate ausweist. Dies lasst sich aus dieser Analyse je-
doch nicht nachweisen, was an der nicht stattgefundenen Lokalisierung der Kontaktpunkte und der

verwendeten Zustandsapproximation liegen kann.
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6.5.4 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Quadratur
Fiir die im weiteren Verlauf dieser Arbeit eingefiihrte Steuerungsdiskretisierung wird eine zusam-

mengesetzte Quadraturformel fiir Riemann-Stieltjes-Integrale eingefiihrt. Da eine zu feine Auflésung

der Steuerung einen hohen Rechenaufwand bei der Optimierung zur Folge hat, wird ein grobes Git-

ter Gu(to,ty) mit H = tf fo , M € N, eingefiihrt, auf dem die Steuerung eine stiickweise konstante
Funktion darstellt. Da dle impulsive Dynamik jedoch fiir eine zu grofle Schrittweite nicht hinrei-
chend exakt berechnet werden kann, wird auf jedem Teilintervall ein weiteres Gitter Gy, (¢;,t;+1) mit
h = t’“ “ N € N, definiert, auf dem die Systemdynamik diskretisiert wird. Die Formel fiir die

Berechnung des néchsten Zustands lautet

N-—1
(t1+1 - xH + Z q) T]anjj'vahaFa Ui,G,Oé), (631)
7=0

wobei mit 77;-\7 = xp(t;) + Z (1, Y, hy Fyui, Gy ) mit nY = xp,(¢;) die Zustéinde an den Subdiskre-

tisierungspunkten bezelchnet sind.

6.6 Kontaktformulierung

In diesem Kapitel wird nun die verwendete Formulierung des Kontaktproblems eines Mehrkorpersys-
tems mit Oberflichen behandelt. Die Darstellung wird dabei so gew#hlt, dass sie sich gut fiir Modelle
der vertikalen Fahrzeugdynamik eignet, jedoch nicht darauf beschriankt ist. Es wird zur Vereinfachung
angenommen, dass keine Kollisionen der Einzelkoérper des Mehrkorpersystems untereinander auftreten
und alle Massen vorerst als Punktmassen vorliegen. Eine Erweiterung in diese Richtung ist denkbar,

wird jedoch im vorliegenden Fall nicht betrachtet.

Das Problem besteht darin, eine einheitliche Formulierung zu entwickeln, bei der das Kontaktproblem
moglichst allgemein geltst werden kann. Dafiir werden verallgemeinerte Koordinaten des Mehrkorper-
systems, verallgemeinerte Restitutionskoeffizienten (,,Coefficients of Restitution“ (COR)), vgl. [Bow-
ling et al., 2009], sowie eine allgemeine Formulierung der Kontaktoberfliche bzw. unilateralen Be-

schrankung verwendet.

Bemerkung 6.51: Zweidimensionale Darstellung

Um fiir die hier hergeleiteten Kontaktprobleme ein passendes System zu erhalten, ist es not-
wendig, dass die vertikalen Fahrzeugmodelle erweitert werden. Betrachtet man lediglich die
Vertikalbewegung eines Fahrzeugs, konnen Reibungskrifte nicht betrachtet werden, da keine
Bewegung tangential zur Oberfliche auftritt. Deshalb wird in diesem Kapitel angenommen,
dass die Fahrzeugmodelle eine translatorische Bewegungskomponente in Fahrtrichtung besit-

zen.
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6.6.1 Systemdynamik

Das Mehrkorpersystem soll aus einem zusammenhéngenden System von K Korpern mit n Freiheits-
graden bestehen. Das System sei so transformiert, dass keine algebraischen Gleichungen auftreten. Die

daraus resultierenden Systemgleichungen lassen sich folgendermaflen schreiben, [Bowling et al., 2009):

M(q(t))i(t) + b(a(t), 4(8)) + E(a(t) = T (a(£)) Fa(t), 4(t)), (6.32)

wobei M (q(t)) die Massenmatrix, b(q(t), ¢(t)) die Kopplungskrifte des Mehrkorpersystems und k(g(t))
die angreifenden Gewichtskrifte darstellen. Alle weiteren angreifenden Kréfte, wie Kontakt-, Stof3- und
Reibungskrifte sind im Vektor F' zusammengefasst. Es wird im Folgenden angenommen, dass aufler
Kontakt- und Reibungskriften keine weiteren externen Krifte auf das System wirken. Der Vektor
q(t) € R™ bezeichnet wieder die verallgemeinerten Koordinaten des Systems und ¢(t), bzw. () die
zugehorigen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen zum Zeitpunkt ¢. Fiir die Herleitung dieser
Gleichung sei auf Kapitel und die darin aufgefiihrten Referenzen verwiesen. Die Matrix J(q(t))
ist definiert als die Jacobi-Matrix des Systems und bildet die verallgemeinerten Koordinaten auf das

Referenzsystem ab. Details dazu konnen in [Craig, 1989] nachgelesen werden. J(q(t)) ist definiert als

Ji(q(t))
J(q(t)) = : ,
Jr(q(t))

wobei die J;(¢(t)) folgendermafien bestimmt werden:

Hier bezeichnet &;(¢q(t)) den Zustand des i-ten Teilkorpers im Inertialsystem, d.h. im allgemeinen

dreidimensionalen Fall gilt
n 6 . T .
Der Ortsvektor eines Teilkorpers sei definiert durch

T

ri(q(t) = |y

Das Referenzsystem ist im vorliegenden Fall das kartesische Inertialsystem z,y, z. Es gilt folgende

Beziehung:

wla(0) = E DL 0400,

wobei die Elemente v;; von v die translatorische Geschwindigkeit des Korpers ¢ € {1, ..., K'} in Rich-

tung j € {z,y, 2} beschreiben und w;; die Rotationsgeschwindigkeit des Korpers ¢ um die j-Achse. Im
Folgenden wird die Zeitabhéngigkeit haufig nicht explizit angegeben. Es gilt jedoch stets g = ¢(t).

In einem kontaktlosen Zeitpunkt ¢ € [0,b] wirken keine externen Kréfte auf das System, was gleich-
bedeutend ist mit der Bedingung F(t) = 0. Eine Berechnung der wirkenden Krifte entfillt somit.
Daraus folgt, dass die Sprungfunktion o« € BV ([0, ]) zum Zeitpunkt ¢ konstant ist.
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Zuerst wird nun eine grundlegende Uberlegung angestellt, wie die Berechnung der Kontaktkrifte
und somit auch des Zustands nach Kontakt ablduft. Details zu dieser Herleitung kénnen in |Brach,
1989, Brach, 1998] und [Bowling et al., 2009] gefunden werden, wobei die Formulierung an das hier

vorliegende Problem angepasst und erweitert wurde.

Algorithmus 6.52: Berechnung der Kontaktreaktion

1. Identifizierung aller in Kontakt stehender Korper zum Zeitpunkt 7.

2. Projektion von J(q(7)), so dass nur die relevanten Geschwindigkeiten der aktiven

Teilkorper berechnet werden.

3. Berechnung des lokalen Koordinatensystems normal und tangential zu den Kontaktpunk-
ten auf den Kontaktflichen.

4. Transformation der globalen Geschwindigkeiten der relevanten d;; in die lokalen Kontakt-

koordinaten.

5. Berechnung des Zustands nach dem Stofl mittels verallgemeinerter Restitutionskoeffizien-

ten.

6. Bestimmung der Funktion «(7).

Auf die einzelnen Schritte wird im Folgenden eingegangen.

6.6.2 Kontaktiiberpriifung
Identifikation der aktiven Kontakte

Zur Uberpriifung, ob ein Kontakt geschlossen ist, wird zuniichst eine geeignete Formulierung der Kon-
taktflichen bendtigt. Diese seien mittels stetig diffeerrenzierbarer Funktionen ci(z,y,2) k = 1,...,C,

gegeben. Fiir eine Koordinatenebene hat ¢ folgende Gestalt:

x X f(y,z)
czy)=| y |,cz2)=|flz.2)|.cly,2)=| y |- (6.34)
f(z,y) z z

Die Funktion f stellt hier jeweils eine Parametrisierung einer Ebene dar. Mit dieser Formulierung
konnen beispielsweise Fahrbahnoberflichen abgebildet werden, weshalb sich im Folgenden auf diese
Formulierung beschréankt wird. Jedoch kénnen auch anders parametrisierte Kontaktbedingungen for-
muliert werden, wie beispielsweise eine Beschrankung, dass sich ein Kérper innerhalb einer Kugel mit

gegebenem Radius befindet.

Fiir jede Kontaktfliche muss definiert werden, auf welcher Seite sich das System befinden darf. Man
denke dabei wiederum an eine Fahrbahnoberfliche oder eine Decke. Bei der Ersten darf sich das
System dariiber und bei der Zweiten lediglich darunter befinden. Dafiir kann fiir jede Fliache ein
Vektor definiert werden, der anzeigt, wo die zuléssige Region bzgl. dieser Fléche ist. Dieser Indikator
besitzt hier folgende Gestalt:

1
vi=v 1|, mit vy, € {-1,1}.
1



172 KAPITEL 6. IMPULSIVE SYSTEME ALS RIEMANN-STIELTJES-INTEGRAL
v, = 1 bedeutet, dass der in Koordinatenrichtung positive Bereich zuléssig ist und v, = —1 ent-

sprechend der negative Bereich. Sind alle Kontaktflichen definiert, so kann fiir jeden Teilkdrper eine

Distanzfunktion zu jeder Fliche definiert werden,
pik =7i(q) —cr(z,y,2), j=1,...K, k=1,..,C.
Der Korper befindet sich demnach im zuléssigen Bereich, wenn
d]k - V}l—/’jk = V;:r(r](q) - Ck(ﬁ’y7 Z)) > 07 j = 17 "‘7K7 k = ]-7 "'707
gilt. Diese K -C Nebenbedingungen kénnen bei genauerer Kenntnis iiber das System zu den tatséchlich
moglichen Kontakten reduziert werden. Bei einem Halbfahrzeug muss beispielsweise nicht getestet
werden, ob das Chassis den Boden beriihrt, da dies in dem vereinfachten Modell nur durch die Reifen

moglich ist. Kombiniert man die Elemente d;j, zur Zuldssigkeitsmatrix D(q) € RE*C 50 erhilt man die

Zulidssigkeit des gesamten Systems durch komponentenweise Betrachtung der Zuléssigkeitsungleichung
D(q) > 0.

Tritt nun ein Nulldurchgang eines Elements d;, in D(q) auf, so bedeutet dies, dass der Teilkorper j
mit der Kontaktflache % kollidiert. Existieren ein oder mehrere dj; < 0, so muss fiir jeden Kontakt die
wirkende Kontaktreaktion berechnet werden. Die Korper mit zugehoriger Kontaktfliche, bei denen

ein Kontakt auftritt, werden in der Menge der aktiven Kontakte

Ta(q) :=={(4,k) | 3dj, <0}

gelistet. Dabei ist zu beachten, dass eine Kontaktfliche und ein Kérper mehrfach in dieser Menge

auftauchen konnen. Die Mengen der aktiven Kontaktflichen (F) und Teilkorper (B) sind mit

Iar(q) =1k |30, k) € La(q)}, Iap(q) ={j|3(,k) € La(q)}

bezeichnet.

Projektion von J(q)

Da J(q)¢ die Geschwindigkeiten des gesamten Systems liefert, werden Werte berechnet, die zur Be-
stimmung der Kontaktdynamik nicht benétigt werden. Deshalb werden von J(q) lediglich die Zeilen
ausgewéhlt, in denen Informationen iiber die relevanten Teilkorper stehen. Die Jacobi-Matrix der

relevanten Teilkérper kann damit geschrieben werden als

J(q) = (Jj(q)), mit j€ Ilap(q), (6.35)

und der Definition von J;(q) aus (6.33).
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6.6.3 Berechnung der Kontaktimpulse
Berechnung des lokalen Kontaktkoordinatensystems

Zum Berechnen der Stodynamik werden nicht die Geschwindigkeiten im globalen Koordinatensystem,
sondern im jeweils lokalen Kontaktsystem benétigt. Dies ist ein kartesisches Koordinatensystem, dass
eine Richtung normal zur Kontaktfliche im Beriihrpunkt besitzt und deren andere Basisvektoren
tangential zur Oberfliche stehen. Die Basis des Kontaktsystems ldsst sich im Zweidimensionalen fiir

die eingefithrten Oberflichenparametrisierungen berechnen als:
T 1 — 4k
cr(r) = Tpt = s Em=we |
[f k:(l‘)] [Cg;f] ' [ 1
Te(y . oL . 1
( T =| Y|, Thn =Vk | ay, | -
1 2k
dy

)

Je nachdem, wie ¢, k = 1, ..., C, definiert ist, muss die entsprechende Berechnungsmethode verwendet

cr(y) =

werden. Die Multiplikation mit v, garantiert, dass die Normalenrichtung in den zuléssigen Bereich

zeigt.

Im dreidimensionalen Fall ergeben sich fiir die drei in (6.34]) vorgestellten Parametrisierungen:

[z ] [ 1] [0 ] iy
~ 6ck - 3Ck ~ - ~ 68;;
cr(z,y) = Yy Pk = T 0], ZTw = oy 1|y Tk = vk (Tpe X Thp) = vk | — G5
d 0
_fk(xvy)_ _%_ _8iyk_ L 1 J
[z ] 5 [0 ] 5 (1] [ 245
~ Ck ~ Ck ~ ~ -
Ck(.%',Z) = fk(IIZ,Z) LTt = E = % , Tht! = % = % y Thn = Vg (gjkt X xkt’) =1 1
of)
Lz 1] L 0] -
_ - - I _ -
fely,2) % P L
- aCk- N aCk - N - afk
ey, 2) = Y PEm= g = L T =g m = 0| Tk = v (Tre X Tpw) = Vi | =G
2 Yo 1 ok
L . L . L . L >z J

Hierbei ist besonders auf die vertauschte Reihenfolge der Ableitungen von Zy; und Zxp in der zweiten

Berechnung zu achten.

Die lokalen Koordinatensysteme bestimmen sich aus den normierten Vektoren

T, = | Zkn Tt Tt

Zkell N Zrell |2

wobei die T}, orthogonale Transformationsmatrizen sind, d.h. T,] = T, ! Diese Transformationsma-

trizen sind fiir alle k € I4 p(q) zu bestimmen und werden zur Transformationsmatrix

Ty O v o 0
- 0 Trzy O - 0
0 s T

zusammengesetzt. Mit m = |14 p| und k(7) ist das i-te Element aus I4 . Da alle T}, invertierbar sind,
gilt dies auch fiir T'. Die Orthogonalitédt der T} iibertrigt sich ebenfalls auf 7'
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Bestimmung lokaler Kontaktgeschwindigkeiten

Die lokalen Kontaktgeschwindigkeiten in jedem Kontaktpunkt zwischen dem Koérper j und der Kon-

taktflache k£ konnen damit nun berechnet werden als
v5.(q) = Ty, 'oiq) = T, Jj(q)d-

Falls fiir einen Kontakt die Bedingung v, < 0 nicht gilt, wird dieser aus der Liste der Kontakte
entfernt, d.h. T4(q) = Ia(q)\{(j,k) | vjr,n > 0}. Gegebenenfalls miissen auch die Mengen I p und
I4 5 und die Matrizen T und J(q) aktualisiert werden. Die Bedingung garantiert, dass nur kompressive

Kontakte beriicksichtigt werden. Ein Kontakt mit d;, = 0 und v;?k, , > 0 wird sich ohne Einwirken
externer Krifte wieder trennen. Eine Anwendung eines Stofigesetzes wiirde hier falsche Resultate

liefern. Fasst man alle Kontaktpunkte zusammen erhélt man

v(q) =T " J(q)i = T(q)d, mit JT(q) =T "J(q).

Bestimmung des Post-Impact-Zustands

Nach den bisherigen Vorbereitungen besteht der nichste Schritt in der Bestimmung des Post-Impact
Zustands. Dabei wird die Annahme getroffen, dass in Normalenrichtung jedes Stofles das Newtonsche
StoBgesetz gilt, d.h.
vjc,':n — ejk,nvj,;n =0.

Hierbei wird eji , als Coefficient of Restitution (COR), also als Restitutionskoeffizient, in Norma-
lenrichtung bezeichnet. Zur vollstdndigen Bestimmung der Geschwindigkeiten nach dem Stofl werden
noch weitere Koeffizienten eingefiihrt, vgl. [Brach, 1998]. Fiir jeden im allgemeinen dreidimensionalen
Kontaktpunkt wird ein Tripel (€5 n, €k ¢, €jk) bendtigt, welches sowohl den Restitutionskoeffizienten
in Normalenrichtung, als auch zwei weitere Koeffizienten fiir die Tangentialrichtungen beinhaltet. Die

Geschwindigkeit nach dem Kontakt kann damit geschrieben werden mittels
Ufjjk — eV =0, (4,5) € 1alq), k € {n,t,t'}.
Fasst man dies zu einer vektoriellen Gleichung zusammen, erhélt man
vt = Fve, (6.36)

wobei E eine Diagonalmatrix mit den CORs auf der Diagonalen ist, E = diag(ejkn, €k ¢, €k ). Le-
diglich fiir die Normalenkomponenten ej ,, besteht die Beschrinkung —1 < ej,, < 0, womit ein

energiekonsistentes Abprallen erreicht wird.

Die Herleitung des Stofigesetzes wird hier analog zu [Bowling et al., 2009] durchgefiihrt. Dafiir sei
angenommen, dass der Kontakt auf dem nichtleeren Intervall [t~, ¢ "] stattfindet. Nur auf diesem kann
eine Kraft wirken und es gilt

tt tt

/t (M +b(g, 4) + k(q(t))dt = / T (@) Fdt. (6.37)

i
Zuerst werden in der rechten Seite der Gleichung die Elemente aus F' eliminiert, welche auf Kérper

wirken, die nicht am Stof} beteiligt sind. Wendet man die Reduktion aus (6.35)) auch auf F' an, so
reduziert sich (6.37)) zu

tt tt

/t_ (Md+b(q,q)+k(q(t))dt_/ JTFdt.

t—
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Da nun nicht die Kréfte im Inertialsystem, sondern lediglich die im jeweils lokalen Kontaktsystem

wirkenden Kréfte berechnet werden kénnen, wird die Gleichung weiter transformiert.

+ +

/t (M(i+b(q,cj)+k(q(t))dt=/t JTTTTFdt
t;+ t;+

e [ (MG+b(g,d) + k(g(t))dt = / (T TTT Rt
t;+ t;+

<) (Mij+b(q,q')+k(q(t))dt:/t J T Fdt.

Aufgrund des sehr kurzen Zeitintervalls werden die Gewichts- und Kopplungskriifte keine Anderung

erfahren und es bleibt lediglich

M@t =gt ) =T p
& gt —qt7) =M'Jp (6.38)
& TGt —q(t7) =JM T Tp
= TTI(GE") —4(t7) =TT IM ' T 'p
o= et e = jM_lep

Dabei wurde der Ubergang von einer kraftbezogenen Darstellung hin zu einer impulsiven Formulierung
durchgefiihrt. Der wirkende Impuls ist p. Zusammen mit (6.36) und der Invertierbarkeitsannahme an
TIM=1TT vereinfacht sich dies zu

(E-Dw" =JM 17 "p
< (IM T E-T)v =p
PN (TMTTHY Y E-D)T§(t") = p. (6.39)

Einfiigen von (6.39)) in (6.38) liefert schlieBlich

Gt —qt) =M T (IM T THE -D)TG(t)

& Gt =qt )+ M\ TH(IM TN E -D)TG(t)
& ) =C-M T (IM TP T+ M T (IM T T ET ()
J
Gt =1-TJT +TET)q(t"). (6.40)

Mit (6.40]) ist nun eine Formel gefunden, mit der der Zustand nach dem Kontakt berechnet werden
kann. Unbekannt sind hier noch die tangentialen Elemente von E. Diese miissen in einem weiteren

Schritt bestimmt werden.

Bemerkung 6.53: Losbarkeit

Damit Gleichung (6.40)) eine Losung besitzt, muss J existieren, was an die Invertierbarkeit von

J gekoppelt ist. Dies ist wiederum der Fall, wenn J(q) invertierbar ist.
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Energiekonsistente Berechnung der Elemente von F

Fiir die Bestimmung der unbekannten Elemente von F wird angenommen, dass die CORs in Norma-
lenrichtung bekannt sind und eine Abnahme der Energie implizieren, d.h. e, € [—1,0]. Nicht nur in
Normalenrichtung muss das System energiekonsistent sein. Da es sich um passive Kontakte handelt,

muss der Energieverlust insgesamt positiv sein.

Zur Bestimmung der wirkenden Reibungskréfte soll das Coulomb-Reibungsmodell herangezogen wer-

den. Dies besagt im Allgemeinen

Dfr < UPn,

was eine obere Schranke an den wirkenden Reibungsimpuls wihrend des Kontakts darstellt. Damit
das System dissipativ bleibt, muss die Gesamtenergie, also die Summe aus potentieller und kinetischer
Energie, stets abnehmen. Da sich die potentielle Energie im betrachteten sehr kurzen Zeitraum des
Kontakts nicht verdndert, muss eine Abnahme der kinetischen Energie des Systems gefordert werden,
d.h.

()T MGty = KT < K- =q(t7) T Mq(t).

Unter der Verwendung des Prinzips der maximalen Dissipation, d.h. dass die maximal mdgliche Energie

aus dem System abflieit, erhélt man das folgende Minimierungsproblem.

Problem 6.54: Kontaktminimierungsproblem

min K*(E) = (j(t+)TMq(t+)7
€jk,t:Cip 40 (1,K)ELA
u.d.Nb. it =0-TT +TET)qt),

Wobei p(7, k) der Reibungskoeffizient zwischen Korper j und Oberflache k ist.

\.

Setzt man in die Zielfunktion K+ (E) Gleichung ([6.40)) ein, so erhilt man

K*(E) =q(t") T Mq(t")
I-TT+TETGt ) M(A-TT +TET)q(t™))
=t ) ((-TIN'T+ITET) ™M (1-TIT")'\T+TET)q(t")

=S(F)

§(t7)S(B) " MS(E)q(T).

Da M als Massenmatrix positiv definit ist, gilt dies auch fiir S(E)" MS(E). Deshalb handelt es sich
bei dem obigen Problem um ein konvexes Zielfunktional. Die Léngenbeschriankung an den Reibeimpuls

liefert jedoch eine nichtlineare Nebenbedingung. Insgesamt bleibt das Problem konvex.
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Setzen des neuen Zustands

Nach Losung des oben beschriebenen Problems ist der Post-Impact-Zustand des Systems bekannt und

die Sprungfunktion o kann in der Integrationsroutine des Stieltjes-Integrals wie folgt gesetzt werden:

0
afz(@)](t) = alz(t)I(E) + | e
q(t™) —a(t™)
Damit wird erreicht, dass die neue Geschwindigkeit nach dem Kontakt der in der Kontaktproblem Be-
rechneten entspricht. Da fiir die Integration mit dem verwendeten Integrationsverfahren das System
auf erste Ordnung transformiert wurde, entspricht dies lediglich einer Anderung in der Geschwindig-

keitskomponenten und die verallgemeinerten Koordinaten bleiben konstant.

Transformation in ein System erster Ordnung

Die in gegebene Gleichung kann in ein System erster Ordnung transformiert werden, indem der
Zustand um die verallgemeinerten Geschwindigkeiten erweitert wird, d.h. = = [¢ ¢] . Damit wird aus
0 0| |4

o)l

i+ b()

+

L, 0
0 M(q)
wobei I,, die n x n Einheitsmatrix darstellt.

6.6.4 Beispiele

Nachdem nun alle notwendigen Hintergriinde bekannt sind, werden einige Beispiele impulsiver Sys-
teme vorgestellt, wobei besonders auf die Definition von Beschriankungen und relevanter Modelle der

vertikalen Fahrzeugdynamik eingegangen wird.

Ball in der Box

Um sowohl die Reibeeffekte, als auch die Betrachtung von Beschriankungen zu erldautern, wird das
Beispiel des einfachen hiipfenden Balls auf das hier als Ball in der Bor bezeichnete Problem erweitert.
Dabei werden die Beschriankungen so gewahlt, dass sie ein zulédssiges Gebiet ergeben, das beschrankt
und abgeschlossen ist. Die hier verwendeten Beschrénkungen mit zuléssiger Gebietsangabe und den

entsprechenden Restitutions- und Reibkoeffizienten lauten:

IR ! | : | 3
g9i(z,y) g91(z) = 0.2sin(7z) 92(y) = 0.7+ 0.3y g93(y) = 1.0
Vi 1 1 —1
Clim 1.0 1.0 0.1
i 0.01 0.0 0.0
Als Anfangsposition wird ein zuldssiger Zustand 2o = [0.2 1.4]" mit der Anfangsgeschwindigkeit

vg = [~6.0 —6.0] " gewihlt. Die Simulationsdauer betriigt 3 Sekunden. In den Abbildungen
sowie[6.9]sind die Zusténde des Balls iiber der Zeit und die Trajektorie bzw. Energieentwicklung darge-
stellt. An der Trajektorie wird gut ersichtlich, dass die Position und insbesondere das Abprallverhalten

des Balls dem intuitiv Erwarteten entspricht.
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Abbildung 6.8: Darstellung der Zustandstrajektorie in Zustands- und verallgemeinerten Koordinaten
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Abbildung 6.9: Entwicklung der kinetischen (gestrichpunktet), potentiellen (gestrichelt) und der Gesamtenergie
(durchgezogen) des Balles

Bei der Entwicklung der Energie ist zum einen wichtig, dass diese zu keinem Zeitpunkt einen Zuwachs
erhilt, was der Dissipativitit des Systems an den Kontaktpunkten entspricht, zum anderen, dass die
Energie bei Kontakten mit einem Restitutionskoeffizienten kleiner 1 und/oder einem Reibkoeffizien-
ten grofler 0 auch tatsdchlich abnimmt. Die Koeffizienten der einzelnen Beschriankungen sind hier so
gewdhlt, dass moglichst alle Félle abgedeckt werden. So findet bei einem Kontakt mit g lediglich ein
Energieverlust aufgrund von Reibung statt, gs ist vollig verlustfrei und bei g3 tritt keine Reibung auf.
Der Restitutionskoeffizient ist jedoch mit e,3 = 0.1 sehr gering, was zu einem schwachen Abprallen
fiihrt. Bei Betrachtung von Abbildung wird der geringe Energieverlust aufgrund der Reibung bei
den ersten und letzten beiden Kontakten deutlich. Beim dritten Kontakt, in der Grafik durch die
vertikale gestrichelte Linie markiert, bleibt die Gesamtenergie konstant, was dem vorgeschriebenen

Verhalten entspricht.
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Viertelfahrzeug

Als néchstes wird ein Beispiel des Viertelfahrzeugmodells untersucht. Da es sich bei der Darstel-
lung der Kontaktflichen nicht um eine Zeit Auslenkung (z(t)), sondern um eine z-z-Darstellung
(¢(z,2) = [z 2(z)]") handelt, muss das Viertelfahrzeugmodell, wie in Bemerkung erldutert, um
eine zusétzliche Dimension, der aktuellen z-Position erweitert werden. Die zugehorigen Differential-

gleichungen haben folgende Gestalt:

T = v,

v, = 0.0.

Fiir die Modellierung als System erster Ordnung werden demnach zwei zusétzliche Differentialgleichun-
gen bendétigt. Die Geschwindigkeit erfihrt jedoch keine beschleunigenden oder bremsenden Kréfte. Die
Veranderung der Geschwindigkeit wird lediglich durch die Reibung zum Kontaktzeitpunkt hervorge-

rufen.
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Abbildung 6.10: Zeitliche Entwicklung der verallgemeinerten Koordinaten eines Viertelfahrzeugs bei Uberfahrt

eines Schlaglochs

In den Abbildungen und ist eine beispielhafte Uberfahrt eines Schlaglochs P(—0.05,0.6) dar-
gestellt. Bei der Uberfahrt mit der Anfangsgeschwindigkeit 13.6 m /s tritt ein Kontaktverlust zwischen
Reifen und Boden auf, worauf ein in der ansteigenden Kante des Schlaglochs lokalisierter Zusammen-
stof} folgt, der ein Hiipfen des Reifens verursacht. Ebenfalls wird deutlich, dass die Translations-
geschwindigkeit in z-Richtung im Laufe des Prozesses abnimmt, von 13.6 m/s auf etwa 12.6 m/s.
Dies resultiert aus dem gewéhlten Reibkoeffizienten p = 0.25. Der Restitutionskoeffizient ist hier zu
en = 0.85 gewahlt. Wird der Reibkoeffizient auf 0 gesetzt, so dndert sich die Geschwindigkeit lediglich

bei dem Kontaktpunkt im Schlagloch, da hier der wirkende Impuls eine z-Komponente ungleich 0 hat.

Halbfahrzeug

Nun wird auch das Halbfahrzeugmodell fiir die vorgestellte Formulierung angepasst und die daraus
resultierenden Simulationsergebnisse gezeigt. Fiir die benotigte Darstellung der Kontaktformulierung
muss das Halbfahrzeugmodell ebenfalls erweitert werden. Ein analoges Vorgehen zum Viertelfahr-

zeug fithrt nicht sofort zum gewiinschten Ergebnis. Aufgrund der Kopplung der drei Massen in der
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Abbildung 6.11: Zustandstrajektorie eines Viertelfahrzeugs bei Uberfahrt eines Schlaglochs

Vorwirtsbewegung geniigt es nicht, fiir Aufbau und Reifen lediglich einen gemeinsamen z-Zustand
hinzuzunehmen. Bei Betrachtung einer Masse in z-Richtung, die sich aus der Summe der drei Einzel-
massen zusammensetzt, kommt es bei gleichzeitigem Kontakt beider Réder in der Optimierungsroutine
der Kontaktkoeffizienten unter Umsténden zu Problemen. Dies liegt daran, dass die Transformations-
matrix J hier eine sehr schlechte Kondition aufweist bzw. sogar singuldr wird. Die Massen miissen

demnach separat betrachtet werden.

Eine Idee dies einzuarbeiten wire, zusétzliche algebraische Gleichungen einzufiihren, die besagen, dass
die Geschwindigkeiten zu jedem Zeitpunkt identisch sein miissen. Da die verwendeten Integrationsver-
fahren jedoch nicht fiir Differential-Algebraische-Gleichungen entwickelt wurden, wird hier eine andere
Methode verwendet, die die algebraischen Bedingungen zumindest approximiert. Es wird dafiir eine
Modifikation des Systems mit Hilfe zweier zusétzlicher Freiheitsgrade eingefiihrt. Der Radauthdngungs-
punkt des Vorder- als auch des Hinterrads wird jeweils mit Hilfe eines Feder-Dampfer-Elements mit
dem Massenpunkt des Aufbaus in z-Richtung verbunden. Dadurch werden die horizontalen Geschwin-
digkeiten entkoppelt. Um trotzdem kein allzu elastisches System zu bekommen, miissen die Federstei-
figkeit (300000.0 N/m) und Démpferkonstante (10000.0 kgm?/s) relativ gro8 gewiihlt werden. Dass
diese Modellerweiterung nicht vollstéindig aus der Luft gegriffen ist, kann damit begriindet werden,
dass selbst bei einem sehr steifen Fahrwerk stets Verwindungen stattfinden und somit der Radstand
nicht 100-prozentig konstant bleibt. Im Bezug auf die numerische Integration liefert diese Erweiterung,
neben den zusétzlichen Zustinden, aufgrund der hohen Federsteifigkeit, eine Versteifung des Differen-
tialgleichungssystems, was im Allgemeinen zu Problemen bei der Integration fithren kann. Mit den

verwendeten Algorithmen und Schrittweiten verursacht dies jedoch keine bemerkbaren Probleme.

Fiir dieses Beispiel wird eine Schwelleniiberfahrt, 7(0.05,0.5), mit einer Geschwindigkeit von 13.6 m/s
betrachtet. In den Abbildungen und sind die zeitliche Entwicklung einiger verallgemeinerter
Koordinaten, sowie deren Ableitung und die Zustandstrajektorie des Fahrzeugs dargestellt. Wie zu
erwarten war, verliert das jeweilige Rad bei der Uberfahrt iiber die Schwelle den Bodenkontakt, bevor

es sich nach mehreren Kontakten dem dauerhaften Kontaktzustand wieder nédhert.
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Abbildung 6.12: Zeitliche Entwicklung der verallgemeinerten Koordinaten eines Halbfahrzeugs bei Uberfahrt
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Abbildung 6.13: Darstellung der Trajektorie des Halbfahrzeugmodells

6.6.5 Zeno-Verhalten

Ein Problem, das bei impulsiven Systemen dieser Art auftritt, ist das so genannte Zeno-Verhalten,
vgl. [Heymann et al., 2002}|Zheng et al., 2006]. Es beschreibt den Fall des Auftretens eines Haufungs-

punkts der Kontakte zweier Korper. Man stelle sich einen Ball vor, bei dem die Zeit zwischen zwei

Aufprallzeitpunkten mit dem Boden sich jeweils halbiert, beginnend mit einer Zeitdifferenz von einer
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Sekunde. Es wird zwangslaufig zu unendlich vielen Kontakten vor dem Zeitpunkt 2 Sekunden kommen,

da sich die Kontaktzeitpunkte als geometrische Reihe darstellen lassen:

k=0

Wird ein Integrationsverfahren mit Kontaktlokalisierung verwendet und dieses Verhalten nicht separat

behandelt, so fithrt dies dazu, dass die Integration nicht voranschreiten kann.

Da das vorgestellte Integrationsverfahren ohne eine exakte Kontaktlokalisierung auskommt, kann es
nicht vorkommen, dass der zeitliche Fortschritt anhélt. Dies ist ein grundlegender Vorteil der betrach-
teten Methodik. Jedoch fiihrt die ungenaue Kenntnis iiber die Kontakte zu einem anderen Phéinomen,
das betrachtet werden muss. So kommt es je nach gewéhlter Schrittweite zu einem Wegdriften des
Zustands in den unzuléssigen Bereich, was daran liegt, dass lediglich ein Geschwindigkeits- aber kein
Positionsupdate an Kontaktpunkten durchgefiihrt wird. Die neue Geschwindigkeit garantiert nicht,
dass sich der Zustand bis zum néchsten Diskretisierungspunkt wieder in den zuléssigen Bereich bewegt.
Dieses Drift-Off-Verhalten kann numerisch minimiert werden, indem die Diskretisierungsschrittweite
verkleinert wird. In Abbildung ist der Effekt fiir verschiedene Schrittweiten am Beispiel eines
Viertelfahrzeugs auf einer ebenen Fléache dargestellt. Je feiner die Diskretisierung, desto geringer wird

die Interpenetration des unzuléssigen Bereichs.

-4
10720
—==M = 1000
87 M =5000 ||
—M = 10000
E B
c
2 |
%
o
DI— B
£ orf Ty
r . T |
-6 ‘ ‘ | | | |
| | | 3 s . 6 7

x-Position [m]

Abbildung 6.14: Veranschaulichung des Drift-Off-Effekts am Beispiel eines Viertelfahrzeugs fiir verschiedene

Schrittweiten

Wird dieses Verhalten festgestellt, so ware eine Moglichkeit auf die kontinuierliche Formulierung um-
zuschalten und fiir den Fall, dass die negativ wirkende Kraft auf den Reifen eine gegebene Schran-
ke iiberschreitet, wieder zuriick zur impulsiven Dynamik zu wechseln. Da bei dauerhaftem Kontakt
in jedem Zeitschritt das Kontaktproblem gelést werden muss, hétte dies auch den Vorteil, dass die
Rechenzeiten deutlich reduziert werden konnen. Alternativ kann auch iiber eine Aktualisierung des
Positionszustands mit Hilfe der Funktion o nachgedacht werden, wodurch dieser dann jedoch nicht

mehr stetig wire.



Kapitel 7

Optimale Steuerung impulsiver

Systeme

7.1 Vorangegangene Arbeiten

Optimale Steuerung mit Spriingen

Ein Optimalsteuerungsproblem fiir ein System mit zustandsabhéngigen Spriingen zu betrachten ist
nicht neu. Bereits 1965 untersuchte [Dickerson et al., 1965] eine dhnliche Problematik im Rahmen von
mehrstufigen Raketen. Fiir die Differentialgleichungsformulierung mit zeit- und zustandsabhéngigen
Sprungbedingungen werden darin im Kontext der Variationsrechnung notwendige Bedingungen her-
geleitet. In [Getz und Martin, 1980] werden ebenfalls Optimalsteuerungsprobleme mit Unstetigkeiten
in den Zustandsvariablen betrachtet. Dort werden mit Hilfe geeigneter Transformationen im Rahmen
des Maximum-Prinzips der optimalen Steuerung Bedingungen an die Hamilton-Funktion gezeigt. Auch
hier ist die Systemdynamik in Form von Differentialgleichungen gegeben und die Sprungbedingungen

sind explizit als Nebenbedingungen formuliert.

Da diese Arbeit eine abweichende Formulierung des Optimalsteuerungsproblems in Form einer Riemann-
Stieltjes-Integralgleichung verwendet und nicht auf das Minimum-Prinzip eingeht, bieten diese Arbei-
ten keine direkte Vergleichsmoglichkeit. In anschliefenden Forschungsarbeiten kann jedoch untersucht

werden, ob sich diese Resultate auf das vorliegende Problem anwenden lassen.

Sensitivitdtsanalyse unstetiger Prozesse

Im Jahr 1967 wird in |[Rozenvasser, 1967| eine allgemeine Herleitung von Parametersensitivitéten von
Differentialgleichungssystemen mit Spriingen der Zustandsvariablen gegeben. In [Galdn et al., 1999]
und [Feehery, 1998] wird diese Theorie in Bezug auf hybride Systeme erweitert und erstmals Exis-
tenz und Eindeutigkeitsaussagen bzgl. Parametersensitivititen hergeleitet. [Pfeiffer, 2008 zeigt eine
iibersichtliche Darstellung der Existenzaussagen von Sensitivitdten hybrider Systeme, sowie Erweite-
rungen beziiglich so genannter Filippov-Losungen. Ahnliche Darstellungen sind ebenfalls in [Gerdts,
2003] und [Burger und Gerdts, 2016| zu finden.

Im Folgenden soll ein anderer Weg zum Nachweis der Existenz von Sensitivitédten eingeschlagen werden.
Dieser Weg wurde aufgrund des zugrundeliegenden Problems und dessen Formulierung mittels einer

Integralgleichung und implizit definierten Unstetigkeiten gewéhlt. Die Resultate werden im Anschluss

183
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mit den bekannten Ergebnissen fiir hybride Systeme verglichen und in Verbindung gebracht.

7.2 Parametersensitivititen des impulsiven Systems

Nachdem bisher die Steuerung des impulsiven Systems vernachléssigt wurde, werden im Folgenden
Differenzierbarkeitseigenschaften bzgl. der Steuerung betrachtet. Auch wenn der Zustand selbst bzgl.
der Zeit nicht stetig und damit auch nicht differenzierbar ist, stellt sich die Frage, wie er sich veréndert,
wenn leicht variierte Steuerungen angewandt werden, d.h. ob Sensitivitéiten bzgl. der Steuerung exis-

tieren.

Im Folgenden wird die Steuerung in diskretisierter Form w(¢; p) nach Gleichung dargestellt.
Fiir die Diskretisierungsparameter gilt p, € RM+ ! wobei M die Anzahl der Diskretisierungsin-
tervalle und k die Ordnung der B-Spline Interpolation darstellt. Zusétzlich kann der Anfangswert
zo = x(p)(to) ebenfalls als Parameterabhéngig betrachtet werden. Die einfachste Moglichkeit stellt
ein freier Anfangswert dar, fiir den gilt z(tg, p) = pz, € R™. In diesem Fall gilt p = [ps,,pu]' . Die
Dimension von p sei mit n, bezeichnet. Um die Abhéngigkeit des Zustands von p deutlich zu machen,
wird im Folgenden x(p)(-) als Notation verwendet. Mit x(p) € BV ([to,ts], R") wird die Trajektorie
von x mit Steuerung u(-;p) bezeichnet. Die Sensitivitét bezeichnet nun die Ableitung des Zustands

nach den Parametern und schreibt sich formal wie folgt:

Sp)(t) = (t) = aap <:v(p)(to)+/ F(a(p)(7), u(r;p))dr + G(:E(p)(T))da[w(p)](T))

to to

Zuerst wird die Sensitivitét beziiglich des Anfangswerts betrachtet.

Satz 7.1: Sensitivitit des Anfangswerts

Sei der Anfangswert gegeben durch die Relation

z(p)(to) = A(p),

mit differenzierbarer Funktion A. Dann existiert der Anfangswert der Sensitivitét S(p)(to) und

ist gegeben durch

dA(p)

S(p)(to) = “dp

\.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch direktes Differenzieren der Anfangsbedingung. In [Pfeiffer,
2008] ist eine nicht autonome Version dieses Satzes mit Beweis zu finden. Fiir einen fest vorgegebenen

Anfangswert erhélt man

S(p)(to) = 0 € R™™, (7.1)

Um die Notation etwas zu vereinfachen, wird die Anfangszeit ty = 0 gewihlt und sowohl F'| als
auch G als autonom angenommen. Fiir die folgenden Betrachtungen sei angenommen, dass « lediglich
vom Zustand z(p)(t) und nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Die Kontaktpunkte seien mit 7;,7 =
1,...,nk, bezeichnet und zusétzlich sei angenommen, dass die Zahl der Kontaktpunkte im Intervall
[0,tf] abzéhlbar ist. Daraus folgt, dass die Intervalle [7;_1, ;] nicht leer sind. Die Sprungfunktion o

besitze hier zusétzlich folgende Eigenschaft:
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Definition 7.2: Differenzierbarkeit der Sprungfunktion am Kontaktpunkt

Eine Sprungfunktion o wird als differenzierbar am Kontaktpunkt bezeichnet, wenn an jedem

Kontaktpunkt 7;,7 = 1, ..., ng, gilt

alz(p)(mi)](r:) — ale(p) (7)) = d(z(p)(7;)),

wobei d : R"* — RR™ eine stetig differenzierbare Funktion darstellt.

Diese Formulierung unterscheidet sich auf den ersten Blick leicht von , stellt jedoch unter Beriick-
sichtigung von eine analoge Sprungfunktion dar. Mit dieser Voraussetzung kann nun die Dif-
ferenzierbarkeit der Funktion z(p)(-) beziiglich der Parameterwerte p untersucht werden. Dafiir wird
zur Vereinfachung angenommen, dass der Anfangswert x(p)(0) = x, vorgegeben ist und nicht von den
Parametern abhéngt. Es gilt also die in Gleichung vorgestellte Beziehung.

Fir die Existenz der Sensitivitdt auf dem Zeitintervall [0,¢;] wird die Fréchet-Ableitung zu jedem
Zeitpunkt betrachtet und gezeigt, dass diese fiir fast alle ¢ € [0, ] existiert.

Es wird die folgende Version des Lemmas von Gronwall benétigt, vgl. [Sell und You, 2002, Lemma
D.2].

Satz 7.3: Lemma von Gronwall

Sei I das Intervall [0,¢]. Sei 2, L € L} (R),b € L (Ry) und o € L} (Ry), s.d.

loc loc loc
t
a(t) < z(t) + L(t)/ b(s)a(s)ds, fiir fast alle t € I,
0

dann gilt fiir fast alle t € 1

a(t) < 2() + L(t) /0 L (9)b(s)ds - exp ( /0 t L(s)b(s)ds) .

Damit kann nun der folgende Satz formuliert werden, der den kontinuierlichen Fall, also ohne Kontakt,
betrachtet.
Satz 7.4: Punktweise Sensitivitit fiir kontinuierliche Dynamik

WM0=mfAFWMMWWWMT vt € [0, 1],

Dann existiert die Fréchet-Ableitung von x bzgl. p fir alle t € [0,¢;]. Die Sensitivitat
S(p)(t) = %}3@) ist dabei gegeben durch

SO = [ FLe)(r),urip)SE)(r) + Fet)r)ulrio) ™5 Par. (12)

Beweis: Fiir die Existenz der Fréchet-Ableitung ist zu zeigen, dass

iy N +e)() —z(p)(t) — Sp)()ell _
llell—0 el

0 Vtelot], (7.3)

erfiillt ist. Dazu wird zuerst der Zahler betrachtet:

a(t) = [lz(p +)(t) — z(p)(t) — S(p)(H)ell
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| Pt +2) 0. utrip+ ) - / F(a(p)(r), u(r;p))dr
0 0

Ou(T;p)
op

- [ B @ umm)Se)ne + L)) ) dH

/0 F(a(p +2)(r), u(rsp + £)) — F(e(p)(r), u(r; p))

ou(T; p)
dp

t
/0 F(a(p+e)(r),u(rip +€)) = Fa(p)(r), u(rip +€)) — Fi(z(p)(7), u(r;p))S(p)(7)edr

~ F ) (), ulrs p)SB)()e — Fl(a(p)(r), ul(rip)) dH

IN

=]

[ P utrip + ) ~ Pl (0).urin) = Fua(o) ). atr ) 2 e |

g

=:a(t)

Zuerst wird ag(t) mit Hilfe des Mittelwertsatzes weiter abgeschétzt.

t 1
o (t) = /0 /0 Fl(@(p)(7), u(r; p) + o [u(rs p + €) — u(r:p)]) [u(r; p + €) — ulrp)]

Fl(o,p+e) :%;;p)a—&-R(aQ)
~FL ) () P o

Hier bezeichnet R(s?) das Restglied der Taylorentwicklung ersten Grades von u(7;p).

o

Aufgrund der Stetigkeit von F und z gilt F!,(o, p+¢) — E/(0, p) fiir ||e|| — 0. Fiir hinreichend kleines
Fl(o,p+¢)— F&(O,p)H < Mj(e) mit lim Mj(e) = 0. AuBerdem ist die Ableitung

llell—0

ou(T; p)
dp

Fi(ow+e) =~ F0)|

1t +

Fl(o,p+e) H R(e?)dodr

e gilt demnach ‘

‘ %ZP)H < M, beschrénkt fiir alle 7 € [0,¢]. Auf dem kompakten Intervall [0, 1] X [—€maz, Emaz] 1St
auch F, beschriankt durch Mg, woraus folgt

ag(t) <t (My(e)Myllel| + Mgy R(e)) < Az(e)]fell,

mit lim As(e) = 0.

llell—0

Eine Betrachtung von «q (t) liefert:

t 1
o (1) = /0 /O F(2(p)(r) + 0 (@(p + )(7) — 2(p)(7)) ,u(rp + €)) (2(p + £)(r) — 2(p)(7))

Fl(o,p+e)

— Fo(z(p)(1), u(7;p)) S(p)(r)edodr

F}(0,p)
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Fl(o,p+e)(z(p+e)(r) —2(p)(1)) — Fi(o,p+)S(p)(1)e

+Fi{o,p +2)S(p)(r)e — FL(0,p)S(p)(r)e| dodr

t 1
S/O/O [Fe(o,p+ )| [I(x(p + &) (1) — 2(p)(r) — S(p)()e) |

-~

«

~—

(r
+ || Ex(o,p +€) = E5(0,p) I S(p)(7)|| el dodr
Mit &hnlichen Stetigkeitsargumenten wie bei der Abschiitzung von aq fiir F, und der Beschrinktheit
der Ableitung F, sowie S(p)(7) folgt
t

t
al(t)gMpé/ a(t)dt + tMo(e) M |2 gMFé/ a(t)dt + A1 ()] e]].
0 0

Fasst man diese Ergebnisse zusammen, so gilt
t

MUSMaAa@&+A¢Mﬂ+AﬂNﬂ MﬁAa@&+A@WW

wobei A(g) — 0 fiir ||e|| — 0 erfiillt. Mit Hilfe des Gronwall-Lemmas aus Satz[7.3|folgt fiir z(t) = A(e)|le]],
L(t) = Mg, und b(s) =

t
a(t) < Ae)llell + Mp, / A(e)llellds exp(tMpy) < A(e)lle]| (1 + Mgt exp(tMpy)).
0

Da t € [0,ty] liegt, ist auch exp(tMpr) beschréankt und es kann die Existenz des Fréchet-Differentials

gezeigt werden.

/ 1+ Myt exp(tMp
o) oy AN Mrytexd(tMe)) _ o g1 4 Myytexp(tMiy)) = 0
lell=0 [l = fel—0 €]l lle][—0
Damit ist ([7.3)) gezeigt. O

Korrolar 7.5: Lo,—Sensitivitéit fiir kontinuierliche Dynamik

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz [(.4 Dann existiert die Sensitivitit
S(p) € Whe([0,t¢],R™ x R™) und es gilt

lz(p +€) = x(p) = SP)ell Lo

im = 0.
][0 €]l

Beweis: Die Aussage iiber den Grenzwert folgt direkt aus der punktweisen Existenz des Grenzwerts

fur alle ¢ € [0,ty] aus Satz

Dass S(p) € Wh*°([0,t¢], R" x R"™) ist, folgt aus der Definition in Gleichung (7.2)). O

Mit dieser Information kann nun die Frage beantwortet werden, ob bei zustandsabhéngigen Kontakt-
punkten ebenfalls Sensitivitdten existieren. Der Kontaktzeitpunkt hingt dabei von der Zustandstra-
jektorie, also implizit von den Parametern p ab. Folgender Satz formuliert Bedingungen unter denen
die Existenz nachgewiesen werden kann. Dabei wurde G(t, z(¢)) als Einheitsmatrix gewihlt, um den

Beweis etwas zu verkiirzen.
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Satz 7.6: Punktweise Sensitivitit fiir impulsive Dynamik

Sei die Dynamik gegeben durch

t t
w(p)(t)zsvo+/0 F(ﬂc(p)(f),U(T;p))dT+/0 dafz(p)l(r), Vvt e0,ty].

Dabei existiere genau ein Kontaktzeitpunkt 71(p) in (0,%7) und der Zustand nach Kontakt sei
gegeben durch

z(p) (71 (p)) = z(p) (11 (p)) + d(z(p) (11 (p)))-

Die Funktion d : R™ — R"= sei stetig differenzierbar. Weiter sei 71 (p) eindeutig gegeben durch

n(p) = argmin {g(6)(7) = 0| $0(a(1)(7)) 0}

TE(O,tf)

Dann existiert die Fréchet-Ableitung von x bzgl. p fiir alle t € [0,¢]\{71(p)}. Die Sensitivitét
S(p)(t) = %}3@) ist dabei gegeben durch

SO = [ FL(al)(s) s ) S)s) + Folol)(o):utoi) s

+ AS(P)(T(P)Xir(v).1]

mit
AS(p)(r(p)) = [F(z(p)(r (p)), u(ry (p);p)) — F(z(p) (11 (p)), ulri (p); p))

+d'(z(p) (1 () F(2(p) (11 (p)), ulry (p):p))]

+d'(z(p)(ry (0))S(P)(r1 (p).

Die Funktion ¢ ist die Beschrinkung, die aktiv wird. Die Notation Z bezeichnet wieder den konti-
nuierlich fortgesetzten Zustand. Durch die Bedingung %g(i’(p)(T(p))) # 0 kann mit dem Satz {iber
implizite Funktionen gefolgert werden, dass die Ableitung d%}()m in einer Umgebung von p existiert.

Mit X4, sei die charakteristische Funktion des Intervalls [a, b] bezeichnet.

Beweis: Es muss fiir alle t € [0,t¢] mit ¢ # 71(p) die Existenz des Grenzwerts

iy N +e)() —z(p)(t) — Sp)()ell _
llel|—0 lell

0 (7.4)

gezeigt werden.

Die Kontaktzeit des gestorten Problems ist 71(p + ¢). Aufgrund der Differenzierbarkeit kann dies

dargestellt werden als

dri(p)
dp

T(p+e¢e)=m1(p) + e+ R (%),

mit R, (2) = o(¢?).

Fiir ¢ < 7; (p) kann daraus gefolgert werden, dass fiir hinreichend kleines € gilt ¢ < 71 (p +¢), wodurch
auf dem Intervall [0,t], ¢t < 71(p) Satz angewendet werden kann.
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Betrachtet wird nun der Fall ¢ > 7, (p). Wieder kann ¢ > 71 (p+¢) fiir hinreichend kleines ¢ garantiert
werden. Mit dieser Information kann der Zihler aus Gleichung (7.4) ausgeschrieben und abgeschétzt

werden. Fiir die folgenden Betrachtungen sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass

71(p) < 11(p + €) gilt.

a(t) = [lz(p +&)(t) — z(p)(t) — S(p) ()

T1(p+e)
=z + ) (77 () + / Fla(p+ £)(s), uls:p+ £))ds
—_— 71(p)

=ia1,1
=:04,1
t

+d(w(p+€)(71(p+€)))+/ F(z(p+e)(s), u(s;p + €))ds —z(p) (7 (p))

::5:3 1 i) —e,2
71 (pte) o t
@) @) - [ Fab)sh s [ Pl us s
a2 ™ (p) . nwte)
~S)(rz ()~ )7 () [SGNrT () + Flalo) i () u(ry (i) T |
~ [FG) 7 )y (0):9)) = Flo) (i ()l ()] T3

< ar(t) + as(t) + as(t) + au(t)

Dabei gilt fiir die Funktionen «q, ao, ag bzw. ay

(673 (t) =

J

Da bis zum Zeitpunkt 7; (p) keine Trajektorie einen Kontakt erfahren hat, fillt o (¢) unter den in
Satz behandelten Fall. Schitzt man alle dort auftretenden Konstanten weiter ab, so folgt die
Existenz eines A(e) = o(¢) fiir das gilt

ar(t) = a1 = ||lz(p + &) (17 (1) — 2(p) (1 () — S() (11 (P)e|| < A(e)Kn[le. (7.5)

Fiir aa(t) gilt:

t

/) F@@+a@xMap+am5—/‘ F(a(p)(s), u(s; p))ds

1(p+e) T1(pte)

[ EG)6) ulsn)S0)s)e + Filalo)(s) utssn) P s
71(p) D

as(t) = ‘

<

/ i F(z(p+e)(s), u(s;p +€)) = F(z(p)(s),uls;p +¢)) + F(z(p)(s), ul(s;p + €))
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du(s;p)

—F(a(p)(s), u(s:p)) — Fola(p)(s),u(s:p)S ) (s)e — Fi(a(p)(s), u(s;p»ap’sdsH
> ; / o 2ulsip)
! /n<p) Fy((p)(s); u(s:p) S(p)()e + Fy(w(p)(s), ulsi p) —5 =ed

<

/ o T+ ) ulsip+ )~ FGlp)(s),ulsp+2) = L)) u(ssp)Sp)s)eds

[ Pl + ) — Falp)(s).uls: ) — Flalp)(),ulsi ) 2 s

1(pte) Op
=:52(1)
+ (M Ms + Mg My ) Ini(p+2) = (o)l ]l

=:f3
Dabei bezeichnen Mg, Mp; obere Schranken an die Ableitungen von F'. Diese existieren, da z und u
auf der betrachteten Umgebung beschrankt sind. Mu; ist eine obere Schranke an die Ableitung von
u und Mg eine Abschitzung fir S(p)(s). Letztere kann aus der Definition der Sensitivitdat und der
Beschrianktheit der darin auftretenden Funktionen gefolgert werden. Aus der Differenzierbarkeit von
71(p) in p folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit auf einem kompakten Intervall [p — &, p + €], womit (3

weiter abgeschétzt werden kann.
B3 < BsL. ||e|)? (7.6)

Eine Betrachtung von fSa(t) liefert mit Hilfe des Mittelwertsatzes

/ / F (z su(s;p) + o2 [u(s;p +€) — u(s;p)]) dog [u(s;p + €) — u(s; p)]
71(p) ZIF:{(G'Q)
~Fl(x(p)() U(S;p))aug;mads

Die Taylorentwicklung erster Ordnung von u(s;p) mit Restglied liefert

‘ [ [ o [ b )| - Rttt 25

S/np)/o |Fi(02) — FL(()(s), ulsin))| HH lell+ [[FL(02)]| 1 Ru(e)l] dozds.

Eine genaue Betrachtung von F (02) zeigt, dass dies fiir ||e]| — 0 gegen F),(x(p)(s), u(s; p)) konvergiert,

weshalb fiir kleine ¢ die Differenz durch eine Funktion D (¢) mit Dpy (e) = o(e) abgeschitzt werden

kann. AuBlerdem gilt R, () = O(¢?). Damit folgt
Pa(t) < tDp; (e) My llel| + tMpy || Ru(e) || < Ba(e)|ell + Mg, || Ru(e)]l - (7.7)

Die Abschétzung von (1 (t) kann dhnlich durchgefiihrt werden.

/( + >/ Fy(x(p)(s) + o1 x(p +€)(s) — x(p)(s)], uls;p +€)) don [x(p + €)(s) — x(p)(s)]

=:Fg(01)

—Fy(x(p)(s), u(s; p))S(p)(s)eds||
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N / ( +a)/0 [Fz ()| [[lz(p + ) (s) — 2(p)(s) — S(p)(s)]]| dords
—a(s)

t 1
! /n<p+a> /0 1FL (1) = FL(x(0)(s), u(s; p) | 1S@)(5)]] ]| derads

< My / o(s)ds + Dy () Ms]e]
71(p+e)
t
< Mp, / a(s)ds + Bi(e)e]. (7.8)
T1(p+¢€)
Dabei werden Mg und Dpr (e) mit analogen Argumenten hergeleitet.
Insgesamt kann damit aus den Ungleichungen (7.6)),(7.7) und (7.8) gefolgert werden, dass
¢
as(t) < Mg / . a(s)ds + Bi(e)llell + Ba(e)llell + Mg, | Ru(e)]| + BsLy |l<]*
T1(pte
t
< Mp, /0 a(s)ds + B(e)lel| + Mpg, |[Ru(e)]l, (7.9)

mit B(e) = o(e)

Als néchstes wird eine Schranke fiir a3(t) hergeleitet.

as(t) = [|d(@(p +e)(ry (p+€))) —d(@(p +&)(ry (p)) + d(z(p + &) (17 (1)) — d(z(p)(ry (p)))

—d' (x(p) (77 (1)) | S@) (7 (9) + F((p) (7 (p), u(ry <p>;p>>d751(op ] )
< ’ d(x(p+e)(ry (p+e)) — dx(p+e)(r (p) — d'((p)(ry (P)F(x(p)(ry (p)), u(ry <p>;p>>d751(ap)5

=7

+|Jd(@(p +)(r1 (p)) — d(x(p) (1 (p))) — d'(x(p) (1 (1)) S (P) (71 (p))e]|

-~

=2

Eine Einzelbetrachtung der beiden Summanden unter Anwendung des Mittelwertsatzes liefert

7=

1
/0 d' (z(p +€)(r (p) + o1 [2(p+e)(r (p+e)) —2(p+e)(ry (p))]) do
=:d'(o1)

dr1(p)

e +e)(r (p+e)) —zlp +e)(r ()] — d'(@(p)(ry () F(2(p) (71 (p)), u(r (p);P)) €

<

1 71 (p+e)
/ &(01)do [ / F<x<p+e><s>,u<s;p+s>>ds]
0

71(p)
) o7 P)FE) G (0:p) e

d
71(p) .
dp

< | [ oo dte(e) |22k 1, (0)] ~ el 7 DGO ).l (51:0)
=D'(¢)

< |[D'(e)Mr(e) — d'(x(p)(ry (P))F(x(p)(ry (p)), ulry (p);p))]

d

e [ER{CIRELECT
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Eine Betrachtung der Funktionsargumente zusammen mit der Eigenschaft, dass z(p+¢)(s) fiir s < 71(p)

stetig ist, folgt, dass

lim D'(e) = d'(z(p)(ry (p)))

llel|—0
lim Mp(e) = F(x(p)(m; (p)),u(ry (p);p))

llell—0

gilt. Damit kann ~; fiir hinreichend kleines € geschrieben werden als
M < Gi(e) My [lefl + Ga [|R- (o), (7.10)

mit G1(g) = o(¢) und R, () = o(e?). Fiir 2 gilt

1
Y2 = /0 d' ((z(p)(ry (p) + 02 [2(p + €)(71 (p)) — 2(p) (71 (0)]) doz [2(p + €) (11 (p)) — 2(p) (71 ())]

d'(o2)

—d'(z(p) (7 () S (D) (11 (p))e]|
1
_ /0 d'(02)doy [S(p) (11 (p))e + Rs(e)] — d'(x(p)(ry (2)))S(p) (11 (p))e| -

Die Ersetzung von [z(p + €)(ry (p)) — z(p)(ry (p))] durch [S(p)(r; (p))e + Rs(e)] folgt aus der Aus-
sage von Satz da 7, (p) noch vor der Unstetigkeitsstelle liegt. Weiteres Abschétzen liefert

2 < ||D'(02) = d'(x(p)(ry ()| |S() (i @))|[ llell + [[ D (o2) || I Rs (o)
< G3(e)Ms lel| + Ga || Rs(e)]] - (7.11)

Dabei ist G3(e) = o(c) eine Abschéitzung der Differenz ||D'(02) — d'(z(p)({ (p)))||, die aufgrund der

Stetigkeit von d’ und der Konvergenz des Arguments gegen z(p)(7; (p)) existiert. G4 ist eine obere
Schranke von D’(o2). Fiir Rg gilt Rs(e) = o(g?).

Setzt man die Ergebnisse aus (7.10) und ((7.11]) zusammen, ergibt sich fiir as(t)

as(t) < Gi(e) My [|e]| + G2 [[Rr(e) || + Ga(e) Ms |le]| + Ga || Rs ()|
< G(e) [lell + G2 [[Br(e) | + Ga [ Rs(e)] - (7.12)

Zuletzt wird noch a4 abgeschétzt.

71 (p+e) ‘ B _ . wdri(p)
@) < | [ Pl o))+ s~ a7 ) e () Ty e
01
e+ | dn)
+ /n<p) F(z(p)(s), u(s; p))ds — F(a(p) (11" (p), u(r{ (p); p)) ép €H

62

5y < HMF<p+ &) I (p+ ) — 71 (0)] = Fe()(ri (0)), u(ri (0):))



7.2. PARAMETERSENSITIVITATEN DES IMPULSIVEN SYSTEMS 193

~ [e(o+2) — FGalp) o () 0| | T2 el + Moo+ 2) 1o
< 21(6)| G2 el + ptp- 4+ )
< Dy(E M ] + M1 |- (7.13

Dasich z(p+e¢)(s) fiir s € [11(p); T1(p+¢)) noch vor dem Kontakt befindet, konvergiert die Abschitzung
Mp-(p+¢) fiir € = 0 gegen F(x(p)(ry (p)), u(ry (p);p)), d.h. es gilt Di(e) = o(e).

Fiir o kann analog eine identische Abschitzung durchgefithrt werden. In diesem Fall befindet sich
z(p)(s) fir s € [11(p); T1(p + €)] jedoch nach dem Kontakt, weshalb die Abschétzung sich von rechts der
Unstetigkeitsstelle niihert und gegen F(z(p) (1, (p)), u(m (p); p)) konvergiert. Es existiert ein Da () = o(e)
fir das die Ungleichung

82 < Da(e) My ]| + M || B ()] (7.14)

gilt. Aus den Ungleichungen ((7.13)) und ([7.14)) ergibt sich
ay(t) < Di(e)Mr |lel| + My [|Rr(e)[| + D2(e) M [|e]| + Mz || R-(e) |
< D(e) [lell + D3 [|R-(e)] - (7.15)

Letztendlich kénnen die «;(t),7 = 1, ..., 4 zusammengesetzt werden. Aus den gezeigten Ungleichungen

(7.5),(7.9),(7.12) und ([7.15]) ergibt sich damit

a(t) < A(e)Kallell + Mgy /Ot a(s)ds + B(e)|lell + Mp, | Ru(e)]
+G(e) llell + G2 [[Br (o)l + Ga[|Rs ()]l + D(e) llell + Ds || B (o)
< Mp /Ot a(s)ds + %(e) [lell + T'[|R(e)]] -
Dabei gilt ¥(¢) = o(¢) und R(¢) = o(¢?). Nun kann wie im Beweis von Satz das Gronwall-Lemma
angewendet werden mit z(t) = X(e) [le]| + T'[|[R(e)||, L(t) = Mg und b(s) = I. Daraus resultiert
a(t) < 3(e) lell + T IR(e)|l + Mryt (S(e) llell + T [ R(e)|]) exp (Myt) - (7.16)
Aufgrund der Beschrinktheit von ¢ € [0, ] gilt
Mp:texp (MFg/Dt) < Mp:tyexp (MFétf) = F < o0.

Setzt man dies zusammen mit ([7.16)) in den Zéhler des Grenzwerts aus ((7.4) ein, so erhdlt man aufgrund

der Konvergenzeigenschaften von ¥ und R fiir ||| — 0 das gewiinschte Ergebnis:
%(e) llell + TR + £ (X(e) [lell + Tl R()])

llel|—0 €]l

~ lim o, LB TRE)]
B ||i||ﬂo(1+E)E( )+ el

=0.

Nun miissen noch die Félle 71(p + ) < 71(p) und 71(p) = 71(p + €) betrachtet werden.

Gilt 71(p + ) < 71(p) dndern sich im Beweis einige Integralgrenzen, sowie die Eigenschaft, welche

Funktion sich vor bzw. nach dem Kontakt befindet. In der Abschitzung von a4 konvergieren die
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Grenzwerte von der jeweils anderen Seite gegen den Kontaktpunkt. Daher miissen die gewéhlten Ter-

me der Differenz vertauscht werden.

Gilt 71(p+¢) = 11 (p) verschwinden die mit %I;)(p) multiplizierten Terme in AS(p)(71(p)), sowie die
zugehorigen Integrale in der Darstellung der Zusténde. O

Bemerkung 7.7: Abzdhlbar viele Kontaktpunkte

Die Aussage aus Satz(7.6|gilt auch fiir abzihlbar viele Kontaktpunkte 7;(p), ¢ € IN. Es kann dann
sukzessive fiir Intervalle [t;_1,t;] mit ¢; € [1i(p), Ti+1(p)], 7 € IN, mit 79 = 0 vorgegangen werden.

Der Anfangswert der Sensitivitéit in jedem Intervall ist dabei der Endwert des Vorherigen, vgl.

Satz (7.1 mit A;(p) = x(p)(t;).

Satz liefert die Existenz der Sensitivitdt zu allen Zeitpunkten aufler in den Kontaktpunkten.
Wird angenommen, dass kein dauerhafter Kontakt tiber ein endliches Zeitintervall auftritt, so gilt

die folgende Aussage fiir den Funktionenraum:

Satz 7.8: Lo,—Sensitivitit fiir impulsive Dynamik mit endlich vielen Kontakten

Gelten die Voraussetzungen von Satz mit endlich vielen Kontaktpunkten 7;(p), i = 1,..., K,
mit £ € IN, dann existiert die Sensitivitat S(p) € BV ([0,t7], R" x R™) bzgl. der Lo.-Norm.

Beweis: Die Aussage folgt aus der Definition der Lo,-Norm. Da Nullmengen nicht beriicksichtigt
werden und jede endliche Teilmenge von R eine Nullmenge ist, wird das Supremum lediglich iiber die
Punkte t # {7;(p),i =1, ..., K} gebildet.

Dass S(p) € BV([0,t¢],R" x R"™) gilt, folgt aus der Beschranktheit der einzelnen Spriinge. Die
auftretenden Funktionen sind jeweils beschrinkt und da nur endlich viele Sprungstellen auftreten,

kann die Eigenschaft direkt gefolgert werden. O

Bemerkung 7.9: L,.-Norm fiir abzidhlbar viele Kontaktpunkte

Damit die Summe aller Spriinge endlich bleibt, muss fiir abzahlbar viele Kontaktpunkte analog

zu Satz [6.39] eine Dissipativitit der Kontakte gefordert werden.

Gegenbeispiel fiir die Differenzierbarkeit bei Beriihrpunkten

Bei den bisherigen Sétzen wurde sich lediglich auf das Auftreten von Kontaktpunkten mit echtem

Nulldurchgang beschréinkt. Es wird stets gefordert, dass

< o(#p)(r)) #0

in den Kontaktpunkten gilt. Diese Eigenschaft ist im Beweis von Satz fiir die Existenz von d%}gm
wichtig. Dass im Falle eines Beriihrpunkts eine Differenzierbarkeit bzgl. der Steuerung nicht gegeben

ist, zeigt das folgende Gegenbeispiel.
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Dabei wird sich hier auf ein nicht vom Zustand abhéngiges Beispiel bezogen. Es gelte die Differenti-

algleichung
E(p)(t) = 2(1—p)

mit Anfangsbedingung

Fiir p = 0 ergibt sich die Losung als
welche den eindeutigen Beriithrpunkt

besitzt. Da fiir die Ableitung des Zustands
z(0)(t) =2(t—1)

gilt, handelt es sich bei dem Kontakt um einen Beriihrpunkt, da

S olap)(1)) = 0

gilt. Fiir p = € > 0 ergibt sich die Zustandstrajektorie vor dem Kontakt zu
z(e)(t) = —et? + (t — 1)%

Der Kontaktzeitpunkt lautet

Die Geschwindigkeit ergibt sich
z(e)(r(e)) = —=2e7(e) + 2(7(e) — 1) < 0,

weshalb eine unstetige Zustandsdnderung der Geschwindigkeit notwendig ist, um die Zuléssigkeit der

Losung beizubehalten. Es gilt demnach
-+
" (e)(r(e)) > 0.
Die Geschwindigkeit fiir ¢ > 1 > 7(¢) lésst sich damit nach unten abschétzen durch

i(e)(t) > / 21 —e)do =21 —e)(t — 7(e)) = 2(1 — &) (t _ 1—<€)>

1—¢
7(e)
=2(t—1—et++e) =a(0)(t) — 2et + 2v/e.

Dies zeigt, dass & fiir t > 1 nicht bzgl. p differenzierbar sein kann.
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7.3 Vergleich mit Sensitivitéitsresultaten hybrider Systeme

Um einen Zusammenhang mit den bekannten Ergebnissen der Sensitivitdtsanalyse hybrider Systeme
zu erhalten, werden diese mit den Aussagen der vorangegangenen Sitze in Verbindung gebracht. Dafiir
werden die Resultate aus [Burger und Gerdts, 2016,/Galan et al., 1999 und [Pfeiffer, 2008] herangezo-

gen.

Der kontinuierliche Fall aus Satz spiegelt lediglich die Sensitivitit der Riemann-Integralgleichung
bzgl. der Steuerung wider. Die dquivalente Formulierung als Differentialgleichung mit entsprechendem
Anfangswert wird in |Pfeiffer, 2008, Satz 4.4] vorgestellt.

Satz stellt eine Formulierung der Ergebnisse aus |Galan et al., 1999, Bemerkung 3], sowie [Burger
und Gerdts, 2016, Kapitel 8.2] in Integralform dar. Von dort wurde auch die Sprungbedingung an die
Sensitivitdt iibernommen. Die Regularitdtsbedingung %g(:ﬁ(u)(ﬂ # 0 garantiert dort ebenfalls die

Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrfunktion in einer Umgebung des Kontaktpunkts.

Das Gegenbeispiel der Differenzierbarkeit bei Beriithrpunkten stellt gerade eine Verletzung dieser Re-
gularitdtsbedingung dar. Da in diesem Fall der Beriihrpunkt fiir eine Verédnderung der Steuerung zu
einem echten Kontakt werden oder verschwinden kann, ist hier die Differenzierbarkeit bzgl. u nicht

mehr gewéhrleistet.

Durch diesen Vergleich wird deutlich, dass die Resultate groBe Ahnlichkeit aufweisen, was selbst-
verstandlich an der dquivalenten Formulierung des Riemann-Stieltjes-Systems als hybrides System
liegt. Mit der vorgestellten Methode wird die bestehende Theorie damit auf eine bisher nur wenig

betrachtete Problemklasse der Parametersensitivitdten bei Integralgleichungen erweitert.

7.4 Numerische Berechnung optimaler Steuerungen impulsiver Sys-

teme

Nun werden, aufbauend auf die Simulation, verschiedene Verfahren zur Berechnung optimaler Steue-
rungen fiir impulsive Systeme mit Riemann-Stieltjes-Integralen vorgestellt. Fiir die Berechnung wird
die in Kapitel vorgestellte zusammengesetzte Newton-Cotes-Quadratur verwendet. In dieser Ar-
beit wird sich zudem lediglich auf die Betrachtung diskretisierter Steuerungen beschriankt. Die Steue-
rung ist auf einem hier als dquidistant angenommenen Gitter G, = {t; | =0,...,M} mit M € N
Steuerungsintervallen der Linge H = % dargestellt. Auf diesem Gitter kann die Steuerung, wie
in Kapitel vorgestellt, durch Splines abgebildet werden. Es wird sich auf einen Spline der Ord-
nung k = 1, also auf stiickweise konstante Steuerungen, beschréankt. Damit wird die kontinuierliche

Steuerung u : [to,tf] — R™ approximiert durch
u(t) = u(t;u) =y, fiirt € [ti,ti+1) ,

mit den Steuerungsparametern

u = [ug,uy,...,upr_q1] € UM,

Fiir die Definition von U wird auf Gleichung (3.2.1]) verwiesen.
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Das Optimalsteuerungsproblem besitzt damit folgende Gestalt:

Problem 7.10: Optimalsteuerungsproblem des diskretisierten impulsiven Systems

Gegeben sei ein impulsives System aus Definition [6.36] mit gegebenen Diskretisierungsschritt-

weiten H. Das Optimalsteuerungsproblem besitzt die Form:

min  J) = [ f(z(t),u)dt,

ueUM to

u.d.Nb. z(t) =z +/ F(x(r),u(t;u))dr + [ G(z(r))da[z](T),

to to
zo = x(0)

U; € [Uminvuma:(;] , =0, M —1.

\. J

Die unilateralen Beschrinkungen sind hier vollstéindig im Stieltjes-Anteil der Systemdynamik verbor-

gen.

In jedem Intervall [t;,¢;+1] wird der Zustand auf einem ebenfalls #dquidistanten Subdiskretisierungsgit-
ter Gy = {7;; | j =0, ..., N} mit Schrittweite h = £ berechnet. Die Zustinde auf dem Steuerungsgitter
berechnen sich wie in Gleichung (6.31]) vorgestellt.

Die Probleme, die sich bei der Berechnung optimaler Steuerungen fiir obiges Problem ergeben resul-
tieren aus der Unstetigkeit des Zustands in der Geschwindigkeitskomponente bei der Kollision mit
einer Beschrinkung. Damit sind die Voraussetzungen fiir klassische Optimierungsverfahren, wie sie
auszugsweise in Kapitel [4] vorgestellt wurden, nicht erfiillt. Selbst Optimierungsalgorithmen fiir nicht-
differenzierbare Probleme, wie Bundle- und Trust-Region-Verfahren, benttigen eine stetige Funktion,
die fast iiberall differenzierbar ist, vgl. [Schramm, 1989,|Clarke, 2013|. Deshalb werden im Folgenden

einige neue Ansétze fiir die Problematik vorgestellt und erste Ergebnisse prisentiert.

7.5 Gradientenbasierte Optimierung

7.5.1 Projiziertes Gradientenverfahren

Die vorgestellten Methoden basieren auf dem projizierten Gradientenverfahren, vgl. [Geiger und Kan-
zow, 1999, Gerdts und Lempio, 2011]. Obwohl das vorliegende Problem nicht die notwendigen Re-
gularitétseigenschaften erfiillt, lassen sich damit trotzdem Verfahren konstruieren, die die Kosten
reduzieren. Das Verfahren kann mit folgendem Algorithmus beschrieben werden, wobei eine Armijo-

Liniensuche angewandt wird.

Algorithmus 7.11: Projiziertes Gradientenverfahren

(0) Berechne J(ul?) fiir eine Startschiitzung ul® der Steuerung und setze k = 0, e, 8,0 € (0,1).
(1) Berechne V.J(ul*)).

(2) Berechne " = Projy(ul®l — v.J(ul*)).

(3) Setze d = alkl — ul#,

(4) Ist ||d|| = 0, STOP.
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(5) Fiihre eine Armijo-Liniensuche durch:
(a) Setze j = 0.
(b) Falls J(ul + g7 . d) < Jul*) — 5 - 57 - VJI(ul¥)Td gehe zu (7).
(c) Sonst: Setze j = j + 1 und gehe zu (a).

(6) Setze ulFtl =ulkl + 37d k =k + 1 und gehe zu (1).

Hierbei bezeichnet Projy die elementweise Projektion von u auf die zulédssige Menge U. Das Ab-
bruchkriterium in Schritt (4) ist &quivalent zum Optimalitéatskriterium aus Satz In einem lokalen
Minimum verschwindet entweder der Gradient, oder der betrachtete Punkt befindet sich am Rand des
zuléissigen Bereichs und der Gradient zeigt orthogonal aus diesem heraus. Numerisch wird Bedingung
(4) mit Hilfe einer zu unterschreitenden Schranke realisiert. Wenn der zuldssige Bereich konvex ist, so
ist ul¥l + 87 d automatisch ein zuléssiger Punkt. Zusitzlich kann noch ein Abbruchkriterium eingefiihrt
werden, wenn die Armijo-Schrittweite zu klein wird und somit keine Veriinderung des aktuellen ul¥!
stattfindet.

Nun stellt sich hier die Frage, wie die Ableitung V.J (ul*) berechnet werden kann. Auch wenn in Satz
eine explizite Formel zur Berechnung der Parametersensitivitéit gezeigt wurde, werden nun zwei alter-
native Methoden vorgestellt dies durchzufiihren. Die Erste besitzt einen intuitiven Zugang, ist jedoch
lediglich fiir eine eingeschriankte Klasse an Zielfunktionen anwendbar, wohingegen die zweite Metho-
de, die ein Glédttungsverfahren zur Gradientenberechnung verwendet, auch allgemeine Zielfunktionen

nutzen kann.

7.5.2 Gradientenberechnung aus Stufenkosten

Der erste hier betrachtete Ansatz beschriankt sich auf Probleme, deren Zielfunktionen durch kontinu-

ierliche Kosten vom Lagrange-Typ dargestellt werden, d.h. es gilt:

ty
J(u):/f(x(t),u)dt.

Die Zielfunktion sei als monoton steigend angenommen: f(z,u) > 0. Diese wird mit Hilfe der in Kapitel
B:2.2] erlduterten Transformation in eine Zielfunktion vom Mayer-Typ umformuliert, indem der neue

Zustand x ;(t) eingefiithrt wird, der folgender Differentialgleichung geniigt:
2/ (t,u) = f(x(t),n), mit z;(0)=0.

Damit kann die Zielfunktion mit Hilfe der Stufenkosten j;(u) geschrieben werden als

= 2 (tin, ) — 2 (ts, ) = 9 2
J(u)sz(tﬁu):HZ I :HZ% (W) =H [j()llz,
=0 =0

=57 (u)

wobei j(u) := [jo(u), j1(w), ..., jar—1(u)] " gilt. Die j; beschreiben die Anderungsrate, also die gemittelte
Steigung der Zielfunktion im Intervall [t;, ¢;+1]. Da eine Skalierung der Zielfunktion keinen Einfluss auf

die optimale Losung hat, wird J(u) mit dem Faktor ﬁ multipliziert und man erhélt

1. .9
T =3 13,
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Der Gradient der Zielfunktion ergibt sich aufgrund der speziellen Form zu

welcher in Algorithmus [7.11] verwendet werden kann.

Bemerkung 7.12: Grenzen der Anwendbarkeit

An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Methode lediglich dann angewendet werden kann,
wenn die Stufenkosten keine Beschleunigungen von Kérpern approximieren, die impulsive Ande-
rungen erfahren. Da das impulsive Verhalten eine sprunghafte Anderung der Geschwindigkeit

verursacht, kann dies nicht durch die diskrete Betrachtung an den Stiitzstellen wiedergegeben

werden. Eine Methode dies noch einzuarbeiten wird in [7.6.1] beschrieben.

Berechnung des Gradienten

Nun soll darauf eingegangen werden, wie V.J(u) berechnet werden kann. Dafiir wird eine Sensitivitéts-
matrix aufgestellt, die mittels Differenzenquotienten bestimmt wird. Es wird in der diskretisierten
Steuerung jeweils ein Element u;, ¢ = 0, ..., M —1, variiert und die Veréinderung der jx, kK =0, ..., M —1,
betrachtet.

y dj :
S =j(u) = —(u) = lim

~ du 5—0

Jj(a+6;) —j(u)]
0i i=0..M—1 7

wobei 6; € RM hier den Vektor bezeichnet, der an der Stelle i den Eintrag § > 0 hat und sonst nur

Nulleintréige besitzt. Um die j;(u) zu bestimmen muss fiir jedes ¢ die Dynamik ausgewertet werden. S
ergibt sich als untere Dreiecksmatrix, da die Verédnderung von u; fiir ¢ > k keinen Einfluss auf ji(u)
hat. Unter Ausnutzung dieser Eigenschaft lisst sich die Berechnungszeit deutlich reduzieren. Zusétzlich
handelt es sich um ein voll parallelisierbares Verfahren, wodurch die Berechnungszeit weiter verringert
werden kann. Alternativ konnen anstelle des Differenzenquotienten in Vorwértsrichtung auch zentrale
Differenzen verwendet werden, d.h.

Ju+6i) —j(u—19)

du 6—0 25@ i=0..M—1 '

7.5.3 Beispiele
Stufeniiberfahrt eines Viertelfahrzeugs

Das erste Beispiel stellt eine Uberfahrt eines Viertelfahrzeugs iiber eine Stufe mit Hohe 0.05m dar.
Aufgrund der hohen Geschwindigkeit und der schnellen Anderung des Fahrbahnprofils tritt Kontakt-
verlust zwischen Reifen und Fahrbahn auf. Hier wird nun mir Hilfe des oben beschriebenen Algorithmus
eine Komfortoptimierung des Fahrzeugs berechnet. Die approximierte Zielfunktion von hat die
folgende Gestalt:

Zp(tit1) — Z(ti)
J(u) ; 7
In den Abbildungen - sind die optimierte Trajektorie, sowohl im Zustandsraum als auch im
Raum der verallgemeinerten Koordinaten dargestellt. Auf die Position und Geschwindigkeit in -
Richtung wurde verzichtet, da sich die Skalen hier zu sehr unterscheiden und die Vertikalbewegung

nicht mehr sichtbar wére. Bei der Zustandsraumdarstellung ist ebenfalls die urspriingliche Trajektorie
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mit konstanter Steuerung eingezeichnet. Es wird deutlich, dass die Komfortoptimierung die Schwin-

gung des Aufbaus verlangsamt.

0.15

0.1

y-Position [m]

0.05

-0.05

-
~— ———
S = o e

x-Position [m]

Abbildung 7.1: Trajektorie der ungesteuerten (gestrichelt) und der optimierten (durchgezogen) Stufeniiberfahrt
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Abbildung 7.2: Darstellung der verallgemeinerten Koordinaten iiber der Zeit
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In Abbildung ist der Frequenzgang der Aufbaubeschleunigung vor und nach der Optimierung dar-
gestellt. Die reduzierten Amplituden, besonders im niederfrequenten Bereich, werden deutlich sichtbar.
Der Vergleich der Entwicklung der jeweiligen Zielfunktion ist in der unteren Abbildung von ZU se-

hen. Die berechnete optimale Steuerung ist in der oberen Grafik dargestellt.

\ — % =(1,0,0,0)
\ —--£=(0,0,0,1)

Amplitude

Frequenz (Hz)

Abbildung 7.3: Frequenzgang der ungesteuerten (gestrichelt) und der optimierten (durchgezogen) Stufeniiber-
fahrt
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Abbildung 7.4: Oben: Optimale Steuerung, unten: Vergleich der Zielfunktionsentwicklung bei konstanter (ge-
strichelt) und optimierter (durchgezogen) Steuerung

In Abbildung [7.5] wird die Entwicklung der Zielfunktion iiber die Iterationen des Algorithmus abgebil-
det. Die Abnahme der Zielfunktion, sowie die Konvergenz des Algorithmus gegen sein Optimum wird
deutlich wiedergegeben. Die Abbruchbedingung (4) aus Algorithmus verringert sich hier lediglich
bis zur Ordnung 1073, weshalb wegen einer zu kleinen Armijo-Schrittweite abgebrochen wird. Die

Verringerung von ||d|| ist jedoch festzustellen.



202 KAPITEL 7. OPTIMALE STEUERUNG IMPULSIVER SYSTEME
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Abbildung 7.5: Entwicklung des Zielfunktionswerts im Laufe der Optimierungsroutine

Schwelleniiberfahrt eines Halbfahrzeugs

Nun wird das Beispiel aus Kapitel [6.6.4 herangezogen um eine Komfortoptimierung durchzufiihren. Die
Trajektorie ist in Abbildung[7.6] ebenfalls im Vergleich zu ihrem urspriinglichen Verlauf fiir konstantes
u dargestellt. Durch die optimierte Steuerung werden auch hier Beschleunigungen vom Aufbau in die
Reifen tibertragen. Auch die absolute Auslenkung des Aufbaus wurde zu Lasten der Reifenauslenkung

deutlich reduziert.
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Abbildung 7.6: Trajektorie der ungesteuerten (gestrichelt) und optimierten (durchgezogen) Schwelleniiberfahrt

Der Verlauf der berechneten Steuerung ist in Abbildung [7.§ zu sehen. Ein einfaches weich Stellen des
Dimpfers geniigt aufgrund der zeitversetzten Uberfahrt des Vorder- und Hinterrads nicht mehr als
identifizierbares Grundelement. Im unteren Diagramm ist die zeitliche Entwicklung der Zielfunktion

dargestellt. Der Zielfunktionswert wurde hier um etwa 15% verbessert.
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Abbildung 7.7: Ausgewihlte Zustinde des Halbfahrzeugs dargestellt iiber der Zeit
Die Entwicklung der Verbesserung im Laufe der Iterationen ist in Abbildung[7.9]abgebildet. Auch hier

wird die Konvergenz gegen ein zumindest lokales Optimum sichtbar. Was im Laufe der Optimierung

nicht beobac

htet werden kann, ist eine Konvergenz der Gradientennorm gegen 0. Dass trotzdem ein

konvergentes Verhalten auftritt erinnert an die Minimierung nicht differenzierbarer Funktionen.
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Abbildung 7.8

: Oben: Optimale Steuerung fiir Vorder- (durchgezogen) und Hinterrad (gestrichelt), Unten: Ver-

gleich der Zielfunktionsentwicklung bei konstanter (getrichelt) und optimierter (durchgezogen) Steuerung
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Abbildung 7.9: Entwicklung des Zielfunktionswerts im Laufe der Optimierungsroutine

Zuliassigkeit

Es stellt sich die Frage, ob die Gradientenapproximation zuldssig ist. Ob die berechnete Richtung
eine gute Approximation des Gradienten darstellt, kann hier nicht beantwortet werden. Jedoch liefert
es eine Abstiegsrichtung, die in Kombination mit der Schrittweitensteuerung eine Verringerung des

Zielfunktionswerts bewirkt.

Bei der Konvergenz des Verfahrens verhélt es sich meist so, dass die Abbruchbedingung aus Algo-
rithmus [7.11] zwar kleiner wird, jedoch nicht unter die eingestellte Schranke sinkt. Meist wird das
Verfahren aufgrund einer zu kleinen Armijo-Schrittweite beendet. Dies liegt wohl daran, dass lediglich
ein Element des Subdifferentials berechnet wird, vgl. Satz und somit das Abbruchkriterium nicht
detektiert wird.

7.6 Gradientenberechnung mit Hilfe von Mollifiern

Da, wie bereits erwidhnt, die vorgestellte Gradientenapproximation mit Hilfe von Stufenkosten und
finiten Differenzen lediglich fiir bestimmte Zielfunktionen angewendet werden kann und es keine theo-
retische Grundlage fiir die Gradientenberechnung und deren Zuléssigkeit gibt, wird nun ein weiteres

Verfahren vorgestellt.

7.6.1 Glattung mit Hilfe von Mollifiern

Um eine Optimierung des unstetigen Systems zu erméglichen wird im Folgenden die Bestimmung des
Zielfunktionsgradienten, sowie die Aufnahme kontaktbehafteter Beschleunigungsterme in die Zielfunk-
tion mit Hilfe so genannter Mollifier bzw. Glidttungskerne durchgefiihrt. Die hier vorgestellten Satze
und Definitionen sind in [Showalter, 1977,|La Torre und Rocca, 2004] und |[Ermoliev et al., 1995 zu
finden.
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Glattungskerne

Zuerst werden die notwendigen Definitionen eingefiihrt, beginnend mit der Definition eines Mollifiers.

Definition 7.13: Mollifier, Familie von Mollifiern, Familie gemittelter Funktionen

e Eine Funktion vy : R" — IR(J{, 6 € RT, heifit Mollifier oder Gliattungskern, wenn sie
folgende Eigenschaften erfiillt:

— [ vo(z)dz =1
Rn
— supp g :={z € R" [ ¢g(2) > 0} C By(0)
e Eine Familie von Mollifiern ist eine Folge von Mollifiern 1y, mit klim 0, — 0.
—00

e Gegeben sei eine lokal integrierbare Funktion f : R™ — R. Eine Familie gemittelter Funk-
tionen { fg,,0r € R} wird definiert durch

fole) = / oz = )y (o) = / B 5= 2l = £l
R" R"

Im Grunde stellen Mollifier spezielle Dichtefunktionen dar. Hiufig wird die Gauf$’sche Dichtefunktion

verwendet, da diese zusétzlich noch aus C*°(R) ist.

Beispiel 7.14: Beispiele fiir Mollifier

Hier sollen zwei hiufig verwendete Klassen von Mollifiern vorgestellt werden, die selbst sehr

unterschiedliche Stetig- und Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen.
e Die Familie der Standard Mollifier ist definiert durch

C 92
g2 <P (W) , =l <6,
0, =] = 6,

Yo(z) =

mit C' € R, s.d. [z, ¥e(x)dz = 1. Die so definierten Funktionen stellen eine Klasse von

C*°(R")-Funktionen dar.

e Die Steklov-Mollifier
9%, ‘max |z;| < g,

wa(x) — i=1,....,n

0, sonst,

hingegen sind nicht einmal stetig, konnen jedoch trotzdem zur Funktionsapproximation

verwendet werden.

Eine Frage, die bei der Glattung von Funktionen im Raum steht, ist, ob und wie die Approximationen

gegen die urspriingliche Funktion konvergieren. Der folgende Satz beantwortet dies fiir den Fall, dass

die Ursprungsfunktion stetig ist.

Satz 7.15: Konvergenz der geglitteten Funktion

Sei f: R™ — R stetig und { fy, ,0r € R} eine Familie gemittelter Funktionen, dann konvergie-
ren die fy, gleichmiBig gegen f, d.h. fy, (xr) — f(x) fiir alle 2, — x, k — oo.
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Ist die zu glidttende Funktion nicht stetig, kann nicht erwartet werden, dass eine gleichméflige Konver-
genz von fy, gegen f erfiillt ist. In [Ermoliev et al., 1995] werden Konvergenzkriterien fiir unterhalbste-
tige Funktionen gezeigt, auf die hier nicht naher eingegangen werden soll. Fiir den hier vorherrschenden
Anwendungsfall geniigt folgender Satz, siche [Showalter, 1977], der eine Konvergenz in der LP-Norm

garantiert.

Satz 7.16: Konvergenz fiir LP-Funktionen

Sei f € LP(R) mit 1 < p < oo gegeben und {fp, ,0r € R} eine zugehorige Familie gemittelter
Funktionen, dann gilt || fo, [Lrr) < [|fllzr(wr) und || fo, — fllzpw) — O fiir & — oo.

Die Idee, gemittelte Funktionen als Approximation zu verwenden, basiert auf der einfachen Bestim-

mung ihrer Ableitung.

Satz 7.17: Differenzierbarkeitseigenschaften der gemittelten Funktionen

Gegeben sei ein lokal integrierbares f : R™ — R, sowie stetig differenzierbare Glittungskerne
g, € C1(R), dann sind auch die gemittelten Funktionen f stetig differenzierbar und der

Gradient kann folgendermaflen geschrieben werden:

Vfo(z) = / £ () V(e — y)dy.
R

Diese Eigenschaft basiert auf der jeweiligen Darstellung des Faltungsintegrals. Je nachdem, wie der
Glattungskern gewihlt wird, kann seine Ableitung Vg analytisch angegeben werden um das Integral

zu bestimmen.

Das Mollifier-Subdifferential

Definition 7.18: Mollifier-Subdifferential

Sei f : R™ — R lokal integrierbar und fp,,k € IN eine Familie gemittelter Funktionen, die aus
der Faltung mit der Folge 14, ,k € IN hervorgeht. Dabei gilt klim 0 — 0. Unter der Annahme,
—00

dass fg, € C! gilt, definiert sich die Menge des 1-Mollifier-Subdifferentials von f im Punkt x

als
Opf(x) := limksup {Vfo,(xk) | K — x}.
Die Menge
duf(z) :=J0uf ()
P

bezeichnet die Menge des W-Mollifier-Subdifferentials, wobei die Vereinigung iiber alle v, die

glatte gemittelte Funktionen erzeugen, gebildet wird.

Die Menge 0y f(x) bildet eine abgeschlossene Menge, die von der konkreten Wahl des Gliattungskerns
1 abhingt. Die Menge Oy ist als Vereinigung iiber alle zulissigen Mollifier, die eine C' Funktion

liefern, ebenfalls abgeschlossen und héngt nicht mehr von einem bestimmten Glattungskern ab.
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Fiir Optimierungsverfahren ist die folgende Aussage interessant, da sie eine notwendige Bedingung fiir

ein lokales Minimum liefert.

Satz 7.19: Notwendige Bedingung lokaler Minima

Sei f : R™ — R stark unterhalbstetig und lokal integrierbar und {ty,} eine beliebige Folge
glatter Mollifier, dann gilt 0 € 9y f(2*), wenn z* ein lokales Minimum von f ist.

In [Ermoliev et al., 1995] wird folgende Beziehung zum Clarke’schen Subdifferential gezeigt.

Satz 7.20: Zusammenhang 1-Subdifferential zum Clarke’schen Subdifferential

Sei f: R™ — R unterhalbstetig und lokal integrierbar, dann gilt

co Oy f(x) C Ouf(x) C Ocf(z),

wobei Jc f(z) das Clarke’sche Subdifferential bezeichnet. Wenn zusétzlich f lokal Lipschitz-
stetig ist, so gilt
co Oy f(z) = Ou f(z) = Oc f ().

.

Der Beweis dazu kann in [Ermoliev et al., 1995] gefunden werden.

In [Mahdavi-Amiri und Yousefpour, 2011 wird aufbauend auf dieser Aussage das Clarke’sche Subdif-

ferential mit Hilfe von Mollifier-Subgradienten approximiert.

7.6.2 Glattung der Zustinde fiir erweiterte Zielfunktionen

Wie bereits erldautert, ist es mit der in Kapitel vorgestellten Formulierung nicht moglich die
Beschleunigungen der kontaktbehafteten Korper in die Zielfunktion einzubeziehen. Dies liegt daran,
dass die Unstetigkeiten in der Geschwindigkeit dafiir verantwortlich sind, dass diese lediglich fast
iiberall existieren. Ein Ignorieren der Spriinge erscheint auch nicht sinnvoll, da in diesen Punkten
die groBiten Beschleunigungen vorherrschen. Eine erste Anwendung der vorgestellten Glattungskerne
ergibt sich daraus, die Geschwindigkeit durch eine stetig differenzierbare Approximation zu ersetzen,

die im Grenzfall (6 — 0) gegen die unstetige Trajektorie konvergiert.

Die Geschwindigkeiten ¢ sind Funktionen beschrinkter Variation und lassen sich als Differenz zweier
monoton wachsender Funktionen darstellen. Monoton wachsende Funktionen sind integrierbar, und
somit gilt auch ¢ € Li([to,t¢]). Kombiniert man diese Eigenschaft mit Satz so erhilt man die

Konvergenz der gemittelten Approximationen gegen die unstetige Ursprungsfunktion in der Li-Norm.

Die Ableitung der Geschwindigkeit kann damit ebenfalls mit Hilfe der Ableitungsregel fiir gemittelte

Funktionen bestimmt werden:

d . . d
Cilt) = lim o, (1) = Jim / (s~ 1yt
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Beispiel der Zustandsmittelung

Dieses Beispiel soll die Konvergenz des Glattungsverfahrens und der berechneten Ableitungen fiir
ein Viertelfahrzeug zeigen. Dafiir wird eine Stufeniiberfahrt betrachtet und die Geschwindigkeiten
mit einer Familie von Standard-Mollifiern v, nach Beispiel gemittelt. Die 0, werden dabei als
0, = %L k € Ny gewdhlt. Die Konvergenz ist in Tabelle in verschiedenen Normen dargestellt.

ok »
b o = o |, | llow = v ], | o= vuva |,
0 2.5890 - 10° 4.3603 - 107! 6.3421-107!
1 2.6116 - 10° 4.2560 - 1071 6.2539 - 10~ !
2 2.6350 - 10° 3.0883 - 10! 3.9431-1071
3 2.6287 - 10° 1.7479 - 1071 1.9768 - 10~ *
4 2.5833 - 10° 9.5911 - 102 9.6487 - 1072
5 2.4713 - 10° 4.8543 - 1072 3.7707 - 1072
6 2.2382 - 10° 2.3224 - 1072 1.5896 - 102
7 1.7862 - 10° 1.0661 - 102 3.8070 - 1073
8 1.0646 - 10° 5.0784 - 1073 3.7800 - 10~*
9 5.3239 - 107! 2.5391-1073 9.4526 - 107°
10 2.6620 - 10! 1.2696 - 1073 2.3631-107°
11 1.3310 - 1071 6.3477- 1074 5.9079 - 10~
12 || 6.6549-1072 3.1738 1074 1.4770 - 1076
13 || 3.3274-1072 1.5868 - 1074 3.6924 - 1077
14 1.6637 - 102 7.9334.107° 9.2302 - 1078
15 || 8.3185-1073 3.9660 - 107° 2.3070 - 1078

Tabelle 7.1: Konvergenz der gemittelten Funktion gegen die Ursprungsfunktion gemessen in verschiedenen Nor-

men

In den Abbildungen - sind ausgewéhlte Schritte der Familie gemittelter Funktionen darge-
stellt. Im jeweils oberen Koordinatensystem ist die urspriingliche unstetige Geschwindigkeit des Reifens
und ihre stetig differenzierbare Approximation, im unteren die iiber die Ableitung des Gléattungskerns
berechnete Beschleunigung des Reifens abgebildet. Die Beschleunigung nimmt im Grenzfall ein schein-
bar singulédres Verhalten an, jedoch ist die Funktion in jedem Punkt stetig differenzierbar, da zur
Mittlung die C°°-Standard-Mollifier verwendet wurden. Das Integral des Quadrats dieser Funktion
kann somit zumindest theoretisch als Handlingkriterium in die Zielfunktion aufgenommen werden,

was ohne die Glédttung nicht moglich war.

7.6.3 Glattung der Zielfunktion

Zusétzlich ist es mit diesen Informationen moglich die Ableitung der Zielfunktion J(u) zu bestimmen
und die in Kapitel vorgestellte Berechnung tiber finite Differenzen durch ein theoretisch fundiertes
Verfahren zu ersetzen. Aufgrund der in[7.2) gezeigten Eigenschaften sind die Zusténde x bzgl. u Hélder-
stetig. Diese Eigenschaft tibertrégt sich auch auf die Zielfunktion, wie der folgende Satz zeigt.
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Abbildung 7.10: Vergleich der gemittelten Geschwindigkeit mit zugehoriger Beschleunigung mit der urspriingli-
chen unstetigen Geschwindigkeit

Satz 7.21: Holderstetigkeit der Zielfunktion

iy
Gegeben sei ein Zielfunktional J(u) = [ f(¢,2(u)(t), u)dt mit Lipschitz-stetigem f bzgl. aller
¢

0
Argumente. Der Zustand z(u)(t) sei Holder-stetig bzgl. u, dann ist auch J(u) Holder-stetig.

Beweis: Der Beweis kann durch direktes Einsetzen der Eigenschaften von f und x gefithrt werden.

Hier ist der Einfachheit halber f wieder als autonom vorausgesetzt.

HJm%—ﬂu+@H=‘

fﬂﬂ@@%@—f@m+ewxu+@&H

to

ly Ly
<l W@mmmw—fuwxmu+@wu+l 1 (()(t),u+ ) — Flau+ &) (t),u+ )] dt

0 0

g/tfLu||5||dt+/foHa:(u)(t)—x(u—l—e)(t)” dt

0 to

1 1
< (ty —to) (Lallell + LaK (Jlell + lell? ) ) < Allell + Bllell?

O

Mittelt man J(u) nun bzgl. u, so konvergiert die gegléttete Zielfunktion Jp, gleichméaflig gegen J, was
direkt aus der Stetigkeit mit Hilfe von Satz [7.15] folgt. Damit kann die Gradientenberechnung fiir ein
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Abstiegsverfahren durch die Berechnung des folgenden Grenzwerts ersetzt werden:

OpJ(u) > VJ(u) = kli_)m VJp, (u) = kli_)m J (1) Vg, (v — u)do, (7.17)

wobei hier M, die Anzahl der unabhingigen diskretisierten Steuerungen, der Optimierungsparame-
ter, darstellt, d.h. M, = M - n,. Dies entspricht der Approximation eines Elements des Mollifier-
Subdifferentials aus Definition Gilt zusétzlich noch, dass J(u) lokal Lipschitz-stetig ist, so kann
der Gradient direkt mit Hilfe der Steklov-Mollifier dargestellt werden. Es gilt

M. u1+9/2 ui,1+9/2 ui+1+9/2 quu-‘r@/Q
- 1
V(W) = _eigt
=1 u;—6/2 u;—1—0/2u;41—-6/2 upn, —0/2
1 0 0
9 J u1,...,ui_1,ui+§,ui+1,...,uMu —J ul,...,ui_l,ui—§,ui+1,...,uMu (7.18)

dupy, - - - dujyg duj—q - - - duy.

Wie die Gleichungen ([7.17) und ([7.18)) zeigen, ist die Berechnung fiir grole M, sehr recheninten-
siv, da fiir jede Dimension M,, — 1 Integrale hintereinander ausgefiihrt werden miissen. Die einzelnen
Dimensionen sind jedoch parallel berechenbar, wodurch mit ausreichend Rechenkernen die Gradien-

tenberechnung stark beschleunigt werden kann.

Eine Approximation der Integrale mit Hilfe der Trapezregel, was aufgrund des in der Regel sehr kleinen
Integrationsintervalls eine probate Néherung darstellt, ergibt sich fiir die Elemente des Gradienten die

Berechnungsformel

oIm) 1 o 0 o 0
8ui —sz Z J<uj+(5]2,uz+2>—J<UJ+5]2,U1—2>

de{-1,1}Mu—1

1 0

se{—1,1}Mu

Dabei ist die Schreibweise hier so zu verstehen, dass die Summe {iber alle méglichen —1, +1 Kombi-
nationen von ¢ gebildet wird und j = 1,...,4 — 1,7 + 1, ..., M, gilt. Bildlich gesprochen werden alle
Zielfunktionswerte an den Ecken des M,-dimensionalen Quaders mit der Kantenléinge 8 um u aufsum-
miert. Dabei bekommen die Ecken, die in der i-ten Dimension um —% verschoben sind, ein positives
Vorzeichen und die um g verschobenen ein negatives. Damit reduziert sich der Rechenaufwand auf
das einmalige Berechnen aller 2 Eckpunkte, welche dann zur Gradientenbestimmung lediglich un-

terschiedlich aufsummiert werden miissen.

In [Ermoliev et al., 1995 und |[Gupal, 1977 wird aufbauend auf den hier vorgestellten Techniken ein
Optimierungsverfahren présentiert. Es basiert auf approximierten Subdifferentialen, die mit Hilfe Fa-
milien gemittelter Funktionen berechnet werden, und Ideen stochastischer quasi-Gradientenverfahren
mit dynamischen instationdren Optimierungsmethoden. Dieser Algorithmus wurde im Rahmen dieser
Arbeit nicht nachprogrammiert. Die Methodik verspricht bei Wahl geeigneter Schrittweiten fast sicher
die Existenz einer Teilfolge, die gegen einen Haufungspunkt konvergiert, der die Stationaritdtsbeding-
ung 0 € 0y J (¢*) erfiillt. In dieser Arbeit wird im Folgenden ein auf dem projizierten Gradientenverfah-
ren Algorithmus basierendes Verfahren verwendet. Da lediglich ein Element des Subdifferentials
berechnet wird, ist mit diesem Verfahren die Giiltigkeit der notwendigen Bedingung aus Satz [7.19]

schwer zu {iberpriifen.
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7.6.4 Beispiele
Konvergenzverhalten fiir M, = 2

In diesem ersten Beispiel wird das Konvergenzverhalten fiir eine sehr grobe Steuerung betrachtet.
Es werden lediglich 2 Steuerungsintervalle eingefiihrt, d.h. u = [uy,us]". Damit kann das Verhalten
der Steuerung im Laufe der Iterationen und des Gradienten grafisch dargestellt und andere Effekte,
wie das Verhalten der Zielfunktion, untersucht werden. Betrachtet wird hier eine Stufe 7(—0.05) des

Viertelfahrzeugmodells und ein Zeithorizont von 0.5 Sekunden.

w B

N

Zielfunktionswert

Abbildung 7.11: Darstellung der Zielfunktion und der Iterationen des Algorithmus

Der Verlauf der Optimierung ist in Abbildung dargestellt. Beginnend beim Punkt u = [1.0,1.0] "
lauft der Algorithmus zuerst in negativer u;-Richtung orthogonal zu den Hohenlinien. Nach zwei
Schritten gilt 1y = 0 und es werden noch 32 Iterationen durchgefiihrt, bevor der Algorithmus im
Minimum u = [0.0,0.033] " endet.

Diese Berechnung wurde mit einer sehr hohen Subdiskretisierung von 5000 Schritten pro Intervall
durchgefiihrt, also einer Schrittweite von kA = 5.0 - 107 Sekunden. Beispielrechnungen haben gezeigt,
dass eine hinreichend kleine Zeitschrittwahl fiir das Optimierungsproblem notwendig ist, damit die
Iterationen gegen das Minimum laufen. Sonst bleibt der Algorithmus teilweise in anderen Punkten
héngen, die bei Betrachtung der Zielfunktion aus Abbildung jedoch kein Minimum darstellen.
Um die Frage, wie sich die Diskretisierung des Problems lokal auf das Verhalten der Zielfunktion
auswirkt, an diesem Beispiel genauer zu beleuchten, wurde die Zielfunktion in einer Umgebung des
Minimums mit verschiedenen Schrittweiten berechnet. In Abbildung [7.12] ist ein kleiner Ausschnitt
der Zielfunktion iiber der Steuerung us fiir u; = 0 dargestellt. Es fillt auf, dass bei zu grofler Schritt-
weite ein relativ starkes Rauschen den Verlauf stort. Ein dhnliches Phdnomen wurde in [Stewart und
ebenfalls fiir Optimalsteuerungsprobleme mit unstetigen Differentialgleichungen bzgl.
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einer Untersuchung des Anfangswerts festgestellt. Dieses nicht-glatte Verhalten fithrt bei der Optimie-
rung unter Umsténden dazu, dass der Optimierungsalgorithmus in einem lokalen Minimum hé&ngen
bleibt, das lediglich durch die Ungenauigkeit der Berechnung erzeugt wurde. Der vom Algorithmus
gefundene Minimalwert ist mit der vertikalen Linie gekennzeichnet. Da sowohl die Diskretisierung
der Trajektorie einen Fehler aufweist, als auch die Optimierung der Kontaktpunkte fiir leicht un-
terschiedliche Eingangsparameter in unterschiedlichen lokalen Minima landen kann, sowie zusétzliche
numerische Rundungsfehler auftreten konnen, ist es an diesem Punkt schwer herauszufinden, woran
dieses Rauschen tatséchlich liegt. Nach den bisherigen Erkenntnissen hilft eine feine Zeitdiskretisie-
rung den Effekt zu minimieren, jedoch muss dabei immer auch daran gedacht werden, dass eine feinere

Zeitdiskretisierung auch einen erh6hten Rechenaufwand verursacht.
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Abbildung 7.12: Vergleich der Zielfunktion fiir verschiedene Diskretisierungsschrittweiten dargestellt iiber us fiir

111:0

Steklov-Gradienten bei Schwelleniiberfahrt

Um die Anwendbarkeit der vorgestellten Gradientenapproximation auch fiir eine gréflere Anzahl an
Optimierungsvariablen zu zeigen, wird nun ein Beispiel vorgestellt. Dabei wird die lokale Lipschitzste-
tigkeit der Zielfunktion bzgl. u angenommen, da ansonsten nicht die in vorgestellte Bestimmung
des Gradienten verwendet werden kann. In der Implementierung wurde zusétzlich die Trapezapproxi-

mation der Integrale aus (7.19)) verwendet, um die Rechenzeiten zu reduzieren.

Hier wird die Schwelleniiberfahrt 7(0.05,0.6) eines Viertelfahrzeugs mit einer Steuerungsdiskretisie-
rung von M = 10 auf einem Zeithorizont von 0.5 Sekunden betrachtet. Bereits diese relativ grobe
Auflésung verlangt die Berechnung von 2'° = 1024 Trajektorien und Zielfunktionen zur einmaligen
Bestimmung des Gradienten. Fiir die Schrittweitenbestimmung wurde auch hier auf eine Armijo-Suche
zuriickgegriffen, da dies bei den Testrechnungen die besseren und schnelleren Resultate lieferte, als bei

der iterationsabhéngigen Schrittweitenwahl aus [Ermoliev et al., 1995].

In den Abbildungen und sind die Trajektorien und die Steuerungen der Startlosung und

des Optimierungsergebnisses dargestellt. Die Optimierung liefert hier eine starke Verbesserung der



7.6. GRADIENTENBERECHNUNG MIT HILFE VON MOLLIFIERN 213

Aufbaubeschleunigung, auch wenn dadurch die absolute Auslenkung etwas groflier ist als zuvor. Der
Zielfunktionswert verbessert sich von 8.356 auf 3.484. In Abbildung [7.15] ist die Schwingungsverbes-
serung des Aufbaus im Frequenzraum dargestellt. Uber das gesamte Spektrum wird eine deutliche

Reduzierung der Aufbaubeschleunigungen sichtbar.

Die berechnete Steuerung ist, wie zu erwarten, sehr weich, da dies bereits bei den kontinuierlichen
Modellen eine Komfortverbesserung erzielt hat. Der Algorithmus benétigte 33 Iterationen bis ein
Abbruchkriterium erfiillt war. In diesem Beispiel lief die Schrittweite der Armijo-Suche gegen 0 und
somit auch der Fortschritt der Zielfunktionsverbesserung. Die Entwicklung der Zielfunktion im Laufe
der Iterationen ist in Abbildung [7.16] dargestellt.
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Abbildung 7.13: Vergleich der optimierten Trajektorie (gestrichelt) mit Ungesteuerten (durchgezogen)
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Abbildung 7.14: Steuerung und Zielfunktionsentwicklung der Ausgangssteuerung (gestrichelt) und der Steklov-
Approximation (durchgezogen)
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Amplitude
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Abbildung 7.15: Vergleich des Frequenzgangs des Aufbaus der ungesteuerten (gestrichelt) und optimierten
Schwelleniiberfahrt (druchgezogen)
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Abbildung 7.16: Entwicklung des Zielfunktionswerts dargestellt iiber den Iterationen

Erweitertes Zielfunktional

Ein zweites Beispiel soll abschlieflend fiir eine Stufeniiberfahrt 7(—0.05) die Minimierung der Radbe-
schleunigung mit Hilfe der in Kapitel vorgestellten Zustandsgldttung demonstrieren. Dabei wird
die impulsive Dynamik berechnet und zur Auswertung der Zielfunktion die Geschwindigkeit geglittet,

deren Ableitung bestimmt, quadriert und aufintegriert. Die Zielfunktion besitzt demnach folgende

Gestalt:
ty d ty t4+0,2 d 2
J(u) = /zw(t,wo,u)th %/ / zw(o, o, u)—Yy(t —o)do | dt.
dt t_g/Q dt
to

to

In den Abbildungen und sind die Zustandstrajektorie der Stufeniiberfahrt und die berech-

nete Steuerung mit zugehoriger Zielfunktion dargestellt. Im Gegensatz zur Komfortoptimierung wird
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hier in der entscheidenden Phase der Uberfahrt der Dampfer hart gestellt, wie es auch bei den konti-
nuierlichen Modellen zu beobachten war. Die Steuerung zielt auf die Unterdriickung des Hiipfens des
Rades ab. Da die Radbeschleunigung am Ende sehr gering ist und der Reifen dauerhaften Kontakt zur
Fahrbahn hat, weicht hier die Steuerung nicht bzw. lediglich minimal vom Ausgangszustand 0.5 ab.
In Abbildung wird der Frequenzgang des Reifens der optimierten Steuerung mit der konstanten
Ausgangssteuerung verglichen. Die Verbesserung wird dadurch ebenfalls deutlich dargestellt.
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Abbildung 7.17: Optimierte Trajektorie mit Radbeschleunigung als Zielfunktion
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Abbildung 7.18: Steuerung und Zielfunktionsentwicklung der Ausgangssteuerung (gestrichelt) und der Steklov-
Approximation (durchgezogen) mit Radbeschleunigung als Zielfunktion



216 KAPITEL 7. OPTIMALE STEUERUNG IMPULSIVER SYSTEME

w w
o 4]

N
(&3]

Amplitude
N
o

=
()]

Frequenz (Hz)

Abbildung 7.19: Vergleich des Frequenzgangs des Reifens der ungesteuerten (gestrichelt) und optimierten Schwel-

leniiberfahrt

Mit den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden ist es moglich alle Fille der kontinuierlichen Dyna-
mik auch auf den impulsiven Fall zu iibertragen, da eine Integration des im kontinuierlichen Fall
zusitzlich betrachtete Bestrafung des Federwegs als unproblematisch betrachtet werden kann. Es

konnen damit nun auch gewichtete Zielfunktionen untersucht werden, worauf im Rahmen dieser Arbeit

jedoch verzichtet wird.



Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Die Ziele dieser Arbeit sind es einerseits die Anwendbarkeit optimaler Steuerungstheorien in Kombi-
nation mit echtzeitfihigen Sensitivitatsupdates in der vertikalen Fahrzeugdynamik zu verifizieren und

andererseits eine Methodik zur Integration impulsiver Systeme zu entwickeln.

Das erste Ziel wurde aus mathematischer Sicht insofern erfiillt, da eine theoretische Betrachtung der
relevanten Teilaspekte durchgefiihrt wurde. Die Berechnung der optimalen Steuerungen fiir allgemeine
Straflenprofile war bereits bekannt, jedoch wurde mit Hilfe der Definition parametrisierter singulérer
Fahrbahnereignisse ein Rahmen geschaffen, der die Moglichkeit einer echtzeitfihigen Implementierung
ertffnet. Die Berechnung der bendétigten Sensitivitédten fiir die Steuerungsupdates und eine Untersu-
chung der notwendigen Parameterdiskretisierung wurde unternommen und darauf aufbauend der Algo-
rithmus zum Online-Update vorgestellt. Zusétzlich wurde auch die Frage der Ereigniserkennung behan-
delt und eine Moglichkeit einer Klassifizierung mittels eines Kleinste-Quadrate-Optimierungsproblems
samt einer vorgeschalteten mehrklassigen Support-Vektor-Maschine eingefiithrt. Aulerdem wurde die

prinzipielle Echtzeitfdhigkeit mit Hilfe von Zeitmessungen der Simulation verifiziert.

Die Integration impulsiver Systeme in die vertikale Fahrzeugdynamik wurde mit einer Riemann-
Stieltjes-Integralformulierung durchgefiithrt, Quadraturformeln dafiir vorgestellt und in Form von ex-
pliziten Einschrittverfahren erweitert. Dariiber hinaus wurden die bendétigten Stofigesetze iiber ein
unterlagertes Optimierungsproblem mittels verallgemeinerten Restitutionskoeffizienten gelést und in
das Gesamtsystem integriert. Es wurden Sensitivitdten bzgl. der Steuerungen nachgewiesen, deren Re-
sultate mit bekannten Ergebnissen aus der Theorie hybrider Systeme in Verbindung gebracht werden
konnen. Basierend auf diesen Informationen wurden Algorithmen zur Optimierung des Systems vor-
gestellt, wobei der Blick auf Gradientenverfahren limitiert wurde. Fiir die Berechnung der benétigten
Gradienten wurden zwei Verfahren vorgestellt. Das Ergebnis: Die Approximation mittels Glattungs-
kernen besitzt in diesem Zusammenhang zwar die grofiere Komplexitéit, jedoch auch den theoretisch
fundierteren Hintergrund. Beide Verfahren konnten fiir die betrachtete Problemklasse herangezogen
werden und lieferten eine deutliche Verbesserung des Zielfunktionswerts, sowie ein konvergentes Ver-
halten.

217
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Ausblick

Aufbauend auf die hier vorgestellten Techniken und Verfahren kénnen diverse weitere Forschungsbe-

reiche eingeschlagen werden, die wiederum interessante Projekte liefern.

So kann eine Implementierung des vorgestellten Erkennungsalgorithmus an einem realen Versuch-
stridger durchgefithrt werden. Sicherlich bietet es sich in diesem Zusammenhang an, an dem Erken-
nungsalgorithmus zu arbeiten und mit Hilfe realer Straflendaten die Modellklassen der singulédren
Straflenereignisse zu vergréffern und weiter zu entwickeln. Anschlieffend wére ein Aufbau eines akti-
ven oder semi-aktiven Fahrzeugs eine Moglichkeit die tatsédchliche Echtzeitfihigkeit und den Komfort-
bzw. Handlinggewinn mittels realer Versuche zu verifizieren. Auch die bisherige Aufteilung in eine
Closed-Loop-Open-Loop-Regelung bietet noch die Moglichkeit eine Kopplung mit Hilfe einer Vor-
steuerung zu untersuchen. Diese Arbeiten weisen ein besonders grofles interdisziplindres Potential
zwischen angewandter Mathematik und Regelungstechnik auf. Um eine Realisierung des Algorithmus
zu ermoglichen, miissen aulerdem auch noch weitere duflere Einfliisse betrachtet werden. So spielt der
zum Zeitpunkt der Uberfahrt des singuliren Ereignisses vorherrschende Zustand des Fahrzeugs eben-
falls eine Rolle. Wobei hiermit ein globaler Zustand gemeint ist, der auch das zukiinftige Streckenprofil

bzgl. Kurvenfahrten, Bremsmanovern oder Ahnliches beinhaltet.

Dariiber hinaus kann im Bereich der impulsiven Systeme einerseits an der Modellierung der Systeme,
sowie an einer Erweiterung auf rdumlich ausgedehnte Korper gearbeitet werden. Dabei kann in der
Fahrzeugdynamik beispielsweise das Aufsetzen des Chassis auf den Boden oder die Modellierung der
Reifen in ihrer realen Geometrie untersucht werden. Bei dem entworfenen Berechnungskonzept lassen
sich auch leicht andere Algorithmen zur Bestimmung des Post-Impact-Zustands eingearbeiten. Beson-
ders bei der Optimierung sind lediglich erste Schritte zur Untersuchung der Systeme getan. So kann
neben einer Verbesserung des Optimierungsalgorithmus auch an eine Betrachtung der Sensitivititen
bzgl. Eingangsparametern gedacht werden. Anstelle des bisher betrachteten Gradientenverfahrens lie-
Ben sich auch andere Methoden untersuchen, wie z.B Quasi-Newton-Verfahren mit BFGS-Update.
Da eine echtzeitfahige Berechnung der Steuerung hier noch deutlich weiter entfernt ist, als es bei
den kontinuierlichen Modellen der Fall ist, wiirde eine Sensitivitdtsuntersuchung der Steuerung bzgl.
der vorausliegenden Strafle Potentiale zur tatsidchlichen Realisierung ermoglichen und die beiden For-
schungsthemen zusammenfiihren. Es kénnte demnach fiir besonders gravierende Hindernisse auf die
impulsive Dynamik zuriickgegriffen und im Falle einer verhéltnisméfig kleinen Unebenheit kénnten

die klassischen Modelle verwendet werden.

Auch Uberlegungen bzgl. der adaptiven Wahl des Integrationsalgorithmus fiir Probleme dieser Art
erscheinen interessant. So wird detektiert, ob sich das System im kontinuierlichen oder impulsiven
Zustand befindet und zwischen beiden Varianten je nach Notwendigkeit umgeschaltet. Man denke an
ein Fahrzeug, das iiber eine ebene Strafle fahrt. Dort bietet das kontinuierliche Modell alle erforderli-
chen Details fiir die Simulation. Bei der Uberfahrt iiber eine hohe Schwelle kann es jedoch notwendig
sein, einen Teil der Trajektorie mit dem impulsiven System zu simulieren, bevor sich der Fahrzustand

wieder stabilisiert hat.



219

Eine Betrachtung anderer Anwendungsfille, als es in dieser Arbeit getan wurde, bei denen ebenfalls
eine Formulierung mit Hilfe von Riemann-Stieltjes-Systemen moglich ist, wére wiinschenswert, da sich
damit die Anwendbarkeit und Robustheit der Algorithmen weiter {iberpriifen liefle. Ideen hierzu wiren
beispielsweise die Simulation und Interaktion von Billardkugeln untereinander und mit Banden, sowie

komplexere Kontaktmodelle zwischen raumlich ausgedehnten Koérpern.
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