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1 Einleitung 

1.1 Motivation 

Heutzutage erstreckt sich die Anwendung von Kunststoffen in nahezu 
alle Lebensbereiche. Die Haupteinsatzgebiete sind Verpackung, Bauwe-
sen, Elektro-, Medizin- und Haustechnik sowie Fahrzeug- und Feingeräte-
bau. Es ist zu erwarten, dass der Kunststoffverbrauch auch in den nächs-
ten Jahren vor allem in Süd-Ostasien und in Osteuropa [120] zunehmen 
wird. Dieser Zuwachs wirkt sich auf den weltweiten Kunststoffverbrauch 
unabhängig von einer Bedarfsprognose von 60 oder 90 kg/Kopf im Jahr 
aus (vgl. Bild 1–1).  

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1980

V
er

br
au

ch
[M

io
. t

]

2075

60 kg/Kopf 90 kg/Kopf

2025

Bild 1–1: Prognose für den weltweiten Kunststoffverbrauch pro Jahr [68]. 
 
Zusätzlich werden immer mehr Karosserieteile aus Metall beim Auto 
durch Kunststoffteile ersetzt [65]. Dafür sprechen folgende Gründe: 

• Mehr Sicherheit 

• Preiswertere Bauteile 

• Erhöhter Komfort 

• Weniger Gewicht 
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• Vielfältigeres Design 

• Korrosionsbeständigkeit 

Der Kunststoffverbrauch in der Automobilindustrie gliedert sich haupt-
sächlich in die Bereiche Interieur, Exterieur, Motorraumpackage und Elekt-
rik/Licht (vgl. Bild 1–2).  

49%

20%

21%

10%

Interieur Exterieur Motorraumpackage Elektrik/Licht

 

Bild 1–2: Kunststoffverbrauch der Automobilindustrie in Deutschland 2003 
(Gesamt 955 kt) [63]. 

 
Im Motorraum werden u. a. die Motorenauskleidungen, die Kapselungen 
und die Wischwasserbehälter aus Kunststoff gefertigt (vgl. Bild 1–3). 

Seit einiger Zeit werden in Europa vom Gesetzgeber immer strengere Be-
dingungen für die Zulassung eines Fahrzeugs an den Fußgängerschutz 
und damit an die in der Fertigung eingesetzten Materialien gestellt [81]. 
Um diese zu erfüllen, muss das Strukturverhalten der Fahrzeuge hinsicht-
lich des Schutzes der Fußgänger (Überlebensfähigkeit) optimiert werden. 
Während der Entstehungsphase müssen die Fahrzeuge durch Simulatio-
nen derart entwickelt werden, dass Fußgänger eine bessere Überlebens-
chance im Falle einer Kollision haben. Demzufolge müssen die Autos nicht 
nur auf Kollision mit einem weiteren Fahrzeug oder einem festen Hinder-
nis, sondern auch auf einen Zusammenstoß mit einem Fußgänger getes-
tet werden. Dabei gibt es zwei prinzipielle Möglichkeiten, den Fußgänger 
als schwächsten Verkehrsteilnehmer zu schützen [115]: den aktiven und 
den passiven Fußgängerschutz.  

Bei einem aktiven Verfahren wird durch sensoraktivierte Systeme mit e-
lektromechanischen oder pneumatischen Stellgliedern gearbeitet. Diese 
Aktoren heben z. B. die Motorhaube an, um den Deformationsweg zu 
vergrößern (vgl. Bild 1–4). 
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Bild 1–3: Kunststoffe im Bereich des Motorraums [74]. 
 
Beim passiven Fußgängerschutz wird versucht, den Aufprall allein durch 
strukturelle Maßnahmen abzumildern. Gleichzeitig ist darauf zu achten, 
dass die benötigte Steifigkeit der Bauteile bei dem geforderten Design 
erreicht wird. Um diese gegensätzlichen Forderungen zu erreichen, wird 
im Bereich des Motorraumes insbesondere auf verstärkte Kunststoffe zu-
rückgegriffen. Füllstoffe oder Verstärkungsmittel und -fasern dienen bei 
Kunststoffen nicht nur als Streckmittel zur Kosteneinsparung, sondern 
auch zur Verbesserung der mechanischen und Fertigungs-Eigenschaften. 
Nach [99] und [113] gibt es zahlreiche mögliche Füllstoffe für Polymere. 
Dazu zählen natürliche Mineralstoffe (Calciumcarbonat, Talk, Baryt) oder 
auch synthetische Produkte (Silikate, Hydroxide). Durch eine geeignete 
Auswahl des Füllstoffes (z. B. Glasfasern) können die verstärkten Kunst-
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stoffe neben den bereits genannten Vorteilen eine hohe Steifigkeit und 
Festigkeit (teilweise über der von Stählen) bei gleichzeitig geringem Ge-
wicht aufweisen. Diese verbesserten mechanischen Kennwerte sind durch 
die Eigenschaft des Füllstoffes zu begründen. In dieser Arbeit wird ein mit 
Glasfasern gefülltes Polymer untersucht. In Tabelle 1–1 sind Bestandteile 
und Kennwerte von verschiedenen Glasfaserarten zu ersehen. 

 

Bild 1–4: Fußgängeraufprall auf aktive Motorhaube (© by Autoliv). 
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Tabelle 1–1: Die wichtigsten Bestandteile und Kennwerte verschiedener Glasfa-
serarten [29]. 

  E-Glas R-Glas S-Glas C-Glas 
SiO2 54.5 % 60.0 % 64.0 % 66.0 % 
Al2O3 14.5 % 25.0 % 26.0 % 4.0 % 
B2O3 7.5 %   5.0 % 
CaO 17.0 % 9.0 %  13.5 % 
MgO 4.5 % 6.0 % 10.0 % 3.0 % 
Na2O+K2O    8.5 % 

Zu
sa

m
m

en
se

tz
un

g 

Rest 2.0 %    
Faserdurchmesser [μm] 9 - 24 10 10 10 

Dichte [g/cm³] 2.52 2.55 2.50 2.50 

Schmelzpunkt [°C] 700 800 840 750 

Zugfestigkeit [N/mm²] 2400 3600 3450 2400 

Ei
ge

ns
ch

af
te

n 

E-Modul [N/mm²]  73000 86000 88000 71000  

Für eine numerische Crashsimulation (vgl. Bild 1–5) ist ein dem Material 
entsprechendes Kontinuumsmodell notwendig, um das mechanische Bau-
teilverhalten während des Impakts numerisch korrekt abbilden zu können. 
Dabei werden die Versuchskonfiguration und alle grundlegenden Glei-
chungen vorwiegend mit der so genannten Finiten Elemente Methode 
(FEM) diskretisiert. Die Qualität der berechneten Ergebnisse hängt wesent-
lich von der Genauigkeit des eingesetzten Werkstoffmodells und den ex-
perimentell bestimmten Materialkennwerten ab. 

 

Bild 1–5: Numerische Crashsimulation eines Fahrzeugs bei einem Impakt [74]. 
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1.2 Stand der Technik 

Klassifizierung von Kunststoffen 

Kunststoffe können in drei große Hauptgruppen unterteilt werden [7]:  

• Thermoplasten: 
Sie entstehen durch Zusammenfügen von kleineren Molekülen 
(Monomere) zu langen Kettenmolekülen und verhalten sich 
plastisch und duktil. Die einzelnen Monomere werden durch 
innermolekulare Bindungen miteinander verknüpft. 

• Duroplasten: 
Diese bestehen ebenfalls aus langen Kettenmolekülen, die je-
doch dreidimensional engmaschig vernetzt sind. Sie sind im 
Vergleich zu den Thermoplasten generell fester, aber auch 
spröder. 

• Elastomere: 
Sie besitzen eine Zwischenstruktur der eben genannten, die 
durch eine weitmaschige Vernetzung ihrer Kettenmoleküle ge-
kennzeichnet ist. Sie lassen sich in erheblichem Maße elastisch 
deformieren. 

Ein typisches Durchmesser-Längenverhältnis eines thermoplastischen 
Makromoleküls beträgt 410:1  [12]. Der Zusammenhalt der Ketten erfolgt 
neben Molekülkettenverhakungen zusätzlich durch zwischenmolekulare 
Bindungen (z. B. van der Waals Kräfte, Wasserstoffbrückenbindungen).  

 

Herstellung 

Kunststoffe können auf sehr vielschichtige Arten und Weisen durch den 
Einsatz von unterschiedlichsten Edukten und verschiedenen Produktions-
prozessen hergestellt werden. Bei der Herstellung gibt es drei Verfahren 
[17]: 

• Polymerisation: 
Die Herstellung verläuft stufenlos und ohne Abspaltung von 
Nebenprodukten. Aus den Monomeren eines Eduktes werden 
in einer Kettenreaktion lange Polymere. 

• Polykondensation: 
Aus einzelnen Monomeren zweier Edukte bilden sich kurze Ket-
ten (Oligomere). Weitere Monomere können sich an jeder Seite 
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einer bestehenden Kette anbauen (Stufenbildung). Es ist auch 
möglich, dass sich zwei beliebig lange bzw. kurze Ketten mit-
einander zu einer längeren verbinden. Die Reaktion verläuft mit 
Abspaltung von Nebenprodukten. 

• Polyaddition: 
Diese verläuft ebenfalls in Stufen, aber ohne Abspaltung von 
Nebenprodukten. Oligomere zweier Edukte reagieren weiter 
ohne die Abspaltung von Molekülen zu langen Polymerketten. 

Die Herstellung eines Thermoplastes soll am Beispiel einer Kondensation 
der Terephthalsäure und des 1,4-Butandiol zu Polybutylenterephthalat 
(PBT) und Wasser dargestellt werden. 

+

1,4-ButandiolTerephthalsäure

Polybutylenterephthalat (PBT)

+O O
4

C C

OO

CH2

n

HOOC COOHn HO OHCH2

4

n

2n H O2
 

Die Einsatzgebiete dieses Kunststoffes liegen im technischen Bereich (z. B. 
Gleitlager, Ventilteile, Steckerleisten) oder bei Haushaltsgegenständen 
(z. B. Kaffeemaschinen, Toaster, Eierkocher). 

 

Eigenschaften von Polymerwerkstoffen 

Bei Thomason [124] gibt es Untersuchungen z. B. zur Biege- und Bruch-
festigkeit von PBT in Abhängigkeit des Glasfasergehaltes. Das Maximum 
der Biegefestigkeit des mit Glasfasern gefüllten PBT liegt demnach bei 28 
und das der Bruchfestigkeit bei 32 Volumenprozenten. Des Weiteren ist 
zu erkennen, dass bei einem Zugversuch die Steifigkeit mit zunehmendem 
Glasfasergehalt linear ansteigt, die Bruchdehnung im Gegensatz dazu a-
ber sinkt. Die stärkste Abnahme tritt dabei bei einem geringen Faserge-
halt auf. Weitere Untersuchungen des Materialverhaltens in Abhängigkeit 
vom Glasfasergehalt finden sich bei Fu [32], Hassan [35], Janzen [48] und 
Seidler [118]. Es wird grundsätzlich zwischen Langfasern (ab 8 mm Länge) 
und Kurzfasern unterschieden [8]. 

Die Festigkeit von Polymerwerkstoffen in Abhängigkeit vom hydrostati-
schen Druck wird bei Bardenheier [9], Caddell [18], Rabinowitz [102] und 
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Raghava [104] untersucht. Diese liegt in dem polymeren Aufbau des 
Kunststoffes begründet. Unter einer Belastung wird eine bestimmte Ener-
gie benötigt, um die Kettensegmente oder Seitengruppen der Makromo-
leküle zu verschieben. Die Beweglichkeit der Molekülketten setzt aller-
dings einen gewissen Freiraum voraus, der bei höheren hydrostatischen 
Drücken geringer ist. Dadurch kommen die intermolekularen Kräfte stär-
ker zur Wirkung, so dass die molekulare Beweglichkeit eingeschränkt wird 
und die Festigkeitswerte ansteigen (vgl. Bild 1–6). 

 

Bild 1–6: Spannungs-Scherungskurven von Schubversuchen mit Polymethylmethac-
rylat bei verschiedenen hydrostatischen Drücken [102]. 

 
Es gibt Untersuchungen zu den mechanischen Eigenschaften von gefüll-
ten Thermoplasten, die durch das Spritzgießen hergestellt worden sind 
(vgl. [3] oder [112]). Allerdings bestanden die Untersuchungen bei [3] nur 
aus quasistatischen Zugversuchen. Dabei wurde die Orthotropie der Elas-
tizität und Plastizität festgestellt (vgl. Tabelle 1–2). Bei [112] wurde ein 
elastoplastisches Teilwerkstoffgesetz mit einer fließflächenfreien Plastizität 
gewählt. Somit existiert bei dieser Art der Plastizitätsformulierung kein 
rein elastischer Bereich.  
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Tabelle 1–2: Mechanische Eigenschaften eines 30 % kurzfasergefüllten Polypro-
pylens [3]. 

Probenposition zur 
Abspritzrichtung 

Elastizitätsmodul 
[MPa] 

Maximale Zugfestigkeit 
[MPa] 

Longitudinal 3400 54 
Transversal 1100 44  

In bisherigen Versuchen wurde selten auf die Richtungsabhängigkeit bei 
faserverstärkten Kunststoffen und auch nur vereinzelt auf das unter-
schiedliche Verhalten in Abhängigkeit des hydrostatischen Druckes einge-
gangen. Ebenso bleibt meist die Verzerrungsratenabhängigkeit von Poly-
merwerkstoffen unberücksichtigt. Auch in Datenbanken, wie z. B. bei 
CAMPUS (Computer Aided Material Preselection by Uniform Standards) 
[75] oder MatWeb [78], sind nur unzureichende Daten über diese mecha-
nischen Eigenschaften der Kunststoffe für eine numerische Anwendung 
in der Crashsimulation verfügbar.  

1.3 Aufgabenstellung 

Das Materialverhalten von Kunststoffen ist sehr stark von der Belastungs-
art, Verzerrungsrate, Temperatur, Spannungszustand, etc. abhängig. Ziele 
dieser Arbeit sind es, für einen kurzfaserverstärkten thermoplastischen 
Kunststoff anhand eines neu erstellten Versuchsplanes die Materialeigen-
schaften unter Berücksichtigung der verschiedenen Belastungsarten und  
-richtungen zu bestimmen. Hierfür müssen zusätzlich die verwendeten 
Probengeometrien als auch geeignete Messmethoden ermittelt werden. 

Durch Versuche sollen im Druck-, Schub- und Zuglastfall sowohl das elas-
tische wie auch das plastische Materialverhalten bis hin zum Versagen bei 
verschiedenen Verzerrungsraten und Beanspruchungsrichtungen charak-
terisiert werden.  

Es wird ein Werkstoffmodell als eine numerische Methode in einem Simu-
lationscode mit einer expliziten Zeitintegration entwickelt. Damit kann das 
experimentell bestimmte orthotrop elastische, orthotrop plastische und 
vom hydrostatischen Druck abhängige, nicht lineare Materialverhalten 
unter Berücksichtigung des komplexen Versagens abgebildet werden. 

Die Validierung erfolgt am Vergleich von Versuchen und deren numeri-
scher Simulation. 
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1.4 Vorgehensweise und Aufbau der Arbeit 

In Kapitel 2 wird auf die zum Verständnis dieser Arbeit notwendige Theo-
rie der Kontinuumsmechanik eingegangen. Es erfolgt eine Herleitung des 
Spannungs- und Verzerrungstensors und es werden verschiedene existie-
rende Stoffgleichungen für das elastische und plastische Materialverhalten 
erläutert. Anschließend werden verschiedene Versagensmodelle aufge-
zeigt und diskutiert. 

Die für die quasistatische und dynamische Materialcharakterisierung ein-
gesetzten Versuchsaufbauten und die verwendeten Probengeometrien 
der Druck-, Schub- und Zugversuche sind in Abschnitt 3 aufgeführt. Zu-
sätzlich wird auf die Besonderheiten bei der Probenherstellung und der 
Entnahmeposition bei einer Charakterisierung eines kurzfaserverstärkten 
Kunststoffes eingegangen. Es werden der Versuchsplan vorgestellt und 
die Auswertegrößen definiert. Die experimentell ermittelten Kennwerte 
sowohl des elastischen und plastischen Verhaltens als auch des Versagens 
werden veranschaulicht. Die Herstellung der verwendeten Bauteile mit 
dem mechanisch charakterisierten Material wird durch eine Prozesssimu-
lation untersucht [131]. Diese Ergebnisse werden auch in Kapitel 3 detail-
lierter dargestellt. An einem verrippten Bauteil wurden Impaktversuche 
durchgeführt, die erläutert werden. 

Anhand der Experimente und den daraus abgeleiteten wichtigsten zu be-
rücksichtigenden mechanischen Kennwerten wird das numerische Mate-
rialmodell in Abschnitt 4 mit einer Beschreibung des elastischen und plas-
tischen Verhaltens entwickelt. Zusätzlich wird noch auf die numerische 
Abbildung des Versagens und die Möglichkeiten bzw. Einschränkungen 
der Materialroutine hingewiesen. 

Anschließend erfolgt die Verifikation, Validierung und Anwendung des 
hergeleiteten Modells in Kapitel 5 durch die Simulation der experimentel-
len Bauteilversuche und der Impaktversuche an einer Fahrzeugkomponen-
te. 
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2 Theoretische Grundlagen 

Zunächst sollen die verwendeten theoretischen Grundlagen erklärt wer-
den. Dazu gehört eine Erläuterung notwendiger fundamentaler Eigen-
schaften der Kontinuumsmechanik, die zur mathematischen Beschreibung 
des Werkstoffmodells verwendet wird. Es werden der Spannungs- und 
Verzerrungstensor hergeleitet. Die Erhaltungsgleichungen und die Auf-
stellung wichtiger Stoffgleichungen, die zur Beschreibung des elastischen 
und plastischen Materialverhaltens dienen, werden dargestellt. Zur De-
skription von Vektoren und Tensoren wird die Indexnotation [125] (Ein-
stein’sche Konvention) verwendet. Detaillierte Ausführungen zur Konti-
nuumsmechanik sind bei Betten [14], Chen [22], Crisfield [23], Jones [51], 
Lai [58] und Lemaitre [61] zu finden. Des Weiteren werden verschiedene 
bereits existierende Materialmodelle kurz erläutert, deren Eigenschaften 
erörtert und bewertet.  

2.1 Spannungen 

Wirken auf einen Körper räumlich verteilte Volumenkräfte oder an der 
Oberfläche verteilte Punkt- oder Flächenlasten, so werden in seinem Inne-
ren Spannungen hervorgerufen. Zur Bestimmung der Spannungen wird 
der deformierte Körper durch einen gedachten Schnitt getrennt [64]. Auf 
die beiden Schnittflächen AΔ  der Teilkörper wirken entgegengesetzte, 
gleich große Schnittkräfte iFΔ  (vgl. Bild 2–1a). 

Der Spannungsvektor it  ist durch den Grenzwert  

dA

dF

A

F
t ii

A
i =

Δ

Δ=
→Δ 0

lim  (2-1)

definiert. Er lässt sich, wie in Bild 2–1b dargestellt, in eine senkrechte und 
eine parallele Komponente zur Flächennormale in  aufspalten. Der senk-
rechte Anteil zur Fläche wird als Normalspannung iσ , der andere als 
Schubspannung iτ  bezeichnet. 
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�A-ti

��Fi

�A

ni

ti
�Fi

�A

ni

ti

�Fi

�i

�i

(a) (b)  

Bild 2–1: Definition des Spannungsvektors: (a) Schnitt durch einen beliebigen de-
formierten Körper und Definition des Spannungsvektors ti; (b) Aufteilung 
des Spannungsvektors in einen Schubspannungsanteil (senkrecht zum 
Normalenvektor ni) und einen Normalspannungsanteil (parallel zum Nor-
malenvektor ni).  
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1 2

III
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II
�II

�III

�I
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�23
�21

�32

�33

�31
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3

1 2

(a) (b)  

Bild 2–2: Spannungen im Raum: (a) Definition der Spannungen in einem kartesi-
schen Koordinatensystem; (b) Transformierte Spannungsdarstellung im 
Hauptspannungsraum. 

 
Bei einer allgemeinen Beschreibung des Spannungszustandes werden drei 
Schnitte senkrecht zu den Achsen eines kartesischen Koordinatensystems 
betrachtet. Es lässt sich zeigen, dass auf diese Weise die Spannungen in 
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jedem beliebig orientierten Flächenelement durch den betrachteten Punkt 
angegeben werden können [14]. Dabei wird der Spannungsvektor it  in 
jeweils zwei Schubspannungen innerhalb der Schnittebene und eine 
Normalspannung senkrecht zur Schnittebene aufgespalten (vgl. Bild 2–
2a). Für einen beliebigen Spannungsvektor it  in einer beliebigen Schnitt-
fläche AΔ  mit der Flächennormalen in  ergibt sich in einem kartesischen 
Koordinatensystem  

.jjii nt σ=  (2-2)

In Gleichung (2-2) bezeichnet jiσ  den so genannten Cauchy-
Spannungstensor. Im Spannungsraum ergeben sich neun skalare Größen, 
die den Spannungsvektor it  vollständig beschreiben. Dabei stellen positi-
ve Spannungswerte Zug- und negative Druckbelastungen dar. 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

σσσ
σσσ
σσσ

σ ji  (2-3)

Auf Grundlage des Boltzmann-Axioms (Momentengleichgewicht am Ele-
ment) kann gezeigt werden, dass der Cauchy-Spannungstensor symmet-
risch ist. Aus diesem Grund sind die an der Spur der Matrix gespiegelten 
Schubspannungskomponenten identisch. 

jiij σσ =  (2-4)

Daher vereinfacht sich der Spannungstensor jiσ  weiter. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

332313
232212
131211

σσσ
σσσ
σσσ

σ ij  (2-5)

Wird eine Hauptachsentransformation des Spannungstensors durchge-
führt, besteht die Möglichkeit, die dazugehörigen Hauptspannungen zu 
ermitteln (vgl. Bild 2–2b). Diese Spannungen stellen die Eigenwerte des 
Spannungstensors in Gleichung (2-5) dar. Im Hauptspannungsraum wer-
den definitionsgemäß die Schubspannungsterme zu Null. Der Span-
nungstensor wird dann vollständig durch die Hauptspannungen Iσ , IIσ  
und IIIσ  beschrieben. Allerdings ist dies nur bei einem isotropen Material 
eindeutig. Die mathematische Herleitung der Koordinatentransformation 
führt auf eine kubische Gleichung. 
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032
2

1
3 =−+− III σσσ  (2-6)

Dabei sind die Koeffizienten 1I , 2I  und 3I  unabhängig von der Lage des 
gewählten kartesischen Koordinatensystems und werden deshalb als Inva-
rianten des Spannungstensors bezeichnet. Diese eignen sich wegen ihrer 
Unabhängigkeit besonders gut für die Beschreibung allgemeiner Span-
nungszustände. Für die Invarianten des Spannungstensors gilt: 

iiI σ=1  (2-7)

( )jjiiijijI σσσσ −=
2

1
2  (2-8)

( )ijI σdet3 =  (2-9)

Es wird eine mittlere Normalspannung mσ  definiert: 

( ) 1
3

1

3

1Spur
3

1 Iiiijm === σσσ  (2-10)

Gemäß Gleichung (2-7) ist die mittlere Normalspannung unabhängig von 
der Lage des Koordinatensystems. Daher wird für diese, in Anlehnung an 
die Bezeichnung bei einem reibungsfreien Fluid, auch der Begriff des hyd-
rostatischen Drucks p  verwendet. Somit gilt für den hydrostatischen 
Druck, der den hydrostatischen Anteil des Cauchy-Spannungstensors aus 
Gleichung (2-5) darstellt: 

mp σ−=  (2-11)

Der deviatorische Spannungsanteil ijs  des Cauchy-Spannungstensors aus 
(2-5) ergibt sich mit der Verwendung des Kronecker-Deltas ijδ . 

ijijij ps δσ +=  (2-12)

Diese Anteile ijs  können analog zum Cauchy-Spannungstensor ijσ  eben-
falls in drei Invarianten entsprechend der Gleichungen (2-7), (2-8) und 
(2-9) beschrieben werden. Für diese drei Invarianten 1J , 2J  und 3J  gilt: 

01 == iisJ  (2-13)
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( )ijij ssJ
2

1
2 =  (2-14)

kiikij sssJ
3
1

3 =  (2-15)

2.2 Verzerrungen 

Neben der tensoriellen Beschreibung der Spannungen wird für die Formu-
lierung eines Materialgesetzes auch eine tensorielle Beschreibung der Ver-
zerrungen benötigt. Zur Herleitung werden die Punkte P  und Q  in einem 
kartesischen Koordinatensystem betrachtet (vgl. Bild 2–3).  

P

P’

Q

Q’

ui dxiXi

xi

3

1

2

dXi

 

Bild 2–3: Verzerrungsvektor in einem kartesischen Koordinatensystem. 
 
Die Lage des Punktes P  sei zum Zeitpunkt 0=t  eindeutig durch den 
Ortsvektor iX  bestimmt. Ein zu P  benachbarter Punkt Q  habe den Ab-
stand idX . Infolge einer äußeren Kraft verschiebt sich der Punkt P  um 
den Vektor iu  zu dem Punkt P ′ , während sich der Punkt Q  nach Q′  be-
wegt. Nach der Verschiebung ist die Lage des Punktes P ′  durch den Vek-
tor ix  und die Lage des Punktes Q ′ durch idx  gegeben. Für die Bestim-
mung des Verzerrungsmaßes der in Bild 2–3 dargestellten Verformung 
wird auf den Deformationsgradienten ijF  zurückgegriffen. 
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j

i
ij

X

x
F

∂

∂=  (2-16)

Mit diesem ist die Gesamtheit des Verschiebungszustandes beschrieben, 
der durch Translation, Rotation und Deformation gekennzeichnet ist. Im 
Allgemeinen ist der Tensor ijF  nicht symmetrisch. Die Eigenschaft ist nur 
bei fehlender Starrkörperbewegung (Translation und Rotation) gegeben. 
Der so genannte rechte Cauchy-Green’sche Verzerrungstensor bezeichnet 
die reine Verzerrungsbewegung.  

kjkiij FFC =  (2-17)

Er lässt sich in den Lagrange’schen Verzerrungstensor ijE  überführen. 

( )ijijij CE δ−=
2

1  (2-18)

Der Lagrange’sche Verzerrungstensor kann auch direkt aus den Verschie-
bungsvektoren iu  mit  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂

∂

∂+
∂

∂
+

∂

∂=
j

k

i

k

i

j

j

i
ij

X

u

X

u

X

u

X

u
E

2

1  (2-19)

berechnet werden. Dabei nimmt der Tensor auf die Referenzkonfiguration 
Bezug. Für kleine Verzerrungen können die quadratischen Anteile in Glei-
chung (2-19) vernachlässigt werden. Der infinitesimale Verzerrungstensor 

ijε  der geometrisch linearisierten Elastizitätstheorie ergibt sich zu: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
+

∂

∂=
333231
232221
131211

2

1

εεε
εεε
εεε

ε
i

j

j

i
ij

X

u

X

u
 (2-20)

Analog zu Gleichung (2-4) gilt auch bei den nichtdiagonalen Termen: 

jiij εε =  (2-21)

Geometrisch lassen sich die diagonalen Komponenten als Dehnungen mit 
positivem bzw. als Stauchungen mit negativem Vorzeichen und die nicht-
diagonalen als Gleitungen oder Scherungen deuten. Dabei muss beachtet 
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werden, dass zwischen dem so genannten Gleitwinkel ijγ  ( ji ≠ ) und den 
Scherungen ijε  ( ji ≠ ) der Zusammenhang 

2

ij
ij

γ
ε = , mit ji ≠ , (2-22)

besteht. 

Die dargestellten Tensoren sind körperbezogen oder materiell. Folglich 
bewegt sich das Bezugssystem mit dem Körper während der Verformung 
mit. Das wird allgemein als Lagrange’sche Betrachtungsweise bezeichnet, 
bei der sich die Koordinaten auf die Ausgangslage beziehen. 

Zusätzlich existiert noch eine Euler’sche Betrachtungsweise. Dabei ist das 
Bezugssystem raumfest und während der Verformung konstant. Der 
Lagrange’sche Verzerrungstensor ergibt sich zu dem entsprechenden Al-
mansi-Hamel-Verzerrungstensor [37], der sich auf die Momentankonfigu-
ration bezieht. In der Euler’schen Betrachtungsweise wird der linke Cau-
chy-Green’sche Verzerrungstensor verwendet. 

( ) ( )11 −−= kjkiij FFB  (2-23)

Allerdings ist das starre Bezugssystem der Euler’schen Betrachtungsweise 
für die Deformation von Festkörpern weniger geeignet. Daher wird auf 
Stellen in der Literatur (Malvern [66] und Mase [67]) verwiesen. 

Mit den körperbezogenen oder auch materiellen Tensoren nach der 
Lagrange’schen Betrachtungsweise stehen objektive Verzerrungsmaße zur 
Verfügung. Starrkörperbewegungen, wie Translation oder Rotation, ge-
hen damit nicht in die Verzerrungsbestimmung ein.  

2.3 Stoffgleichungen 

Stoffgleichungen oder auch konstitutive Gleichungen stellen den Zusam-
menhang zwischen den in einem Kontinuum wirkenden Spannungen und 
den zugeordneten Verzerrungen (Spannungs-Verzerrungsbeziehung) dar. 
Für eine kontinuumsmechanische Beschreibung des Werkstoffverhaltens 
kann es vorteilhaft sein, den Spannungstensor in einen deviatorischen 
und hydrostatischen Anteil aufzuspalten. Dies geschieht, wenn die Mate-
rialbelastung von den hydrostatischen Anteilen dominiert wird und die 
deviatorischen vernachlässigt werden können. Ein anderer möglicher 
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Grund ist, wenn eine nichtlineare Zustandsgleichung berücksichtigt wer-
den muss, da auftretende Welleneffekte im Kontinuum eine Aufspaltung 
notwendig machen. Dabei wird der hydrostatische Druck p  in Abhängig-
keit der inneren Energie e  und der Werkstoffdichte ρ  ausgedrückt. Es 
existieren in der Literatur je nach Werkstoff und Anwendung verschiede-
ne Arten (vgl. [73], [111] und [114]). Eine einfache, häufig verwendete 
Form stellt die polynome Beschreibung mit der Kompression  

( ) 10 −= ρρκ  (2-24)

und den Werkstoffparametern iA  und iB  dar. 

( ) eBBAAAp 010
3

3
2

21 ρκκκκ ++++=  (2-25)

Die Abhängigkeit des Druckes von der Dichte und inneren Energie ist vor 
allem bei simulierten Anwendungen von wesentlicher Bedeutung, bei de-
nen hydrostatische Drücke dominieren. Für Anwendungen in der Crash-
simulation, wie in dieser Arbeit, spielt dieser Zusammenhang nur eine un-
tergeordnete Rolle, da hier die Belastungen vor allem durch die deviatori-
schen Spannungsanteile dominiert werden. Daher wird bei der Crashsi-
mulation meist von einer linearen Abhängigkeit vom hydrostatischen 
Druck und der Dichte ausgegangen.  

Kp κ=  (2-26)

In Gleichung (2-26) ist K  der Kompressionsmodul des Werkstoffes. Aus 
den genannten Gründen wird darauf nicht weiter eingegangen, sondern 
auf die Literatur [73], [111] und [114] verwiesen. 

Auf einige ausgewählte Stoffgleichungen wird im Folgenden näher ein-
gegangen. 

2.3.1 Elastisches Werkstoffverhalten 

Für die Berechnung des linear elastischen Werkstoffverhaltens wird oft 
das Hooke’sche Gesetz verwendet. Die Spannungen ijσ  errechnen sich 
aus dem Verzerrungstensor klε  und dem vierstufigen Steifigkeitstensor 
oder Elastizitätstensor ijklC . 

klijklij C εσ =  (2-27)
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Bei einem anisotropen Werkstoff ist das Materialverhalten richtungsab-
hängig. Der Elastizitätstensor besteht im Allgemeinen bei einem anisotro-
pen Werkstoff aus 81 Koeffizienten. Aus Gründen der Symmetrie des 
Spannungstensors ijσ  und somit auch für den vierstufigen Steifigkeitsten-
sor ijklC  und der Vorraussetzung eines quadratischen elastischen Potenti-
als lassen sich diese auf 21 unabhängige Komponenten reduzieren.  

Für die numerische Berechnung des Werkstoffverhaltens bietet sich eine 
andere Schreibweise an, die so genannte Ingenieursnotation. Die Unter-
schiede zur tensoriellen Beschreibung sind in Tabelle 2–1 dargestellt. 

Tabelle 2–1: Verwendete Definitionen in der Ingenieursnotation [13]. 

Verzerrungen Spannungen 
tensorielle 
Notation 

Ingenieurs-
notation 

tensorielle 
Notation 

Ingenieurs-
notation 

11ε  1ε  11σ  1σ  

22ε  2ε  22σ  2σ  

33ε  3ε  33σ  3σ  

12ε  4ε  12σ  4σ  

23ε  5ε  23σ  5σ  

13ε  6ε  13σ  6σ  
 

Mit den in Tabelle 2–1 angegebenen Definitionen wird Gleichung (2-27) 
auch in Matrixschreibweise mit ijC  als Steifigkeitsmatrix, iσ  als Span-
nungsvektor und jε  als Verzerrungsvektor geschrieben. 

jiji C εσ = , mit 6,5,4,3,2,1, =ji  (2-28)

Damit werden allgemein anisotrope, homogene, linear elastische Werk-
stoffe beschrieben. Dies dient als Ausgangspunkt für alle folgenden Über-
legungen in diesem Kapitel.  

 

Anisotroper, homogener, linear elastischer Werkstoff 

Einen anisotropen, homogenen, linear elastischen Werkstoff zeichnet kei-
nerlei Symmetrie aus. Infolgedessen sind alle Materialkennwerte abhängig 
von der Richtung. Das Material wird als triklinisch [105] bezeichnet. Eine 
solche Steifigkeitsmatrix mit 21 unabhängigen Komponenten ist in Glei-
chung (2-29) abgebildet. 
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.
C
CCsym
CCC
CCCC
CCCCC
CCCCCC

Ctriklin  (2-29)

 

Orthotroper, homogener, linear elastischer Werkstoff 

Existieren bei einem Kontinuum drei zueinander senkrechte Symmetrie-
ebenen, wird es als orthotrop bezeichnet. Bei diesem Material besteht die 
Steifigkeitsmatrix aus neun unabhängigen Koeffizienten. Eine Herleitung 
dazu ist bei Flügge [30] zu finden. 

⎟
⎟
⎟
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⎜
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⎝
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66
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44
33
2322
131211

0.
00
000
000
000

C
Csym

C
C
CC
CCC

Corthotrop  (2-30)

Werden die Materialeigenschaften (z. B. Elastizitätsmodul) an einem infi-
nitesimalen Materialpunkt als richtungsabhängige Vektoren aufgetragen, 
so bilden die Endpunkte der Vektoren eine Fläche um diesen Punkt. Bei 
einem orthotropen Material wird ein Ellipsoid erhalten. Ist dies entspre-
chend den Symmetrieebenen ausgerichtet, zeigt sich an den gegenüber-
liegenden Seiten ein identisches Materialverhalten. Somit sind die Farben 
an den gegenüberliegenden Seiten in Bild 2–4 gleichfarbig. 

3

1

2

 

Bild 2–4: Identisches Materialverhalten eines orthotropen Materials an spiegelsym-
metrischen Stellen. 
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Die Bestimmung der Koeffizienten ijC  in Gleichung (2-30) erfolgt über 
die Invertierung der Nachgiebigkeitsmatrix ijS , die für den allgemein ani-
sotropen Fall in Gleichung (2-31) dargestellt ist. Wie für die Steifigkeits-
matrix reduzieren sich auch bei der Nachgiebigkeitsmatrix die unabhängi-
gen Komponenten bei einem orthotrop, homogenen linear elastischen 
Werkstoff entsprechend auf neun.  

⎟⎟
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⎟
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛

=

66

5655

464544

36353433

2625242322

161514131211

.
S
SSsym
SSS
SSSS
SSSSS
SSSSSS

Sij  (2-31)

Wird ein Kontinuum einem einachsigen Spannungszustand ausgesetzt, in 
dem  

01 ≠σ  (2-32)

und  

065432 ===== σσσσσ  (2-33)

sind, so reagiert es mit den Verzerrungszuständen 

0,0,0 321 ≠≠≠ εεε  (2-34)

und Scherungen 

.0654 === εεε  (2-35)

Die erste Zeile der Nachgiebigkeitsmatrix wird folgendermaßen berechnet: 

1

1
11

σ
ε=S  (2-36)

1

2
12

σ
ε=S  (2-37)

1

3
13

σ
ε=S  (2-38)
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Dabei lassen sich die elastischen Verzerrungen in die unbelasteten Rich-
tungen (in diesem Fall die elastischen Verzerrungen 2ε  und 3ε ) über die 
so genannte Querkontraktionszahl oder Poissonzahl ijν  errechnen. Sie 
beschreibt das elastische Querverzerrungsverhalten einer Probe und wird 
anhand des negativen Quotienten des elastischen Anteils der Hauptver-
zerrungsrichtung ( el

iε ) und einer Querverzerrungsrichtung ( el
jε ) gebildet. 

el
i

el
j

ij
ε

ε
ν −=  (2-39)

Im isotropen Kontinuum sind die Querkontraktionszahlen identisch. Bei 
einem orthotropen Material existieren demnach drei unabhängige Koeffi-
zienten 132312 ,, ννν  und drei weitere, die sich aus 

i

j
ijji

E

E
νν =  (2-40)

ergeben. Die restlichen Koeffizienten der ersten Zeile der Nachgiebig-
keitsmatrix ijS  sind wegen der Annahme in (2-35) Null. Die übrigen Koef-
fizienten in den restlichen Zeilen der Nachgiebigkeitsmatrix lassen sich 
analog errechnen. Dabei ergeben sich die Schubspannungsterme zu  

ij
kk

G
S 1=  (2-41)

mit ji ≠  und keiner Summation über den Index k . 

 

Orthotropes Elastizitätsmodell 

Das linear, orthotrope Elastizitätsmodell berücksichtigt die richtungsab-
hängigen Elastizitätseigenschaften des Materials. Diese werden mit der in 
Gleichung (2-30) dargestellten Steifigkeitsmatrix abgebildet. Dafür wer-
den die drei Elastizitätsmoduln ( 321 ,, EEE ), die drei Schubmoduln 
( 132312 ,, GGG ) und die drei Querkontraktionszahlen ( 132312 ,, ννν ) ver-
wendet. Aus den neun Koeffizienten ergeben sich die elastischen Span-
nungen elσ  als Funktion 

( ).,,,,,,,, 132312132312321 νννσ GGGEEEfel =  (2-42)

Dabei ist die Steifigkeitsmatrix ijC  zu 
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mit 

321

133221311323232112 21

EEE

ννννννννν −−−−=Δ  (2-44)

definiert. Bei diesem Modell ist die Steifigkeit des Werkstoffes verzer-
rungsratenunabhängig.  

 

Transversal-isotroper, homogener, linear elastischer Werkstoff 

Ein Kontinuum wird als transversal-isotrop bezeichnet, sobald nur eine 
ausgezeichnete Richtung vorhanden und zugleich das Materialverhalten 
orthogonal dazu richtungsunabhängig ist. Die Steifigkeitsmatrix verein-
facht sich (unter der Annahme, dass die 1-Richtung die ausgezeichnete 
Richtung darstellt) mit nur noch fünf unabhängigen Komponenten. 
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Werden die Materialeigenschaften des Kontinuums an einem Material-
punkt mit richtungsabhängigen Vektoren veranschaulicht, wird ein El-
lipsoid erhalten. Ist dies entsprechend den Symmetrieebenen ausgerichtet, 
wird ersichtlich, dass das Material in die ausgezeichnete Richtung (blaue 
Kreise) ein anderes Materialverhalten aufweist als in der Ebene (rote Krei-
se). Es ist möglich, das Bezugskoordinatensystem um die 1-Achse zu dre-
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hen und es wird kein Unterschied im Materialverhalten festgestellt (vgl. 
Bild 2–5). 

3

1

2

 

Bild 2–5: Identisches Materialverhalten eines transversalen-isotropen Materials in 
der 2-3-Ebene und ein anderes in die 1-Richtung. 

 
 

Isotroper, homogener, linear elastischer Werkstoff 

Bei einem isotropen Kontinuum ist das Materialverhalten vollständig un-
abhängig von der Richtung. Die Steifigkeitsmatrix vereinfacht sich weiter 
mit nur noch zwei unabhängigen Konstanten λ  und μ . Beide werden 
auch als Lamé’sche Konstanten bezeichnet. 

( )( )νν
νλ

211 −+
= E  (2-46)

( )ν
μ

+
==

12

EG  (2-47)

In Gleichung (2-46) ist E  der Elastizitätsmodul und ν  die Querkontrakti-
ons- bzw. Poissonzahl. G  ist in Gleichung (2-47) der Schubmodul. Ein 
weiterer wichtiger Materialkennwert ist der Kompressionsmodul K . 

( )ν
μλ

2133

2

−
=+= EK  (2-48)

Die Steifigkeitsmatrix eines isotropen Werkstoffes hat mit K  und G  die 
Form: 
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Durch die Isotropie ergibt sich keinerlei Richtungsabhängigkeit mehr in 
der Form der Fläche, die durch die richtungsabhängigen Vektoren der 
Materialeigenschaften (z. B. Elastizitätsmodul) um einen infinitesimalen 
Materialpunkt beschrieben wird (vgl. Bild 2–6). Geometrisch wird aus den 
vorher erwähnten Ellipsoiden eine Kugel. Das Bezugskoordinatensystem 
kann beliebig rotiert werden und es tritt kein Unterschied im Materialver-
halten auf. 

3

1

2

 

Bild 2–6: Identisches Materialverhalten in alle Richtungen. 
 
 

Viskoelastische Elastizitätsmodelle 

Die bisher dargestellten Materialmodelle gehen von einer zeitunabhängi-
gen Elastizität aus. Zeigt dagegen ein Material im elastischen Bereich eine 
Verzerrungsratenabhängigkeit oder auch eine zeitverzögerte Entlastung, 
wird das Viskoelastizität genannt [46]. Das viskoelastische Verhalten eines 
Kontinuums kann allgemein durch eine Kombination aus einer Feder und 
einem Dämpfer erklärt werden. 
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Kelvin-Voigt Modell 

Beim Kelvin-Voigt Modell wird für die Beschreibung der Elastizität ein ex-
ponentieller Ansatz mit dem Elastizitätsmodul E , der Zeit t  und der Vis-
kosität η  des Dämpfers gewählt.  
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E η

σε exp10  (2-50)

Ein analoges Modell besteht aus einer linearen Feder und einem Dämpfer 
(vgl. Bild 2–7).  

� �

�

 

Bild 2–7: Lineares Kelvin-Voigt Modell mit parallel geschalteter Feder und Dämpfer. 
 
Die Spannung σ  ergibt sich aus der Summe der Spannung auf die Feder 
und den Dämpfer. Sowohl in der Feder als auch im Dämpfer ist die Ver-
zerrung ε  identisch. 

 

Maxwell Modell 

Das Maxwell Modell besteht wie das Kelvin-Voigt Modell aus einer Feder 
und einem Dämpfer. Allerdings sind in diesem Fall die Elemente seriell 
miteinander verknüpft (vgl. Bild 2–8).  

� �

�Feder �Dämpfer

 

Bild 2–8: Lineares Maxwell Modell mit seriell geschalteter Feder und Dämpfer. 
 
Die Beschreibung der zeitlichen Änderung der Verzerrungsrate ε&  ergibt 
sich mit der Spannung σ , der Spannungsänderung σ& , dem Elastizitäts-
modul E  und der Viskosität η  des Dämpfers zu: 

η
σσε +=

E

&
&  (2-51)
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Beim Maxwell Modell errechnet sich die Verzerrung ε  aus der Summe der 
Einzelverzerrungen. Die Spannung σ  dagegen ist sowohl in der Feder als 
auch im Dämpfer identisch.  

 

Verallgemeinerung 

Im Allgemeinen werden für die Beschreibung eines viskoelastischen Kon-
tinuums mehrere parallel (vgl. Bild 2–9a) oder seriell (Bild 2–9b) geschalte-
te viskoelastische Materialmodelle verwendet.  

(a) (b)

Bild 2–9: Verallgemeinerte lineare viskoelastische Materialmodelle: (a) Kelvin-Voigt 
Modell; (b) Maxwell Modell. 

 

2.3.2 Elastisches, plastisches Werkstoffverhalten 

Führt die Belastung des Werkstoffes zum Überschreiten eines kritischen 
Spannungszustandes, der so genannten Fließgrenze, stellen sich bleiben-
de Verformungen ein. Die Deformation geht vom elastischen Materialver-
halten in das plastische über. Unter Zugbeanspruchung wird von Streck-
grenze, unter Druckbeanspruchung von Quetschgrenze und unter Ver-
drehung von Torsionsgrenze gesprochen. Im neundimensionalen Span-
nungsraum nennt sich diese Grenze allgemein Fließort oder Fließfläche. 
Die für die numerische Simulation notwendige mathematische Beschrei-
bung des Kriteriums wird mit Fließbedingung bzw. Fließfläche bezeichnet.  
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Wird durch eine gegebene Belastung ein Spannungszustand hervorgeru-
fen, der innerhalb der Fließfläche liegt, verhält sich das Material elastisch. 
Würde theoretisch ein Spannungszustand die Fließfläche überschreiten, 
wird dieser auf die Fließfläche projiziert und es tritt eine plastische Defor-
mation auf. Das Kontinuum wird durch jede weitere Beanspruchung plas-
tisch verformt, bis sich der Spannungszustand wieder innerhalb der Fließ-
fläche befindet. Eine allgemein mathematische Beschreibung der Fließflä-
che Ff  erfolgt ausgehend von einem Spannungstensor ijσ  und einer be-
liebigen Anzahl von Werkstoffparametern nk . 

( ) 0,,, 1 =nij kkFf Kσ  (2-52)

Eine plastische Verformung des Kontinuums wird auch als plastisches 
Fließen bezeichnet. Um sowohl die plastische als auch die elastische Ver-
zerrung separat beschreiben zu können, wird angenommen, dass sich der 
Tensor der Gesamtverzerrung additiv aus einem elastischen und einem 
plastischen Verzerrungsanteil zusammensetzt.  

pl
ij

el
ij

ges
ij ddd εεε +=  (2-53)

Zusätzlich wird für die weitere Beschreibung des Werkstoffverhaltens eine 
Fließregel benötigt. Diese definiert die Komponenten des plastischen Ver-
zerrungstensors pl

ijdε . Eine häufig verwendete Berechnung des plasti-
schen Verzerrungstensors ist  

.
ij

pl
ij

Gpd
σ

λε
∂

∂Δ=  (2-54)

Dabei steht in Gleichung (2-54) λΔ  für den positiv definierten Lagrange-
Multiplikator, Gp  für das plastische Potential und ijσ  für den Span-
nungstensor. Bei Volumenkonstanz addieren sich die plastischen Verzer-
rungsinkremente der Normalverzerrungen zu Null. 

0=pl
iidε  (2-55)

Ist Gleichung (2-55) größer Null, tritt Volumenzunahme oder Dilatation 
auf. Unter der Annahme der Volumenkonstanz kann eine äquivalente 
plastische Vergleichsverzerrung plε  definiert werden. 
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pl
ij

pl
ij

pl εεε
3

2=  (2-56)

Ist das plastische Potential Gp  identisch mit der Fließfläche Ff , wird der 
Zusammenhang als assoziiertes, andernfalls als nicht assoziiertes Fließen 
bezeichnet. Eine Herleitung des assoziierten Fließens erfolgt unter der 
Verwendung des Drucker’schen Postulates [55]. Diese Forderung definiert 
einen Werkstoff als stabil, wenn folgende Beziehung gilt: 

0>pl
ijijdd εσ  (2-57)

In der Ungleichung (2-57) sind ijdσ  die Inkremente des Spannungsten-
sors und pl

ijdε  die plastischen Verzerrungsinkremente. Aus dem assoziier-
ten Fließen ergeben sich für die Plastizitätstheorie zwei wesentliche Kon-
sequenzen: 

• Konvexität 

• Normalenregel 

Unter Konvexität der Fließfläche [49] ist zu verstehen, dass sie von je zwei 
Spannungspunkten der Fließfläche (Randpunkte einbegriffen) auch deren 
Verbindungsgerade ganz enthält. Um die Normalenregel zu erfüllen, 
müssen die plastischen Verzerrungsinkremente normal zur Fließfläche 
nach außen gerichtet sein [15]. Das Drucker’sche Stabilitätspostulat stellt 
kein Naturgesetz dar [27]. Werkstoffe bei denen die Fließbedingung eine 
Abhängigkeit vom hydrostatischen Druck aufweist, folgen nicht notwen-
digerweise diesem Postulat. Ebenso Materialien, die in ihrer Spannungs-
Verzerrungsbeziehung ein entfestigendes Verhalten aufweisen, entspre-
chen nicht mehr den Grundsätzen des Drucker’schen Postulates. Für diese 
Klasse von Werkstoffen lassen sich auf Grund der Forderung keine Aus-
sagen über die Konvexität der Fließfläche oder der Normalenregel treffen. 

Wird ein mehrachsiger Spannungszustand im Hauptspannungsraum be-
trachtet, in dem  

0>>> IIIIII σσσ  (2-58)

gilt und dieser mit einem einachsigen Spannungszustand, der die identi-
sche Gestaltänderungsarbeit (-energie) W  erfordert, verglichen, ergibt 
sich:  



  2 Theoretische Grundlagen 30 

2~ σW  (2-59)

Der Zusammenhang wird auch als Gestaltänderungsenergiehypothese 
bezeichnet, da davon ausgegangen wird, dass ein Körper sich in einem 
komplexen Spannungsfall identisch zu einem uniaxialen Spannungsfall 
verhält, wenn die Energie identisch ist. Aus der Proportionalitätsbezie-
hung in (2-59) ist die sehr häufige Verwendung einer quadratischen Fließ-
fläche für die Beschreibung der Plastizität ersichtlich, die noch in eine i-
sotrope (richtungsunabhängige) oder anisotrope (richtungsabhängige) 
Fließbedingung unterschieden wird. Die skalare Größe der Fließfläche 
wird auch als Vergleichsspannung bezeichnet. Im Folgenden sollen nun 
einige bereits existierende Fließ- bzw. Materialmodelle vorgestellt werden. 
Diese und weitere (Barlat [10] und Hill [39]) sind ursprünglich vor allem 
für metallische Werkstoffe (Hu [43], Lademo [57] und Wu [132]) einge-
setzt worden. 

 

Fließmodell von von Mises 

Für die mathematische Beschreibung der Fließfläche oder des plastischen 
Potentials der Fließ- bzw. Materialmodelle werden sehr häufig Invarianten 
eingesetzt. Diese bieten den Vorteil, dass sie sich unabhängig von der La-
ge des Koordinatensystems berechnen (vgl. Kapitel 2.1). Für die mathe-
matische Beschreibung vergleicht das von Mises Modell [127] für die Be-
rechnung der Fließfläche Ff  die zweite Invariante des deviatorischen 
Spannungstensors (2-14) mit einer zu bestimmende Werkstoffkonstante 
k .  

03 2 =−= kJFf  (2-60)

Das Fließgesetz nach von Mises kann durch Umformen auch als 
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geschrieben werden. Das plastische Potential wird ebenfalls über die 
Fließfläche berechnet (assoziiertes Fließen).  
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23JGp =  (2-62)

In Tabelle 2–2 sind die wichtigsten Eigenschaften des Fließmodells aufge-
zählt, das sehr weit verbreitet ist und häufig in der Werkstoffsimulation 
eingesetzt wird (vgl. [76] und [77]).  

Tabelle 2–2: Eigenschaften des von Mises Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 

Fließbeginn Isotrop 

Dilatation Nein 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind identisch.  

Wird die in Gleichung (2-60) beschriebene Fließfläche im Hauptspan-
nungsraum veranschaulicht, so stellt sie einen Zylinder des ersten und 
siebten Oktanten dar. Die Raumdiagonale ist die Zylinderachse, die auch 
als hydrostatische Achse bezeichnet wird, da auf ihr IIIIII σσσ ==  gilt 
(vgl. Bild 2–10).  

Ein Deviatorschnitt ist eine Ebene, die senkrecht zur hydrostatischen Ach-
se liegt. Die noch den Ursprung des kartesischen Koordinatensystems 
enthaltene Ebene, nennt sich π -Ebene. Der Schnitt ist bei der von Mises 
Fließfläche ein Kreis (vgl. Bild 2–11a). Einen Meriadianschnitt bezeichnet 
den Schnitt durch den Zylinder, der die Raumdiagonale vollständig ent-
hält. Der von Mises Zylinder reduziert sich dabei auf zwei parallele Gera-
den zur hydrostatischen Achse (vgl. Bild 2–11b). Die Größe q  bezeichnet 
die von Mises Vergleichsspannung.  
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Bild 2–10: Von Mises Fließfläche und plastisches Potential im Hauptspannungsraum
(rot) mit hydrostatischer Achse (grau) einer Deviatorebene (π-Ebene, grün) 
und einem Meridianschnitt (blau). 

 
 

�I

p

q

�II

�III

(a) (b)  

Bild 2–11: Von Mises Fließfläche und plastisches Potential im Hauptspannungsraum: 
(a) Deviatorschnitt (π-Ebene); (b) Meridianschnitt. 

 
Bei von Mises wird eine plastische Vergleichsverzerrung unter der An-
nahme der Volumenkonstanz wie folgt definiert: 
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pl
ij

pl
ij

pl εεε
3

2=  (2-63)

 

Fließmodell von Drucker-Prager 

Das Drucker-Prager Fließmodell [28] bildet ein vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Fließverhalten ab. Dazu wird für die Beschreibung der Fließ-
fläche sowohl die erste Invariante des Spannungstensors (2-7) (mit Be-
rücksichtigung der Definitionen von (2-10) und (2-11)) als auch die zweite 
des deviatorischen Spannungstensors (2-14) verwendet.  

0tan3 2 =−−= kpJFf β  (2-64)

Die Größe k  ist ein noch zu bestimmender Materialkennwert. In den De-
viatorschnitten (vgl. Bild 2–12a) wird die hydrostatische Druckabhängig-
keit der Fließgrenze bzw. des plastischen Potentials deutlich. Diese bilden 
konzentrische Kreise. Der Meridianschnitt (vgl. Bild 2–12b) der Fließgrenze 
bzw. des plastischen Potentials stellt sich als zwei sich schneidende Halb-
geraden dar. Der konstante Winkel β  beschreibt den Gradienten mit 
dem die Fließfläche gegen die hydrostatische Achse geneigt ist. β  wird 
auch als Reibungswinkel und k  als Kohäsion bezeichnet. Die Fließfläche 
hat im Hauptspannungsraum die geometrische Form eines Kegels. 

p

q

�I
�II

�III

(a) (b)

� �

 

Bild 2–12: Drucker-Prager Fließfläche und plastisches Potential im Hauptspannungs-
raum (Fließfläche: rot, plastisches Potential: blau): (a) Deviatorschnitt (π-
Ebene (durchgezogene Linie) und Schnitt in positiver bzw. negativer Rich-
tung der hydrostatischen Achse (gestrichelte Linie)); (b) Meridianschnitt. 

 
Das Fließmodell geht von einem nicht assoziierten Fließen aus. 
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ψtan3 2 pJGp −=  (2-65)

Es liegt assoziiertes Fließen vor, falls:  

βψ =  (2-66)

Mit °> 0ψ  ist die Abbildung einer Dilatation (Volumenzunahme) möglich. 
Das Fließmodell kann die in der Tabelle 2–3 aufgeführten Eigenschaften 
abbilden. 

Tabelle 2–3: Eigenschaften des Drucker-Prager Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 

Fließbeginn Isotrop 

Dilatation Ja 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander abhängig.  

 

Materialmodell von Junginger 

Unverstärkte Kunststoffe zeigen sowohl ein isotropes als auch ein vom 
hydrostatischen Druck abhängiges Materialverhalten. Bei Junginger [52] 
werden unverstärkte Kunststoffe charakterisiert und ein Materialmodell 
entwickelt. Sowohl unter einer Druck- als auch einer Zugbelastung weisen 
die unverstärkten Kunststoffe eine Verfestigung auf. Bei einer Schubbelas-
tung allerdings bleibt das Spannungsniveau nahezu konstant. Das ani-
sotrope Verfestigungsverhalten ist in Bild 2–13 zu erkennen.  

Anhand der Ergebnisse wurde ein isotropes, vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Materialmodell für Kunststoffe entwickelt. Die Fließfläche be-
steht unter Berücksichtigung des anisotropen Fließbeginns aus zwei An-
sätzen für 0<p  (Zug) 

0tan3 2 =−−= kpJFf Zβ  (2-67)

und für 0≥p  (Druck und Schub) 

.0tan3 2 =−−= kpJFf Dβ  (2-68)
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Bild 2–13: Von Mises Vergleichsspannung als Funktion der Vergleichsverzerrung bei
einer Verzerrungsrate von 1/s unter Druck-, Schub- und Zugbelastung für
Bayblend T65 [52]. 

 
Beide gehen an der Stelle 0=p  (Schub) ineinander über. In dem Modell 
wird die Plastizität wiederum von einem nicht assoziierten Fließen be-
schrieben. 

ψtan3 2 pJGp −=  (2-69)

Für den Spezialfall 0=ψ  geht Gleichung (2-69) in (2-62) über. Devia-
torschnitte (konzentrische Kreise) der Fließfläche in der π -Ebene und zwei 
Schnitte in positiver bzw. negativer hydrostatischer Achse sind in Bild 2–
14a zu sehen. In Bild 2–14b lässt sich erkennen, dass die Fließfläche eine 
Nichtkonvexität aufweist. Die Fließfläche stellt im Hauptspannungsraum 
zwei sich an der Spitze schneidende Kegel mit der identischen Rotations-
achse dar. 
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Bild 2–14: Fließfläche und plastisches Potential nach Junginger im Hauptspannungs-
raum (Fließfläche: rot, plastisches Potential: blau): (a) Deviatorschnitt (π-
Ebene (durchgezogene Linie) und Schnitt in positiver bzw. negativer Rich-
tung der hydrostatischen Achse (gestrichelte Linie)); (b) Meridianschnitt. 

 
Eine Abbildung der mechanischen Kennwerte des Materials in Abhängig-
keit des hydrostatischen Drucks ist sowohl in positiver als auch in negati-
ver Richtung möglich (vgl. Tabelle 2–4). 

Tabelle 2–4: Eigenschaften des Junginger Materialmodells. 

Steifigkeit Isotrop 
Fließbeginn Isotrop 
Dilatation Ja 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander unabhängig.  

 

Fließmodell von Hill 

Die bisher vorgestellten Kontinuumsmodelle gehen von einer isotropen 
Plastizität aus. Verhält sich ein Werkstoff richtungsabhängig, muss dies 
wie bei der Elastizität (vgl. Gleichung (2-30)) auch bei der Plastizität be-
rücksichtigt werden. Das geschieht durch die so genannten Anisotropie-
koeffizienten. Durch diese ist es möglich, mathematisch die zylindrische 
Fließfläche bei von Mises (vgl. Bild 2–10) in eine Fließfläche mit einem 
nicht kreisrunden Deviatorschnitt umzuformen. Das Materialverhalten ei-
nes orthotropen Materials lässt sich mit sechs unabhängigen Parametern 
beschreiben. Sie werden auch Lankford Koeffizienten [59] genannt. Hill 
[40] bezeichnet jene mit MLHGF ,,,,  und N . GF,  und H  berücksichtigen 
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das orthotrope Verhalten in Normalspannungsrichtung, die restlichen 
Größen in Schubspannungsrichtung. Für die Bestimmung der Lankford 
Koeffizienten wird das Verhältnis der plastischen Stauchungen in Dicken-
richtung zur Querrichtung bei einem uniaxialen Zugversuch [98] verwen-
det. Die Koeffizienten können entweder am Beginn des Fließens oder an-
hand eines Mittelwertes über den gesamten plastischen Bereich errechnet 
werden. In der vorliegenden Arbeit werden diese Parameter am Beginn 
des plastischen Bereiches ermittelt. Für die Beschreibung der Anisotropie 
existieren zusätzlich die Werte ijR . Jene bilden den Quotienten der Span-
nungen am Fließbeginn bei einem uniaxialen Zugversuch in eine Richtung 
( ijσ ) zu einer vorher festgelegten ( 0σ ) ab. Die genannten Koeffizienten 
sind wie folgt ineinander überzuführen: 
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In den Gleichungen (2-73) bis (2-75) ist 300 στ = . Die Fließfläche hat, 
mit dem noch zu bestimmenden Werkstoffkennwert k , die mathemati-
sche Form: 
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Dabei stimmen die Anisotropieachsen mit dem Referenzkoordinatensys-
tem überein. Das plastische Potential (assoziiertes Fließen) ergibt sich zu: 
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Wird in den Gleichungen (2-76) bzw. (2-77) 

2

1=== HGF  (2-78)

und  

2

3=== NML  (2-79)

eingesetzt, werden die in den Gleichungen (2-60) bzw. (2-62) angegebe-
nen isotropen Formen erhalten.  

In Bild 2–15a wird ein Deviatorschnitt der Fließfläche bzw. des plastischen 
Potentials im Hauptspannungsraum dargestellt. Es wird die Richtungsab-
hängigkeit des Fließbeginns deutlich, da die Abstände der Schnittpunkte 
der Fließfläche mit den Hauptspannungsachsen und dem Ursprung nicht 
identisch sind. Auch die Geraden des Meridianschnittes (vgl. Bild 2–15b) 
weisen einen unterschiedlichen Abstand zur hydrostatischen Achse auf, 
da dieser abhängig von der Orientierung im Hauptspannungsraum ist. 
Der Winkel θ  wird als Ähnlichkeitswinkel bezeichnet (vgl. Gleichung 
(2-88)). 
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Bild 2–15: Fließfläche und plastisches Potential nach Hill im Hauptspannungsraum: 
(a) Deviatorschnitt (π-Ebene); (b) Meridianschnitt. 

 
Die wichtigsten Eigenschaften des Fließmodells nach Hill sind in Tabelle 2–
5 aufgeführt. 

Tabelle 2–5: Eigenschaften des Hill Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 

Fließbeginn Orthotrop 

Dilatation Nein 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind identisch.  

Bei dem Fließmodell nach Hill wird die plastische Vergleichsverzerrung 
folgendermaßen definiert: 

0σ

εσ
ε

pl
ijijpl =  (2-80)

Dabei ist in Gleichung (2-80) 0σ  die Referenzspannung. 

 

Fließmodell von Raghava und Caddell 

Wird die Fließfläche und das plastische Potential von Hill um die linearen 
Terme 11σ , 22σ  und 33σ  (hydrostatische Druckabhängigkeit) erweitert, 
ergibt sich das Fließmodell nach Raghava und Caddell [104]. Die modifi-
zierte Fließfläche mit dem Werkstoffkennwert k  errechnet sich zu: 
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und das plastische Potential (bei assoziiertes Fließen) zu: 
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Werden in den Gleichungen (2-81) bzw. (2-82) die Vereinfachungen von 
den Gleichungen (2-78), (2-79) und 

0=== KJI  (2-83)

eingesetzt, so entstehen die in den Gleichungen (2-60) bzw. (2-62) ange-
gebenen Formen.  

In Bild 2–16a werden drei Deviatorschnitte der Fließfläche bzw. des plasti-
schen Potentials nach dem Modell von Raghava gezeigt. Es wird erneut 
eine hydrostatische Druckabhängigkeit ersichtlich, weil die Schnitte kon-
zentrisch, aber nicht äquivalent sind. Hier wird auch eine Richtungsab-
hängigkeit des Fließbeginns deutlich, da die Abstände zwischen den 
Schnittpunkten der Fließfläche mit den Hauptspannungsachsen und dem 
Ursprung nicht gleich sind. Ein Meridianschnitt (vgl. Bild 2–16b) zeigt die 
Orthotropie durch die unterschiedlichen Kohäsionswerte in Abhängigkeit 
der Orientierung. Die Fließfläche stellt ein nicht kreisrundes Paraboloid 
dar. 

Mit dem Modell ist sowohl eine Abbildung der Richtungsabhängigkeit des 
Fließbeginns als auch eine teilweise Berücksichtigung der hydrostatischen 
Druckabhängigkeit der mechanischen Kennwerte des Materials möglich 
(vgl. Tabelle 2–6). 

Tabelle 2–6: Eigenschaften des Raghava und Caddell Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 

Fließbeginn Orthotrop 

Dilatation Ja 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander abhängig.  
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Bild 2–16: Raghava Fließfläche und plastisches Potential bei assoziiertem Fließen im 
Hauptspannungsraum: (a) Deviatorschnitt (π-Ebene (durchgezogene Linie) 
und Schnitt in positiver bzw. negativer Richtung der hydrostatischen Ach-
se (gestrichelte Linie)); (b) Meridianschnitt. 

 
 

Fließmodell von Chen 

Eine verallgemeinerte Formulierung der Fließfläche von Hill findet sich bei 
Chen [21].  
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Dieses Modell wird in [110] zur Simulation von Beschuss auf Faserver-
bundwerkstoffen eingesetzt. Durch die Terme mit den Faktoren 12a , 13a  
und 23a  ist es möglich, eine hydrostatische Druckabhängigkeit der Fließ-
fläche zu erreichen. Mit geeigneter Wahl der Werte ija  mit 3,2,1, =ji  
kann die Gleichung (2-84) auf die Formulierung nach Hill (2-76) oder wei-
ter auf von Mises (2-60) zurückgeführt werden. In dem Modell werden 
diese Parameter über die in der Veröffentlichung definierten plastischen 
Poissonzahlen oder Querkontraktionszahlen pl

ijν  errechnet. Das Stoffmo-
dell geht von einem assoziierten Fließen aus.  
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Mit dem Fließmodell kann die hydrostatische Druckabhängigkeit des Ma-
terials berücksichtigt werden. Diese wird in den Darstellungen Bild 2–17a 
und Bild 2–17b ersichtlich. Die Deviatorschnitte der Fließfläche bzw. des 
plastischen Potentials sind nicht deckungsgleich. Die Konvexität der Po-
tentiale bewirkt, dass die Vergleichs-Fließspannung unter Schub größer 
sein muss als unter dem Druck- bzw. Zuglastfall. Da von assoziiertem Flie-
ßen ausgegangen wird, veranlasst die Konvexität eine Volumenzunahme 
beim plastischen Fließen im Zuglastfall und eine Volumenabnahme im 
Drucklastfall.  

�I

p

q

�II

�III

(a) (b)  

Bild 2–17: Chen Fließfläche und plastisches Potential im Hauptspannungsraum:
(a) Deviatorschnitt (π-Ebene (durchgezogene Linie) und Schnitt in positiver 
bzw. negativer Richtung der hydrostatischen Achse (gestrichelte Linie));
(b) Meridianschnitt. 

 
In Tabelle 2–7 sind die wichtigsten Eigenschaften des Fließmodells von 
Chen aufgeführt.  
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Tabelle 2–7: Eigenschaften des Chen Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 
Fließbeginn Orthotrop 
Dilatation Ja (im Zuglastfall) 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander abhängig.  

 

Fließmodell von Oller, Car und Lubliner 

Eine allgemeingültige explizite orthotrope Fließfläche wird in [100] ange-
führt.  

02

2
6

2
6

2
5

2
5

2
4

2
4

32

1

222

=−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+++

+
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
++=

k
ffffff

fff

ffffffff

ffffffffff
Ff

D
z

Z
z

z
zD

y
Z
y

y
yD

x
Z
x

x
x

D
y

Z
y

D
x

Z
x

yx

D
y

Z
y

D
z

Z
z

xz

D
z

Z
z

D
y

Z
y

zy
D
z

Z
z

z
D
y

Z
y

y
D
x

Z
x

x

σα
σ

ασα

σσσ

σσ
λσσλ

σσ
λσσσ

 

(2-86)

Mit Z
if  bzw. D

if  wird die Fließspannung unter einem uniaxialen Zug- 
bzw. Druckversuch in die i -Richtung bezeichnet. Die Anpassungsfaktoren 

iα  errechnen sich zu: 
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Durch die Variation des noch zusätzlichen Wertes iλ  kann Gleichung 
(2-86) auf die bei von Mises (2-60), Drucker-Prager (2-64) oder Hill (2-76) 
dargestellte Fließfunktion überführt werden. In Tabelle 2–8 sind die wich-
tigsten Eigenschaften des Fließmodells unter der Annahme eines assoziier-
ten Fließens aufgeführt. 

Tabelle 2–8: Eigenschaften des Oller, Car und Lubliner Fließmodells. 

Steifigkeit Keine Aussage 

Fließbeginn Orthotrop 

Dilatation Ja 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander abhängig.  

 

Materialmodell von Weyer, Dell, Oberhofer und Gese 

Ein phänomenologisches Materialmodell zur Beschreibung des verzer-
rungsratenabhängigen Deformationsverhaltens von Kunststoffen wurde 
von Weyer, Dell, Oberhofer und Gese [128] entwickelt. Es kann im Zwei-
dimensionalen (ebener Spannungszustand) ein unterschiedliches Verfesti-
gungsverhalten unter einer Druck-, Schub- und Zugbelastung und ein e-
lastisches orthotropes Verhalten modelliert werden. Im dreidimensionalen 
Fall ist nur ein isotropes Verhalten abbildbar. Zur besseren Berücksichti-
gung des Versagens wird die Bruchverzerrung anhand des Spannungszu-
standes und der Deformationsgeschichte ermittelt. Die Möglichkeiten des 
Materialmodells sind in Tabelle 2–9 aufgeführt. 

Tabelle 2–9: Eigenschaften des Weyer, Dell, Oberhofer und Gese Materialmodells. 

Steifigkeit Orthotrop (2D) 
Isotrop (3D) 

Fließbeginn Orthotrop (2D) 
Isotrop (3D) 

Dilatation Keine Aussage 

Hydrostatische Druckabhängigkeit Druck- und Zugfließspannung 
sind voneinander unabhängig.  

 



2 Theoretische Grundlagen   45

2.3.3 Bewertung und Vergleich der vorgestellten 
Fließ- bzw. Materialmodelle 

Liegen nur die Messwerte von uniaxialen Versuchen (Zuglastfall, Druck-
lastfall und Schublastfall) mit unterschiedlichem Fließbeginn vor, können 
für die Simulation des Materialverhaltens verschiedene Materialmodelle 
ausgewählt werden. Es besteht die Möglichkeit, nur die Abhängigkeit 
vom hydrostatischen Druck zu berücksichtigen. Unter diesen Umständen 
wird das Fließmodell nach Drucker-Prager erhalten. Eine andere Möglich-
keit ist, die Verwendung des Ähnlichkeitswinkels θ  [22]. 

2/3
2

3

2

33
3cos

J

J=θ  (2-88)

Mit diesem kann ebenso ein unterschiedliches Materialverhalten im Zug-, 
Druck- oder Schublastfall ohne die erste Invariante beschrieben werden. 
Welches Modell gewählt wird, muss von den gegebenen Materialkenn-
werten und vermuteten Materialverhalten in anderen Spannungsfällen 
oder Möglichkeiten der Modellimplementierung abhängig gemacht wer-
den.  

Mit dem orthotropen Elastizitätsmodell ist es teilweise möglich, das ge-
messene elastische Materialverhalten abzubilden. Allerdings hat das Mo-
dell keine plastischen Eigenschaften, die für die Crashsimulation von gro-
ßer Bedeutung sind, da bei der plastischen Deformation die Energie ab-
sorbiert wird. Außerdem weißt dieses Modell keine elastische Verzer-
rungsratenabhängigkeit auf. 

Im Gegensatz dazu zeigen sowohl das Maxwell als auch das Kelvin-Voigt 
Modell eine Verzerrungsratenabhängigkeit im elastischen Bereich. Aller-
dings sind beide nur für ein isotropes Kontinuum geeignet und weisen 
ebenfalls keine Plastizität auf. 

Das Modell von von Mises ist nur für isotrope Materialien geeignet. Durch 
das in Kapitel 3.5 aufgeführte orthotrope Werkstoffverhalten ist dieses 
Modell äußerst ungeeignet, um das Materialverhalten zufrieden stellend 
abzubilden. 

Ein unterschiedliches Verhalten beim Fließbeginn kann durch das Modell 
von Drucker-Prager dargestellt werden. Allerdings ist bei diesem Modell 
nur eine Abbildung von einer vom Zuglastfall über den Schublastfall zum 
Drucklastfall ansteigenden Streckgrenze möglich. Außerdem geht dieses 
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Stoffmodell von einem isotropen Material aus. Wegen der in Kapitel 3.5 
nachgewiesenen Orthotropie scheidet dieses Fließmodell aus. 

Bei dem Modell von Junginger kann die Streckgrenze für den Druck-, 
Schub- und Zuglastfall unabhängig gewählt werden. Daher wird nur bei 
diesem Modell die hydrostatische Druckabhängigkeit des Kunststoffes 
vollständig berücksichtigt, allerdings sind die Steifigkeit und die Plastizität 
isotrop. 

Die Orthotropie wird bei dem Modell nach Hill zwar berücksichtigt, aber 
dieses geht von einem vom hydrostatischen Druck unabhängigen plasti-
schen Materialverhalten aus. Folglich ist jenes Modell auch nicht geeignet, 
die komplexen Phänomene der mechanischen Eigenschaften des unter-
suchten Kunststoffes zu beschreiben. 

Das Modell von Raghava und Caddell kann sowohl die orthotrope Plastizi-
tät als auch die hydrostatische Druckabhängigkeit beschreiben. Es gelten 
jedoch ähnliche Einschränkungen wie bei Drucker-Prager: die Fließspan-
nung im Drucklastfall muss höher sein als im Schublastfall und diese wie-
derum größer als im Zuglastfall. 

Im Gegensatz dazu ist bei dem Modell nach Chen die Fließspannung un-
ter Schub am größten, aber die unter Druck und Zug muss kleiner sein. 
Dieses Modell kann eine Volumenabnahme im Drucklastfall und eine Vo-
lumenzunahme im Zuglastfall beschreiben. Über den elastischen Bereich 
wird keine Aussage getroffen. 

Wie die Fließfläche von Chen eine Verallgemeinerung des Modells von Hill 
darstellt, ist das Fließmodell von Oller et al. eine Abstraktion der Fließflä-
che nach Raghava und Caddell. Die Anisotropiekoeffizienten können für 
jede Richtung unabhängig angegeben werden. Allerdings muss die Fließ-
spannung im Drucklastfall höher sein als im Schublastfall und diese wie-
derum größer als im Zuglastfall. 

Im Modell von Weyer u. a. kann zumindest im zweidimensionalen Fall die 
Orthotropie sowohl im elastischen als auch im plastischen Bereich model-
liert werden. Zusätzlich ist eine Taillierung und Asymmetrie (Unterschiedli-
cher Fließbeginn unter Druck, Schub und Zug) des Fließortes möglich. 

In Tabelle 2–10 mit der Legende in Tabelle 2–11 sind die wichtigsten Ei-
genschaften der in dieser Arbeit vorgestellten Fließ- bzw. Materialmodelle 
zusammengefasst.  
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Tabelle 2–10: Übersicht der hier vorgestellten Fließ- bzw. Materialmodelle 
und deren wichtigsten Eigenschaften (Legende siehe Tabelle 
2–11). 
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Tabelle 2–11: Legende der in Tabelle 2–10 verwendeten Abkürzungen. 

A Abhängigkeit 
I Isotrop 
J Ja 
K Keine Aussage 
N Nicht vorhanden bzw. Nein
O Orthotrop 
T Teilweise (im Zuglastfall) 
U Unabhängigkeit 
VI Visokoelastisch isotrop  

Bisher ist in der Literatur kein Materialmodell für den zwei- und dreidi-
mensionalen Fall für einen orthotropen elastischen und orthotropen plas-
tischen Werkstoff bekannt, das auch die Verzerrungsratenabhängigkeit 
und Verfestigung, sowie unterschiedliches plastisches Verhalten unter 
Zug- und Druck analytisch abbilden kann. Somit ist das Ziel dieser Arbeit 
eine Neuimplementierung eines Werkstoffmodells für die Crashanwen-
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dung. Für die Charakterisierung sollen experimentell bestimmte Kennwer-
te eines kurzfaserverstärkten Werkstoffes dienen. 

2.3.4 Versagensmodelle 

Wird ein Kontinuum über ein gewisses Maß belastet, tritt ein Versagen 
des Werkstoffes auf. Dies kann durch Bruch oder auch Beulen der Struk-
tur geschehen. Bei ersterem kann es zu einer schlagartigen (z. B. Spröd-
bruch) oder langsamen (z. B. Duktilbruch) vollständigen Schädigung des 
Kontinuums kommen. Eine partielle Schädigung (z. B. Reißen von Fäden 
in einem Airbaggewebe) oder eine teilweisen Schädigung (z. B. durch Ris-
se) des Kontinuums ist auch möglich. Bei einem anisotropen Versagen 
wird das Kontinuum in eine Richtung (quer zum Riss) vollständig, längs 
zum Riss vernachlässigbar geschädigt [50]. Das Versagen ist ein sehr 
komplexer Vorgang, der durch verschiedene Parameter beeinflusst wird. 
Bei einem Kunststoff kann eine Einflussgröße, z. B. der Anteil der amor-
phen bzw. kristallinen Bereiche, die Vernetzung der Molekülketten oder 
die Verwendung von Füllstoffen sein. In [48] werden die Einflüsse einer 
Erhöhung des Fasergehaltes, der Faserlänge und der Faser/Matrixhaftung 
auf das Versagen- und Bruchverhalten bei Zug- und schwingender Bean-
spruchung untersucht. Bei Michaeli [69] wird die Adhäsion der Faser zur 
Matrix mit verschiedenen Kopplungsmitteln geprüft. Diese Anhaftung 
sowie Faserdurchmesser und -länge haben einen sehr großen Einfluss auf 
das Gesamtmaterialverhalten [36]. In diesem Kapitel wird auf einige we-
nige Arten und Weisen der Modellierung des Versagens eingegangen.  

 

Maximale Hauptspannung 

Dieses Kriterium wurde von Rankine für das Zugversagen von sprödem 
Material entwickelt [22]. Es wird davon ausgegangen, dass das Material 
versagt, sobald die maximale Hauptspannung im Kontinuum einen gewis-
sen Wert 0σ  erreicht hat, der in einem einachsigen Zugversuch bestimmt 
worden ist. So lässt sich das Versagen durch  

012 3cos32 σθ =+ IJ  (2-89)

beschreiben. Das Versagen erfolgt durch einen so genannten Trennbruch. 
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Maximale Schubspannung 

Hierbei wird die maximale Schubspannung in einem duktilen Kontinuum 
oder bei Belastung auf Dauerbruch betrachtet. Es wird die Annahme ge-
troffen, dass bei Erreichen einer gewissen Schubspannung 0τ  das Konti-
nuum versagt. Die Schubspannung wird anhand des Mohr’schen Span-
nungskreises mit  

00
2

1στ =  (2-90)

errechnet. Dabei ist in Gleichung (2-90) 0σ  die maximale Spannung des 
uniaxialen Zugversuches, an dem die Probe gebrochen ist. Der Werkstoff 
versagt durch einen Fließbruch bzw. Gleitzerrüttung. 

 

Maximale plastische Vergleichsverzerrung 

Wie bei der maximalen Schubspannung wird bei diesem Kriterium die ä-
quivalente plastische Vergleichsdehnung ( plε ) im Zugversuch ermittelt. Es 
gilt die Forderung, dass das Kontinuum unter jedem Lastfall beim Errei-
chen dieser plastischen Vergleichsverzerrung versagt (Gestaltänderungs-
energiehypothese). Unter Berücksichtigung der Ingenieursnotation und 
der Volumenkonstanz gilt im Zugversuch in 1-Richtung 

2

1
32

pl
plpl d

dd
ε

εε −==  (2-91)

und 

.0654 === plplpl ddd εεε  (2-92)

Demzufolge ergibt sich die äquivalente plastische Vergleichsverzerrung 
nach Gleichung (2-56). 
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Das Ergebnis entspricht der erreichten plastischen Dehnung pld 1ε in 1-
Richtung bei einem Zugversuch. Die Berechnung der im Materialmodell 
verwendeten äquivalenten plastischen Vergleichsverzerrung kann variie-
ren (vgl. Gleichung (2-63) bei dem Modell nach von Mises bzw. Glei-
chung (2-80) bei dem Modell nach Hill) und ist jedes Mal neu zu definie-
ren. 

 

Phänomenologische Versagensfläche 

Werden unverstärkte polymere Werkstoffe oberhalb der Glastemperatur 
plastischen Deformationen ausgesetzt, wird bei amorphen Molekülen ei-
ne Kettenverstreckung hervorgerufen (vgl. Bild 2–18).  

(a) (b)  

Bild 2–18: Orientierungen von Molekülen oberhalb der Glastemperatur: (a) amorph; 
(b) orientiert. 

 
Kühlt dieser Werkstoff unter seine Glastemperatur ab, so frieren die ver-
streckten Moleküle im orientierten Zustand ein und bilden ein texturähnli-
ches, anisotropes Gefüge [12]. Die verstreckten Polymerketten zeigen ein 
richtungsabhängiges Materialverhalten. Die Riss- und Bruchbildung er-
folgt vorzugsweise parallel zu den orientierten Molekülen. In Längsrich-
tung werden vor allem die Primärbindungen, bei Querrichtung vornehm-
lich die zwischenmolekularen Bindungen beansprucht. Diese Effekte wur-
den bei [109] für verstreckte Proben an Standard-Polystyrol und Poly-
methylmethacrylat untersucht. 

Bei Hoffman [41] wird eine komplexe richtungs- und druckabhängige 
Versagensfläche für ein sprödes und orthotropes Material vorgestellt. Die-
se ergibt sich nach Gleichung (2-94).  
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Dabei müssen die Faktoren durch Druck-, Schub- und Zugversuche be-
stimmt werden. Die Darstellung stimmt mit der Fließfläche von Raghava 
(2-81) überein. Allerdings muss betont werden, dass die Fließbedingung 
und das Bruchkriterium zwei physikalisch unabhängige Effekte sind. 

Ein weiteres Versagenskriterium für unidirektionale Verbundwerkstoffe ist 
bei Yeh [133] zu finden. Dort wird eine Versagensfläche der Form  

1222 =++++++ ijijjjiijiijijijjjjiii FFFBAAA σσσσσσσσ  (2-95)

vorgestellt. Diese ist eine stückweise quadratische Versagensfläche für 
jeden Quadranten des Spannungsraumes. Die Koeffizienten errechnen 
sich aus Versuchen und Stabilitätskriterien (z. B. geschlossene Fläche). 

Ein verbessertes Versagenskriterium mit einer Berücksichtigung der Pro-
zesskette von metallischen Werkstoffen ist bei [42] zu finden. Dazu sind 
neben der Fließkurve und den Anisotropiefaktoren (das richtungsabhän-
gige Materialverhalten wird durch einen Walzprozess hervorgerufen) auch 
die Grenzkurven der Vergleichsformänderungen notwendig. Bei diesen 
Kurven wird zwischen folgenden drei Modi unterschieden: 

• Duktiler Bruch 

• Scherbruch 

• Instabilität 

Letzterer ist für die Diskretisierung mit Schalenelementen notwendig, da 
die Kantenlängen der Elemente meistens das drei- bis zehnfache der Plat-
tendicke betragen. Weil die Größenordnung der Einschnürung ungefähr 
die der Plattendicke ist, könnte der Einschnürungsprozess in der Simulati-
on im ebenen Spannungszustand ohne das Instabilitätskriterium nicht 
korrekt abgebildet werden. Für die drei Modi müssen unabhängig von 
einander die dynamischen Werte experimentell bestimmt und die Kurven 
kalibriert werden. Das Versagensmodell berücksichtigt den nicht linearen 
Verzerrungspfad und bestimmt nach welchem Modus das Versagen auf-
tritt. 
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2.4 Erhaltungsgleichungen 

Um die durch äußere Kräfte hervorgerufenen Belastungen innerhalb des 
Kontinuums beschreiben zu können, müssen die Bewegungsgrößen der 
Kinematik mit den thermodynamischen Zustandsgrößen gekoppelt wer-
den. Dies führt zu den Erhaltungsgleichungen und Zustandsgleichungen. 
Zur Simulation von Geschwindigkeiten von bewegten Massen, Verlauf der 
Deformationen, Spannungsverläufe in der Struktur, Kontakt und Aufla-
gerlasten in und an der Struktur, sowie dem Materialverhalten der einge-
setzten Werkstoffe haben sich nicht lineare FEM-Programme mit expliziter 
Zeitintegration (so genannte Hydrocodes) etabliert. Dabei werden im ers-
ten Schritt die werkstoffunabhängigen Größen, wie in der Fluiddynamik, 
durch die Erhaltungsgleichungen für Energie, Impuls und Masse gelöst. 
Dafür gelten in differentieller Form unter Vernachlässigung der Wärmelei-
tung sowie von inneren Wärmequellen nach [4] folgende drei Gleichun-
gen: 
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In den Lagrange’schen Erhaltungsgleichungen (2-96) bis (2-98) ist ρ  die 
Dichte des Kontinuums, ijσ  der Spannungstensor, e  die massenspezifi-
sche innere Energie, iv  der Geschwindigkeitsvektor und t  die Zeit. Volu-
metrische Kräfte, wie Gravitation, werden durch if  berücksichtigt. DtD  
bezeichnet die substantielle Zeitableitung. Die zeitliche Ableitung einer 
Größe wird in einem Lagrange’schen Bezugssystem beschrieben. Für diese 
gilt mit dem Geschwindigkeitsvektor iv : 
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Nach [4] wird in der Gleichung (2-99) mit t∂∂  die lokale und mit iv∇  die 
konvektive Ableitung bezeichnet. Neben den hier aufgeführten Lagran-
ge’schen Erhaltungsgleichungen gibt es noch die Euler’schen Formulie-
rungen. Jene sind, wie schon erwähnt, für die Crashsimulation nicht so 
relevant. Daher wird darauf nicht weiter eingegangen, sondern auf Hier-
maier [37] verwiesen.  

In einem zweiten Schritt werden die werkstoffabhängigen Größen durch 
die konstitutiven Gleichungen, wie sie in diesem Kapitel dargestellt sind, 
berechnet. 
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3 Versuche und Ergebnisse 

Bisher wurden die theoretischen Grundlagen und einige Möglichkeiten 
der Modellbildung aufgezeigt. Nun werden im Folgenden ausgewählte 
experimentelle Methoden vorgestellt, mit denen die Parameter der ma-
thematischen Modelle bestimmt werden können. Weitere Experimente 
zur dynamischen Werkstoffdatenermittlung sind in [123] aufgeführt. Wel-
cher Versuchstyp bei der Datenermittlung im konkreten Fall benötigt 
wird, hängt von der mathematischen Form und dem definierten Anwen-
dungsbereich (Verzerrungsratenbereich, Lastbedingungen) des Material-
modells ab.  

3.1 Werkstoffauswahl und Herstellung 

In diesem Kapitel werden die Vorteile des Einsatzes und die daraus resul-
tierende Auswahl eines kurzfaserverstärkten Kunststoffes in der Automo-
bilindustrie erklärt. Ebenso wird sowohl auf die Herstellung und Eigen-
schaften des Probenmaterials als auch auf die Fertigung der Proben für 
die Charakterisierung eingegangen. 

 

Werkstoffauswahl 

Als Material wurde der mit Glasfasern verstärkte, schwarze thermoplasti-
sche Kunststoff aus dem Gemisch von Polybutylenterephthalat (PBT) und 
Acrylnitril/Styrol/Acrylester (ASA) der Firma DuPont mit dem Handelsna-
men Crastin gewählt. Dieser besteht zu 20 Gewichts-% aus ca. 0.2 mm 
bis 0.6 mm langen und 5 μm bis 25 μm dicken Glasfasern [8] (vgl. Bild 3–
1). Jene verbessern die mechanischen Eigenschaften für den gewünschten 
Einsatz des Kunststoffes durch die höhere Steifigkeit und Zugfestigkeit 
(vgl. Tabelle 1–1) erheblich.  
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Bild 3–1: Glasfasern des verwendeten Kunststoffes nach einer Veraschung. 
 
Kunststoffe bieten im Allgemeinen die Vorteile, dass sie korrosionsbe-
ständig sind, eine größere Designfreiheit (Kombination unterschiedlicher 
Funktionen unter Einsparung von Montageschritten) bieten und einen 
erhöhten Komfort aufweisen. Diese Vorzüge bei gleichzeitig geringerem 
Gewicht im Vergleich zu Metallen machen das Material interessant für die 
Anwendung in der Automobilindustrie (z. B. Rückspiegel, Türgriffe, Wi-
scherarme, Gehäuse für Steuerungen, Steckverbindungen, etc. [121]). Die 
Bauteile werden durch Spritzguss hergestellt, da dieses Verfahren folgen-
de Möglichkeiten bietet (vgl. Bild 3–2): 

• Enge Radien 

• Durchbrüche 

• Reproduzierbarer Prozess 

• Hoher Automatisierungsgrad 

• Gute Oberflächenqualität 

• Hinterschnitt 

• Komplexe Geometrie 

Bei der Herstellung wird das zähflüssige Material einschließlich der Fasern 
unter Druck in die zukünftige Form gespritzt. Außerdem erfordern die 
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fertigen Komponenten nur eine minimale Nachbearbeitung und weisen 
einen geringen Verzug auf. Durch die Wahl einer geeigneten Geometrie 
des Bauteils und von passend platzierten Angüssen, besteht die Möglich-
keit, dass das Spritzgussteil lokal zusätzlich durch die Ausrichtung der Fa-
sern verstärkt wird. Die genannten Möglichkeiten des Leichtbaus lassen 
sich nach [106] allgemein folgendermaßen klassifizieren: 

• Stoffleichtbau (Substitution eines schwereren Werkstoffs durch 
einen leichteren) 

• Formleichtbau (Optimale Werkstoffausnutzung) 

• Bedingungsleichtbau (Anpassung der Struktur an die Anforde-
rungen) 

 

Herstellung und Eigenschaften des Probenmaterials 

Für eine zuverlässige Werkstoffcharakterisierung sind genaue definierte 
Versuchsbedingungen bei den experimentellen Arbeiten wesentlich. Da-
bei muss ein besonderes Augenmerk sowohl auf die Probenherstellung, 
die verwendete Probengeometrie, den Versuchsaufbau und die Versuchs-
durchführung als auch auf die Messdatenerfassung und -auswertung ge-
legt werden. Um eine gezielte Ausrichtung der Versuche und der daraus 
resultierenden Messdaten auf das spätere Einsatzgebiet der Crashsimula-
tion zu gewährleisten und gleichzeitig kostengünstige Experimente durch-
führen zu können, wurden typische und aussagekräftige Lastfälle für die 
Charakterisierung ausgewählt. Weil das Herstellungsverfahren für die 
Proben der Materialcharakterisierung möglichst realitätsnah sein sollte, 
wurden Platten durch das Spritzgussverfahren mit verschiedenen Dicken 
(2, 3, 4 und 6 mm) mit den Abmessungen von ca. 160 x 140 mm bei ei-
ner Firma für technische Spritzgussteile hergestellt. Das Granulat für die 
Herstellung stammte aus einer einzigen Charge und der Herstellungspro-
zess (Trocknung des Granulates, Temperaturen in der Schnecke, Drücke) 
entsprachen den Vorgaben des Herstellers. Das Abspritzen der Platte er-
folgte an einem Filmanguss an der Probenstirnseite (vgl. Bild 3–3).  
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Bild 3–2: Komplexe, spritzgegossene Bauteile mit engen Radien und Durchbrüchen: 
(a) Kennzeichenträger; (b) Frontträger [135]. 

 



3 Versuche und Ergebnisse   59

Bild 3–3: Geometrie der spritzgegossenen Platten, die als Ausgangsmaterial für die 
Herstellung der Proben verwendet wurden mit Angabe des Bezugskoordi-
natensystems. 

 
Die Abspritzrichtung der Platte entspricht der 1-Richtung. Die Querrich-
tung wird mit der 2-Richtung und die Dickenrichtung mit der 3-Richtung 
eines kartesischen Koordinatensystems bezeichnet. Weitere Nomenklatu-
ren für die Orientierungsangaben sind in Tabelle 3–1 zu finden. 

Tabelle 3–1: Äquivalente Begriffe für die Orientierungsangaben von Proben. 

0°-Richtung Abspritzrichtung 1-Richtung 
90°-Richtung Quer zur Abspritzrichtung 2-Richtung 

Dickenrichtung - 3-Richtung  

Bei der Probenherstellung ist darauf zu achten, ein repräsentatives Volu-
menelement des Materials zu untersuchen. Bei inhomogenen Werkstof-
fen besteht die Gefahr, bei einer zu kleinen Probenabmessung lokale Ei-
genschaften des Kontinuums zu erfassen, die auf ein allgemeingültiges, 
kontinuumsmechanisches Materialmodell nicht übertragbar sind. Demzu-
folge haben die Proben eine möglichst große (relativ zu den lokalen In-
homogenitäten), aber dennoch sinnvolle Abmessung. Bei der Probenent-
nahme war zusätzlich stets zu berücksichtigen, dass das Material eine na-
hezu plane Ausrichtung aufweist, um einen nachvollziehbaren Span-
nungszustand zu erzielen.  

Alle Proben für die Versuche wurden in Anlehnung an [96] aus den in Bild 
3–3 dargestellten spritzgegossenen Platten durch spanende Verarbeitung 
hergestellt. Dabei musste auf die regelmäßige Auswechslung des Schnei-
dewerkzeuges geachtet werden. Dieses kann durch die extrem harten 
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Fasern auf das Äußerste beansprucht werden. In Vorversuchen wurde da-
her auch eine andere Herstellungsart, das Wasserstrahlschneiden, unter-
sucht. Dabei wurde besonders bei dickeren Proben festgestellt, dass die 
Schnittkanten der Probe bei diesem Herstellungsverfahren rauer waren als 
bei dem spanenden Verfahren (vgl. Bild 3–4). 

 

Bild 3–4: Vergleich der Schnittkante einer Zugprobe durch Wasserstrahlschneiden
(oben) und spanendes Herstellungsverfahren (unten). 

 
Falls der Wasserstrahl auf eine Glasfaser trifft, wird er abgelenkt und 
durchtrennt das Material nicht. Die höhere Rauheit der Schnittkanten 
kann das Material durch die Kerbwirkung vorschädigen.  

Wegen der Faserverteilung und der daraus resultierenden Richtungsab-
hängigkeit der Werkstoffkennwerte ist eine direkte Herstellung der Pro-
ben (z. B. Abspritzen einer Zugprobengeometrie) nicht möglich. Es wür-
den sich dabei alle Fasern in Abspritzrichtung ausrichten und somit könn-
te keine Richtungsabhängigkeit bei den Zugexperimenten festgestellt 
werden. 

 

Faserverteilung 

Durch den Filmanguss wurden die Glasfasern des kurzfaserverstärkten 
Kunststoffes gleichmäßig über die Breite der Platte verteilt [54]. Die Ver-
teilung der Fasern konnte durch ein geeignetes Simulationsprogramm für 
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die Herstellung von Spritzgussteilen [20] beispielhaft an einer Simulation 
des Spritzvorganges bei der Herstellung einer 3 mm dicken Platte nach-
vollzogen werden [131]. In Bild 3–5a ist die Faserverteilung in der Mitte 
des Plattenquerschnittes und in Bild 3–5b die Faserverteilung am oberen 
und unteren Rand des Querschnittes zu erkennen. 

Spritz-
richtung

Filmanguss

(a) (b)  

Bild 3–5: Simulation der Faserverteilung an einer 3 mm dicken Platte mit Filman-
guss: (a) Faserverteilung in der Mitte des Querschnittes; (b) Faserverteilung 
am oberen und unteren Rand der Platte. 

 
Der Unterschied in der Verteilung der Fasern über den Querschnitt der 
Platte ist durch die Rheologie bedingt. Die Verteilung wurde für ein lang-
faserverstärktes Polypropylen in [107] und etwas allgemeiner für faserver-
stärkte Formmassen in [130] untersucht. Daher ergibt sich die allgemeine 
Verteilung der Fasern entsprechend dem in Bild 3–6 gezeigten Geschwin-
digkeitsprofil mit der 1-Richtung als Abspritzrichtung. An der Fließfront 
orientieren sich die Fasern von der Querrichtung (in der Mitte der Probe) 
zur Längsrichtung (am Rand der Probe). 

Bei einem Filmanguss bildet sich zwar eine gleichmäßige Verteilung der 
Fasern über die Breite, aber nicht über die Dicke der Platte aus. Der unter-
schiedliche Gradient der Geschwindigkeit über die Probendicke wurde 
schon detaillierter erforscht. Wölfel [130] untersucht die Verarbeitung von 
faserverstärkten Formmassen im Spritzgießprozess. Dabei wurde festge-
stellt, dass sich bei einer spritzgegossenen Platte (Abspritzrichtung: 1-
Richtung) mit konstanter Dicke und Filmanguss die in Bild 3–7 rechts ge-
zeigte Faserverteilung über die Probendicke ergibt.  
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Bild 3–6: Allgemeines Geschwindigkeitsprofil in einer Platte aus kurzfaserverstärkten 
Kunststoff beim Abspritzvorgang in die 1-Richtung ohne Filmanguss. 

 
 

Bild 3–7: Links: Schliffbild mit Fasern und Polymermatrix aus dem mittleren Bereich
über die Probendicke; Rechts: Faserorientierung in plattenförmigen Bautei-
len mit konstanter Dicke und Filmanguss (Spritzrichtung: 1-Richtung): (a)
Wandhaftungszone (ca. 5 %); (b) Scherzone (ca. 40 %); (c) Querorientierte
Mittelschicht (ca. 15%) [130]. 
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Bei Thermoplasten sind in der Wandhaftungszone (Schicht a) die Fasern 
regellos orientiert. Dagegen sind die Fasern in der Scherzone (Schicht b) 
parallel und in Schicht c quer zur Abspritzrichtung ausgerichtet. Wird die-
se theoretische Zonenbildung mit einem Ausschnitt eines Schliffbilds aus 
dem mittleren Bereich der Probendicke einer 3 mm dicken Probenplatte 
überprüft, so ist eine sehr gute Übereinstimmung der prozentualen 
Dickenverteilung der Scherzone und der querorientierten Mittelschicht zu 
erkennen (vgl. Bild 3–7 links). Es zeigt sich, dass in der Mittelschicht eine 
sehr viel größere Faserdichte vorhanden ist als in den Scherzonen. In der 
Mittelschicht stehen die Fasern senkrecht zur Schliffoberfläche und haben 
somit einen kreisrunden Querschnitt. Dagegen sind die Fasern in der 
Scherzone im Schliffbild nur sichtbar, wenn diese zur Schlifffläche geneigt 
sind (elliptische Form) und beim Schleifen angeschnitten werden. Des 
Weiteren kann die reale Verteilung der Fasern über die Probendicke auch 
an Bruchbildern von quasistatischen Zugversuchen (vgl. Kapitel 3.6) in die 
1-Richtung (Abspritzrichtung) überprüft werden. Es ist eine sehr gute Ü-
bereinstimmung der prozentualen Dickenverteilung der Scherzone und 
der querorientierten Mittelschicht zu erkennen (vgl. Bild 3–8). 

Werden faserverstärkte Bauteile untersucht, so wird eine Abhängigkeit 
der mechanischen Kenngrößen durch die unterschiedliche Faserverteilung 
im Bauteil von der Position und der Orientierung der Probe ersichtlich [3]. 
Wie in Bild 3–5 dargestellt, ergibt sich durch den Filmanguss der Spritz-
platten eine gleichmäßige Verteilung der Fasern über die Breite der Platte. 
Dies konnte auch durch Zugversuche (vgl. Kapitel 3.6), deren Proben aus 
einer Platte gefertigt wurden, die quer über die gesamte Breite der Platte 
verteilt waren, nachgewiesen werden (vgl. Bild 3–9). Zusätzlich ist die Be-
deutung des Fehlerbalkens ersichtlich. Die letzten Messwerte der Span-
nungs-Dehnungskurven der Versuche befinden sich beim Versagenspunkt 
der Mittelwertskurve innerhalb des markierten Bereichs. Die Nummerie-
rung der Versuche ergab sich aus den Nummern der Zugproben. 
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Bild 3–8: Schnittbilder der versagten Proben nach einem quasistatischen Zugversuch 
in die 1-Richtung mit Angabe der Probendicke und prozentuale Faserver-
teilung in der Scherzone. 

 
Bisher wurden die Auswirkungen des Herstellungsprozesses auf die me-
chanischen Kennwerte nur an einfachen, ebenen Proben mit einem An-
guss gezeigt. Komplexere Bauteile weisen dagegen unter Umständen eine 
aufwendigere Geometrie und mehrere Angüsse auf. So muss geklärt wer-
den, wie sich die dynamischen Kennwerte einer solchen Komponente all-
gemein bzw. an einer Bindenahtstelle verhalten. Eine Bindenaht tritt auf, 
wenn der Kunststoff von mehreren Angüssen an einer Stelle innerhalb 
des Bauteils zusammenfliest (vgl. Bild 3–10).  
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Bild 3–9: Spannungs-Dehnungskurven von vier quasistatischen Zugversuchen (vgl. 
Kapitel 3.6) in die 1-Richtung aus einer Platte mit der Probendicke von 
3 mm. 

 
Dazu wurden an zwei Stellen der Komponente Zugproben (vgl. Kapitel 
3.6) mit der Dicke von 3 mm bzw. 2.9 mm entnommen. An einer Stelle 
weist das Bauteil eine unidirektionale Faserausrichtung in die Belastungs-
richtung auf (vgl. Zugproben in die 1-Richtung, ohne Zusammenfließ-
naht). An der anderen Stelle wurde durch die Füllsimulation vorhergesagt, 
dass eine Fließnaht vorliegt. Die ermittelten Spannungs-Dehnungskurven 
wurden mit denen des quasistatischen Zugversuches aus der Plattengeo-
metrie (vgl. Kapitel 3.6) mit einer Probendicke von 3 mm in die 1-
Richtung verglichen (vgl. Bild 3–11). 
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Bild 3–10: Simulation eines Füllprozesses eines komplexeren Bauteils mit Bindenaht 
und Anguss. 
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Bild 3–11: Quasistatische Spannungs-Dehnungskurven von einer Stelle mit unidirekti-
onaler Faserausrichtung (ohne Bindenaht) und mit Bindenaht. Im Vergleich
die Materialeigenschaften von einem quasistatischen Zugversuch (vgl. Ka-
pitel 3.6) in die 1-Richtung (Abspritzrichtung) einer 3 mm dicken Probe. 

 
Die Proben des verrippten Bauteils weisen teilweise eine größere Streuung 
der Bruchdehnung im Zugversuch auf, die allgemein geringer ist. Dies 
kann z. B. durch den sehr viel komplexeren Herstellungsprozess mit meh-
reren Angüssen und dem schnelleren Werkzeugverschleiß erklärt werden. 
Die Spannungswerte dagegen liegen bei den Proben ohne Bindenaht im 
Bereich der Messergebnisse des 3 mm dicken, quasistatischen Zugversu-
ches in die 1-Richtung (Abspritzrichtung). Die gemessenen Spannungs-
werte und Versagensdehnungen der Proben mit Bindenaht liegen unter 
einer Zugbelastung etwas darunter. Zweitere weisen eine enorme Streu-
breite auf. 

3.2 Umfang der dynamischen Untersuchun-
gen 

Wie in Kapitel 2.3.2 bei den Werkstoffmodellen erläutert wurde, sind für 
eine aussagekräftige Charakterisierung eines Materials verschiedene Last-
fälle bei unterschiedlichen Verzerrungsraten zu berücksichtigen. Nur so ist 
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es möglich, die konstitutiven Gleichungen zu ermitteln, die die gemesse-
nen Kennwerte am besten abbilden. Daher wird in dieser Arbeit das dy-
namische Materialverhalten unter einer Druck-, Schub- und Zugbelastung 
untersucht. Des Weiteren wird ein besonderes Augenmerk sowohl auf die 
Verfügbarkeit als auch auf die speziellen Eigenschaften des Probenmateri-
als gerichtet. Daher wurden vor allem Versuche mit ebenen Spannungs-
zuständen bei verschiedenen Verzerrungsraten unter Berücksichtigung 
der Elastizität, Plastizität und der Faserorientierung durchgeführt. Zusam-
menfassend ergibt sich folgendes Anforderungsprofil an die Experimente: 

• Ebener, möglichst uniaxialer Spannungszustand unter Druck-, 
Schub- und Zugbeanspruchung bis zum Versagen 

• Verzerrungsratenbereich von quasistatisch bis etwa 500 1/s 

• Charakterisierung von Elastizität, Plastizität und Versagen unter 
Berücksichtigung der Richtungsabhängigkeit 

In Tabelle 3–2 bis Tabelle 3–4 sind die durchgeführten Experimente (wenn 
nicht anders angegeben: je Versuch vier Wiederholungen) für die verzer-
rungsratenabhängige Bestimmung der mechanischen Kennwerte darge-
stellt.  

Tabelle 3–2: Umfang der Druckexperimente mit Angabe der Probendicke und der 
Richtung der Probenentnahme nach Bild 3–3. 

Stauchungsrate 1-Richtung 
(0°) 

2-Richtung 
(90°) 

3-Richtung 
(Dickenrichtung) 

0.01 1/s 
Quasistatisch 

5.0 mm 5.0 mm 5.0 mm 
 

In Tabelle 3–2 sind die durchgeführten Experimente für die Bestimmung 
der mechanischen Kennwerte bei den quasistatischen Druckversuchen 
unter der Angabe der Probendicke aufgeführt. 
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Tabelle 3–3: Umfang der Schubexperimente mit Angabe der Probendicke und der 
Richtung der Probenentnahme nach Bild 3–3. 

Scherungsrate -45°-
Richtung 

1-Richtung 
(0°) 

+45°-
Richtung 

2-Richtung 
(90°) 

0.01 1/s 
Quasistatisch 

3.0 mm 3.0 mm 3.0 mm 3.0 mm* 

1.0 1/s 
Dynamisch 

- 3.0 mm - - 
 

Der Umfang der durchgeführten Schubversuche ist in Tabelle 3–3 ange-
geben. Dabei bezeichnet die -45°-Richtung, dass die Belastung entlang 
der Winkelhalbierenden zwischen der positiven 2-Richtung und negativen 
1-Richtung in Bild 3–3 erfolgt. Bei der 0°-Richtung wird die Belastung im 
Schubspannungsfall in der 1-Richtung, bei der 90°-Richtung in der 2-
Richtung aufgebracht. Die Belastung bei +45°-Richtung erfolgt entlang 
der Winkelhalbierenden zwischen der positiven 1- und 2-Richtung der 
Probenplatte. 

Tabelle 3–4: Umfang der Zugexperimente mit Angabe der Probendicke und der 
Richtung der Probenentnahme nach Bild 3–3. 

Dehnrate 1-Richtung 
(0°) 

+45°-
Richtung 

2-Richtung 
(90°) 

0.001 1/s 
Quasistatisch a 

3.0 mm† - - 

0.01 1/s 
Quasistatisch b 

2.0, 3.0, 4.0, 6.0 mm 3.0 mm 3.0 mm 

1.0 1/s 
Dynamisch 

3.0 mm - - 

100 1/s 
Hochdynamisch 

3.0 mm - - 
 

In Tabelle 3–4 sind die durchgeführten quasistatischen und dynamischen 
Experimente für die Bestimmung der Kennwerte unter Zugbelastung auf-
geführt. Bei den quasistatischen Versuchen wird zusätzlich zwischen zwei 
Dehnraten unterschieden (quasistatisch a: 0.001 1/s und quasistatisch b: 

                                         

* Bei diesem Versuch wurden nur drei Wiederholungen durchgeführt. 

† Bei diesem Versuch wurden nur zwei Wiederholungen durchgeführt. 
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0.01 1/s). Die Belastung bei +45°-Richtung erfolgt entlang der Winkelhal-
bierenden zwischen der positiven 1- und 2-Richtung.  

Die in diesem Kapitel abgebildeten Kurven repräsentieren das arithmeti-
sche Mittel aus den durchgeführten Versuchen mit Angabe der Streuung 
als Fehlerindikator. Auf eine Glättung oder Filterung wurde mit Rücksicht 
auf eine korrekte Darstellung der physikalischen Eigenschaften (wenn 
nicht anders angegeben) verzichtet. Die Proben wurden grundsätzlich 
nicht speziell gealtert oder konditioniert. Sie wurden bei Normklima (23°C 
und 50 % Luftfeuchtigkeit) [89] über längere Zeit gelagert und bei diesen 
Bedingungen auch untersucht.  

3.3 Definition der Auswertegrößen 

In diesem Abschnitt soll auf die Definitionen der Auswertegrößen der 
durchgeführten Experimente eingegangen werden. Die Versuche sind die 
Grundlage für die Charakterisierung des kurzfaserverstärkten Kunststof-
fes. Zur Verdeutlichung der angesprochenen Größen ist in Bild 3–12 eine 
schematische Darstellung der verwendeten Probengeometrien und der 
wirkenden Belastung mit den daraus ermittelten Messgrößen abgebildet. 

 

Verzerrung 

Im Zugversuch errechnet sich die effektive Dehnung aus 
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Wird in Definition (3-1) *l  im Nenner des Integrals als konstante Aus-
gangslänge 0l  eingesetzt, ergibt sich: 
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Gleichung (3-2) wird als so genannte technische Dehnung im Zugversuch 
nach der Norm DIN EN ISO 527-1 [92] bezeichnet. Für kleine Verzerrun-
gen stimmen die Werte von den Gleichungen (3-1) und (3-2) überein. Des 
Weiteren soll nur die effektive oder logarithmische Verzerrung in der De-
finition (3-1) verwendet werden. 



3 Versuche und Ergebnisse   71

F

F

�lA0 A0

F

F

�l

F

F

�l

A0

(a) (b) (c)  

Bild 3–12: Schematische Darstellung der verwendeten Auswertegrößen: (a) Druck-
versuch; (b) Schubversuch; (c) Zugversuch. 

 
 

Spannung 

Für die Berechnung der wahren Spannung wird die Kraft F  auf den aktu-
ellen Flächenquerschnitt A  der Probe bezogen. Der aktuelle Querschnitt 
der Probe wird anhand des Ausgangsquerschnittes 0A  und einer expo-
nentiellen Abhängigkeit von der Verzerrung ermittelt. Die wahre Span-
nung σ  errechnet sich zu: 

( )ε
σ

−
==

exp0A

F

A

F  (3-3)

Die exponentielle Abhängigkeit der Fläche ergibt sich aus der Annahme 
der Volumenkonstanz des Materials und der logarithmischen Dehnung im 
Zugversuch. 
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Wird die Kraft auf den Anfangsquerschnitt 0A  bezogen, wird nach der 
Norm DIN EN ISO 527-1 [92] die technische Spannung erhalten. 

0A

Ftechnisch =σ  (3-5)

Analog zur Berechnung der Verzerrung ergibt sich für kleine Verformun-
gen die identische Spannung in den Definitionen (3-3) und (3-5). Des 
Weiteren soll nur von der wahren Spannung (3-3) ausgegangen werden. 

 

Elastizitätsmodul 

Mit dem Elastizitätsmodul wird die Steifigkeit des elastischen Verhaltens 
im Zug- bzw. Drucklastfall des Kontinuums beschrieben. Nach der Norm 
DIN EN ISO 527-1 [92] wird der Elastizitätsmodul anhand des Quotienten 
aus der Dehnungsdifferenz von 0005.01 =ε  und 0025.02 =ε  und aus 
dem Spannungsunterschied 12 σσ −  bei den entsprechenden Dehnungen 
im Zugversuch gebildet. Da aber Polymere ein viskoelastisches Verhalten 
aufweisen können und die Charakterisierung rechnergestützt durchge-
führt wurde, wurde bei den quasistatischen Versuchen ein Regressions-
verfahren eingesetzt. Dazu wird vom Ursprung bis zu einem gewissen 
Punkt (Ende der Elastizität) der Verzerrung eine Kurvenschar der Span-
nungs-Verzerrungsbeziehung gebildet, die aus (blauen) Geraden besteht, 
die zwischen jedem Messpunkt, jeden zweiten Messpunkt, jeden dritten 
Messpunkt, usw. gezogen werden (vgl. Bild 3–13). Bei dem in dieser Ar-
beit untersuchten Material wurde im Zugversuch ein elastisches Verhalten 
bis zu einer Dehnung von ca. 1% angenommen (vgl. Bild 3–33). 

Mit dem (roten) Abstand d  zwischen der (blauen) Geraden und der ge-
messen Kurve wird das Fehlerquadrat 

∑=
=

n

i
idR

1

2  (3-6)

berechnet. Als Elastizitätsmodul wird die Steigung der Geraden mit dem 
kleinsten Fehlerquadrat R  bestimmt. 
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Bild 3–13: Bestimmung des Elastizitätsmoduls mit Hilfe des gleitenden Durchschnit-
tes. 

 
 

Schubmodul 

Im Schubspannungsfall wird die Steifigkeit im elastischen Bereich mit dem 
Schubmodul bezeichnet. Analog zu dem Vorgehen bei einem Zugversuch 
wird der Schubmodul nach Gleichung (3-6) anhand des kleinsten Fehler-
quadrates berechnet.  

 

Streckgrenze 

Als Streckgrenze wird der Punkt im Spannungs-Dehnungsdiagramm des 
Zugversuches bezeichnet, an dem Fließen ohne weiteren Anstieg der 
Spannung einsetzt. Derartiges Materialverhalten zeigen vor allem Stahlle-
gierungen. Bei diesen kann es auch zur Ausbildung einer oberen und un-
teren Streckgrenze kommen, wenn die Spannung nach Beginn des Flie-
ßens wieder abfällt [126]. Bei Kunststoffen wird mit der Streckgrenze der 
Fließbeginn des Materials bezeichnet und deshalb auch oft als Fließgrenze 
tituliert. 
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Anisotropiekoeffizienten 

Die in Kapitel 2.3.2 bei dem Materialmodell von Hill erwähnten Anisotro-
piekoeffizienten zur Anpassung der Fließfläche an den richtungsabhängi-
gen Fließbeginn werden in dieser Arbeit an der Fließgrenze anhand des 
Quotienten aus den Fließspannungen in der untersuchten Richtung ijσ  
und der Referenzrichtung 0σ  bei den quasistatischen Versuchen errech-
net.  

0σ

σ ij
ijR =  (3-7)

Durch die Gleichungen (2-70) bis (2-75) können mit den Werten ijR  die 
Koeffizienten MLHGF ,,,,  und N  der Fließfläche berechnet werden. 

 

Verfestigung 

Die Verfestigung eines Materials kann abhängig von der plastischen Ver-
zerrung und der Verzerrungsrate sein. Für die Berechnung der äquivalen-
ten plastischen Verzerrung wird bei von Mises die Gleichung (2-56) ver-
wendet. Bei dem anisotropen Materialmodell Hill wird diese mit  

0σ

εσ
ε

pl
ijijpl =  (3-8)

berechnet. Dabei ist in Gleichung (3-8) 0σ  die aktuelle Referenzspan-
nung. Für einen uniaxialen Spannungszustand lässt sich die Gleichung 
(3-8) auf die Gleichung (2-56) zurückführen. Im Weiteren wird für die Be-
rechnung der äquivalenten plastischen Verzerrung die Form nach Hill (3-8) 
verwendet. 

Neben der plastischen Vergleichsverzerrung ist für die Beschreibung der 
Verfestigung auch die plastische Verzerrungsrate entscheidend. Diese ist 
der Quotient des plastischen Vergleichsverzerrungsinkrementes und des 
aktuellen Zeitschrittes. 
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3.4 Druckversuche 

Im folgenden Kapitel wird zuerst die Auswahl des Versuchsaufbaus be-
gründet und dann auf die durchgeführten Druckversuche und die daraus 
resultierenden Ergebnisse eingegangen. Der Aufbau besteht aus zwei 
Kameras für die optische Auswertung der Verzerrungen in unterschiedli-
chen Richtungen und zwei Druckwerkzeugen. An den Werkzeugen kann 
zusätzlich noch ein Längsextensometer befestigt werden. Im Anschluss 
daran werden die elastischen und plastischen mechanischen Eigenschaf-
ten des Kunststoffes bis zum Versagen in die drei Raumrichtungen eines 
kartesischen Koordinatensystems gezeigt. 

 

Aufbau 

Druckversuche an ebenen Bauteilen mit einer dünnen Plattengeometrie 
kommen den realen Verhältnissen in der Crashsimulation sehr nahe. In 
numerischen Voruntersuchungen wurden deshalb Experimente über die-
sen Versuchsaufbau durchgeführt. In der amerikanischen Norm ASTM D 
3410-87 [82] für unidirektionale oder gekreuzte Faserverbundwerkstoffe 
wird eine vertikale Ausrichtung der dünnen Platte vorgeschlagen. Eine 
ähnliche Anordnung schlägt die Norm ASTM D 695 M - 89 [85] vor. Al-
lerdings hat die Simulation gezeigt, dass diese Art des Aufbaus zu einem 
Ausknicken bzw. Beulen des Kunststoffes führen kann. Eine horizontale 
Ausrichtung der Platte und Druckbelastung auf der Ober- und Unterseite 
ergab in der Simulation einen sehr großen Einfluss des Reibungskoeffi-
zienten der Kontaktfläche zwischen dem Druckstempel und der Platten-
oberseite bzw. -unterseite auf die Messung. Diese Tatsache erklärt sich 
dadurch, dass die Platte mit der gesamten Fläche der Oberseite bzw. Un-
terseite belastet wird und somit der Reibungskoeffizient eine sehr große 
Abhängigkeit auf diesen Versuchstyp ausübt. Aus den genannten Grün-
den wurde auf die Norm zur Bestimmung von Druckeigenschaften bei 
Kunststoffen (Norm EN ISO 604 [95]) zurückgegriffen. Die Abmessungen 
der zylindrischen Probenkörper (5 mm Durchmesser und 5 mm Höhe) er-
gaben sich aus der in Kapitel 3.1 vorgestellten Plattengeometrie mit der 
dicksten Platte von 6 mm. Bei diesem Versuchsaufbau wurde die Probe 
zwischen zwei parallelen Druckplatten deformiert (vgl. Bild 3–14b). Zur 
Messung der Anisotropie des kurzfaserverstärkten Kunststoffes ist ein 
Versuchswerkzeug konstruiert worden, das sowohl eine optische Deh-
nungsauswertung als auch die Verwendung eines Extensometers zur Er-
mittlung der Messdaten zulässt (vgl. Bild 3–14a).  
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Mit dem Druckwerkzeug war es möglich, die Probe von zwei Seiten zu 
filmen. Die Verzerrung der Probe wurde durch zwei zueinander senkrech-
te Längs- und Querverzerrungsmesseinrichtungen (optische Auswertung 
durch Grauwertkorrelation der Kameraaufnahmen [52]) erfasst (vgl. Bild 
3–14c). 

Bei der Stauchungsmessung mittels Extensometer wird eine Gleichmaß-
stauchung über die Probenhöhe angenommen. Das Extensometer wird an 
der Ausbuchtung des oberen und unteren Druckwerkzeuges (vgl. Bild 3–
14b) befestigt. 

In Bild 3–15 ist zu erkennen, dass die verschiedenen Arten der Stau-
chungsmessung sehr gut übereinstimmen. Der parallele Verlauf der opti-
schen Auswertung und der globalen Stauchungsmessung mit dem Ma-
schinensignal bzw. der lokalen Stauchungsmessung mit dem Extensome-
ter ist durch einen Spalt bei Versuchsbeginn zwischen dem oberen Stem-
pel und der Probe zu erklären. Dieser Spalt war notwendig, um die Probe 
ohne Vorschädigung für den Versuch verwenden zu können. Für die wei-
tere Auswertung wurde das lokale Stauchungsmessungssignal des Exten-
someters verwendet. 

Zusätzlich konnten noch die globalen Wegdaten der Maschine erfasst 
werden. 

Die Versuche zeigten, dass die Proben schon bei sehr geringen Verzer-
rungen durch Ausbeulen von keinem uniaxialen, sondern von einem 
komplexeren Spannungszustand belastet wurden. Das wurde durch die 
Reibung zwischen dem untersuchten Material und dem polierten 
Druckstempel verursacht. Dies konnte auch durch Einlegen einer dünnen, 
sehr gut gleitenden Platte (z. B. Teflonschicht) nicht verhindert werden. 
Auf Schmiermittel ist in Rücksicht auf die mögliche Schädigung des 
Kunststoffes durch die Aufnahme des Zusatzmittels verzichtet worden. 
Die Kraftmessung erfolgte über eine in der hydraulischen Prüfmaschine 
eingebaute Kraftmesszelle von 50 kN.  
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Bild 3–14: Für die Druckversuche verwendeter Aufbau: (a) schematische Skizze (von 
oben); (b) Versuchsaufbau; (c) Druckprobe auf polierter Oberfläche mit
Muster für Grauwertkorrelation. 
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Bild 3–15: Übereinstimmung der Stauchungsmessung eines repräsentativen Versuches 
von optischer Auswertung, globale (Maschinensignal) und lokale (Extenso-
metersignal) Stauchungsmessung. 

 
Wie in Bild 3–6 dargestellt, ergibt sich eine stark unterschiedliche Faser-
verteilung innerhalb der Platte. Bei den Druckversuchen war es möglich, 
den Einfluss auf die mechanischen Materialeigenschaften dieser unter-
schiedlichen Faserverteilung durch eine Probenentnahme in alle drei 
Raumrichtungen eines kartesischen Koordinatensystems zu untersuchen 
(vgl. Bild 3–16). Dabei bezeichnet die 1-Richtung die Abspritzrichtung der 
Platte. 
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2-Richtung

 

Bild 3–16: Probenentnahme aus der Platte für die Druckversuche. 
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Elastisches Verhalten 

Im Drucklastfall konnten die Elastizitätsmoduln in alle drei kartesischen 
Raumrichtungen bestimmt werden (vgl. Bild 3–17). 
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Bild 3–17: Elastizitätsmoduln bei einer quasistatischen Druckbelastung in alle drei
Raumrichtungen eines kartesischen Koordinatensystems. 

 
Bei allen drei Richtungen ergibt sich eine sehr große Streuung der gemes-
senen Werte. Es ist zu erkennen, dass sich bei den Steifigkeiten in die 1- 
und 2-Richtung eine geringe Abweichung ergibt. Dies ist durch die Faser-
orientierung zu erklären. Die Fasern sind zu ca. 80 % in die 1-Richtung 
und zu ungefähr 20 % in die 2-Richtung orientiert. Daher ist der Elastizi-
tätsmodul in der 1-Richtung noch etwas höher als in der 2-Richtung. 
Demzufolge erscheint die Annahme zulässig, dass in die 3-Richtung keine 
Fasern orientiert sind. Die Steifigkeit ist geringer als in die anderen beiden 
Richtungen. Adam [2] führte eine Füllsimulation zur Bestimmung der Fa-
serorientierung in einem Bauteil durch. Er stellte bei einer unidirektionalen 
Schmelzfront keine Faserausrichtung in die Dickenrichtung fest.  

 

Plastisches Verhalten 

Bei den Druckversuchen wurde das Stauchungsverhalten des Kunststoffes 
sowohl in die Belastungsrichtung als auch quer dazu von zwei Seiten 
durch eine optische Grauwertkorrelation [52] untersucht (vgl. Bild 3–14c). 
Allerdings trat durch das Ausbeulen der Proben ein komplexerer Span-
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nungs- und Verzerrungszustand auf. Eine Auswertung der Grauwertkor-
relation ergab, dass sich die Quer- und Dickenverzerrung bei einer Belas-
tung in die 1-Richtung eines repräsentativen Versuches nahezu identisch 
verhielten (vgl. Bild 3–18). Dies ist dadurch zu begründen, dass in die eine 
Querrichtung nur ca. 20 % der Fasern ausgerichtet sind, in die andere 
nahezu keine. In Belastungsrichtung sind ungefähr 80 % der Fasern ori-
entiert.  

Bei einer Krafteinwirkung in die 2-Richtung, in die ca. 20 % der Fasern 
ausgerichtet sind, verlaufen die Querverzerrungskurven fast parallel, wei-
sen aber eine Verschiebung auf. Bei einer Beanspruchung in dieser Rich-
tung sind in die eine Querrichtung ca. 80 % der Fasern ausgerichtet, in 
die andere wiederum beinahe keine.  

Den größten Unterschied der Quer- und Dickenverzerrungen bei einer 
Druckbelastung ergab sich bei den Versuchen in die 3-Richtung. Dabei ist 
in diese Belastungsrichtung nahezu keine Faser ausgerichtet. In die eine 
Querrichtung sind ungefähr 80 %, in die andere ca. 20 % der Fasern ori-
entiert. Es ist darauf hinzuweisen, dass dies nur eine erste Untersuchung 
des Materialverhaltens darstellt. Für eine detaillierte Charakterisierung 
sind weitere Untersuchungen notwendig. Dabei sollte darauf geachtet 
werden, größere Druckproben zu verwenden, an denen die Verzerrungs-
messung einfacher (z. B. durch Dehnmessstreifen) zu bewerkstelligen ist 
und kein Ausbeulen der Probe auftritt.  

In Bild 3–19 ist zu erkennen, dass sich nicht nur die Elastizitätsmoduln bei 
einer Druckbelastung in Abhängigkeit der Richtung verändern, sondern 
auch das plastische Verhalten.  
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Bild 3–18: Quer- und Dickenverzerrungsverlauf durch optische Auswertung eines re-
präsentativen Druckversuches in die 1-, 2- und 3-Richtung. 
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Bild 3–19: Spannungs-Stauchungskurven des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei
einer Druckbelastung in alle drei kartesischen Raumrichtungen. 
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Das Anlaufverhalten des Experiments wird sowohl durch den Spalt zwi-
schen Probe und Werkzeug als auch einer toleranzbedingten nicht ganz 
parallelen Ausrichtung der Stempelflächen des Druckwerkzeuges be-
stimmt. Infolgedessen ergibt sich der gezeigte nichtlineare Anfangsbe-
reich der Spannungs-Stauchungskurve bis zu einer Stauchung von ca. 
0.02. Bei einer Belastung in die 3-Richtung ist zu sehen, dass sich ein 
Spannungsplateau ausbildet, das auf einem etwas geringeren Span-
nungsniveau, als bei einer Belastung in die anderen Richtungen liegt. In 
die 1- und 2-Richtung sind bei einer Belastung einige Fasern ausgerichtet 
und diese verstärkten die Kunststoffmatrix. Somit ergibt sich eine höhere 
Steifigkeit und Festigkeit. Die 1- und 2-Richtung verhalten sich wie im e-
lastischen Bereich nahezu äquivalent. Das etwas höhere Spannungsniveau 
der 1-Richtung ist dadurch zu erklären, dass ca. 80 % der Fasern in diese 
Richtung orientiert sind, in die 2-Richtung dagegen nur ungefähr 20 %. 

In die dritte Richtung versagt die Probe sehr viel später als in die beiden 
anderen, da die Matrix durch keine Fasern gestört wird. Auf das Versagen 
unter einer Druckbelastung wird in Kapitel 3.7 detaillierter eingegangen.  

3.5 Schubversuche 

Für eine aussagekräftige Charakterisierung eines Kunststoffes gehören 
neben den Druckversuchen auch die Schubversuche. Auf jene wird in die-
sem Kapitel mit der Beschreibung und Begründung des verwendeten ex-
perimentellen Aufbaus, den Ergebnissen des elastischen und plastischen 
Materialverhaltens bis zum Versagen bei verschiedenen Scherungsraten 
und dem Nachweis der Orthotropie eingegangen.  

 

Aufbau 

Zur Bestimmung von Schubeigenschaften kann der Torsionsversuch an 
zylinderförmigen Proben verwendet werden, wie es in der Norm EN ISO 
6721 [97] zur Bestimmung von dynamischen mechanischen Kennwerten 
dargestellt ist. Allerdings ist diese Art der Versuchsdurchführung [101] 
wegen der vorgegebenen Plattengeometrie nicht realisierbar. 

Für Versuche mit einer Plattengeometrie ist ein anderer Versuchsaufbau 
möglich [31]. Dabei wird eine kreisförmige Nut in eine Platte gefräst. Die 
Schubbelastung wird über Torsion des inneren Rings, bei gleichzeitiger 
starrer Befestigung der äußeren Platte aufgebracht. Für anisotrope Werk-
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stoffe hat dieser Versuchsaufbau den Nachteil, dass die Richtungsabhän-
gigkeit des Werkstoffes anhand der Versuchsdaten nicht korrekt be-
stimmt werden kann. Es wird dabei ein Mittelwert aller Schubkräfte in der 
Ebene gemessen und es ist daher nicht möglich, eine Aussage über die 
Richtungsabhängigkeit des Materials zu treffen. Diese Versuchsanord-
nung ist außerdem für Versuche mit hohen Scherungsraten wegen der 
großen Masse der Versuchsapparatur nicht geeignet. 

Einen Versuchsaufbau mit geringerer Masse schreiben Norm ASTM D 
4255 [83] und Norm DIN 53399 [91] mit einem Einspannrahmen für 
Schubversuche mit quadratischen, dünnen Platten vor. Allerdings besteht 
bei erhöhter Schubbelastung die Gefahr, dass bei beiden Versuchsaufbau-
ten der uniaxiale Schubspannungszustand in einen komplexeren Span-
nungszustand (mit Zugspannungen) übergeht. Denn die Platte ist bei nu-
merischen Voruntersuchungen am Rand zuerst eingerissen und versagte 
unter Zugspannung. Reine Schubspannung tritt mit diesen Vorrichtungen 
nur in der Mitte der Probe beim Fließbeginn auf. 

Eine andere Möglichkeit einen uniaxialen Schubspannungszustand zu er-
reichen, ist eine Vorrichtung nach Arcan [6] oder Iosipescu [47]. Erstere 
wurde wiederholt sowohl experimentell bei [44] und [134] als auch nu-
merisch ([45] und [70]) untersucht. Bei dem verwendeten Versuchsaufbau 
nach Arcan wird eine gekerbte Probe, wie sie in Bild 3–20 zu sehen ist, 
einachsig fixiert, während die andere Seite parallel zur Kerbe gezogen 
wird. Es ergibt sich auch bei diesem Versuch kein reiner Schubspannungs-
zustand, da der Abstand der Einspannungen konstant bleibt und somit 
eine Zugbeanspruchung überlagert wird. Die dominierende Spannung ist 
aber dennoch die erwünschte Schubspannung. Die Probendicke betrug 
3 mm. 

Für die Reduktion der Trägheitskräfte bei dynamischen Versuchen wurde 
das von Arcan vorgeschlagene Werkzeug leicht modifiziert, wobei vor 
allem auf die Massenreduktion geachtet wurde. Bei den Schubversuchen 
konnten keine Versuche in Richtung der Plattendicke (3-Richtung in Bild 
3–3) durchgeführt werden. Der Platte wurden Proben in vier Richtungen 
(-45°, 0°, +45° und 90°) entnommen (vgl. Bild 3–21). 
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Bild 3–20: Geometrie der Schubproben mit Kennzeichnung der DMS (Dehnmessstrei-
fen) Applikation und verwendeter Versuchsaufbau. 

 
Die Kraftmessung erfolgte über die in der hydraulischen Prüfmaschine 
eingebaute Kraftmesszelle von 10 kN. Die Verzerrungsmessung wurde 
anhand von Dehnmessstreifen vorgenommen. Dabei wurde der Typ 2-
Element-90°-»T«-Rosette mit gekreuztem Gitter verwendet. Dieser hat 
den Vorteil, dass sich beide DMS an derselben Stelle befinden. Somit lie-
fern sie bei einem homogenen Verzerrungszustand identische Messsigna-
le. 

 

Elastisches Verhalten (Gleiten) 

Durch die vorgegebene Geometrie des Probenmaterials konnte im Schub-
lastfall der Elastizitätsmodul oder Gleitmodul nur in der Plattenebene (1-, 
2-, -45°- und +45°-Richtung) bestimmt werden (vgl. Bild 3–22).  

 



3 Versuche und Ergebnisse   85

90°-Richtung

0°-Richtung

-45°-Richtung

+45°-Richtung

1

2

3

Bild 3–21: Probenentnahme aus der Platte für die Schubversuche mit Angabe der
Richtung. 

 
Die Messungen zeigen, dass die Gleitmoduln in die Spritzrichtung und 
Querrichtung nahezu äquivalent sind. Die Moduln in die -45° und +45°-
Richtung sind etwas größer. Dies ist darauf zurückzuführen, dass bei einer 
Transformation des Schubspannungszustandes in einen Hauptspannungs-
zustand die Normalspannungen entlang der Abspritzrichtung und quer 
zur Abspritzrichtung angreifen und somit auch die steiferen Fasern be-
lastet werden. Dennoch wird bei einer Schubbelastung vor allem die 
Kunststoffmatrix beansprucht. Diese schützt hauptsächlich die Fasern und 
überträgt die Schubspannungen. Da keine Schubversuche in die dritte 
Richtung vorgenommen werden konnten, wurde der Gleitmodul in diese 
Richtung mit dem arithmetischen Mittelwert der ersten und zweiten Rich-
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tung abgeschätzt. Die unverstärkte Kunststoffmatrix wird allgemein als 
isotrop (vgl. Junginger [52]) angenommen. 
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Bild 3–22: Gleitmoduln bei einer quasistatischen Schubbelastung in die Abspritzrich-
tung, in die Querrichtung und in die -45°- und +45°-Richtung. 

 
 

Plastisches Verhalten 

Das plastische Materialverhalten des kurzfaserverstärkten Kunststoffes 
unter Schubbelastung ist in Bild 3–23 dargestellt. Die Richtungsangabe 
kennzeichnet die Belastungsrichtung; d. h. die -45°-Richtung ist die Win-
kelhalbierende zwischen der negativen 2-Richtung und positiven 1-
Richtung. Bei der +45°-Richtung tritt die Schubbelastung entlang der 
Winkelhalbierenden der positiven 1- und 2-Richtung auf. Bei der 1-
Richtung wirkt die Kraft in Spritzrichtung, bei der 2-Richtung quer dazu. 

Bei einer dynamischen Belastung in die 1-Richtung ist im Vergleich zur 
quasistatischen Belastung eine Verfestigung zu erkennen. Die Versuche in 
die Richtung der Winkelhalbierenden weisen partiell eine höhere Festig-
keit auf.  

Auf das Versagen unter einer Schubbelastung wird in Kapitel 3.7 genauer 
eingegangen. 
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Bild 3–23: Spannungs-Scherungskurven des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei
einer quasistatischen und dynamischen Schubbelastung in die -45°-, 1-, 
+45°- und 2-Richtung bei einer Plattendicke von 3 mm. 

 
 

Nachweis der Orthotropie 

In Bild 3–6 ist das Geschwindigkeitsprofil bei einer spritzgegossenen Platte 
gezeigt. Die Fasern des Kunststoffes würden sich gemäß diesem ausrich-
ten. Es würde sich somit ein orthotropes Materialverhalten ergeben. Dies 
besagt, dass die Materialeigenschaften symmetrisch zu drei zueinander 
senkrechten Symmetrieebenen eines kartesischen Koordinatensystems 
sind. Der Nachweis kann entweder durch Zugversuche in einem beliebi-
gen Winkel zwischen 0° und 90° zu der Abspritzrichtung und spiegel-
symmetrisch dazu oder aber über zwei Schubversuche in die 0°- bzw. 
90°-Orientierung zur Abspritzrichtung erfolgen. Diese Schubspannungs-
zustände lassen sich in eine Kombination aus Zug- und Druckspannungen 
überführen (vgl. Bild 3–24). 

Die Umwandlung eines allgemeinen Spannungstensors mit Schubspan-
nungen (2-5) in einen Tensor nur mit Normalspannungen  
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erfolgt mathematisch über eine Transformationsmatrix. 

In Bild 3–25 ist zu erkennen, dass die ermittelten Spannungs-
Scherungskurven eines quasistatischen Schubversuches mit einer 3 mm 
dicken Platte und der in Bild 3–20 angegebenen Probengeometrie äquiva-
lent sind. 

(a) (b)

�

�

�

�

 

Bild 3–24: Überführung eines Schubspannungszustandes (rot) in eine Kombination
aus Zug- und Druckspannungen (grün). 
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Bild 3–25: Nachweis der Orthotropie von kurzfaserverstärkten Kunststoffen durch
quasistatische Schubversuche einer 3 mm dicken Platte in die 0°- und 90°-
Richtung. 
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Bei diesem Material ergibt sich die Richtungsabhängigkeit zur Orthotro-
pie, da sich die Fasern wie in der theoretischen Vorhersage (spiegelsym-
metrisch zur Abspritzrichtung und zur Mitte über den Probenquerschnitt) 
ausrichten (vgl. Bild 3–6).  

3.6 Zugversuche 

Der Zugversuch ist für die mechanische Materialkennwertbestimmung der 
Standardversuch. Von Vorteil sind sowohl der einfache experimentelle 
Aufwand (Probenfertigung und -fixierung) als auch die unkomplizierte 
Durchführung. Der Versuch kann nicht nur bei quasistatischen, sondern 
auch bei hochdynamischen Belastungsgeschwindigkeiten durchgeführt 
werden. Aus diesen Gründen wurden sehr viele mechanische Kennwerte 
des kurzfaserverstärkten Kunststoffes anhand des Zugversuches ermittelt. 
Dieses Unterkapitel gliedert sich in die Auswahl und Beschreibung des 
Versuchsaufbaus mit der eingesetzten Messtechnik, die Ergebnisse des 
elastischen und dem dynamischen plastischen Verhaltens bis zum Versa-
gen. 

 

Aufbau 

Zugproben sind wegen der vorgegebenen Plattengeometrie gut zu ferti-
gen. In der amerikanischen Norm ASTM D 638 [84] und in der deutschen 
Norm DIN EN ISO 527-4 [93] werden geringfügig abweichende Proben-
geometrien für den Zugversuch vorgeschlagen. Der Unterschied besteht 
in der Länge und Breite des Proportionalbereiches. Unter diesem Bereich 
werden die Abmessungen verstanden, in denen die Probe bei Aufbringen 
einer Zugbelastung einen uniaxialen Spannungszustand erfährt. Wegen 
der vorgegebenen Plattengeometrie und den messtechnischen Gegeben-
heiten wurde die angegebene Länge des Proportionalbereiches auf 
40 mm gekürzt. In Bild 3–26a ist die für diese Arbeit verwendete Proben-
geometrie mit dem Proportionalbereich von 40 x 10 mm zu erkennen. Es 
wurden sowohl Versuche mit einem Dehnmessstreifen (DMS) vom Typ 2-
Element-90°-»T«-Rosette und einem Dickenextensometer (vgl. Bild 3–
26b) als auch zur Kontrolle Versuche mit einem Längs- und Querexten-
someter (vgl. Bild 3–26c) durchgeführt.  
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Bild 3–26: (a) Geometrie der Zugversuche mit Kennzeichnung der DMS Applikation;
(b) Zugprobe mit DMS Applikation und Anbringung eines Dickenextenso-
meters; (c) Zugprobe mit Längs- und Querextensometer. 

 
Durch Vergleichsmessungen wurde kontrolliert, ob der DMS einen Ein-
fluss auf das Materialverhalten hat (Verfestigung der Probe oder Einwir-
ken des Klebers auf die Materialeigenschaften). Wie in Bild 3–27 zu er-
kennen, gab es keine Differenz zwischen der Messung mit einem DMS 
und einem Längs- und Querextensometer. Infolgedessen wurden die wei-
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teren Messungen mit dem DMS durchgeführt. Bei diesem Versuchstyp 
erfolgte die Kraftmessung über eine in der Prüfmaschine eingebaute 
Kraftmesszelle von 10 kN.  
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Bild 3–27: Äquivalenz der Materialkennwerte mit Dehnmessstreifen und Längsexten-
someter bei einem quasistatischen Zugversuch in die 1-Richtung mit einer 
3 mm dicken Probe. 

 
Die Dehnungsmessung bei einem DMS beruht auf der Widerstandsände-
rung des Konstantandrahtes, der mäanderförmig auf einer Kunststofffolie 
aufgebracht ist (vgl. Bild 3–28a). Die spezielle Anordnung des Drahtes 
wird allgemein als Gitter bezeichnet. 

Wird ein DMS vom Typ 2-Element-90°-»T«-Rosette unter Zug belastet (in 
diesen Fall in die 1-Richtung), so schnürt sich der DMS quer zur Belas-
tungsrichtung ein (vgl. Bild 3–28b). Dabei ist es der Idealfall, dass ein DMS 
gegen eine solche Belastung unempfindlich ist [79]. In der Praxis ist aber 
jeder DMS bis zu einem gewissen Grad querverzerrungsempfindlich. Der 
Effekt ist aber gewöhnlich vernachlässigbar, da er bei wenigen Prozent 
liegt. Er ist über eine Fehlerkorrektur zu beheben. Dabei ergibt sich für die 
korrigierten Verzerrungen in die Längs- ( xε ) und Querrichtung ( yε ) mit 
den unkorrigierten Verzerrungen xε̂  bzw. yε̂  [79]: 
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Bild 3–28: (a) 2-Element-90°-»T«-Rosette ohne Zugbelastung; (b) 2-Element-90°-
»T«-Rosette mit Zugbelastung in die 1-Richtung. 
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Mit 0ν  wird die Querkontraktionszahl des Materials auf dem der DMS 
appliziert worden ist und mit 

itK  ( yxi ,= ) die unterschiedlichen Quer-
verzerrungsempfindlichkeiten der DMS-Gitter (Herstellerangabe) bezeich-
net. Allerdings tritt bei dem eingesetzten Kunststoff und dem verwende-
ten Versuchsaufbau (Zugbelastung) ein Fehler vor allem bei der Querstau-
chung auf (vgl. Bild 3–29). Dieser ist aber vernachlässigbar gering. So wird 
im Weiteren auf eine Korrektur der Messwerte verzichtet. 
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Bild 3–29: Fehler der Messsignale durch Querkontraktion des auf dem untersuchten 
Kunststoff applizierten DMS bei einem quasistatischen Zugversuch in die 
1-Richtung. 

 
Wie bei den Schubversuchen konnten keine Versuche in Richtung der 
Plattendicke (3-Richtung in Bild 3–3) durchgeführt werden. Der Platte 
wurden Proben in drei Richtungen (0°, 45° und 90°) entnommen (vgl. Bild 
3–30). Proben der 0°-Richtung wurden in 2, 3, 4 und 6 mm Dicke gefer-
tigt. Für die weiteren Richtungen wurden nur Proben mit 3 mm Dicke für 
die Versuchsdurchführung verwendet. 
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Bild 3–30: Probenentnahme aus der Platte für die Zugversuche mit Angabe der Rich-
tung. Die 0°- bzw. 1-Richtung entspricht der Abspritzrichtung. 

 
 

Elastisches Verhalten 

Wie im Schublastfall konnte im Zuglastfall die Steifigkeit nur in die 1- und 
2-Richtung ermittelt werden. Der Elastizitätsmodul der quasistatischen 
Zugversuche in Abspritzrichtung nimmt mit zunehmender Dicke der un-
tersuchten Probe leicht ab (vgl. Bild 3–31). Die gemessenen Werte liegen 
aber in dem Bereich der Streuung der einzelnen Versuche. Folglich wird 
im Weiteren und in der Modellerstellung (vgl. Kapitel 4.2) der Einfluss der 
Probendicke auf die Materialkennwerte vernachlässigt. Dagegen liegt die 
Steifigkeit der 3 mm dicken Probe in die 2-Richtung um ca. 40 % unter-
halb der in die 1-Richtung. Ein ähnliches Materialverhalten konnte auch 
bei kurz- und langfaserverstärkten Polyamidplatten festgestellt werden, 
die durch Spritzguss hergestellt wurden [3].  
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Bild 3–31: Elastizitätsmodul in Abhängigkeit der Probendicke bei einem quasistati-
schen Zugversuch in die 1- bzw. 2-Richtung. 

 
Da wegen der Plattengeometrie keine Zugversuche in die 3-Richtung 
durchgeführt werden konnten, wurde dafür der Elastizitätsmodul bei 
Raumtemperatur eines unverstärkten PBT-Kunststoffes (Duranex 2000, 
der Firma Polyplastic) herangezogen (vgl. Bild 3–32). Als Messgröße wur-
de ein unverstärktes Material verwendet, da durch das Geschwindigkeits-
profil beim Spritzgießen innerhalb der Platte (vgl. Bild 3–6) und in einer 
Füllsimulation mit Filmanguss [2] beinahe keine Fasern in diese Richtung 
ausgerichtet sind. 
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Bild 3–32: Spannungs-Dehnungskurve eines unverstärkten PBT-Kunststoffes der Fir-
ma Polyplastic [80] unter einer Zugbeanspruchung. 

 
 

Nichtlinearität des elastischen Verhaltens 

Bei Retting [108] wird aufgeführt, dass sich thermoplastische Polymere bei 
einem Zugversuch im Allgemeinen nur zu Beginn der Dehnung linear ver-
halten. Oberhalb dieses Bereiches verhält sich das Material zunächst nicht 
mehr linear, aber dennoch verzögert elastisch. Zur Untersuchung dieses 
Verhaltens wurden zyklische quasistatische Zugversuche durchgeführt. In 
Bild 3–33 ist die Nichtlinearität des Kunststoffes im elastischen Bereich 
und der Beginn der Plastizität zu erkennen. Sogar am Anfang der Deh-
nung sind die beiden Entlastungskurven nicht deckungsgleich mit der Be-
lastungskurve (Schlaufenbildung der Spannungs-Dehnungskurven). 

Allerdings ist die gemessene Nichtlinearität im Verhältnis zur Richtungs-
abhängigkeit der Steifigkeit (vgl. Bild 3–31) so gering, dass sie in der Mo-
dellerstellung (vgl. Kapitel 4.2) vernachlässigt wurde.  

 



3 Versuche und Ergebnisse   97

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Dehnung [-]

Versuch 1 Versuch 2
Sp

an
nu

ng
[M

Pa
]

Bild 3–33: Quasistatische zyklische Zugversuche in die 1-Richtung mit einer Proben-
dicke von 3 mm. 

 
 

Elastische Querkontraktionszahlen 

Die Absolutbeträge der beiden elastischen Querkontraktionszahlen ( 12ν  
und 13ν ) nach der in (2-39) genannten Gleichung für eine Zugbelastung 
in die 1-Richtung bei einem quasistatischen Versuch ergeben sich nahezu 
identisch (vgl. Bild 3–34). Dies ist ein erstes Indiz für ein transversal isotro-
pes Verhalten des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei einer Belastung in 
die 1-Richtung. 

Dagegen unterscheiden sich die Beträge der Querkontraktionszahlen bei 
einer Belastung in die 2-Richtung ( 21ν  und 23ν ) um ca. 40 %. In die Di-
ckenrichtung (3-Richtung) sind nahezu keine Fasern ausgerichtet, in die 
Querrichtung (1-Richtung) zur Belastung sind ungefähr 80 % der Fasern 
orientiert. Somit ist diese Querkontraktionszahl sehr viel niedriger, da die 
Fasern einen Teil der Belastung aufnehmen können.  

Mit der Gleichung (2-40) ist es möglich, die Bestimmung der Querkon-
traktionszahlen in einem Zugversuche zu validieren.  
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Diese kann auch bei einer quasistatischen Zugbelastung in die 2-Richtung 
bestimmt werden. Der experimentell ermittelte Wert ( 25.021 =ν ) stimmt 
sehr gut mit dem in (3-13) errechneten überein. 
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Bild 3–34: Querkontraktionszahlen bei einem quasistatischen Zugversuch in die 1-
und 2-Richtung einer 3 mm dicken Probe. 

 
 

Viskoelastizität 

Kurzfaserverstärkte Polymere besitzen bei einer Belastung in Abhängigkeit 
von der Belastungsgeschwindigkeit ein unterschiedliches elastisches Ver-
halten [26]. In [108] sind weitere Beispiele unverstärkter Thermoplaste 
aufgeführt, die ein viskoelastisches Verhalten zeigen. Bei langsam anstei-
gender Spannung folgen die Polymerketten gleichmäßig der einwirken-
den Last. Dagegen bleiben bei einem schnellen Spannungsanstieg die 
Gleitreaktionen und die damit verbundene Deformation hinter der Kraft-
einwirkung zurück. Bei den Zugversuchen mit einer 3 mm dicken Probe 
bei den quasistatischen (Dehnrate 1001.0 −= sε&  und 101.0 −= sε& ) und 
dynamischen ( 10.1 −= sε& ) Belastungen ist ein geringes Ansteigen der E-
lastizitätsmoduln zu erkennen (vgl. Bild 3–35). 
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Bild 3–35: Viskoelastisches Verhalten des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei Zug-
versuchen mit unterschiedlicher Dehnrate einer 3 mm dicken Probe: Span-
nungs-Dehnungskurve (durchgezogene Linie); entsprechender Elastizitäts-
modul (gestrichelte Linie). 

 
In Tabelle 3–5 sind die Werte der Elastizitätsmoduln in Abhängigkeit der 
Belastungsgeschwindigkeit in die 1-Richtung einer 3 mm dicken Zugpro-
be aufgetragen. 

Tabelle 3–5: Elastizitätsmodul in Abhängigkeit der Belastungsgeschwindigkeit in 
die 1-Richtung bei einer 3 mm dicken Probe. 

Dehnrate [1/s] 0.001 0.01 1.0 
Elastizitätsmodul [MPa] 5400 5600 5700  

Dieses viskoelastische Verhalten tritt auch bei glasfaserverstärktem Poly-
carbonaten auf [26]. Ebenso wie die Nichtlinearität blieb die viskoelasti-
sche Steifigkeit wegen der Vernachlässigbarkeit im Verhältnis zur rich-
tungsabhängigen Elastizität (vgl. Bild 3–31) in der Werkstoffmodellierung 
(vgl. Kapitel 4.2) unberücksichtigt. 

 

Plastisches Verhalten 

Eine sehr deutliche Verfestigung des Materials tritt bei dynamischen Zug-
versuchen auf (vgl. Bild 3–36).  
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Bild 3–36: Spannungs-Dehnungskurven des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei
einer quasistatischen und dynamischen Zugbelastung in die 1- und 2-
Richtung bei einer Plattendicke von 3 mm. 

 
Zusätzlich weist das Materialverhalten eine sehr starke Richtungsabhän-
gigkeit im plastischen Bereich auf. So ist die Zugfestigkeit quer zur Ab-
spritzrichtung ca. 40 % niedriger als bei einer Belastung in die 1-
Richtung. Dies tritt auch bei anderen verstärkten Kunststoffen auf [3]. Im 
Gegensatz dazu steigt die Maximalspannung in die 1-Richtung bei Bruch 
bei den hochdynamischen Versuchen zu den quasistatischen Versuchen 
um ungefähr 40 % an. 

Wie im elastischen Bereich konnte auch im plastischen kein signifikanter 
Unterschied des Materialverhaltens in Abhängigkeit der Probendicke ge-
funden werden (vgl. Bild 3–37). Die Zugfestigkeit steigt bei einer Proben-
dicke von 2 mm bis 4 mm leicht an, fällt aber bei den Proben mit 6 mm 
Dicke unter das Spannungsniveau einer Probe mit 2 mm Dicke ab. Wie 
bei der Elastizität wurde auch bei der Plastizität der Dickeneinfluss in der 
Modellbildung (vgl. Kapitel 4.2) nicht berücksichtigt. 
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Bild 3–37: Spannungs-Dehnungskurven des kurzfaserverstärkten Kunststoffes bei
einer quasistatischen Zugbelastung in die 1-Richtung bei verschieden Pro-
bendicken. 

 
Auf das Versagen unter einer Zugbeanspruchung wird im nächsten Kapi-
tel genauer eingegangen. 

 

Hohlraumbildung 

Kunststoffe zeigen in der Plastizität im Gegensatz zu metallischen Werk-
stoffen meist keine Volumenkonstanz. Diese besagt, dass sich die Summe 
der plastischen Verzerrungsinkremente in Gleichung (2-55) zu Null addie-
ren. So steigen bei einem volumenkonstanten Material die mit Gleichung 
(2-55) errechnete und gemessene Dickenstauchungen in einem Zugver-
such parallel, aber versetzt an. Dieser Effekt ist durch den elastischen Be-
reich bedingt, da in diesem normalerweise keine Volumenkonstanz vor-
kommt. Allerdings ergibt sich bei dem untersuchten Kunststoff in einem 
quasistatischen Zugversuch mit einer 3 mm dicken Probe in die 1-
Richtung unter der Annahme der Volumenkonstanz eine größere errech-
nete Dickenstauchung als die gemessene (vgl. Bild 3–38).  
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Bild 3–38: Verlauf des Absolutbetrages der errechneten und gemessenen Dicken-
und Querstauchung bei einem quasistatischen Zugversuch einer Platte mit 
3 mm Dicke in die 1-Richtung. 

 
Dies kann durch die Craze- oder Scherbandbildung bei unverstärkten Po-
lymeren erklärt werden (vgl. Bild 3–39). Bei ersterer reduziert sich lokal die 
Dichte gegenüber dem kompakten Grundmaterial um 40-60 % und es 
tritt eine Orientierungsinhomogenität auf (vgl. Bardenheier [9] oder Strobl 
[122]). Hochorientierte, längskraftübertragungsfähige Fibrillen verbinden 
die noch ungestörten Bereiche miteinander. 

Sowohl die Quer- als auch die Dickenstauchung sind über den gesamten 
Dehnungsbereich äquivalent (vgl. Bild 3–38). Dies ist das zweite Indiz für 
ein transversal isotropes Verhalten des Kunststoffes bei einer Belastung in 
die 1-Richtung und ist durch die größtenteils in Abspritzrichtung ausge-
richteten Fasern (vgl. Bild 3–6) zu erklären. Daher wirkt diese Richtung als 
die ausgezeichnete Richtung (Belastungsrichtung) und senkrecht dazu 
(Quer- und Dickenrichtung) verhält sich der Werkstoff isotrop (vgl. Kapitel 
2.3.1). 
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(a) (b)  

Bild 3–39: Gegenüberstellung der Verformungsmechanismen von Kunststoffen: (a)
Crazebildung; (b) Scherbandbildung. 

 
 

Verfestigung 

Viele Stoffe zeigen bei der Verfestigung eine logarithmische Abhängigkeit 
von der Verzerrungsrate. Bei diesem Material wurden bei drei verschiede-
nen Dehnraten ( 101.0 −= sε& , 10.1 −= sε&  und 10.100 −= sε& ) Zugversuche 
in die 1-Richtung durchgeführt. So konnten mit  
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die Spannungswerte bei einer Dehnrate eines Zugversuches 
( 10.100 −= sε& ) anhand der beiden anderen ( 101.0 −= sε&  und 10.1 −= sε& ) 
errechnet werden. Diese werden in Bild 3–40 mit experimentell bestimm-
ten Daten verglichen. 

Eine sehr gute Übereinstimmung liegt deutlich vor. Somit wird für das 
übrige verzerrungsratenabhängige Verhalten des Kunststoffes die in Glei-
chung (3-14) formulierte Abhängigkeit angenommen. 
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Bild 3–40: Äquivalenz der errechneten Spannungswerte bei einer Dehnrate von 
100 1/s und den experimentell ermittelten Spannungswerten bei einem
Zugversuch in die 1-Richtung mit einer 3 mm dicken Probe. 

 

3.7 Versagen 

In Bild 3–41 ist zu erkennen, dass sich bei diesem kurzfaserverstärkten 
Kunststoff ein komplexes Versagensverhalten ergibt. Das Versagen ist 
nicht nur vom hydrostatischen Druck, sondern auch von der Verzerrungs-
rate und der plastischen Vergleichsverzerrung abhängig. Da nicht bei allen 
Belastungsarten in Abhängigkeit der Verzerrungsrate Versuche durchge-
führt wurden, wurde das Versagensverhalten anhand der dynamischen 
Ergebnisse der Zugversuche und Gleichung (3-14) extrapoliert.  
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Bild 3–41: Plastische Vergleichversagensverzerrung in 1-Richtung in Abhängigkeit der 
Verzerrungsrate und der Belastungsart. 

 
Um in der zu entwickelnden Materialroutine auch ein Versagensmodell 
implementiert zu können, müssen die für den Versagenspunkt wichtigen 
Einflussgrößen ermittelt und bestimmt werden. Nicht nur das plastische 
Verhalten ist von der Verzerrungsrate und dem hydrostatischen Druck 
abhängig, sondern auch der Versagenspunkt. Demzufolge wird ein so 
genanntes Mehrachsigkeitsverhältnis η  mit  

q

p=η  (3-15)

definiert. Dabei ist in (3-15) p  der hydrostatische Druck und q  die Ver-
gleichsspannung. Die plastische Vergleichsversagensverzerrung wurde in 
Abhängigkeit von der Verzerrungsrate und dem Mehrachsigkeitsverhältnis 
bestimmt. Bei den Druckversuchen ist der Versagenspunkt des Materials 
sehr schwierig zu bestimmen. Es findet dabei kein Sprödbruch statt, wie 
beim Schub- oder Zugversuch, sondern ein Scherbruch und somit ein Ab-
gleiten des Materials. Ein unverstärkter Thermoplast versagt unter einer 
Druckbelastung nicht (vgl. [52]). Weil sich ein faserverstärkter Kunststoff 
unter einer Druckbelastung ähnlich einem unverstärktem verhält, ist die 
plastische Vergleichsversagensstauchung bei diesem Belastungsfall sehr 
viel größer als bei den beiden anderen Belastungsarten (Zug und Schub). 
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Durch die Füllung des Kunststoffes mit kurzen Glasfasern ergibt sich ein 
richtungsabhängiges Versagen im Belastungsfall. Besonders deutlich wird 
dies bei einer Zugbelastung (vgl. Bild 3–36). Bei einer Beanspruchung in 
die Abspritzrichtung sind die meisten Fasern in diese ausgerichtet. Daher 
wird die Kunststoffmatrix durch den Faserdurchmesser wenig gestört. 
Dagegen tritt bei einer Querbelastung eine stärkere Störung auf, da die 
meisten Fasern mit der gesamten Faserlänge die Matrix stören. Diese Phä-
nomene äußern sich in den unterschiedlichen maximal erreichten plasti-
schen Dehnungen bei den quasistatischen Zugversuchen in die 1- bzw. 2-
Richtung. Das Material bricht bei dem Zugversuch in die 2-Richtung bei 
ca. 80 % der maximalen plastischen Dehnung in die 1-Richtung. Es erge-
ben sich die in Tabelle 3–6 genannten Faktoren. 

Tabelle 3–6: Bewertungsfaktoren für das richtungsabhängige Versagen bei den 
quasistatischen Versuchen in die unterschiedlichen Richtungen. 

Normalenrichtung Schubrichtung  
1-Richt. 2-Richt. 3-Richt. 12 13 23 

Wert Druck [-] 1.0 0.7 1.5 1.0 1.0 1.0 
Wert Zug [-] 1.0 0.8 1.5 1.0 1.0 1.0 
Arithmetisches 
Mittel [-] 

1.0 0.75 1.5 1.0 1.0 1.0 

 

Die Werte unterscheiden sich minimal unter einer Druck- oder Zugbelas-
tung. Folglich wird wieder das arithmetische Mittel für die Koeffizienten 
im Materialmodell verwendet. Bei einem Drucklastfall konnten alle drei 
Raumrichtungen untersucht werden. Im Zuglastfall wird also eine ähnlich 
hohe Versagensdehnung in die dritte Richtung angenommen. Diese An-
nahme beruht auf der Spannungs-Dehnungskurve des unverstärkten Ma-
terials (vgl. Bild 3–32), bei der keine Bruchspannung zu erkennen ist und 
die somit über 14 % Dehnung liegt. Das implementierte Versagensmodell 
berücksichtigt eine vom hydrostatischen Druck abhängige Versagensflä-
che. Somit wird zwischen einem Versagen unter Druck, Schub oder Zug 
unterschieden. Daher ergeben sich die Faktoren für das richtungsabhän-
gige Versagen im Schublastfall unabhängig von den Faktoren für die 
Normalrichtungen. Es wird erneut ein isotropes Verhalten der Kunststoff-
matrix unter Schub angenommen, wie es auch die Experimente auch an-
satzweise gezeigt haben (vgl. Kapitel 3.5). Unter höheren Belastungsge-
schwindigkeiten im Zuglastfall wird das Material immer spröder. Die er-
reichte plastische Dehnung verringert sich im Verhältnis zu den quasistati-
schen Versuchen um ca. 50 % und die Zugproben zersplitterten in meh-
rere Teile. 
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3.8 Komponentenversuche 

Für die praxisnahe Anwendung des Werkstoffmodells wurden Impaktver-
suche an einer verrippten Komponente durchgeführt. Dabei handelt es 
sich um ein für die Crashsimulation relevantes Bauteil: einen Energieab-
sorber im Falle eines Zusammenstosses (Frontmodul). Für die Belastung 
wurde ein kugelförmiger Impaktor verwendet (vgl. Bild 3–42). In der Hal-
terung des Impaktors war ein Kraftsensor mit der maximalen Zugbelas-
tung von 16 kN und Druckbelastung von 60 kN eingebaut . Auf einer Sei-
te des Impaktors war eine Einrichtung für die optische Wegmessung be-
festigt. 

 

Bild 3–42: Konstruktionsdarstellung des verwendeten kugelförmigen Impaktors. 
 
 



  3 Versuche und Ergebnisse 108 

Der Impaktor wurde auf einer Fallgewichtsanlage über einer Rollenlage-
rung an einer senkrechten Schiene befestigt und durch die Erdgravitation 
aus einer definierten Höhe beschleunigt, so dass die gewünschte Ge-
schwindigkeit erreicht wurde. Das Bauteil wurde auf zylinderförmigen 
Stempeln aufgeschraubt, die auf einer Aluminiumplatte und einem Holz-
aufbau befestigt sind. Die Aluminiumplatte des Holzaufbaus wurde gegen 
die Horizontale geneigt, um einen senkrechten Impakt zu gewährleisten. 
Der Versuch wurde mit zwei unterschiedlichen Geschwindigkeiten (ca. 
5.1 m/s und ca. 6.3 m/s) an zwei verschiedenen Stellen mit jeweils drei 
Wiederholungen durchgeführt: 

• in der Mitte zwischen zwei Rippen (vgl. Bild 3–43a) 

• auf einer Rippe (vgl. Bild 3–43b) 

Durch die Versuche konnte das dynamische Verhalten des Versuchsobjek-
tes analysiert werden. Das Verformungsverhalten wurde durch eine 
Hochgeschwindigkeitskamera und mit einem Oszilloskop die Kraft- und 
Wegsignale des Impaktors aufgezeichnet. 

Durch den Aufbau mit der Schiene und der Befestigung auf der Holzkon-
struktion war gewährleistet, dass der Impakt immer an der identischen 
Stelle der Komponente erfolgt ist und auftretende Schwingungen durch 
das Holz gedämpft wurden. 

Die Ergebnisse der Versuche sind in einem späteren Teil der Arbeit (Kapi-
tel 5.3) dargestellt. 
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Bild 3–43: Versuchsaufbau und Impaktstellen am verrippten Bauteil: (a) zwischen 
zwei Rippen; (b) auf eine Rippe. 
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3.9 Zusammenfassung und Diskussion 

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Werkstoffcharakterisierung 
unter den verschiedenen Lastbedingungen, Geschwindigkeiten und Rich-
tungen zusammengefasst und dargestellt. Ein besonderes Augenmerk 
wird sowohl auf das für Kunststoffe typische unterschiedliche Verhalten 
bei einer Druck-, Schub-, bzw. Zugbelastung (vgl. Junginger [52]) als auch 
auf die bei speziell verstärkten Thermoplasten auftretende differente Stei-
figkeit bei einer Druck- bzw. Zugbelastung gerichtet. 

 

Unterschiedlicher Elastizitätsmodul bei Druck- bzw. Zugbelastung 

Bei den quasistatischen Druck- und Zugversuchen ergab sich ein unter-
schiedlicher Elastizitätsmodul in der Abspritzrichtung (vgl. Bild 3–44).  
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Bild 3–44: Unterschiedliches elastisches Verhalten der Spannungs-Verzerrungskurve 
im quasistatischen Druck- und Zuglastfall. Die anfangs nicht lineare ge-
messene Steifigkeit bei einer Druckbelastung wurde linear bis zur Abszisse
verlängert und der Schnittpunkt in den Nullpunkt verschoben. 

 
Die Proben der Druck- und Zugversuche wurden aus der Platte mit 6 mm 
gefertigt. So wurden die bei diesen Versuchen gemessenen Elastizitäts-
moduln mit derselben Plattendicke ermittelt. Dies ergab eine Abweichung 
von über 50 % und ist auf die Glasfasern zurückzuführen, die im Ver-
gleich zur Kunststoffmatrix eine hohe Steifigkeit aufweisen. Durch den 
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polymeren Aufbau des Kunststoffes ergibt sich bei einem unverstärkten 
Material durch eine Druckbelastung eine höhere Steifigkeit als bei einer 
Zugbelastung (vgl. Brostow [16] und Kausch [53]). Bei einer Druckbean-
spruchung werden die Molekülketten zusammengestaucht und verdich-
tet. Dagegen werden diese bei einer Zugbeanspruchung auseinander ge-
zogen und gleiten aneinander ab. Bei dem verstärktem Material werden 
aber auch die Fasern bei einer Zugbelastung in Faserrichtung bean-
sprucht. Durch deren höhere Steifigkeit (Elastizitätsmodul von Glasfasern 
[99]: 70 000-87 000 MPa und PBT [60]: 2 600 MPa) ergibt sich im Zug-
lastfall sowohl in der Abspritzrichtung als auch quer dazu ein höherer E-
lastizitätsmodul als im Drucklastfall. Der Effekt konnte auch bei verstärk-
ten Polyamidimiden [34] und bei glasfaserverstärktem Polyurethan [136] 
gefunden werden. Ein weiterer Grund für die unterschiedliche Bestim-
mung der Steifigkeit könnte in der verwendeten Probengeometrie liegen. 
Bei der zylindrischen Form wird die Faserorientierung in der Mitte der 
Probe (roter Bereich) durch den prozentualen höheren Flächenanteil stär-
ker berücksichtigt als die Orientierungen der Fasern am Rand der Probe 
(blauer Bereich). Im Gegensatz zur Verteilung der Fasern bei der Zugprobe 
(vgl. Bild 3–8) beträgt diese bei der Druckprobe in die 1-Richtung ca. 
73 %, in die 2-Richtung ca. 27 % (vgl. Bild 3–45). 

3

2
1

 

Bild 3–45: Faserorientierung (Spritzrichtung: 1-Richtung) und Kennzeichnung der 
Druckprobenentnahme für die Versuche in die 1-Richtung aus einem plat-
tenförmigen Bauteil mit konstanter Dicke und Filmanguss. 

 
Allerdings kann zur numerischen Simulation im entwickelten Materialmo-
dell nur ein Elastizitätsmodul unabhängig von der Belastungsart angege-
ben werden. Es wird aus den ermittelten Werten im Druck- und Zuglast-
fall ein arithmetisches Mittel gebildet (vgl. Tabelle 3–7). 



  3 Versuche und Ergebnisse 112 

Tabelle 3–7: Richtungsabhängige Elastizitätsmoduln zur Beschreibung des elasti-
schen Verhaltens des kurzfaserverstärkten Kunststoffes. 

Elastizitätsmodul 1-Richtung 2-Richtung 3-Richtung 
Druck [MPa] 2300 2400 2000 
Zug [MPa] 5600 3500 2800 
Arithmetisches 
Mittel [MPa] 

3950 2950 2400 

 

Wird der Elastizitätsmodul des untersuchten Kunststoffes mit dem Wert 
einer Datenbank über die mechanischen Kennwerte von Kunststoffen 
(z. B. CAMPUS [75] oder MatWeb [78]) verglichen, ergibt sich ein Unter-
schied. Die in den Datenbanken angegebenen Werte sind größer, aber 
nicht identisch. Dies ist zum einen darauf zurück zu führen, dass bei der 
Bestimmung anhand eines Zugversuches bei CAMPUS die Norm (vgl. DIN 
EN ISO 527-1 [92]) mit der Differenz von zwei Spannungs- bzw. Deh-
nungswerten nahe dem Nullpunkt herangezogen worden ist. So ergibt 
sich bei einem nicht linearen elastischen Verhalten eine größere Steifig-
keit. Zum anderen sieht diese Norm eine globale Messung der Dehnung 
vor. Bei einer lokalen Messung (wie sie in dieser Arbeit verwendet worden 
ist), wird bei Kunststoffen meistens eine größere Dehnung ermittelt (vgl. 
Unterschiede von globaler und lokaler Dehnungsmessung bei Junginger 
[52]), was die gemessene Steifigkeit zusätzlich reduziert.  

 

Unterschiedliche Plastizität bei Druck- bzw. Zugbelastung 

Anhand der Werte der Streckgrenze bei den quasistatischen Zugversu-
chen wurden die in Kapitel 2.3.2 verwendeten Anisotropiefaktoren zur 
Berechnung der richtungsabhängigen Fließfläche ermittelt (vgl. Tabelle 3–
8).  

Tabelle 3–8: Anisotropiefaktoren des kurzfaserverstärkten Kunststoffes zur rich-
tungsabhängigen Beschreibung des Fließbeginns. 

Anisotropiefaktor R11 R22 R33 R12 R23 R13 
Wert Druck [-] 1.0 1.0 0.8 0.6 0.6 0.6 
Wert Zug [-] 1.0 0.7 0.8 0.7 0.7 0.7 
Arithmetisches 
Mittel [-] 

1.0 0.85 0.8 0.65 0.65 0.65 

 

Durch diese Faktoren ist es möglich, die isotrope, im Deviatorschnitt kreis-
runde Fließfläche mathematisch in eine anisotrope, im Deviatorschnitt 
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nicht kreisrunde Fließfläche umzuformen. Dazu wird auf die Norm ISO 
10113 [98] zurückgegriffen, die für metallische Werkstoffe die Messung 
der Koeffizienten in einem Zugversuch vorschreibt. In Bild 3–36 ist zu er-
kennen, dass das plastische Verhalten der beiden untersuchten Richtun-
gen unter einer Zugbeanspruchung bei einem quasistatischen Versuch 
nahezu identisch ist. Somit kann dies mit den errechneten Faktoren gut 
beschrieben werden. Durch das unterschiedliche plastische Materialver-
halten unter Druck- und Zugbelastung wurden auch verschiedene Ani-
sotropiefaktoren bestimmt. Da aber im Materialmodell nur ein Faktor an-
zugeben ist, wurde das arithmetische Mittel verwendet. Zur Bestimmung 
des Faktors in die dritte Richtung bei einer Zugbelastung wurde der Fließ-
beginn aus Bild 3–32 ermittelt.  

Die Werte der Schubversuche wurden anhand des Wertes des durchge-
führten Experimentes als nahezu isotrop abgeschätzt, da bei einem 
Schubversuch vor allem die isotrope Kunststoffmatrix belastet wird (vgl. 
Junginger [52]).  

 

Zusammenfassung 

Der kurzfaserverstärkte Kunststoff zeigt ein sehr komplexes Materialver-
halten. Die wichtigsten Eigenschaften sind markiert. Im Bereich der Elasti-
zität wurde Folgendes untersucht: 

• Richtungsabhängigkeit der Steifigkeit bei einer Druck- (vgl. 
Bild 3–17) und vor allem bei einer Zugbelastung (vgl. Bild 3–31) 

• Im Vergleich zur richtungsabhängigen Steifigkeit bei einer 
Druck- oder insbesondere bei einer Zugbelastung: nahezu iden-
tisches Schubmodul bei einer Schubbelastung in die 1- und 2-
Richtung, aber größeres Schubmodul bei einer Belastung in die 
+45°- bzw. -45°-Richtung (vgl. Bild 3–22) 

• Abhängigkeit des Elastizitätsmoduls von der Dicke der Probe 
bei einer Zugbelastung (vgl. Bild 3–31) 

• Nichtlinearität und Beginn der Plastizität bei einer zyklischen 
Zugbelastung (vgl. Bild 3–33) 

• Querkontraktionszahlen bei einem quasistatischen Zugversuch 
(vgl. Bild 3–34) 

• Viskoelastisches Verhalten bei Zugbelastung (vgl. Bild 3–35) 
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Es wurde festgestellt, dass der meist entscheidende mechanische Kenn-
wert im Bereich der Elastizität durch die Richtungsabhängigkeit der Stei-
figkeit bei einer Druck- bzw. vor allem bei einer Zugbelastung ist. Im 
Schubspannungsfall ist die Steifigkeit in die Spritz- und Querrichtung na-
hezu isotrop. Sowohl das Messverfahren, die Probendicke als auch die 
Nichtlinearität und das viskoelastische Verhalten beeinflussen die elasti-
schen Größen kaum.  

Bei dem untersuchten kurzfaserverstärkte Kunststoff spielt auch die Plasti-
zität eine sehr große Rolle. Es wurden in diesem Bereich folgende Unter-
suchungen vorgenommen: 

• Abhängigkeit des Fließbeginns und des Verfestigungsverhal-
tens von der Belastungsrichtung und Belastungsart bei ei-
ner Druck- (vgl. Bild 3–19) und Zugbelastung (vgl. Bild 3–36) 

• Richtungs- und Verzerrungsratenabhängigkeit des Versa-
gens bei einer Druckbelastung (vgl. Bild 3–19) und Zugbelas-
tung (vgl. Bild 3–36 und Bild 3–41) 

• Verzerrungsratenabhängigkeit bei einer Schub- (vgl. Bild 3–
23) und Zugbelastung (vgl. Bild 3–36)  

• Nachweis der Orthotropie des Kunststoffes (vgl. Bild 3–25) 

• Einfluss des Messverfahrens auf die mechanischen Kennwerte 
(vgl. Bild 3–27) und Größe des Messfehlers in der Dehnungs-
messung bei Verwendung von DMS (vgl. Bild 3–29) bei einem 
quasistatischen Zugversuch 

• Abhängigkeit des Verfestigungsverhaltens von der Dicke der 
Probe bei einer Zugbelastung (vgl. Bild 3–37) 

• Hohlraumbildung bei einem Zugversuch (vgl. Bild 3–38) 

• Logarithmisches Verfestigungsverhalten im Zuglastfall (vgl. Bild 
3–40) 

Bei der Plastizität sind die Abhängigkeit des Fließbeginns von der Belas-
tungsrichtung und -art, die logarithmische Verzerrungsratenabhängigkeit 
und das richtungsabhängige Versagen die wichtigsten zu berücksichti-
genden Kenngrößen. Weiter wurde aufgezeigt, dass sich das Material in 
Abhängigkeit der Belastungsrichtung unterschiedlich verfestigt und es ein 
orthotropes Materialverhalten aufweist. Der Dickeneinfluss der Probe ist 
auch bei der Plastizität vernachlässigbar. 
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Werden die in diesem Kapitel aufgezeigten gemessenen Daten in einem 
Diagramm veranschaulicht, so ergibt sich Bild 3–46. Dabei ist die von Mi-
ses Vergleichsverzerrung äquivalent zur von Mises Vergleichsspannung 
definiert. Somit ist ein sehr guter Vergleich des Materialverhaltens unter 
den verschiedenen Belastungen möglich.  
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Bild 3–46: Experimentell bestimmte Spannungs-Verzerrungskurven bei einer quasista-
tischen Druck-, Schub- und Zugbelastung in die unterschiedlichen Rich-
tungen.  

 
Im plastischen Bereich verhält sich das Material vom Belastungsfall ab-
hängig unterschiedlich. In diesem Fall wird von einem anisotropen Verfes-
tigungsverhalten gesprochen. Das wird deutlich, wenn die in Bild 3–46 
gezeigten Punkte des Fließbeginns bei einer Druck-, Schub- und Zugbelas-
tung in Abhängigkeit der äquivalenten plastischen Vergleichsverzerrung in 
einem Meridianschnitt dargestellt werden (vgl. Bild 3–47). 
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Bild 3–47: Anisotropes Verfestigungsverhalten im Meridianschnitt des quasistatischen 
Materialverhaltens eines kurzfaserverstärkten Kunststoffes in Abhängigkeit 
der plastischen Vergleichsverzerrung und der Belastungsart in die 1-Rich-
tung. 

 
Das unterschiedliche plastische Materialverhalten für verschiedene plasti-
sche Verzerrungen und Belastungen des kurzfaserverstärkten Kunststoffes 
ist gut ersichtlich. Bei einer von Mises Fließfläche wären die Punkte des 
Fließbeginns alle auf einer Geraden, die parallel zur hydrostatischen Achse 
verläuft. Somit ist eine Fließfläche notwendig, bei der sich der Fließbeginn 
in Abhängigkeit des hydrostatischen Druckes ergibt. Die anfangs nicht-
konvexe Fließfläche geht bei steigender plastischer Vergleichsverzerrung 
in eine konvexe über. Der thermodynamische Nachweis über die Zulässig-
keit einer nicht konvexen Fläche mit einem anisotropen plastischen Poten-
tial ist in Kapitel 8.4 aufgeführt.  

In Bild 3–48 ist die nichtkonvexe orthotrope Fließfläche im ebenen Haupt-
spannungsraum dargestellt. 
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Bild 3–48: Nichtkonvexe orthotrope Fließfläche im ebenen Hauptspannungsraum. 
 
Die Abstände der Punkte des Fließbeginns vom Ursprung des Koordina-
tensystems sind nicht nur von der Belastungsart (Druck, Schub oder Zug) 
sondern auch von der Belastungsrichtung (1- oder 2-Richtung) abhängig. 
Somit entsteht eine sowohl nichtkonvexe (wie sie schon bei unverstärkten 
Thermoplasten aufgetreten ist, vgl. Junginger [52]), sondern auch noch 
eine orthotrope Fließfläche. Somit sind die Abstände D1 und D2, sowie 
Z1 und Z2 ungleich. Die Strecken in die 1-Richtung sind jeweils länger, 
aber nicht identisch. Bei diesen setzt der Fließbeginn bei einem höheren 
Spannungswert ein als in der 2-Richtung. Im Schubspannungsfall wurde 
ein nahezu isotropes Materialverhalten ermittelt. Demzufolge sind die Ab-
stände S1 und S2 ähnlich. 
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4 Werkstoffmodellierung 

Im folgenden Kapitel soll auf die numerische Abbildung des ermittelten 
mechanischen Werkstoffverhaltens der Charakterisierung des kurzfaser-
verstärkten Kunststoffes und die mathematische Umsetzung eingegangen 
werden. Wie in Abschnitt 2.3.3 hingewiesen, existiert bisher kein Materi-
almodell, das eine vollständige Abbildung der Materialeigenschaften des 
in dem vorherigen Kapitel untersuchten kurzfaserverstärkten thermoplas-
tischen Kunststoffes in einem Programm der Finiten Elementen Methode 
(FEM) mit expliziter Zeitintegration ermöglicht. Infolgedessen wird das 
Modell für die spätere Implementierung in ABAQUS [71] als Benutzerpro-
gramm (VUMAT) für Volumenelemente in der Crashsimulation unter Be-
rücksichtigung der Ingenieursnotation entwickelt. Im Anhang (Kapitel 8.3) 
ist die Herleitung für Schalenelemente aufgeführt. 

4.1 Beschreibung der Simulationssoftware 

Es ist auf zwei verschieden Arten möglich, bei der FEM eine Berechnung 
durchzuführen. Zu einem gewissen Zeitpunkt t  kann ein Gleichungssys-
tem mit der Abhängigkeit von allen Differentialgleichungen (implizites 
Lösungsverfahren) gelöst werden. Eine andere Möglichkeit ist, dass die 
Differentialgleichungen des Gleichungssystems unabhängig voneinander 
berechnet werden (explizites Lösungsverfahren). Bei der ersten Methode 
ist die Abhängigkeit von der Dauer des Zeitschrittes durch die Tatsache 
gegeben, dass die Lösung innerhalb einer gewissen Anzahl von Iteratio-
nen gefunden werden muss. Bei dem expliziten Verfahren (2. Methode) 
ist der inkrementelle Zeitschritt tΔ  so klein zu wählen, dass die Ausbrei-
tung von Informationen innerhalb des Kontinuums (z. B. durch Schallwel-
len) berücksichtigt werden kann [129]. Dazu muss er der Courant-
Friedrichs-Levy (CFL)-Bedingung genügen: 

c

xtt krit
Δ=Δ<Δ  (4-1)

Dabei ist in der Ungleichung (4-1) xΔ  eine charakteristische Länge der 
Elemente des FEM-Modells und c  eine Ausbreitungsgeschwindigkeit in-
nerhalb des Materials. Dafür wird häufig die Schallgeschwindigkeit ver-
wendet. Existieren in einem FEM-Modell mehrere charakteristische Län-
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gen, ist die kürzeste zu berücksichtigen. Bei der Crashsimulation wird oft 
mit Kontakt zwischen Bauteilen oder mit Auflagerlasten gerechnet. Dafür 
bietet sich die explizite Berechnungsmethode an, da hier der Zeitschritt 
und somit die Veränderungen im System so klein sind, dass sie zu keinen 
Instabilitäten führen. Treten im Gesamtsystem physikalische Instabilitäten 
auf, führen diese zu keinen numerischen. Es ist daher möglich, Berech-
nungen über den ersten Versagenszustand hinaus durchzuführen.  

In dieser Arbeit wird im Weiteren nur auf die explizite Berechnung einge-
gangen, die dann auch später für die Modellimplementierung verwendet 
wird. Zur Simulation von bewegten Massen, Deformationen, Spannungs-
verläufen in der Struktur, Kontakt und Auflagerlasten in und an der Struk-
tur, sowie dem Materialverhalten der eingesetzten Werkstoffe werden 
häufig Hydrocodes eingesetzt. Am Beispiel des FEM-Hydrocodes SOPHIA 
[38] sollen die einzelnen Rechenschritte, die innerhalb eines inkrementel-
len Zeitschrittes erfolgen, schematisch dargestellt werden (vgl. Bild 4–1). 
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Bild 4–1: Schematisch Darstellung der während eines Zeitschrittes durchgeführten
Rechenoperationen in SOPHIA unter Verwendung einer expliziten Zeitin-
tegration [38]. 

 
Es werden am Anfang des Zeitschrittes die Verzerrungen und die Verzer-
rungsrate errechnet. Über die Massenerhaltung, die Energieerhaltung, die 
Zustandsgleichung und das Stoffgesetz werden die Spannungen ermittelt 
und daraus die resultierenden Knotenlasten, Beschleunigungen, Ge-
schwindigkeiten und Verschiebungen. Bei dem FEM-Hydrocode ABAQUS 
[71] werden für eine User-Subroutine zur Abbildung noch nicht imple-
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mentierter Werkstoffmodelle über eine definierte Schnittstelle u. a. die 
Verzerrungen übergeben und im Werkstoffmodell müssen die Spannun-
gen am Ende des Zeitschrittes errechnet werden. Für die Berechnung des 
elastischen Materialverhaltens wird das Inkrement der Gesamtverzerrung 
des Kontinuums ges

iεΔ  in einen elastischen el
iεΔ  und einen plastischen 

Anteil pl
iεΔ  additiv aufgespalten. 

pl
i

el
i

ges
i εεε Δ+Δ=Δ  (4-2)

Dabei wird immer zuerst von einem elastischen Prädiktor oder einer Trial-
spannung tr

iσ  ausgegangen. Anhand der Verzerrungen iε  und der Stei-
figkeitsmatrix ijC  wird diese errechnet. 

jij
tr
i C εσ =  (4-3)

Mit diesen Spannungen wird anschließend die Vergleichsspannung aus-
gerechnet, die das Fließgesetz beinhaltet. Für negative Werte des Fließge-
setzes ist das Materialverhalten elastisch. Tritt eine plastische Deformation 
des Kontinuums auf, ist der Wert größer Null.  
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Bild 4–2: (a) Spannungsprädiktor innerhalb der Fließfläche (elastisches Verhalten); 
(b) Spannungsprädiktor außerhalb der Fließfläche (plastisches Verhalten) –
Rückkehr zur assoziierten Fließfläche notwendig. 

 
Dabei ergibt sich aus der Konsistenzbedingung 

,0=+ dFfFf  (4-4)
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dass am Ende des plastischen Zeitschrittes sich die errechneten Spannun-
gen wieder auf der Fließfläche befinden müssen (vgl. Bild 4–2). Daher ist 
ein mathematischer Algorithmus notwendig, der gewährleistet, dass die 
sich außerhalb der Fließfläche befindlichen Spannungen des Prädiktors 
am Ende des Zeitschrittes wieder die Fließbedingung erfüllen. 

4.2 Theoretische Herleitung des Werkstoff-
modells 

In Kapitel 3 wurden die Versuche und die Ergebnisse der dynamischen 
Werkstoffcharakterisierung eines kurzfaserverstärkten Kunststoffes unter 
verschiedenen Belastungsarten dargestellt. In den folgenden Abschnitten 
wird ein Werkstoffmodell hergeleitet, mit dem das spezielle Festigkeits-
verhalten des untersuchten Materials mathematisch erfasst werden kann. 
Ziel ist es, mit diesem Modell das Verhalten von Bauteilen aus diesem 
Werkstoff unter dynamischen Belastungen, wie sie normalerweise im 
Crashfall auftreten, numerisch beschreiben zu können.  

Nach Car [19] gibt es zwei Möglichkeiten, das Materialverhalten von ei-
nem faserverstärkten Kontinuum abzubilden: 

• Makro-mechanisches Modell 

• Homogenisiertes Modell 

Im ersten Modell werden die einzelnen Komponenten des Kontinuums 
(Faser und Matrix) getrennt abgebildet und über die Mischtheorie mitein-
ander verknüpft. Diese Theorie geht von der Annahme aus, dass sich die 
Zustände gleichmäßig über alle beteiligten Komponenten verteilen. Bei 
kurzfaserverstärkten Materialien kann dies nicht angenommen werden, 
da es z. B. zu einem Ablösen der Faser aus dem Matrixverbund kommen 
kann. So wird für jene Materialien die zweite Methode (ein homogenisier-
tes Modell) angewendet, die im folgenden Kapitel mit den beiden Berei-
chen des elastischen und plastischen Verhaltens näher erläutert wird. Des 
Weiteren werden verschiedene Algorithmen für die Rückkehr der Trial-
spannungen auf die Fließfläche im Bereich der Plastizität vorgestellt. Zum 
Schluss wird noch auf die Versagensmodellierung eingegangen. 
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4.2.1 Elastisches Verhalten 

Das Material verhält sich bis zu einem gewissen Spannungspunkt (Fließ-
beginn) elastisch; d. h. in diesem Bereich ist jegliche Verformung reversi-
bel. Nach dem Entlasten kehrt das Kontinuum wieder in die Ausgangs-
form zurück. Für die Abbildung des komplexen Materialverhaltens von 
kurzfaserverstärkten Kunststoffen müssen gewisse Annahmen und Ein-
schränkungen getroffen werden. Demzufolge werden nur die entschei-
denden mechanischen Kenngrößen berücksichtigt. Wie in Bild 3–33 ge-
zeigt, verhält sich das Material im elastischen Bereich nicht linear. Für die 
Simulation in der Crashberechnung kann aber die Einschränkung der li-
nearen Elastizität getroffen werden. Außerdem weist das Material in Ab-
hängigkeit vom Belastungsfall (vgl. Bild 3–44) einen unterschiedlichen E-
lastizitätsmodul auf. Allerdings bezieht die Modellierung des elastischen 
Materialverhaltens nur eine Art der elastischen Kennwerte (Elastizitätsmo-
duln, Querkontraktionszahlen, Schubmoduln) unabhängig von der Belas-
tungsart ein. In Kapitel 3.9 wurde festgestellt, dass der wichtigste zu be-
rücksichtigende Kennwert die richtungsabhängige Steifigkeit ist. Daher 
wird für die Modellierung des elastischen Bereiches das in Kapitel 2.3.1 
erwähnte verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz verwendet. Die Richtungs-
abhängigkeit des linearen Elastizitätsmoduls (vgl. Bild 3–17 bzw. Bild 3–
31) wird mit der in der Gleichung (2-30) dargestellten orthotropen Stei-
figkeitsmatrix berücksichtigt. Die Spannungsinkremente werden mit der 
orthotropen Steifigkeitsmatrix und den Verzerrungsinkrementen berech-
net. 
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 (4-5)

Die Elemente der Steifigkeitsmatrix in der Gleichung (4-5) werden anhand 
der Charakterisierung des Materials ermittelt. So errechnen sich die ein-
zelnen Werte ijC  nach den Gleichungen (2-43) und (2-44) mit den elasti-
schen, experimentell ermittelten Konstanten (Elastizitätsmoduln, Quer-
kontraktionszahlen und Schubmoduln). Somit kann auch das nahezu i-
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sotrope elastische Verhalten des hier untersuchten Kunststoffes bei einer 
Schubbelastung abgebildet werden. 

4.2.2 Plastisches Verhalten 

Die mathematische Darstellung der Plastizität erfolgt über eine Fließfläche 
und ein plastisches Potential. In Abschnitt 3 wurde gezeigt, dass sich der 
Fließbeginn und das plastische Verhalten abhängig von der Belastungs-
richtung und -art (Druck, Schub bzw. Zug) ergeben. Eine weitere sehr 
entscheidende mechanische Eigenschaft ist die logarithmische Abhängig-
keit von der Verzerrungsrate bei Verfestigung des Materials. Es wird bei 
diesem hier entwickelten Werkstoffmodell von einem nicht assoziierten 
Fließen ausgegangen. Dies kann aber durch eine geeignete Wahl der Pa-
rameter auf ein assoziiertes Fließen zurückgeführt werden. Die Rückkehr 
auf die Fließfläche erfolgt im implementierten Materialmodell mit dem 
Backward Euler Algorithmus. Es soll auf eine Fließfläche, auf ein plasti-
sches Potential zur Bestimmung der plastischen Verzerrungen, auf die Be-
rechnung der Fließregel und auf weitere Aspekte der Werkstoffmodellie-
rung eingegangen werden.  

 

Fließfläche 

Die Beschreibung der Fließgrenze erfolgt über die erste Invariante 1I  des 
Spannungstensors und die zweite Invariante des Spannungsdeviators 2J  
in Abhängigkeit von den Anisotropiekoeffizienten ( MLHGF ,,,,  und N ), 
der plastischen Verzerrungsrate plε& , der äquivalenten plastischen Ver-
gleichsverzerrung plε  und der Werkstoffkennwerte K,, 21 kk  

0,,,,,, 2121 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= K& kkJIfFf plpl εε  (4-6)

Des Weiteren soll nicht auf die Invarianten zurückgegriffen werden, son-
dern auf die daraus abgeleiteten Größen des hydrostatischen Druckes p  
und der Vergleichsspannung nach Hill in Abhängigkeit eines Reibungs-
winkels β . Diese erlauben eine einfachere mathematische Beschreibung 
der Fließfläche.  

Wie in Bild 3–47 gezeigt, ergibt sich für einen kurzfaserverstärkten Kunst-
stoff der Fließbeginn in Abhängigkeit des hydrostatischen Druckes. Für 
die mathematische Beschreibung wird ein Reibungswinkel verwendet (vgl. 
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Modell von Drucker-Prager 2.3.2). Durch den Reibungswinkel β  ist es 
möglich, den Fließbeginn des Materials in Abhängigkeit des hydrostati-
schen Druckes p  zu definieren. Ist dieser Winkel gleich Null, hat das Ma-
terial dieselbe Fließspannung unter einer Druck-, Schub- und Zugbelas-
tung. Das bei den genannten Belastungen unterschiedlich gezeigte Mate-
rialverhalten des in dieser Arbeit untersuchten Kunststoffes kann mit zwei 
Reibungswinkel DZ /β  und der Kohäsion d  (vgl. Bild 4–3) beschrieben 
werden.  

hydrostatischer Druck [MPa]
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Bild 4–3: Vom Reibungswinkel β abhängige Fließfläche: βZ für den Zugbereich; βD

für den Druckbereich; Kohäsion d. 
 
Dies ist bei unverstärkten [52] und verstärkten (vgl. Bild 3–47) Thermo-
plasten der Fall. Dabei wird von einem linearen Übergang zwischen den 
Zug- und Schubspannungszuständen bzw. den Schub- und Druckspan-
nungszuständen ausgegangen. Aufschluss über die Gültigkeit dieser An-
nahme würden kombinierte Zug-/Schub- bzw. Schub-/Druckversuche ge-
ben, die im Rahmen dieser Arbeit aber nicht durchgeführt wurden. Der 
Winkel Dβ  berücksichtigt den Drucklastfall und Zβ  den Zuglastfall. Ist 
nur ein Winkel β  angegeben, fällt zweiterer weg und der Winkel Zβ  er-
rechnet sich zu βββ == DZ  (vgl. Bild 2–12). Dazu wird der Winkel zwi-
schen einer Horizontalen und einer Geraden zwischen dem Fließpunkt bei 
einem Schubversuch und einem Druck- bzw. Zugversuch bei einer be-
stimmten plastischen Vergleichsverzerrung und Verzerrungsrate angege-
ben. Somit verändern sich die beiden Reibungswinkel für die Berücksich-
tigung der Druck- und Zugspannung in Abhängigkeit der plastischen Ver-
gleichsverzerrung und der Verzerrungsrate. 
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Die Fließfläche wird mit 

0,,,,, =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= dpfFf plpl

i εεβσ &  (4-7)

beschrieben. In ausführlicher Darstellung ergibt sich die Fließfläche mit 
dem Reibungswinkel β  und der Kohäsion d  in Abhängigkeit von der 
Verzerrungsrate plε&  und der plastischen Vergleichsverzerrung plε , die 
beide experimentell ermittelt werden müssen. 
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Werden die Vereinfachungen von den Gleichungen (2-78) und (2-79) 
eingesetzt, so wird die in Kapitel 2.3.2 vorgestellte Fließfläche nach Dru-
cker-Prager (2-64) erhalten. Wird das Modell mit  

0=β  (4-9)

weiter vereinfacht, simplifiziert es sich zu dem in Kapitel 2.3.2 dargeleg-
tem Materialmodell nach von Mises (2-60). Wird nur die Vereinfachung in 
der Gleichung (4-9) verwendet, kann das Materialmodell auf das Modell 
von Hill (2-76) zurückgeführt werden. Das implementierte Materialmodell 
unterscheidet bei dem Parameter β  zusätzlich noch die Abhängigkeit 
vom Belastungsfall (Druck-, Schub- oder Zugbelastung). Dementspre-
chend spaltet sich das Fließgesetz in die zwei Bereiche 0<p  und 0≥p  
auf. 

Für 0<p : 
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Für 0≥p : 
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Die aktuelle Vergleichsspannung in den Gleichungen (4-10) und (4-11) 
wird über eine elastische Verzerrungsrate elε&  und die äquivalente plasti-
sche Vergleichsverzerrung plε  berechnet. Erstere wird durch einen Quo-
tienten des äquivalenten elastischen Vergleichsverzerrungsinkrements 

elεΔ  und des aktuellen Zeitschritts tΔ  errechnet. 

t

el

t

el

Δ
Δ=

→Δ

εε lim
0

&  (4-12)

Zur Berechnung des äquivalenten elastischen Vergleichsverzerrungsinkre-
mentes wird die in der Gleichung (2-80) definierte plastische Vergleichs-
verzerrung für die elastischen Verzerrungsinkremente verwendet. Befindet 
sich der Spannungsprädiktor außerhalb der Fließfläche, so tritt Fließen 
auf. 

 

Plastisches Potential 

Eine weitere Einschränkung bei der Abbildung des Materialverhaltens von 
Kunststoffen ist bei der numerischen Beschreibung des plastischen Poten-
tials zu treffen. In Bild 3–38 ist gezeigt, dass die Volumenkonstanz bei 
Kunststoffen nicht gewährleistet sein muss. Dennoch wird für die Be-
schreibung des plastischen Potentials eine volumenkonstante Formulie-
rung gewählt, da bei einer Druck- bzw. Schubbelastung von einem kon-
stanten Volumen ausgegangen wird. Das plastische Potential beruht auf 
der Formulierung von Hill (2-77). 
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Fließregel 

Nachdem eine Fließbedingung und ein plastisches Potential definiert wor-
den sind, wird nun die Fließregel bestimmt. Die plastischen Verzerrungen 
werden im Allgemeinen mit  

i

pl
i

Gp

σ
λε

∂

∂Δ=Δ  (4-14)

berechnet. In Gleichung (4-14) ist λΔ  der positiv definierte Lagrange-
Multiplikator und Gp  das plastische Potential. Bei diesem implementier-
ten Modell werden anhand des Spannungsprädiktors tr

iσ , dem neuen 
Spannungspunkt auf der Fließfläche iσ  und der Inversen der konstanten 
Steifigkeitsmatrix 1−

ijC  die plastischen Verzerrungsinkremente berechnet. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Δ −

j
tr
jij

pl
i C σσε 1  (4-15)

 

Plastische Vergleichsverzerrung 

Im implementierten Modell wird für die Berechnung der plastischen Ver-
gleichsverzerrung eine Formulierung nach Hill (vgl. Gleichung (2-80)) ver-
wendet. Diese ermöglicht die Berücksichtigung eines anisotropen Materi-
alverhaltens und ist unter uniaxialer Belastung auf die Vergleichsverzer-
rung nach von Mises (vgl. (2-63)) zurückzuführen. 

0σ

εσ
ε

pl
iipl =  (4-16)

 

Verzerrungsrate 

Die plastische Verzerrungsrate des Elementes wird beim Auftreten von 
Fließen nach der Berechnung des Spannungspunktes auf der Fließfläche 
anhand der in der Gleichung (4-15) dargestellten Berechnung der plasti-
schen Verzerrungsinkremente errechnet. Für das äquivalente plastische 
Vergleichsverzerrungsinkrement wird die Formulierung nach Hill (4-16) 
verwendet. Die Verzerrungsrate ergibt sich aus dem Quotienten des plas-
tischen Vergleichsverzerrungsinkrementes und dem aktuellen Zeitschritt. 
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t
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Glättung 

Bei der Verzerrungsrate und der Vergleichsspannung erfolgt eine Glät-
tung, wie sie in [71] oder [76] angewendet wird. Dazu wird ein Glät-
tungsfaktor α  eingeführt. Aus numerischen Gründen empfiehlt es sich, 
diesen mit 

10 << α  (4-18)

anzugeben. In der Gleichung (4-19) wird dies exemplarisch an der plasti-
schen Verzerrungsrate dargestellt. 

( ) plnplnpl εαεαε &&& +−= −11  (4-19)

Mit dem Wert pln ε&1−  wird der Wert der plastischen Verzerrungsrate des 
Zeitschrittes davor und mit plnε&  der aktuelle Wert der Verzerrungsrate 
bezeichnet. 

 

Interpolation zwischen den Verfestigungskurven 

Für die Berechnung der aktuellen Kohäsion d  erfolgt eine logarithmische 
Interpolation der experimentell ermittelten Vergleichsspannung σ  in Ab-
hängigkeit der aktuellen Verzerrungsrate ε&  (vgl. Kapitel 3.6).  
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Es wird zwischen den vorgegebenen Verfestigungskurven mit den Werten 

1σ  und 2σ  logarithmisch interpoliert, die in Abhängigkeit von 1ε&  und 2ε&  
gegeben sind. Die Berechnung des Koeffizienten β , der die Abhängigkeit 
vom hydrostatischen Druck beschreibt, erfolgt analog logarithmisch zwi-
schen den vorgegebenen Verfestigungskurven. Die Spannung σ  und der 
Koeffizient β  zwischen zwei Stützstellen der plastischen Vergleichsverzer-
rung der verwendeten vorgegebenen Verfestigungskurve werden dage-
gen linear interpoliert. 
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In Gleichung (4-21) ist dies exemplarisch an der Interpolation der Span-
nung gezeigt. Dabei bezeichnet plε  die aktuelle plastische Vergleichsver-
zerrung, ipl,ε  und ilg,σ  mit 2,1=i  die Werte der experimentell ermittel-
ten Stützstellen unter Anwendung von Gleichung (4-20). 

4.2.3 Returnalgorithmen 

Tritt Fließen auf, befindet sich der berechnete Spannungspunkt des Prä-
diktors außerhalb der Fließfläche. Wegen der Konsistenzbedingung muss 
dieser am Ende des Zeitinkrementes erneut auf der Fließfläche liegen. Da-
zu existieren in der Literatur verschiedene Algorithmen, um diese Bedin-
gung zu erfüllen (z. B. bei Belytschko [11], Jirasek [49] oder Simo und 
Hughes [119]).  

 

Radialreturn 

Ein sehr einfacher Algorithmus ist der so genannte Radialreturn-
Algorithmus [114]. 

2

2

3J
ss ytr
ii

σ
=  (4-22)

Dabei ist is  der deviatorische Anteil des Spannungstensors, yσ  die aktu-
elle Fließspannung und 2J  die zweite Invariante des deviatorischen Span-
nungstensors. Dieser Algorithmus hat die Einschränkung, dass er nur bei 
zylindrischen Fließflächen anwendbar ist, da er den neuen Spannungs-
punkt in radialer Richtung auf die Fließfläche projiziert. 

 

Backward Euler Algorithmus 

Der Backward Euler Algorithmus ist dagegen auch bei deformierten Fließ-
flächen einsetzbar. Dafür wird ein Residuum aufgestellt 
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das iterativ zu Null werden soll (vgl. [23]). In (4-23) stellt tr
iσ  den Span-

nungsprädiktor im Durchlauf n  bzw. 1+n  der Iteration, λΔ  den Abstand 
zur Fließfläche und jb  die Normale zum plastischen Potential dar. Eine 
genauere Darstellung des Algorithmus ist in Kapitel 8.2 zu finden. 

 

Newton Iteration 

Eine andere Methode beruht auf der Newton Iteration von mehreren Va-
riablen. Die Newton Iteration für eine Variable  
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wird auf mehrere Variable in einem Gleichungssystem 
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nn
det

det
1 −=+  (4-25)

erweitert. Dabei ist X  ein Vektor bestehend aus den Unbekannten, M  
und XM  sind Matrizen mit Funktionen der unbekannten Variablen und 
deren Ableitungen. Weitere Informationen sind in [24] zu finden. Der Al-
gorithmus wird in [5] für die numerische Integration des Verhaltens eines 
vom hydrostatischen Druck abhängigen Materials verwendet. 

4.2.4 Versagen 

Wird ein Kontinuum bis zu einer gewissen Grenze belastet, versagt es. In 
diesem Modell wird als Versagenskriterium die maximale plastische Ver-
gleichsverzerrung verwendet. In Bild 3–41 ist aufgezeigt worden, dass der 
Kunststoff ein sehr komplexes Versagen aufweist. Der Versagenspunkt ist 
nicht nur vom Mehrachsigkeitsverhältnis η  und der Verzerrungsrate plε& , 
sondern auch von der Belastungsrichtung abhängig (vgl. Bild 4–4).  
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Bild 4–4: Möglichkeit der Versagensmodellierung in Abhängigkeit des Mehrachsig-
keitsverhältnisses und der Verzerrungsrate in die 1-Richtung. 

 
Dabei wird die aktuelle plastische Vergleichsverzerrung failpl ,*ε , die zum 
Versagen führt, zwischen den experimentell bestimmten Werten des 
Mehrachsigkeitsverhältnisses η  linear und den Werten der plastischen 
Verzerrungsrate plε&  logarithmisch ermittelt.  

⎟
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⎝
⎛= plfailpl f εηε &,,*  (4-26)

Die plastischen Verzerrungsinkremente der einzelnen Richtungen werden 
mit einem Faktor fv  bewertet, der es ermöglicht, ein richtungsabhängi-
ges Versagen zu simulieren. Der Faktor errechnet sich aus den Kehrwer-
ten der in Tabelle 3–6 angegebenen Werte.  
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Die plastischen Verzerrungsinkrementen werden über die Zeit bis zu dem 
Zeitpunkt T  akkumuliert. Mit diesen wird eine äquivalente plastische 
Versagensverzerrung failpl ,ε  nach Gleichung (2-80) errechnet. Versagen 
tritt auf, falls 

failplfailpl ,*, εε >  (4-28)
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zutrifft. 

4.3 Diskussion des Werkstoffmodells 

In diesem Kapitel sollen die Möglichkeiten und Einschränkungen des Ma-
terialmodells dargestellt und erläutert werden. Dabei wird im Besonderen 
auf die Berechnung der äquivalenten elastischen Vergleichsverzerrung 
eingegangen. 

4.3.1 Möglichkeiten 

Das beschriebene Materialmodell kann für ein von der Verzerrungsrate 
abhängiges und isotrop verfestigendes Material sowohl auf das Modell 
nach von Mises als auch auf das von Hill für uniaxiale Belastungen zu-
rückgeführt werden. Diese Einschränkung ergibt sich aus den unter-
schiedlichen Definitionen zur Berechnung der äquivalenten plastischen 
Vergleichsverzerrung. Die in den Gleichungen (2-63) und (2-80) vorge-
stellten Definitionen für die Berechnung der plastischen Vergleichsverzer-
rung sind im uniaxialen Normalspannungszustand und Schubspannungs-
zustand äquivalent. Bei komplexeren Spannungszuständen sind diese bei-
den Formulierungen nicht mehr gleichwertig.  

Außerdem kann durch eine geeignete Parameterwahl das Stoffmodell von 
Drucker-Prager abgebildet werden. 

Für allgemeine elastische Belastungen ist das Materialmodell als orthotro-
pes, lineares Elastizitätsmodell verwendbar. 

Auf Grund der gemessenen Werkstoffgrößen der Druck-, Schub- und 
Zugversuche wurde das Materialverhalten des hier untersuchten kurzfa-
serverstärkten Kunststoffes abgeleitet. So wird im Materialmodell das uni-
axiale Werkstoffverhalten exakt abgebildet, unter sonstigen Spannungs-
zuständen wird anhand der Stützstellen linear interpoliert. 

Das neu implementierte Materialmodell beinhaltet folgende Eigenschaf-
ten: 

• Orthotrope, lineare Elastizität 

• Orthotrope, vom hydrostatischen Druck abhängige Plastizität 

• Abhängigkeit von der Verzerrungsrate 
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• Verfestigung 

• Orthotropes, verzerrungsraten- und vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Versagen 

Das Materialmodell ist ebenso für die Simulation von unverstärkten Ther-
moplasten geeignet. Es läst sich auf die bei Junginger [52] verwendeten 
konstitutiven Gleichungen zurückführen, ohne die Temperaturabhängig-
keit zu berücksichtigen. Wird ein anderer Werkstoff charakterisiert, der 
ein ähnliches Materialverhalten zeigt (z. B. langfaserverstärkte Thermo-
plaste), so kann das implementierte Modell auch für diese eingesetzt 
werden. 

4.3.2 Einschränkungen 

Eine Möglichkeit zur Berechnung einer elastischen Vergleichsverzerrung 
mit den Normalverzerrungen iε  mit 3,2,1=i  ergibt sich aus der Äquiva-
lenz im uniaxialen Verzerrungsfall (in diesem Fall in die 1-Richtung) zu 
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mit der noch zu bestimmenden Konstante c . Anhand der isotropen Quer-
kontraktionszahl ν  (vgl. Gleichung (2-39)) errechnen sich die Verzerrun-
gen in den Querrichtungen.  
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Die Konstante c  bestimmt sich wie folgt: 

221

1

ν+
=c  (4-31)

In [72] wird eine elastische Vergleichsverzerrung nach der von Mises Ver-
gleichsspannung definiert. 
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Die Verzerrungen iε  mit IIIi ,=  und III  stellen die Hauptverzerrungen des 
Systems dar. Die Vergleichsverzerrung lässt sich für den uniaxialen Nor-
malverzerrungsfall auf die Gleichung (4-30) mit (4-31) zurückführen.  

Die genannten skalaren Vergleichsgrößen gelten nur für isotrope Materia-
lien. In diesem Materialmodell wird die Formulierung für die plastische 
Vergleichsverzerrung nach Hill (2-80) mit den elastischen Verzerrungsin-
krementen verwendet. 

4.4 Zusammenfassung der Werkstoffmodel-
lierung 

Auf Basis der experimentell ermittelten Materialcharakterisierung ergeben 
sich für das neue Modell folgende konstitutive Gleichungen. 

Aufspaltung der Verzerrung: 

pl
i
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ii εεε Δ+Δ=Δ  (4-33)

Elastischer Bereich: 

jiji C εσ =  (4-34)

Fließfläche für 0<p : 
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Fließfläche für 0≥p : 
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Plastisches Potential: 
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Plastische Vergleichsverzerrung: 
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Richtungsabhängiges Versagen: 
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Für das Werkstoffmodell werden die Parameter der orthotropen Steifig-
keitsmatrix ijC , die Winkel Dβ  und Zβ  und die Kohäsion d  in Abhän-
gigkeit der plastischen Vergleichsverzerrung und die Verzerrungsrate be-
nötigt. Zur korrekten Abbildung des Versagens sind die Richtungsfaktoren 
fv , die plastische Vergleichsverzerrungsrate plε&  und das Mehrachsig-
keitsverhältnis qp=η  notwendig. Die konstitutiven Gleichungen zur 
Simulation mit Schalenelementen sind in Kapitel 8.3 zu finden. 

In Bild 4–5 ist die Fließfläche und das plastische Potential im Hauptspan-
nungsraum dargestellt. 
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Bild 4–5: Vom Reibungswinkel β abhängige orthotrope Fließfläche (rot), orthotro-
pes plastisches Potential (blau) und hydrostatische Achse (grün) im Haupt-
spannungsraum. 
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5 Verifikation, Validierung und Anwen-
dung des Werkstoffmodells 

In diesem Kapitel soll es um die Verifikation, die Validierung und die An-
wendung des im vorangegangenen Abschnitt entwickelten Werkstoff-
modells gehen. Dabei bezeichnet die Verifikation, dass die numerischen, 
implementierten Algorithmen des Materialmodells korrekt sind und die 
analytische Lösung von berechenbaren Lastfällen wieder geben.  

Unter Validierung wird der Vergleich von experimentellen Ergebnissen 
einfacher Versuche (z. B. Zugversuche) mit denen der numerischen Simu-
lation verstanden [117].  

Schließlich wird die Einsetzbarkeit des Werkstoffmodells in der Simulation 
eines dynamischen Lastfalles (Crashverhalten) eines Energieabsorbers im 
Frontbereich eines Fahrzeugs unter komplexen Spannungs- und Verzer-
rungszuständen gezeigt.  

5.1 Verifikation 

Das in Kapitel 4 vorgestellte Werkstoffmodell für kurzfaserverstärkte 
thermoplastische Kunststoffe wurde als »User-Subroutine« (VUMAT) in 
die FEM-Software ABAQUS [71] mit einer expliziten Zeitintegration imp-
lementiert. 

So konnte die Funktionalität des implementierten Materialmodells an ver-
schiedenen Simulationen teilweise mit der analytischen Lösung und parti-
kulär mit bereits in ABAQUS realisierten Materialmodellen nachgewiesen 
werden. Dazu wurde das neu entwickelte Modell durch geeignete Koeffi-
zientenwahl auf schon bestehende Materialmodelle zurückgeführt und es 
erfolgte eine Vergleichssimulation mit äquivalenten Materialparametern. 
Im Anschluss wurden die erhaltenen Ergebnisse miteinander verglichen. 

Die korrekte Beschreibung der orthotropen, linearen Elastizität des Mo-
dells wurde durch Simulationen mit den identischen Elastizitätsparame-
tern durch das orthotrope Elastizitätsmodell von ABAQUS und dem ent-
wickelten Modell nachgewiesen. 

Durch Simulationen mit übereinstimmenden Parametern mit dem von Mi-
ses und dem neu entwickelten Modell, konnten der korrekte Fließbeginn, 
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das identische Abhängigkeitsverhalten von der Verzerrungsrate und das 
gleichwertige sowohl verzerrungsraten- als auch von dem Mehrachsig-
keitsverhältnis (η ) abhängige Versagen gezeigt werden.  

Die korrekte Abbildung der orthotropen Plastizität im entwickelten Modell 
wurde durch Vergleichssimulationen mit dem Materialmodell von Hill 
nachgewiesen.  

Das nicht assoziierte Fließen wurde durch ein volumenkonstantes plasti-
sches Potential bei dem Materialmodell nach Drucker-Prager in ABAQUS 
und mit einem konstanten Reibungswinkel von 0≠β  in dem neuen Mo-
dell überprüft.  

5.2 Validierung 

Die Simulationen der Materialcharakterisierungsexperimente konnten mit 
dem neuen Materialmodell durchgeführt und die Ergebnisse mit den ent-
sprechenden Experimenten verglichen werden. Dazu wurden die in Kapi-
tel 3.4 bis 3.6 vorgestellten Versuche zur Materialkennwertbestimmung 
mit dem neuen Materialmodell sowohl mit Schalenelementen als auch mit 
Volumenelementen simuliert (vgl. Bild 5–1). Die Kantenlänge der verwen-
deten Elemente betrug dabei je nach Probenbereich ungefähr 1 mm.  

Die wegen der Faserorientierung hervorgerufene Richtungsabhängigkeit 
der mechanischen Kennwerte innerhalb des Bauteils wird über ein lokales 
kartesisches Koordinatensystem für jedes undeformierte Element nume-
risch erfasst. Dadurch lässt sich auch die gemessene Orthotropie des kurz-
faserverstärkten Kunststoffes numerisch simulieren. Dieses Koordinaten-
system wird so ausgerichtet, dass die Abspritzrichtung an der entspre-
chenden Stelle in der Komponente der 1-Richtung des Koordinatensys-
tems entspricht. Weil in dieser Arbeit vor allem dünne Bauteile untersucht 
wurden, erstreckt sich die 3-Richtung in die Dickenrichtung. Somit ist das 
lokale Koordinatensystem des undeformierten Elementes in der Probe für 
die numerische Berücksichtigung der Orthotropie vollständig definiert. 
Innerhalb der »User-Subroutine« werden die Verzerrungen und Span-
nungen entsprechend diesem lokalen Koordinatensystem berechnet. 
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Bild 5–1: Simulation der durchgeführten Versuche (Volumenelementenmodelle):
(a) Druckversuch; (b) Schubversuch; (c) Zugversuch. 

 
In der Simulation mit Schalenelementen wurde der Elementtyp S4R, bei 
den Volumenelementen der Typ C3D8R gewählt. Das Element S4R be-
steht aus vier Knoten und mit einer ungeraden Anzahl von Integrations-
punkten (in der Regel fünf) über die Elementdicke, die vom Anwender 
angegeben werden muss. Das Volumenelement hat acht Knoten und ei-
nen Integrationspunkt. Genauere Angaben zu den verwendeten Elemen-
ten sind bei ABAQUS [71] zu finden. Wegen der unterschiedlichen Stei-
figkeit in Abhängigkeit vom Belastungsfall (vgl. Kapitel 3.9) wurden je 
Versuchstyp zwei verschiedene Simulationen durchgeführt: 

• Simulation mit dem entsprechenden Elastizitätsmodul des Be-
lastungsfalles (»spez. E-Modul«) 

• Simulation mit dem arithmetischen Mittel (Druck- und Zugbe-
lastung) der Elastizitätsmoduln (»arithm. E-Modul«) 
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Bei beiden Simulationen waren die plastischen Werte (Spannungen, plas-
tische Verzerrungen, Reibungswinkel Dβ  und Zβ ) äquivalent. Neben den 
Elastizitätsmoduln (vgl. Tabelle 3–7) wurden auch die Anisotropiefaktoren 
(vgl. Tabelle 3–8) und die richtungsabhängigen Bewertungsfaktoren für 
die Versagensverzerrungen (vgl. Tabelle 3–6) in den jeweiligen Simulatio-
nen angepasst. 

In Bild 5–2 ist schematisch der Unterschied zwischen den Simulationen 
mit dem »spez. E-Modul« unter einer Zug- bzw. Druckbelastung und dem 
»arithm. E-Modul« dargestellt. In Tabelle 3–7 ist ersichtlich, dass die Stei-
figkeit unter einer Zugbelastung größer ist als unter einer Druckbelastung. 
So liegt diese in einer Simulation mit dem »arithm. E-Modul« bei einer 
Zugbelastung unterhalb der Steifigkeit der Simulation mit dem »spez. E-
Modul«. Bei einer Druckbelastung ist es genau umgekehrt. Der plastische 
Bereich passt sich dementsprechend an, da der Beginn der Plastizität vom 
Spannungswert bei Fließbeginn abhängig ist. Der Verlauf ist dagegen von 
der Belastungsart unabhängig. 

Simulation: spez. E-Modul Zug
Sim.: arithm. E-Modul Sim.: spez. E-Modul Druck

|S
pa

nn
un

g|
[M
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]

|Verzerrung| [-]  

Bild 5–2: Schematische Darstellung des Einflusses auf die Steifigkeit bei einer Aus-
wertung der Simulationsergebnisse mit einer Wahl des »spez. E-Moduls«
im Drucklastfall, »arithm. E-Moduls« oder »spez. E-Moduls« im Zuglast-
fall. 
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In diesem Kapitel sind nur die Simulationen mit dem »spez. E-Modul« ge-
zeigt. Weitere Simulationen der Validierungsversuche sind im Anhang 
(Kapitel 8.5) zu finden. 

5.2.1 Druckversuche 

Die Druckversuche konnten nur mit den Volumenelementen simuliert 
werden. Dabei wurden alle drei Raumrichtungen eines kartesischen Koor-
dinatensystems berücksichtigt. Zur besseren Veranschaulichung wurden 
die anfangs nicht linearen Spannungs-Stauchungskurven (vgl. Bild 3–19) 
bis zur Abszisse linear verlängert und entlang dieser in den Nullpunkt ver-
schoben.  
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Bild 5–3: Vergleich der Spannungs-Stauchungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Druckversuches in die 1-Richtung mit dem 
»spez. E-Modul« bei einem Drucklastfall. 

 
Bild 5–3 zeigt, dass sich eine sehr gute Übereinstimmung der Abbildung 
des elastischen und plastischen Verhaltens bei der Wahl des »spez. E-
Moduls« für den Drucklastfall in die 1-Richtung ergibt. Die simulierte Pro-
be versagt, wenn im Experiment ein deutlicher Spannungsabfall zu beo-
bachten war. Da die Proben unter einem Gleitbruch versagten, war die 
Bestimmung der Versagensstauchung komplex (vgl. Kapitel 3.4). 
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Bild 5–4: Vergleich der Spannungs-Stauchungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Druckversuches in die 2- und 3-Richtung mit
dem »spez. E-Modul« bei einem Drucklastfall. 

 
In der 2-Richtung werden ebenfalls die Steifigkeit und das plastische Ver-
halten mit dem »spez. E-Modul« sehr gut abgebildet (vgl. Bild 5–4). Diese 
ausgezeichnete Reproduzierbarkeit in der Simulation des plastischen Ver-
haltens erklärt sich durch das fast identische Materialverhalten bei einer 
Druckbelastung in die Abspritzrichtung und quer dazu (vgl. Bild 3–19).  

Die Simulation mit dem »spez. E-Modul« in Dickenrichtung zeigt sehr gut 
das gemessene elastische Materialverhalten. Die Plastizität in dieser Rich-
tung wird aber nicht zufrieden stellend wiedergegeben. Im implementier-
ten Materialmodell wird im plastischen Bereich zwischen einer Druck-, 
Schub- und Zugbelastung unterschieden. Allerdings wird bei der Verfesti-
gung im plastischen Bereich keine Unterscheidung zwischen den einzel-
nen Belastungsrichtungen vorgenommen. Das Material verfestigt sich in 
der Simulation in allen Richtungen entsprechend der einen vorgegebenen 
Verfestigungskurve. In dieser Arbeit wurde die Verfestigungskurve gemäß 
der 1-Richtung definiert. Demzufolge wird das plastische Verhalten in die 
Abspritzrichtung sehr gut, in die anderen Richtungen entsprechend ab-
gebildet. Dagegen wird das sehr viel spätere Versagen der Druckprobe bei 
einer Belastung in die 3-Richtung treffend erfasst. 
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5.2.2 Schubversuche 

Prinzipiell ist es möglich, die Schubversuche sowohl mit den Schalen- als 
auch mit den Volumenelementen zu simulieren. Allerdings werden aus 
Kostengründen (Rechenzeit) die Schalenelemente bevorzugt. Daher wer-
den im Folgenden die Simulationsergebnisse mit den Schalenelementen 
und einer Probendicke von 3 mm gezeigt.  

 

Scherungsratenabhängigkeit 

Die experimentell bestimmte Abhängigkeit von der Scherungsrate des 
Materials kann durch das implementierte Materialmodell abgebildet wer-
den (vgl. Bild 5–5).  
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Experiment: Quasistatisch (0.01 1/s), 1-Richtung
Exp.: Dynamisch (1.0 1/s), 1-Richtung

Simulation: spez. E-Modul
Sim.: spez. E-Modul

Bild 5–5: Vergleich der Spannungs-Scherungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen und dynamischen Schubversuches in die 1-
Richtung mit dem »spez. E-Modul« bei einem Schublastfall. 

 
Die dynamische Verfestigung des in dieser Arbeit untersuchten kurzfaser-
verstärkten Materials wird hervorragend wiedergegeben. Das scherungs-
ratenabhängige Versagen ist bei Verwendung des »spez. E-Moduls« nur 
bei den dynamischen Versuchen sehr gut. Bei den quasistatischen Simula-
tionen tritt das Versagen bei einer etwas zu hohen Scherung und Span-
nung auf. 
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Richtungsabhängigkeit 

In den Experimenten der Schubversuche ergab sich ein nahezu isotropes 
(richtungsunabhängiges) Verhalten des Kunststoffes. Dies konnte durch 
die bereits nachgewiesenen Materialeigenschaften der Matrix erklärt wer-
den. Eine unverstärkte thermoplastische Kunststoffmatrix verhält sich i-
sotrop (vgl. Junginger [52]). Im Schubspannungsfall übernimmt diese 
Matrix die Spannungen und schützt die Fasern vor Schädigungen. Das 
implementierte Materialmodell ermöglicht auch eine Simulation mit i-
sotropen Steifigkeitswerten (vgl. Bild 5–6). Das Versagensverhalten wird 
bei einer Belastung in die 2-Richtung in der Simulation besser wiederge-
geben. 
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Bild 5–6: Vergleich der Spannungs-Scherungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Schubversuches in die 1- und 2-Richtung mit 
dem »spez. E-Modul« bei einem Schublastfall. 

 

5.2.3 Zugversuche 

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der dynamisch durchgeführten 
Experimente und Simulationen mit dem »spez. E-Modul« unter einer 
Zugbelastung (Schalenelementenmodell) mit der 3 mm dicken Proben in 
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den verschiedenen Richtungen dargestellt. Im Anhang (Abschnitt 8.5.3) 
sind weitere Vergleiche zwischen Simulation und Experiment ersichtlich. 

 

Dehnratenabhängigkeit 

In Bild 5–7 wird die sehr gute Übereinstimmung der simulierten Steifigkei-
ten und der Spannungsniveaus bei der Verwendung des »spez. E-
Moduls« mit den experimentell bestimmten Materialkennwerten bei den 
quasistatischen und dynamischen Versuchen gezeigt. Bei diesen Werk-
stoffparametern wird auch ausgezeichnet der gemessene Verlauf der Plas-
tizität abgebildet. Das dehnratenabhängige Versagen wird abermals gut 
wiedergegeben. 

Experiment: Quasistatisch a (0.001 1/s)
Exp.: Quasistatisch b (0.01 1/s)
Exp.: Dynamisch (1.0 1/s)

Simulation: Quasi. a, spez. E-Modul
Sim.: Quasi. b, spez. E-Modul
Sim.: Dyn., spez. E-Modul
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Bild 5–7: Vergleich der Spannungs-Dehnungskurven von Simulation und Experiment 
der quasistatischen und dynamischen Zugversuche in die 1-Richtung mit 
einer 3 mm dicken Probe mit dem »spez. E-Modul« bei einem Zuglastfall. 

 
 

Richtungsabhängigkeit 

Mit dem neuen Materialmodell ist es nun auch möglich, eine orthotrope 
Elastizität und eine orthotrope Plastizität abzubilden. Allerdings besteht 
die Einschränkung, dass die Verfestigung unabhängig von der Belastungs-
richtung ist. Es tritt immer ein Verfestigungsverhalten gemäß der einen 
vorgegebenen Kurve auf. Daher ist das Spannungsniveau bei der Simula-
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tion einer Zugbeanspruchung in die 2-Richtung bei einer quasistatischen 
Beanspruchung höher als im Experiment (vgl. Bild 5–8). Da die 1-Richtung 
als Verfestigungskurve vorgegeben wird, entspricht deren Simulation dem 
Experiment. In beide Richtungen wird das Versagen bei der Verwendung 
des »spez. E-Moduls« numerisch richtig erfasst.  
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Bild 5–8: Vergleich der Spannungs-Dehnungskurven von Simulation und Experiment 
des quasistatischen Zugversuches in die 1- und 2-Richtung mit einer 3 mm 
dicken Probe mit dem »spez. E-Modul« bei einem Zuglastfall. 

 

5.3 Anwendung 

Das implementierte Materialmodell wurde zur Simulation des Impakts ei-
nes kugelförmigen Impaktors (vgl. Bild 3–42) auf ein in der Automobilin-
dustrie verwendetes crashrelevantes Bauteil im Frontbereich (Energieab-
sorber) eingesetzt. Es wurden die Materialdaten des »arithm. E-Moduls« 
(vgl. Kapitel 3.9) verwendet. Die Vernetzung des Simulationsmodells er-
folgte mit Schalenelementen. Auf die Verwendung von Volumenelemen-
ten wurde aus Kostengründen (Rechenzeit) verzichtet. Der Impaktversuch 
wurde mit zwei verschiedenen Geschwindigkeiten (ca. 5.1 m/s und ca. 
6.3 m/s) an zwei unterschiedlichen Stellen durchgeführt: 

• Zwischen zwei Rippen (vgl. Bild 5–9a)  

• Auf einer Rippe (vgl. Bild 5–9b)  
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Bild 5–9: Impaktstellen am verrippten Bauteil (Ausschnitt einer realen Komponente):
(a) zwischen zwei Rippen; (b) auf eine Rippe. 

 
Um numerisch in der Schalenelementenformulierung eine Beanspruchung 
unter Biegung simulieren zu können, sind über die Dicke in einem Ele-
ment mehrere Integrationspunkte notwendig. An diesen wird anhand des 
Materialgesetzes das Materialverhalten bestimmt. Wird nun eine Struktur 
in der Schalenelementenformulierung mit fünf Integrationspunkten (Ip.) in 
der Simulation auf Biegung beansprucht, ergibt sich Bild 5–10. Im oberen 
Bereich wird die Struktur unter Zug, im unteren Bereich auf Druck be-
lastet. Wird ein Riss unter Zug (z. B. durch Mikroschädigung) initialisiert, 
tritt ein sofortiges Versagen des Bauteils im Experiment auf. Numerisch 
versagt der erste Integrationspunkt korrekt unter Zug. Um dieses Verhal-
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ten simulieren zu können, besteht die Möglichkeit, dass alle weiteren In-
tegrationspunkte versagen, sobald der erste versagt hat. Eine andere 
Möglichkeit besteht darin, dass das Element erst gelöscht, wenn alle In-
tegrationspunkte eines Elementes versagt haben. 

1. Integrationspunkt
3. Integrationspunkt
5. Integrationspunkt

Zugbeanspruchung

4. Ip.
2. Ip.

Druckbeanspruchung

Riss

Bild 5–10: Struktur und numerische Abbildung in der Schalenelementenformulierung
unter einer Biegebeanspruchung (Entstehung eines Risses): 1. Integrations-
punkt (Ip.) hat unter einer Zugbeanspruchung schon korrekt versagt; Ip.
intakt: blau; Ip. versagt: rot. 

 
Somit wurde jeder Impakt auf dem verrippten Bauteil mit zwei verschie-
denen Versagensmodi simuliert: 

• Simulation mit sofortigem Versagen (das Schalenelement wird 
gelöscht sobald ein Integrationspunkt über die Dicke versagt 
hat). 

• Simulation ohne sofortiges Versagen (das Schalenelement wird 
erst gelöscht, wenn alle Integrationspunkte über die Dicke ver-
sagt haben). 

Das Löschen von Elementen wird auch als Erosion bezeichnet. Darunter 
wird die Elimination desselbigen verstanden; d. h. es wird aus der Simula-
tion entfernt und überträgt keinerlei Kräfte mehr. An dem Beispiel des 
Impaktversuches zwischen zwei Rippen mit 6.4 m/s (vgl. Kapitel 5.3.1) soll 
die Wichtigkeit dieser numerischen Möglichkeit gezeigt werden. In die-
sem Kapitel wird im Weiteren nur noch auf die Simulationsergebnisse mit 
dem sofortigen Versagen eingegangen. Weitere Simulationen bei ande-
ren Geschwindigkeiten und Impaktorten mit dem sofortigen Versagen 
und ohne das sofortige Versagen sind im Anhang (vgl. Kapitel 8.6) zu fin-
den.  

Die Simulationsergebnisse wurden mit einem 10 000 Hz Butterworth-
Filter der zweiten Ordnung als Tiefpass [1] beaufschlagt, um zu starke 
Schwingungen zu unterdrücken. Erfolgte ein Durchschlag mit hoher Ge-
schwindigkeit des Impaktors bis zur Einspannvorrichtung (sehr hohe 
Kraftspitze), beschreiben die Graphen in diesem Kapitel den Versuchsher-
gang bis kurz davor. Die Randbedingungen wurden entsprechend der im 
Versuch verwendeten Einspannvorrichtung aufgebracht. Der Impaktor 
und die Befestigungsschrauben wurden als Starrkörper abgebildet. Die 
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Kantenlänge der in der Simulation verwendeten Schalenelemente S4R 
[71] betrug im Mittel 5 mm. Jedes undeformierte Element hatte die reale 
Dicke und ein lokales Koordinatensystem, das entsprechend der Faserori-
entierung ausgerichtet war. Durch die Festlegung des Koordinatensystems 
wurden die richtungsabhängigen Materialkennwerte für jedes Element 
numerisch abgebildet. Die Faserausrichtung innerhalb des Bauteils wurde 
durch ein für diese Zwecke verwendetes Simulationsprogramm (vgl. Kapi-
tel 3.1) ermittelt. Weitere Informationen zu dem Elementtyp sind bei A-
BAQUS [71] zu finden. 

Wie in Bild 3–11 zu erkennen, muss die Versagensverzerrung für die Si-
mulation der Komponente reduziert werden. Der Kunststoff verhält sich 
im Bauteil aus verschiedenen Gründen (mehrere Angüsse, komplexere 
Geometrie) spröder. Durch die diversen Angüsse entstehen im Bauteil 
Bindenähte. An diesen wird die Faserorientierung gestört. Deshalb wurde 
die äquivalente plastische Vergleichsversagensverzerrung auf 75 % des an 
den Laborproben gemessenen Wertes (vgl. Kapitel 3) reduziert.  

5.3.1 Impakt zwischen zwei Rippen mit 6.4 m/s 

Erosion der Elemente 

Bei der Simulation der Impaktversuche war darauf zu achten, dass die 
Schalenelemente gelöscht werden und somit keine weiteren Kräfte über-
tragen, sobald ein Integrationspunkt versagt hat. Geschieht dies nicht, 
kann in den gezeigten Rippen kein Versagen unter Biegung auftreten. 
Der mittlere Integrationspunkt über die Dicke des Elementes würde bei 
einem identischen Versagen unter Zug- und Druckbelastung keine Schä-
digung erfahren (neutrale Faser). Somit kann die Rippe bei Bruch in den 
Randintegrationspunkten den Impaktort nicht verlassen und es tritt keine 
lokale Schädigung, sondern eine Schädigungszone auf. Als eine Schädi-
gungszone wird der Bereich bezeichnet, in dem Integrationspunkte au-
ßerhalb der neutralen Faser geschädigt sind (vgl. Bild 5–11). In so einem 
Fall besteht die numerische Struktur nur noch aus einer Kette von Stäben, 
die lediglich Normalkräfte übertragen und unter einer Zugbeanspruchung 
versagen können.  
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4. Ip.

1. Integrationspunkt
3. Integrationspunkt
5. Integrationspunkt

2. Ip.

Bild 5–11: Struktur und numerische Abbildung in der Schalenelementenformulierung
nach einer Biegebeanspruchung: Versagen der Integrationspunkte (Ip.) au-
ßerhalb der neutralen Faser (3. Ip.) bei identischem Versagen unter einer 
Druck- und Zugbeanspruchung; Ip. intakt: blau; Ip. versagt: rot. 

 
In Bild 5–12 ist eine Schädigungszone für eine Impaktsimulation (Schale-
nelementenmodell) mit fünf Integrationspunkten über der Dicke zwischen 
zwei Rippen mit ca. 6.4 m/s dargestellt. In solchen Zonen werden vor al-
lem die äußeren Integrationspunkte über die Schalendicke geschädigt 
(vgl. Bild 5–12a und Bild 5–12e). Die Elemente mit noch intakten Integra-
tionspunkten sind blau, mit geschädigten rot eingefärbt. 



5 Verifikation, Validierung und Anwendung   153

 

Bild 5–12: (a)-(e) Schädigung der fünf einzelnen Integrationspunkte im Schalenele-
mentenmodell über die Materialdicke bei einem Impakt zwischen zwei 
Rippen mit ca. 6.4 m/s: Schädigungszone und kein Verlassen des Impak-
tortes von geschädigten Elementen (blau: intakt, rot: geschädigt). 
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Bild 5–12: 
(Forts.) 

(f) Lokale Schädigung des Bauteils und Verlassen des Impaktortes von ge-
schädigten Elementen bei sofortigem Versagen der Elemente;
(g) Geschädigtes Bauteil am Ende des Versuches. 

 
Dies hat aber zur Folge, dass die gesamte kinetische Energie des Impak-
tors in der Schädigungszone in dissipative umgewandelt wird und der Im-
paktor im Gegensatz zum Versuch nicht bis zur Einspannvorrichtung das 
Bauteil zerstört (vgl. Bild 5–13).  
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Bild 5–13: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 6.4 m/s 
zwischen zwei Rippen und der Simulation mit dem neuen Materialmodell
mit und ohne sofortiges Versagen der Elemente. 

 
Die Energie des Gesamtsystems muss identisch sein, daher ist das Kraftni-
veau bei einem verkürzten Weg höher. Der Effekt trat unabhängig davon 
auf, ob das neue Materialmodell oder ein anderes verwendet wird. Bei 
den Materialcharakterisierungsversuchen bestand dieses Problem mit der 
Elementerosion nicht, da diese nur in einem ebenen Spannungszustand 
durchgeführt wurden und somit keine Biegungen auftraten. In diesen Si-
mulationen versagten alle Integrationspunkte über der Probendicke fast 
simultan. 

 

Impaktversuch 

Bei der Simulation eines Impakts mit ca. 6.4 m/s zwischen zwei Rippen ist 
zu erkennen, dass das Kraftniveau am Anfang der Simulation gut wieder 
gegeben wird. Später wird ein etwas zu hohes Niveau erreicht. Der Im-
paktor schlägt in dieser Simulation bis zur Einspannvorrichtung durch (vgl. 
Bild 5–14). 
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Bild 5–14: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 6.4 m/s 
zwischen zwei Rippen und der Simulation mit dem neuen Materialmodell 
und sofortigem Versagen der Elemente. 

 

5.3.2 Impakt zwischen zwei Rippen mit 5.2 m/s 

Trifft der Impaktor mit einer Geschwindigkeit von ca. 5.2 m/s zwischen 
zwei Rippen auf, so wird sowohl das Kraftniveau als auch der zurückge-
legte Weg in der Simulation mit dem sofortigen Versagen sehr gut wie-
dergegeben. Wie im Versuch wird der Impaktor nach ca. 100 mm Weg 
zurückgefedert (vgl. Bild 5–15). 
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Bild 5–15: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 5.2 m/s 
zwischen zwei Rippen und der Simulation mit dem neuen Materialmodell
und sofortigem Versagen der Elemente. 

 
Die sehr gute Übereinstimmung der Simulation mit dem neuen Material-
modell und dem Experiment ist auch in Bild 5–16 ersichtlich. Zu verschie-
denen Zeitpunkten wird das Verformungs- und Versagensverhalten des 
Frontmoduls bei einem Impakt auf eine Rippe mit ca. 5.2 m/s in der Simu-
lation mit dem durchgeführten Experiment verglichen. Der Versuch wurde 
mit einer Hochgeschwindigkeitskamera aufgezeichnet. Zum Zeitpunkt von 
t=0.014 s sind die beiden an den Impaktort angrenzenden Rippen gebro-
chen und splittern auf. 0.012 Sekunden später erreicht der Impaktor den 
Umkehrpunkt und die erste Rippe auf der linken Seite ist ebenfalls gebro-
chen, splittert aber nicht. Die dritte Rippe von links ist sowohl im Versuch 
als auch in der Simulation im unteren Bereich durchgebrochen und wird 
zusammengedrückt. Zum Zeitpunkt von t=0.060 s ist die Oberseite des 
Bauteils vollständig zerstört und die Rippen links und rechts des Impaktor-
tes gänzlich geschädigt und zerbrochen. Das elastische Rückfedern der 
noch intakten Bereiche der Oberseite wird gut in der Simulation wieder-
gegeben. Am Ende ist die erste Rippe auf der linken Seite des Bildes im 
unteren Teil nicht weiter geschädigt worden und nur einmal gebrochen. 
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Bild 5–16: Vergleich des Verformungs- und Versagensverhalten mit dem verripptem 
Bauteil und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 
5.2 m/s auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell
mit sofortigem Versagen der Elemente zu verschiedenen Zeitpunkten. 
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Bild 5–16: 
(Forts.) 

Vergleich des Verformungs- und Versagensverhalten mit dem verripptem 
Bauteil und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 
5.2 m/s auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell
mit sofortigem Versagen der Elemente zu verschiedenen Zeitpunkten. 

 

5.3.3 Impakt auf eine Rippe mit 6.2 m/s 

Das Kraftniveau in der Simulation mit dem sofortigen Versagen ist ähnlich 
dem des Versuches. Nach der Kraftspitze liegt das Kraftniveau in der Si-
mulation leicht höher als im Experiment. Der Impaktor schlägt wie im Ex-
periment auf der Einspannvorrichtung auf (vgl. Bild 5–17). 
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Bild 5–17: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 6.2 m/s 
auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell und
sofortigem Versagen der Elemente. 

 

5.3.4 Impakt auf eine Rippe mit 4.9 m/s 

Impaktversuch 

In Bild 5–18 ist die Übereinstimmung der Daten bei einem Impakt mit 
4.9 m/s auf eine Rippe mit dem neuen Materialmodell zu sehen. Die Si-
mulation mit dem sofortigen Versagen bildet den experimentell bestimm-
ten Kraft-Wegverlauf gut ab. Es wird das Kraftniveau sehr gut wiederge-
geben und der Impaktor dringt fast bis zur Einspannvorrichtung in das 
Bauteil ein. Die Spitze am Ende des Versuches ist durch das Aufschlagen 
des Impaktors auf die Einspannvorrichtung bedingt.  
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Bild 5–18: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil 
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 4.9 m/s 
auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell und
sofortigem Versagen der Elemente. 

 
 

Vergleich des neuen Materialmodells mit dem von Mises Modell 

Es wurden zusätzlich Simulationen des Impakts auf den Energieabsorber 
mit dem von Mises Modell durchgeführt. Dazu wurden als Werkstoff-
kennwerte die dynamischen Daten der Zugversuche in die Abspritzrich-
tung (0°-Richtung) und quer dazu (90°-Richtung) verwendet. Die 
Versagenswerte ergaben sich aus den durchgeführten Druck-, Schub- und 
Zugversuchen in Abhängigkeit der Verzerrungsrate und dem Mehrachsig-
keitsverhältnis in der 1-Richtung.  

Wird die Energie (integriertes Kraft-Wegsignal) des Versuches betrachtet, 
liegen die Simulationen mit dem neuen Materialmodell bzw. mit dem 
Modell nach von Mises mit den Kennwerten in die 0°-Richtung bei die-
sem verwendeten Bauteil und Versuchsdurchführung fast gleich auf (vgl. 
Bild 5–19). Lediglich die Energie in der Simulation mit dem von Mises 
Modell und den Daten der 90°-Richtung liegt deutlich darunter. Dies ist 
ein Hinweis darauf, dass das Strukturverhalten des Energieabsorbers nur 
eine geringe Abhängigkeit von der experimentell beobachteten Anisotro-
pie der Materialkennwerte und der anisotropen Verfestigung bei dieser 
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Belastungsart aufweist. Es kann nur der Verlauf der Energie im Vergleich 
zum Versuch korrekt wiedergegeben werden. Das Niveau des Versuches 
liegt zwischen dem der Simulation mit dem neuen Materialmodell bzw. 
dem von Mises Modell (0°-Richtung) und der Simulation mit von Mises 
(90°-Richtung). Welche Materialdaten konkret benötigt werden, ist ab-
hängig vom Bauteil und der vorherrschenden Belastungsrichtung in Bezug 
auf die Faserorientierung im Bauteil. Zur Klärung dieses Sachverhaltes sind 
noch weitere Untersuchungen notwendig.  

Im Anhang (vgl. Bild 8–14) befindet sich ein Vergleich in der Energiebe-
trachtung zwischen den verschiedenen numerischen Versagensmöglich-
keiten (sofortiges Versagen und ohne sofortiges Versagen). 
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Bild 5–19: Vergleich der Energiekurven (integriertes Kraft-Wegsignal) des Versuches 
mit dem verripptem Bauteil und einem kugelförmigen Impaktor bei einer
Geschwindigkeit von 4.9 m/s auf eine Rippe und den Simulationen mit 
dem neuen Materialmodell und mit dem Modell nach von Mises (Materi-
aldaten in Abspritzrichtung und quer dazu) und sofortigem Versagen der 
Elemente. 
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5.4 Diskussion und Vergleich der Ergebnisse 
von Simulation und Experiment 

Durch das neue Materialmodell ist es möglich, das komplexe Materialver-
halten eines kurzfaserverstärkten thermoplastischen Kunststoffes nume-
risch zu erfassen. Es können folgende Punkte im Werkstoffverhalten be-
rücksichtigt werden: 

• Orthotrope, lineare Elastizität 

• Orthotrope, vom hydrostatischen Druck abhängige Plastizität 

• Abhängigkeit des Verfestigungsverhaltens von der Belastungs-
art 

• Abhängigkeit von der Verzerrungsrate 

• Verfestigung 

• Orthotropes, verzerrungsraten- und vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Versagen 

Die Übereinstimmung der Simulationsergebnisse in den genannten Punk-
ten mit den Daten der Materialcharakterisierungsversuchen (Druck-, 
Schub- und Zugversuch) ist gut bis sehr gut (Simulationen in die 1-
Richtung). Durch die Vorgabe der experimentell bestimmten Verfesti-
gungskurve in der Abspritzrichtung, kann die Plastizität in die anderen 
Richtungen partiell nur unzureichend numerisch berücksichtigt werden. 

Die Impaktversuche mit dem verrippten Bauteil konnten durch das neue 
Materialmodell ebenfalls gut wiedergegeben werden. Die Energie-
Wegkurve des in dieser Arbeit durchgeführten Impaktversuches mit dem 
eingesetzten Bauteil zeigt, dass bei Verwendung des von Mises Modells 
sich die Schwierigkeit ergibt, welche Materialdaten (0°- oder 90°-
Richtung) zu verwenden sind. Der Unterschied im Verlauf zwischen den 
Daten der beiden Richtungen ist sehr viel größer als die Differenz zwi-
schen dem neuen Modell und dem von Mises Modell bei Einsatz der Ma-
terialdaten der 0°-Richtung. Der geringe Unterschied in den Simulationen 
des komplexen Bauteils mit den verschiedenen Materialmodellen bzw. 
Materialdaten ist ein Hinweis auf den marginalen Einfluss der anisotropen 
Verfestigung bzw. des anisotropen Materialverhaltens auf die Simulation. 
Es lassen sich aber nur Rückschlüsse auf diesen konkreten Anwendungs-
fall ziehen. Bei anderen Lastbedingungen oder Bauteilen kann sich sehr 
wohl ein Unterschied in den Energie-Wegkurven ergeben. Dazu sind noch 
weitere Untersuchungen notwendig. 
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Es war darauf zu achten, dass ein Element in der Simulation gelöscht 
wird, sobald ein Integrationspunkt versagt hat. Die Simulationen des E-
nergieabsorbers haben gezeigt, dass das Versagen einen sehr großen Ein-
fluss auf das Ergebnis hat. So sind dazu und zur Abhängigkeit der Ergeb-
nisse von der verwendeten Feinheit der Vernetzung des Bauteils zusätzli-
che Forschungen erforderlich. In dem simulierten System wird beim Ver-
sagen abhängig von der Elementgröße kinetische Energie in dissipative 
umgewandelt. Somit ist ein energiebasiertes Schädigungsmodell notwen-
dig, das eine netzunabhängige Schädigung beschreibt. Mit diesem würde 
die Energie elementgrößenunabhängig umgewandelt werden. 

Zum besseren Verständnis des spröden Versagens würden Versuche unter 
einem komplexeren Versagenszustand beitragen, die jedoch nicht im Rah-
men dieser Arbeit erfolgt sind. Dabei gilt es zwischen Versuchen mit einer 
Plattengeometrie oder auch Proben mit einem T-Stoß zu unterscheiden 
(vgl. Bild 5–20). 

Zur besseren Anpassung der numerischen Versagensparameter mit einer 
ebenen Probe bei einer Biegung ist es möglich, die mechanischen Kenn-
werte durch den in Bild 5–20a skizzierten Dreipunktbiegeversuch nach 
DIN EN ISO 178 [94] zu bestimmen. Bei diesem Experiment könnte auch 
der Einfluss der Probendicke auf die mechanischen Kennwerte bei einer 
Biegung ermittelt werden, der durch die Faserorientierung hervorgerufen 
wird. 

Bild 5–20b stellt den Erichsen Tiefungsversuch für Bleche und Bänder 
nach DIN 50101 dar [90]. Die Probe wird allseitig fest eingespannt und in 
der Mitte durch einen kugelförmigen Stempel belastet. Es tritt ein nahezu 
biaxialer Spannungszustand bis zum Versagen auf. Somit können auch 
die Versagenswerte unter einer biaxialen Belastung bestimmt werden.  

Junginger untersuchte ein komplexes Bauteil, bei dem es numerische 
Probleme der Versagensmodellierung bei einem T-Stoß gab [52]. Demzu-
folge sollten auch Experimente unter Zug, Schub und transversalem 
Schub bei einer solchen Komponente zur besseren Bestimmung von 
Versagenskennwerten erfolgen (vgl. Bild 5–20c). Hier ist eventuell eine 
zuvor durchgeführte Prozesssimulation zum Abspritzvorgang hilfreich. 
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Bild 5–20: Biegeversuche: (a) Dreipunktbiegeversuch; (b) Tiefungsversuch nach Erich-
sen; (c) Transversaler Schublastfall. 
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6 Zusammenfassung und Ausblick 

Zusammenfassung 

In der Automobilindustrie werden wegen den besseren Designmöglichkei-
ten, der Korrosionsbeständigkeit und dem geringeren spezifischen Ge-
wicht im Vergleich zu Metallen immer häufiger Kunststoffe eingesetzt. 
Allerdings sind bei der Bauteilentwicklung und der computergestützten 
funktionalen Auslegung die mechanischen Kennwerte und ein numeri-
sches Materialmodell notwendig, das die speziellen Eigenschaften des 
kurzfaserverstärkten Kunststoffes abbilden kann. Bei bereits existierenden 
Datenbanken über die Kennwerte von Kunststoffen werden vor allem die 
Ergebnisse von Zugversuchen ohne Berücksichtigung der Dehnrate, des 
Versagens oder der Richtungsabhängigkeit hinterlegt. Ein Versuchsplan 
soll für die Bestimmung der entscheidenden mechanischen Kennwerte 
eines kurzfaserverstärkten Kunststoffes dienen. Bei dem Kunststoff han-
delt es sich um Crastin (Gemisch aus PBT und ASA) der Firma DuPont mit 
20 % Glasfasergehalt. Die Experimente bestanden aus Druckversuchen 
( 101.0 −= sε& ), Schubversuchen ( 101.0 −= sε&  und 10.1 −= sε& ) und Zugver-
suchen ( 101.0 −= sε& , 10.1 −= sε& und 10.100 −= sε& ). Bei den durchgeführ-
ten Versuchen wurde auch die Richtungsabhängigkeit relativ zur Abspritz-
richtung untersucht. Dabei war zu berücksichtigen, dass das Material eine 
geringe Verzerrung (ca. 3 %) zeigt. Demzufolge wurden die Kennwerte 
sowohl der Elastizität als auch der Plastizität anhand von Dehnmessstrei-
fen, Extensometer oder optischer Auswertung bestimmt. Bei den quasi-
statischen Zugversuchen wurde teilweise eine dreidimensionale Vermes-
sung der Probenverzerrung vorgenommen. Dadurch konnte nachgewie-
sen werden, dass sich das Material nicht volumenkonstant verhält (vgl. 
Bild 3–38). Die errechnete Dickenstauchung steigt stärker an als die ge-
messene. Somit ist im Zuglastfall keine Volumenkonstanz gegeben. Es 
wird angenommen, dass innerhalb der Probe Hohlräume entstehen.  

Anhand des Versuchsplans wurde der vom Belastungsfall abhängige Elas-
tizitätsmodul ermittelt (vgl. Bild 3–44). Die Glasfasern zeigen eine sehr viel 
höhere Steifigkeit als ein Kunststoff. Daher überträgt sich die Belastung 
auch auf diese und im Zuglastfall ergibt sich eine höhere Steifigkeit als im 
Drucklastfall, da die Glasfasern unter einer Zuglast mit beansprucht wer-
den. 

Des Weiteren konnten folgende mechanischen Eigenschaften eines kurz-
faserverstärkten Kunststoffes ermittelt werden: 
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• Orthotrope, nicht lineare, viskoelastische Elastizität 

• Orthotrope, vom hydrostatischen Druck abhängige Plastizität 

• Abhängigkeit von der Verzerrungsrate 

• Verfestigung 

• Keine Volumenkonstanz bei einem Zugversuch 

• Abhängigkeit der Materialkennwerte von der Probendicke 

• Orthotropes, verzerrungsraten- und vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Versagen 

Das unterschiedliche Materialverhalten in Abhängigkeit vom hydrostati-
schen Druck beruht auf dem polymeren Aufbau und dem Zusatz der 
Glasfasern. Dieser bewirkt, dass bei einer Belastung eine bestimmte Ener-
gie benötigt wird, um die Molekülketten zu verschieben. Deren Beweg-
lichkeit setzt allerdings einen gewissen Freiraum voraus, der bei höheren 
Drücken geringer ist. Dadurch kommen die intermolekularen Kräfte stär-
ker zur Wirkung und es ergeben sich vom hydrostatischen Druck abhän-
gige Materialkennwerte.  

Unter Berücksichtigung dieser Kennwerte wurden die konstitutiven Glei-
chungen ermittelt und ein numerisches Materialmodell erstellt. Im Bereich 
der Elastizität wird das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz verwendet. 
Bei der Plastizität wird von einem nicht assoziierten Fließen ausgegangen. 
Zusätzlich spaltet sich die Fließfläche in zwei Teile auf. Ein Teil berücksich-
tigt die Zug-/Schubbelastung, der andere die Schub-/Druckbelastung. Im 
Bereich der reinen Schubbelastung gehen die beiden Teile ineinander ü-
ber (vgl. Bild 6–1). 

Der Fließbeginn ist noch zusätzlich von der Belastungsrichtung abhängig. 
Für das plastische Potential wird auf die Formulierung nach Hill zurückge-
griffen. Die numerische Abbildung der Verzerrungsrate erfolgt über eine 
logarithmische Abhängigkeit, die viele Materialien zeigen. Das Versagen 
wird nicht nur von der Verzerrungsrate und der Spannungsmehrachsig-
keit, sondern auch von der Faserorientierung beeinflusst. Somit wird die 
Versagensfläche unter Berücksichtigung der genannten Parameter defi-
niert. Dieses Werkstoffmodell wird als User-Subroutine mit folgenden Ei-
genschaften in das kommerzielle Simulationsprogramm ABAQUS [71] je-
weils für Volumen- und Schalenelemente implementiert: 

• Orthotrope, lineare Elastizität 

• Orthotrope, vom hydrostatischen Druck abhängige Plastizität 
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• Abhängigkeit von der Verzerrungsrate 

• Verfestigung 

• Orthotropes, verzerrungsraten- und vom hydrostatischen Druck 
abhängiges Versagen 

• Nicht assoziiertes Fließen 
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Bild 6–1: Vom Reibungswinkel β abhängige Fließfläche (rot) mit plastischen Potenti-
al (blau) in Abhängigkeit des Ähnlichkeitswinkels θ im Meridianschnitt. 

 
Die Verifikation erfolgt teilweise über den Vergleich der analytischen Lö-
sung mit der Simulation. Das implementierte Modell wird anhand von 
einfachen Experimenten, die zur Bestimmung der Materialkennwerte 
dienten, gut validiert. Sehr gute Resultate liefert die Anwendung an ei-
nem mechanischen Energieabsorber, der in der Automobilindustrie einge-
setzt wird. Dabei wird die Wichtigkeit der exakten Bestimmung der 
Versagenskennwerte und -verhalten im Experiment und der Transfer in 
die Simulation deutlich.  
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Ausblick 

Der Vergleich der Bauteilsimulationen zeigt jedoch, dass neben der mög-
lichst genauen Bestimmung und Simulation des Beginns und Verlaufs des 
Versagens auch die numerische Abbildung der Schädigung wichtig ist, die 
noch nicht im neuen Materialmodell implementiert ist. Hier ist eine Ent-
wicklung eines verbesserten Schädigungsmodells notwendig. Für die in-
dustrielle Anwendung sollte eine Anwendbarkeit des zu entwickelnden 
Schädigungsmodells für Schalenelemente möglich sein. 

In einem nächsten Schritt könnte eine richtungsabhängige Verfestigung 
mit einer plastischen Querkontraktionszahl berücksichtigt werden, wie sie 
bei [110] verwendet wurde. Eine andere Möglichkeit ist, die in Kapitel 
2.3.2 definierten Anisotropiefaktoren in Abhängigkeit der plastischen 
Verzerrung zu bestimmen. Somit ist ebenfalls eine Anpassung der Verfes-
tigung an die Belastungsrichtung durchführbar.  

Viele Versagensmodelle verwenden häufig Vergleichsspannungshypothe-
sen (wie in dieser Arbeit), die aus dem aktuellen mehrachsigen Span-
nungszustand einen skalaren Vergleichswert berechnen und diesen mit 
einer einachsigen Versagensspannung vergleichen. Bei ausgeprägten 
mehrachsigen Zuständen sind jedoch anisotrope Modelle im Bezug auf 
die Spannungsmehrachsigkeit und den exakten Spannungszustand über-
legen. Allerdings werden für die Ermittlung der notwendigen Parameter 
mehrachsige Tests benötigt, die beliebig komplex werden können. So bie-
tet sich die Möglichkeit für eine Verbesserung der Abbildung des 
Versagens im Modell die Versagensfläche von Hoffmann (2-94) zu ver-
wenden.  

Würden kombinierte Druck-/Schub- bzw. Schub-/Zugversuche durchge-
führt werden, könnte die lineare Näherung des Fließbeginns zwischen 
den in dieser Arbeit durchgeführten uniaxialen Experimenten besser er-
mittelt werden. So wäre ein kontinuierlicher Übergang zwischen den 
Messpunkten der Druck-, Schub- und Zugversuche möglich [56].  
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8 Anhang 

8.1 Kurzbezeichnungen ausgewählter poly-
merer Werkstoffe 

Neben den hier genannten, genormten Kurzbezeichnungen für Kunst-
stoffe existieren noch händlerspezifische Handelsnamen [87]. 

ABS Acrylnitril Butadien-Styrol ASA Acrylnitril-Styrol-Acrylester 
EMA Ethylen-Methacrylsäureester EP Epoxid  
EVAL Ethylenvinylalkohol PA Polyamid 
PBT Polybutylenterephthalat PC Polycarbonat 
PCTFE Polychlortriflourethylen PE-HD Polyethylen hoher Dichte 
PE-LD Polyethylen niedriger Dichte PET Polyethylenterephthalat 
PF Phenol-Formaldehyd PFA Perflouro-Alkoxyalkan 
PIB Polyisobutylen PMMA Polymethylmethacrylat 
POM Polyoxymethylen (Polyacetal) PP Polypropylen 
PPOX Polypropylenoxid PS Polystyrol 
PTFE Polytetraflourethylen PUR Polyurethan 
PVC Poylvinylchlorid PVCC Chloriertes Polyvinylchlorid 
PVDF Polyvinylidenflourid UP Ungesättigte Polymere 

Die Kurzzeichen für verstärkte Kunststoffe sind hier aufgeführt [88]: 

AFK Asbestfaserverstärkter Kunststoff 
BFK Borfaserverstärkter Kunststoff 
CFK Kohlenstofffaserverstärkter Kunststoff 
GFK Glasfaserverstärkter Kunststoff 
MFK Metallfaserverstärkter Kunststoff 
MWK Metallwhiskerverstärkter Kunststoff 
SKF Synthesefaserverstärkter Kunststoff 

8.2 Backward Euler Algorithmus 

Im folgenden Kapitel erfolgt eine detaillierte Herleitung des Backward Eu-
ler Algorithmus in Bezug auf die Verwendung in der Kontinuumsmecha-
nik in der Ingenieursnotation. Der Algorithmus wird verwendet, falls der 
elastische Spannungsprädiktor die Fließfläche verlässt bzw. überschreitet 
und wegen der Konsistenzbedingung der neue Spannungspunkt am Ende 



  8 Anhang 184 

des Zeitinkrementes erneut die Fließbedingung erfüllen muss. Für weitere 
Informationen sei auf die Literatur Belytschko [11], Crisfield [23] und DI-
ANA User’s Manual [25] verwiesen. Eine Anwendung und detaillierte Be-
schreibung findet sich bei [33]. Es handelt sich dabei um einen Algorith-
mus mit der Genauigkeit zweiter Ordnung. 

Zuerst wird ein Spannungsprädiktor (auch Trialspannung genannt) 

jiji
ntr

i
n C εσσ Δ+=  (8-1)

mit den Spannungswerten des alten Zeitschrittes i
n σ , der konstanten 

Steifigkeitsmatrix ijC  und den Verzerrungsinkrementen jεΔ  errechnet. 
Dieser Prädiktor wird in der Variablen outside

iσ  gespeichert. Der Backward 
Euler Algorithmus wird nur verwendet, wenn die Vergleichsspannung der 
Spannungsprädiktoren aus Gleichung (4-10) bzw. (4-11) größer Null ist. 
Der Algorithmus beinhaltet ein Residuum ir , das Null werden soll. 

0
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11 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ Δ−−= ++

j
n

ij
outside
i

tr
i

n
i

n bCr λσσ  (8-2)

In der Gleichung (8-2) errechnet sich eine erste Korrektur des Span-
nungsprädiktors tr

i
n σ1+  aus  

.1
j

n
ij

tr
i

ntr
i

n bCλσσ Δ−=+  (8-3)

Die Größen i
nb  bzw. i

n b1+  bezeichnen die Normale zum plastischen Po-
tential Gp  an den Punkten tr

i
nσ  bzw. tr

i
n σ1+ . 

tr
i

i
Gpb
σ∂

∂=  (8-4)

Mit λΔ  wird die Länge des Abstandes zur Fließfläche errechnet. 

j
n

iji
n

n

bCa

Ff=Δλ  (8-5)

Die Vergleichsspannung Ffn  wird nach Gleichung (4-10) bzw. (4-11) mit 
tr
i

nσ  berechnet. Die Größen i
n a  bzw. i

n a1+  stellen die Normale zur 
Fließfläche Ff  in den Spannungspunkten tr

i
n σ  bzw. tr

i
n σ1+  dar.  
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tr
i

i
Ffa

σ∂
∂=  (8-6)

Da diese Korrektur meistens nicht ausreichend ist, wird eine weitere vor-
genommen. Dazu wird eine Taylor Reihe an der Stelle x  mit einer 
Schrittweite h  in erster Näherung durchgeführt [103].  

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+′+=+ 2hOxfhxfhxf  (8-7)

Der letzte Summand bezeichnet den Fehler, der durch den Abbruch der 
Taylorreihe entsteht. Durch eine solche Taylorreihe des Residuums (8-2) 
wird die Spannungsänderung tr

idσ  an der Stelle tr
i

n σ1+  berechnet. 
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Nach einigem Umformungen und Zusammenfassungen ergibt sich der 
neue Residuumswert. 
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Dabei wird in der Gleichung (8-9) mit λ&Δ  folgender Term zusammenge-
fasst: 
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Nach mehreren mathematischen Umformungen wird ein Ausdruck erhal-
ten, in dem alle Größen außer tr

idσ  und λ&Δ  bekannt sind. 
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So wird Gleichung (8-11) nach einer der noch Unbekannten tr
idσ  aufge-

löst  
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und der letzte Term in der Matrix ijQ  zusammengefasst. Der Faktor I  
stellt eine Einheitsmatrix dar. Wegen der Konsistenzbedingung hat der 
neue Spannungspunkt tr

i
n σ2+  wieder auf der Fließfläche zu liegen. Diese 

Nebenbedingung des zu lösenden Systems wird ausgenützt, um den wei-
teren Korrektor tr

idσ  zu bestimmen. 
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So muss mit einer Taylorreihe an der Stelle tr
i

n σ2+  mit der Schrittweite 
tr
idσ  

0
!

1

1
12 =

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛∂

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛∂

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+

+
++

tr
i

n

tr
i

n
tr
i

tr
i

ntr
i

n
F

dFfFf
σ

σ
σσσ  (8-14)

gelten. Gleichung (8-14) wird mit der Verwendung von Gleichung (8-12) 
nach ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + tr

i
nFf σ1  umgestellt. 
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Diese Gleichung kann nach λ&Δ  aufgelöst werden. 
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 (8-16)

Jetzt sind in der Gleichung (8-12) alle Terme bekannt und die weitere Kor-
rektur des Spannungsprädiktors tr

i
n σ2+  errechnet sich zu:  

tr
i

tr
i

ntr
i

n dσσσ += ++ 12  (8-17)

Im Anschluss daran wird überprüft, ob die neuen Spannungspunkte fol-
gende zwei Bedingungen erfüllen: Fließbedingung und der Wert des Re-
siduums unterschreiten eine gewisse Toleranz. Dazu wird für das Resi-
duum aus Gleichung (8-2) zu den neuen Spannungswerten die Normale 
zum plastischen Potential und der neue Wert von λΔ  bestimmt.  

λλλ &Δ+Δ=Δ  (8-18)

Ist eine Bedingung nicht erfüllt, wird mit den neuen Spannungspunkten 
tr
i

n σ2+  der Algorithmus erneut durchlaufen. 
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8.3 Werkstoffmodell zur Abbildung ebener 
Spannungszustände 

Ein ebener Spannungszustand in der FEM Simulation kann mit Schalen-
elementen beschrieben werden. Dabei ist deren Länge l  bzw. Breite b  
sehr viel größer als deren Dicke d  ( dl >>  bzw. db >> ). Daher wird die 
Spannung in Dickenrichtung als vernachlässigbar angenommen. Mit Be-
zeichnungen nach der Ingenieursnotation wird sie auf  

03 =σ  (8-19)

gesetzt. Zusätzlich ergeben sich die Schubmoduln 23G  und 13G  der Stei-
figkeitsmatrix (2-43) zu Null. Die Steifigkeitsmatrix ijC  vereinfacht sich 
dadurch zu 
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 (8-20)

mit 

.
21

321

133221311323232112

EEE

ννννννννν −−−−=Δ  (8-21)

Die Fließbedingung Ff  (vgl. Gleichung (4-8) für ein Volumenelement) für 
die Schalenformulierung lautet: 
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Ferner ändert sich das plastische Potential (vgl. Gleichung (4-13) für ein 
Volumenelement). 
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Es wird der identische Backward Euler Algorithmus wie bei der Volumene-
lementenformulierung verwendet. Allerdings ergeben sich dabei Span-
nungen, die sich am Ende des Zeitinkrementes wieder auf der Fließfläche 
befinden aber mit 03 ≠σ . Diese Differenz ist jedoch bei der expliziten 
FEM Berechnung vernachlässigbar gering. Bei jedem neuen Zeitschritt 
wird am Anfang die Spannung in Dickenrichtung (3-Richtung) auf Null 
gesetzt. 

Die mathematische Berechnung kann in Bild 8–1 veranschaulicht werden. 
Dabei wird von einem von Mises Zylinder im Hauptspannungsraum aus-
gegangen. Dieser wird in dem ebenen Spannungsfall durch eine (blaue) 
Ellipse abgebildet. Der Spannungsprädiktor (grüner Pfeil) verlässt im plas-
tischen Fall diese Ellipse und erreicht den Spannungspunkt A, der sich 
immer noch in der Ebene der blauen Ellipse befindet, da 03 == IIIσσ  
gilt. 

Mit dem Backward Euler Algorithmus wird der neue Spannungspunkt B 
berechnet. Jener befindet sich zwar auf dem isotrop verfestigendem von 
Mises Zylinder (rote, gepunktete Ellipse). Er erfüllt infolgedessen die Kon-
sistenzbedingung, aber es gilt nicht mehr 03 == IIIσσ . Der Spannungs-
punkt C liegt auf einer isotrop verfestigenden Fließfläche (graue, gestri-
chelte Ellipse) in der III σσ −  Ebene. Dieser entspricht sowohl der Konsis-
tenzbedingung und liegt in der Ebene 03 == IIIσσ . Der Abstand zwi-
schen den Punkten B und C ist unerheblich. Infolgedessen wird im nach-
folgenden Zeitschritt der Punkt C verwendet, der auf der Projektion von B 
in die III σσ −  Ebene liegt. 
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Bild 8–1: Schematische Darstellung des Backward Euler Algorithmus für die Scha-
lenelementenformulierung: (oben) im Hauptspannungsraum; (unten) ebe-
ner Spannungszustand. 

 

8.4 Thermodynamische Zulässigkeit einer 
nichtkonvexen Fließfläche mit anisotro-
pen plastischen Potential 

Das vorgestellte Materialmodell zeigt gegenüber bisherigen Materialmo-
dellen einen entscheidenden Unterschied: eine nichtkonvexe Fließfläche. 
Diese trat auch schon bei dem Modell von Junginger [52] auf. Die physi-
kalische Überprüfung einer solchen Fließfläche wird im folgenden Kapitel 
erörtert. Dabei wird auf die Werke von Betten [14], Lemaitre [61] und Li 
[62] zurückgegriffen.  

In der Beschreibung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik wird 
die Entropie S  als extensive Zustandsgröße eines thermodynamischen 
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Systems eingeführt, die niemals abnehmen kann. Die zeitliche Änderung 
der Gesamtentropie gS  wird mit dtdS g  bezeichnet. Für die plastische 
Deformation eines Kontinuums wird nach [14] für die Entropiezunahme 
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 (8-24)

definiert. Dabei bezeichnet ρ  die Dichte, T  die absolute Temperatur, ijσ  
den Spannungstensor, pl

ijdε  die plastischen Verzerrungsinkremente und 

kq  den Wärmestrom in vektorieller Form. Der Index k,  bezeichnet die 
partielle Differentiation in Koordinatenrichtung k . Diese Gesamtentropie-
änderung lässt sich additiv  

dt

dS

dt

dS

dt

dS aig
+=  (8-25)

in eine Änderung der inneren dtdS i  und äußeren dtdS a  Entropie auf-
spalten. Die Änderung der äußeren Entropie bezeichnet einen Entropie-
strom, welcher die Anteile der Entropiezunahme der Gesamtentropieän-
derung beinhaltet, die sich aus einem Wärmefluss ergeben. 
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Durch die innere Entropieänderung dtdS i  wird dagegen die Änderung 
der Gesamtentropie beschrieben, die sich durch plastische Deformation 
und einen inneren Wärmeausgleich ergeben.  
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Für die innere Entropieänderung gilt nach [116]: 

0<
dt

dSi
 nicht zulässig (8-28)

0=
dt

dSi
 für reversible Prozesse (8-29)
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0>
dt

dSi
 für irreversible Prozesse (8-30)

Wird nun der Sonderfall eines adiabaten ( 0=kq ) und isothermen 
( 0, =kT ) Prozesses betrachtet, so vereinfacht sich die Gesamtentropieän-
derung von Gleichung (8-24). 
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1=  (8-31)

Mit den Forderungen (8-29) und (8-30) muss gelten: 

01 ≥pl
ijijd

T
εσ

ρ
 (8-32)

Die Dichte ρ  und die absolute Temperatur T  werden im betrachteten 
Prozess als konstant angenommen. Mit der Definition der dissipativen 
mechanischen Arbeit pldW  als dem Produkt des Spannungstensors ijσ  
und den Verzerrungsinkrementen pl

ijdε  muss 

0≥= pl
ijij

pl ddW εσ  (8-33)

erfüllt sein. Die in der Gleichung (8-33) genannte Bedingung muss für alle 
Spannungszustände gültig sein. Die plastischen Verzerrungsinkremente 

pl
ijdε  errechnen sich nach der Fließregel (2-54). 
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∂Δ=  (8-34)

Das plastische Potential Gp  ergibt sich nach dem Modell von Hill (4-13) in 
der Ingenieursnotation. 
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Dabei wird angenommen, dass für die Anisotropiekoeffizienten folgendes 
gilt: 
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0,,,,, >NMLHGF  (8-36)

Es werden alle Spannungszustände betrachtet, außer denen, die sich auf 
der hydrostatischen Achse mit 321 σσσ ==  befinden. Diese Werte kön-
nen ausgeschlossen werden, da auf der hydrostatischen Achse bei der 
gegeben Fließbedingung von Ff  in der Gleichung (4-10) bzw. (4-11) kein 
Fließen auftreten kann. Für den Lagrange’schen Multiplikationsfaktor λΔ  
gilt im plastischen Fall immer: 

0>Δλ  (8-37)

Deshalb errechnet sich Gleichung (8-33) zu: 
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Wegen der Ungleichung (8-37) kann auch  
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 (8-39)

geschrieben werden. So gilt mit den einzelnen Ableitungen des plasti-
schen Potentials in der Ingenieursnotation 
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Dies kann weiter vereinfacht werden zu: 
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Der in der Gleichung (8-42) genannte Ausdruck ist für alle möglichen 
Spannungszustände (außer Spannungen, die auf der hydrostatischen 
Achse liegen) erfüllt, da Ungleichung (8-37) gilt. 

8.5 Weitere Simulationen der Validierungs-
versuche 

In diesem Kapitel sind weitere Daten (Verwendung des »arithm. E-
Moduls« und Kraft-Wegkurven) der durchgeführten Simulationen der 
Materialcharakterisierungsversuche dargestellt. Es wird auf den Vergleich 
der Richtungs-, Verzerrungsraten- und Dickenabhängigkeit in der Simula-
tion mit den Experimenten eingegangen. 

Bei der Versuchsdurchführung ist zu berücksichtigen, dass das Versagen 
möglichst unter einem uniaxialen Spannungszustand erfolgt. Einige Mate-
rialien (z. B. unidirektional mit Kohlestofffasern verstärkter Kunststoff) 
neigen dazu, bei einer Belastung an der Einspannungsstelle zu versagen. 
Dies geschieht vor allem bei Zugversuchen. So werden diese mit Auflei-
mern an der Einspannstelle verstärkt [86]. Bei dem hier untersuchten 
Werkstoff traten ähnliche Effekte auf. Das Versagen ist in Vorversuchen 
unter einem mehrachsigen Spannungszustand (z. B. in der Einspannung) 
aufgetreten. Dies konnte durch eine definierte Kraftaufbringung zur Ein-
spannung (z. B. durch einen Drehmomentenschlüssel bei der Fixierung 
der Schrauben) teilweise behoben werden.  
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8.5.1 Druckversuche 

Verwendung des »arithm. E-Moduls« - Richtungsabhängigkeit 
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Bild 8–2: Vergleich der Spannungs-Stauchungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Druckversuches in die 1-Richtung mit dem
»spez. E-Modul« und »arithm. E-Modul« bei einem Drucklastfall. 

 
Bild 8–2 zeigt, dass sich bei Verwendung des arithmetischen Mittels der 
Steifigkeiten (»arithm. E-Modul«) eine höhere Steifigkeit als im Experi-
ment bzw. beim »spez. E-Modul« ergibt. Das Spannungsniveau wird wie-
derum korrekt abgebildet, der Verlauf der Plastizität ist aber verschoben. 
In beiden Simulationen versagt die Probe, wenn im Experiment ein deutli-
cher Spannungsabfall zu beobachten war. 
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Bild 8–3: Vergleich der Spannungs-Stauchungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Druckversuches in die 2- und 3-Richtung mit
dem »spez. E-Modul« und »arithm. E-Modul« bei einem Drucklastfall. 

 
Bei der Verwendung des »arithm. E-Moduls« wird das Spannungsniveau 
im plastischen Bereich bei einer Belastung in die 2- und 3- Richtungen 
nicht ganz erreicht (vgl. Bild 8–3). Dies ergibt sich bei der 2-Richtung so-
wohl aus dem arithmetischen Mittel der Steifigkeit bei einer Belastung in 
die Druck- und Zugrichtung als auch aus den angepassten Anisotropiefak-
toren (vgl. Tabelle 3–8). Der Faktor 22R  beträgt im Gegensatz zur 1-
Richtung ( 11R ) nicht 0.1 , sondern 85.0 . Somit tritt sehr viel früher ein 
Fließen des Materials auf. Zusätzlich ist auch die Steifigkeit mit dem »a-
rithm. E-Modul« größer als bei der Verwendung von dem »spez. E-
Modul«.  

Der plastische Bereich wird mit dem »arithm. E-Modul« in der 3-Richtung 
nur unzureichend abgebildet. Dies ergibt sich aus der Einschränkung im 
Materialmodell, dass die Plastizität nur einer vorgegebenen Verfesti-
gungskurve entspricht. So wird das Materialverhalten in diese Richtung 
sehr gut, in die anderen entsprechend wiedergegeben. Die Steifigkeit 
kann dagegen mit dem »arithm. E-Modul« gut wiedergegeben werden. 
Dies ist auf den geringen Unterschied im Elastizitätsmodul bei einer 
Druck- bzw. Zugbelastung zurückzuführen (vgl. Tabelle 3–7). Der geringe 
Unterschied beim Fließbeginn in den Simulationen mit dem »spez. E-
Modul« und dem »arithm. E-Modul« ist auch dadurch bedingt, dass der 
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Anisotropiefaktor unter einer Druck- und Zugbelastung identisch ist (vgl. 
Tabelle 3–8). 

8.5.2 Schubversuche 

Die Schubmoduln sind unabhängig voneinander und somit von der unter-
schiedlichen Steifigkeit bei einer Druck- bzw. Zugbelastung entkoppelt. 
Demzufolge sind die Simulationen mit dem »spez. E-Modul« und »a-
rithm. E-Modul« sowohl im Bereich der Elastizität (Steifigkeit) als auch in 
der Plastizität (Spannungsniveau, Verlauf der Spannungs-Scherungskurve) 
nahezu identisch (vgl. Bild 8–4). Einen Unterschied in den Materialkenn-
werten in der Simulation ergab sich bei den Faktoren Steifigkeiten, Ani-
sotropiefaktoren und Bewertungsfaktoren für das Versagen in den Nor-
malenrichtungen. 

 

Verwendung des »arithm. E-Moduls« - Scherungsratenabhängig-
keit 
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Bild 8–4: Vergleich der Spannungs-Scherungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen und dynamischen Schubversuches in die 1-
Richtung mit dem »spez. E-Modul« und dem »arithm. E-Modul« bei ei-
nem Schublastfall. 
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Die Probe versagt bei der Simulation des quasistatischen Schubversuches 
und der Verwendung sowohl des »spez. E-Moduls« als auch bei dem Ein-
satz des »arithm. E-Moduls« bei einer etwas zu hohen Scherung und 
Spannung. Bei den dynamischen Versuchen sind die Simulationsergebnis-
se im Bezug auf das Versagen besser (vgl. Bild 8–4). 

 

Verwendung des »arithm. E-Moduls« - Richtungsabhängigkeit 
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Bild 8–5: Vergleich der Spannungs-Scherungskurven von Simulation und Experi-
ment des quasistatischen Schubversuches in die 1- und 2-Richtung mit 
dem »spez. E-Modul« und dem »arithm. E-Modul« bei einem Schublast-
fall. 

 
Die Steifigkeit und das richtungsunabhängige Bruchverhalten werden in 
die Abspritzrichtung und quer dazu identisch simuliert (vgl. Bild 8–5). In 
die 2-Richtung versagt die simulierte Probe wie im Experiment unabhän-
gig vom verwendeten Elastizitätsmodul. Bei der 1-Richtung wird das kor-
rekte Versagen numerisch nur mit dem »arithm. E-Modul« erreicht. 
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Kraft-Wegkurven - Richtungsabhängigkeit 

Die experimentelle Untersuchung des Werkstoffverhaltens unter Schub in 
die +45°- und -45°-Richtung wurden nur mit dem »arithm. E-Modul« si-
muliert (vgl. Bild 8–6). Dabei wird auch in der Simulation der etwas kürze-
re Weg bis zum Versagen und das niedrigere Kraftniveau in die -45°-
Richtung erfasst. Der geringe Wegunterschied zwischen Simulation und 
Experiment beim Versagen wird durch Nachgiebigkeit des Aufbaus, Setz-
prozesse des Werkzeuges oder der Maschine erklärt. Die experimentell 
gemessenen Werte (Spannung, Scherung) in den Versuchen sind dennoch 
korrekt, da diese lokal auf der Probe durch Dehnmessstreifen erfasst wur-
den. Sie wurden nicht durch Fertigungstoleranzen im Versuchsaufbau ver-
fälscht. 
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Bild 8–6: Vergleich der Kraft-Wegkurven von Simulation und Experiment des quasi-
statischen Schubversuches in die +45°- und -45°-Richtung mit dem »a-
rithm. E-Modul« bei einem Schublastfall. 

 

8.5.3 Zugversuche 

Verwendung des »arithm. E-Moduls« - Dehnratenabhängigkeit 

Wird der »arithm. E-Modul« verwendet, so wird in der Simulation eine zu 
geringe Steifigkeit erreicht (vgl. Bild 8–7). Die zu geringe Steifigkeit beruht 
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auf dem arithmetischen Mittel der unterschiedlichen Elastizitätseigen-
schaften bei einer Druck- und Zugbelastung (vgl. Tabelle 3–7). Da im imp-
lementierten Modell nur eine Steifigkeit eingegeben wird, wurde der Mit-
telwert der experimentell ermittelten Größen in den unterschiedlichen 
Lastfällen bestimmt. Im plastischen Bereich ist zwar das Spannungsniveau 
gleichwertig, aber im Verlauf nicht korrekt wiedergegeben.  
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Bild 8–7: Vergleich der Spannungs-Dehnungskurven von Simulation und Experiment 
des quasistatischen und dynamischen Zugversuches in die 1-Richtung mit 
dem »spez. E-Modul« und »arithm. E-Modul« bei einem Zuglastfall. 

 
 

Verwendung des »arithm. E-Moduls« - Richtungsabhängigkeit 

Bei der quasistatischen Simulation mit dem »arithm. E-Modul« in die 1- 
bzw. 2-Richtung ergibt sich erneut eine zu geringe Steifigkeit und eine 
verschobene Abbildung der Plastizität (vgl. Bild 8–8). Das Spannungsni-
veau wird aber in der 1-Richtung erreicht. In der 2-Richtung versagt die 
Probe bei Verwendung des »arithm. E-Modul« unter einer sehr viel höhe-
ren Spannung und größeren Versagensdehnung. 
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Bild 8–8: Vergleich der Spannungs-Dehnungskurven von Simulation und Experiment 
des quasistatischen Zugversuches in die 1- und 2-Richtung mit einer 3 mm 
dicken Probe mit dem »spez. E-Modul« und dem »arithm. E-Modul« bei
einem Zuglastfall. 

 
 

Kraft-Weg Kurven - Dickenabhängigkeit 

Am Anfang dieses Kapitels wird darauf hingewiesen, dass das Einspannen 
der Zugproben wegen der Sprödigkeit des Materials einen komplexen 
Vorgang darstellte und somit die Probe bis zum Formschluss rutschen 
konnte. Einen weiteren Hinweis darauf liefert Bild 8–9. Die simulierten 
Proben versagen unabhängig von der Probendicke bei äquivalentem Weg. 
Das Materialmodell lässt den geringen Einfluss der Dicke (vgl. Bild 3–37) 
auf die Materialkennwerte unberücksichtigt. Es ist ersichtlich, dass bei 
geringen Kräften (Probendicke 2 mm) die Übereinstimmung bei Verwen-
dung des »spez. E-Moduls« im zurückgelegten Weg sehr gut ist. Traten 
im Experiment dagegen größere Kräfte auf, ergibt sich eine Differenz im 
Weg. Dies ist ein Hinweis auf das Rutschen, Setzen oder Nachgiebigkeit 
des Versuchsaufbaus. Eine festere Befestigung war wegen der Sprödigkeit 
und der damit verbundenen Gefahr des Versagens außerhalb des uniaxia-
len Bereiches während der Versuchsdurchführung nicht möglich. Es sind 
noch weitere Untersuchungen notwendig, um eine bessere Übereinstim-
mung der Kraft-Weg Signale zwischen Experiment und Simulation zu er-
zielen. Dies ist vor allem für Untersuchungen mit Werkstoffen notwendig, 
die eine geringe Dehnung haben.  
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Bild 8–9: Vergleich der Kraft-Wegkurven von Simulation und Experiment der quasi-
statischen Zugversuche in die 1-Richtung mit einer 2, 3, 4 und 6 mm di-
cken Probe mit dem »spez. E-Modul« bei einem Zuglastfall. 

 
Des Weiteren beinhaltet das implementierte Materialmodell keine Volu-
menzunahme, wie sie aber im Zugversuch (vgl. Bild 3–38) nachgewiesen 
worden ist. Dadurch entsteht in der Simulation eine zu geringe Dehnung 
und somit ein zu kurzer Weg. 

 

Kraft-Weg Kurven - Richtungsabhängigkeit 

Schließlich ist noch der Vergleich der Kraft-Wegkurven der Zugversuche 
dargestellt, die der Platte unter einem Winkel von 45° entnommen wor-
den sind. Es stimmen sowohl bei Benutzung des »spez. E-Moduls« als 
auch des »arithm. E-Moduls« die Elastizität (Steifigkeiten) und die Plastizi-
tät (Spannungsniveau und Verlauf der Verfestigungskurve) gut mit den 
experimentellen Werten überein. Der geringe Wegunterschied zwischen 
Simulation und Experiment beim Versagen kann durch Setzen der Probe 
oder der Nachgiebigkeit der Maschine erklärt werden (vgl. Bild 8–10). 
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Bild 8–10: Vergleich der Kraft-Wegkurven von Simulation und Experiment des quasi-
statischen und dynamischen Zugversuches in die +45°-Richtung mit einer 
3 mm dicken Probe und dem »spez. E-Modul« und dem »arithm. E-
Modul« bei einem Zuglastfall. 

 

8.6 Weitere Simulationen der Anwendungs-
versuche 

Im folgenden Kapitel sind die Vergleiche der Daten bei einem Impakt mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten auf eine Rippe bzw. zwischen zwei Rip-
pen mit dem neuen Materialmodell und zwei Verfahren des Versagens zu 
sehen. 

 

Impakt zwischen zwei Rippen mit 5.2 m/s 

Bei diesem Versuchstyp wird in der Simulation das Kraftniveau auch ohne 
das sofortige Versagen identisch zum Experiment erreicht (vgl. Bild 8–11). 
Jedoch ist der simulierte Weg kürzer als der gemessene. Der elastische 
Bereich wird bei der Simulation mit dem sofortigen Versagen und ohne 
dieses identisch abgebildet. Versagen aber die ersten Elemente (bei knapp 
20 mm Weg), unterscheiden sich die beiden Simulationen. Die Simulation 
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mit dem sofortigen Versagen bildet den experimentell bestimmten Kraft-
Wegverlauf sehr viel besser ab. 
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Bild 8–11: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil 
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 5.2 m/s 
zwischen zwei Rippen und der Simulation mit dem neuen Materialmodell
mit und ohne sofortiges Versagen der Elemente. 

 
 

Impakt auf eine Rippe mit 6.2 m/s 

Bei einem Impakt auf eine Rippe mit 6.2 m/s ist ein erheblicher Unter-
schied sowohl im Kraftniveau als auch im zurückgelegten Weg bei einer 
Simulation ohne sofortiges Versagen zu erkennen (vgl. Bild 8–12). Es wird 
ein fast dreimal so hohes Kraftniveau erreicht, wie im Versuch oder in der 
Simulation mit dem sofortigen Versagen. Die Energie des Gesamtsystems 
muss unabhängig von der numerischen Methode des Versagens identisch 
sein. Daher ist bei der Simulation ohne das sofortige Versagen der Weg 
sehr viel kürzer. Außerdem tritt eine elastische Rückfederung des Impak-
tors auf. 
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Bild 8–12: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 6.2 m/s 
auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell mit und
ohne sofortiges Versagen der Elemente. 

 
 

Impakt auf eine Rippe mit 4.9 m/s 

Der elastische Bereich wird bei der Simulation bei einem Impakt auf eine 
Rippe mit 4.9 m/s mit dem sofortigen Versagen und ohne dieses identisch 
abgebildet (vgl. Bild 8–13). Versagen aber die ersten Elemente (bei knapp 
25 mm Weg), unterscheiden sich die beiden Simulationen erheblich. Das 
Kraftniveau ist ohne sofortiges Versagen sehr viel höher als mit dem so-
fortigen Versagen. Wie im vorherigen Versuch ist somit der zurückgelegte 
Weg sehr viel kürzer und es tritt eine Rückfederung des Impaktors bei ca. 
85 mm Weg auf. 
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Bild 8–13: Vergleich der Kraft-Wegkurven des Versuches mit dem verripptem Bauteil
und einem kugelförmigen Impaktor bei einer Geschwindigkeit von 4.9 m/s 
auf eine Rippe und der Simulation mit dem neuen Materialmodell mit und
ohne sofortiges Versagen der Elemente. 

 
Wird die integrierte Kraft-Wegkurve bei diesem Versuch betrachtet, so 
wird erneut die Wichtigkeit der numerischen Möglichkeit des sofortigen 
Versagens deutlich. Bis zu einem Weg von ca. 25 mm ist der Energiever-
lauf zwischen der Simulation mit dem sofortigen Versagen und ohne so-
fortiges Versagen mit dem Materialmodell nach von Mises und den Mate-
rialdaten der 0°-Richtung identisch (vgl. Bild 8–14). Treten die ersten 
Versagenszustände auf, unterscheiden sich die beiden Kurven erheblich. 
Ohne das sofortige Versagen wird das Energieniveau von ca. 55 J sehr viel 
früher erreicht.  
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Bild 8–14: Vergleich der Energiekurven (integriertes Kraft-Wegsignal) des Versuches 
mit dem verripptem Bauteil und einem kugelförmigen Impaktor bei einer
Geschwindigkeit von 4.9 m/s auf eine Rippe und den Simulationen mit 
dem neuen Materialmodell und mit dem Modell nach von Mises (Materi-
aldaten in Abspritzrichtung und quer dazu) mit sofortigem Versagen und 
ohne sofortiges Versagen der Elemente. 
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9 Notation 

Folgende Begriffe werden in dieser Arbeit äquivalent verwendet: 

0°-Richtung Abspritzrichtung 1-Richtung 
90°-Richtung Quer zur Abspritzrichtung 2-Richtung 
Dickenrichtung  3-Richtung 

 

Griechische Buchstaben 

α  [-] Anpassungsfaktor 
α  [-] Glättungsfaktor 
β  [°] Reibungswinkel 
γ  [°] Gleitwinkel 
δ  [-] Kroneckerdelta 
ε  [-] Verzerrungen 
  (Dehnungen, Scherungen und Stauchungen) 
η  [-] Mehrachsigkeitsverhältnis 
η  [kg/ms] Viskosität 
θ  [°] Ähnlichkeitswinkel 
κ  [-] Kompression 
λ  [-] Anpassungsfaktor 
λ  [-] Lamé’sche Konstante 
μ  [-] Lamé’sche Konstante 
ν  [-] Querkontraktions- oder Poissonzahl 
ρ  [kg/m³] Dichte 
σ  [kg/ms²] Spannung 
τ  [kg/ms²] Schubspannung 
ψ  [°] Dilatationswinkel 
 

λΔ  [-] Lagrange’sche Multiplikator 
λΔ  [m] Normierter Abstand 

 

Lateinische Buchstaben 

a  [-] Anisotropiekoeffizient 
a  [-] Normale zur Fließfläche 
b  [m] Breite 
b  [-] Normale zum plastischen Potential 
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c  [m/s] Ausbreitungsgeschwindigkeit 
c  [-] Konstante 
d  [m] Abstand 
d  [kg/ms²] Kohäsion 
e  [m²/s²] Spezifische innere Energie 
f  [kg/ms²] Fließspannung 
f  [-] Volumetrische Kräfte 
fv  [-] Richtungsabhängiger Versagensfaktor 
k  [-] Werkstoffkennwert 
k  [kg/ms²] Kohäsion 
l  [m] Länge 
m  [-] Exponent 
n  [-] Normalenvektor 
p  [kg/ms²] Hydrostatischer Druck 
q  [kg/ms²] Vergleichsspannung 
q  [m²kg/s²] Wärmestrom 
r  [-] Residuum 
s  [kg/ms²] Spannungsdeviator 
t  [s] Zeit 
t  [kg/ms²] Spannungsvektor 
u  [m] Verschiebungsvektor 
v  [m/s] Geschwindigkeit 
x  [m] Länge 
x  [-] Ortsvektor 
 

A  [-] Anisotropiekoeffizient 
A  [m²] Fläche 
A  [-] Werkstoffparameter 
B  [-] Anisotropiekoeffizient 
B  [-] Linker Cauchy-Green’scher Verzerrungstensor 
B  [-] Werkstoffparameter 
C  [-] Rechter Cauchy-Green’scher Verzerrungstensor 
C  [kg/ms²] Steifigkeitsmatrix 
E  [kg/ms²] Elastizitätsmodul 
E  [-] Lagrange’scher Verzerrungstensor 
F  [-] Anisotropiekoeffizient 
F  [-] Deformationsgradient 
F  [kgm/s²] Kraft 
Ff  [-] Fließfläche, Fließbedingung 
G  [-] Anisotropiekoeffizient 
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G  [kg/ms²] Schubmodul 
Gp  [-] Plastisches Potential 
H  [-] Anisotropiekoeffizient 
I  [-] Anisotropiekoeffizient 
I  [-] Invariante des Spannungstensors 
J  [-] Anisotropiekoeffizient 
J  [-] Invariante des Spannungsdeviators 
K  [-] Anisotropiekoeffizient 
K  [-] Querverzerrungsempfindlichkeit 
K  [kg/ms²] Kompressionsmodul 
L  [-] Anisotropiekoeffizient 
M  [-] Anisotropiekoeffizient 
O  [-] Fehler bei Abbruch der Taylorreihe 
N  [-] Anisotropiekoeffizient 
R  [-] Anisotropiekoeffizient 
R  [-] Fehlerquadrat 
S  [kgm²/Ks²] Entropie 
S  [-] Nachgiebigkeitsmatrix 
T  [s] Gesamtzeit 
T  [°C] Temperatur 
V  [m³] Volumen 
W  [kgm²/s²] Arbeit 
X  [-] Ortsvektor 
 

Exponenten, Indices und Symbole 

∇  Nabla-Operator 
 

a  Äußere- 
D  Druck 
el  Elastisch 
ges  Gesamt- 
i  Innere- 

lkji ,,,  Indices 
k  Richtung 
krit  Kritische 
m  Mittel 
n  Aktueller Wert 

1+n  Nachfolgender Wert 
pl  Plastisch 
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tr  Prädiktor- /Trial- 
zyx ,,  Richtungen 

Z  Zug 
 

0  Referenzgröße 
3,2,1  Erste-, Zweite-, Dritte- 
3,2,1  Richtungen 
IIIIII ,,  Größe im Hauptspannungsraum 

−  Vergleichsgröße 
*  Aus Tabelleneingabegrößen errechneter Wert 
^  Unkorrigierte Größe 
'  Verschobene Größe 
x&  Zeitliche Ableitung der Größe x  
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