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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die analytische und numerische Identifikation einer mesome-
chanischen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen sowie deren Validierung {iber die Struk-
turdynamik von flachen stabférmigen Probekdrpern aus kohlenstofffaserverstarktem Kunststoff
(CFK). Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der Kinematik Energie dissi-
piert, triagt sie bei zyklischer viskoelastischer Deformation zusétzlich zur reinen viskoelastischen
Werkstoffddmpfung in gewebeverstirkten Einzellagen bei.

Die analytischen und numerischen Untersuchungen beschrinken sich auf die Betrachtung des
ebenen, zweidimensionalen Zusammenhangs einer vollstindigen Ondulation bzw. einer repré-
sentativen Sequenz in Dickenrichtung. Zur Parameteridentifikation werden die geometrischen
Abmessungen in definierten Schritten variiert. Dafiir wird der Grad der Ondulation in gewebe-
verstirkten Einzellagen O = % als dimensionslose Kennzahl eingefiihrt.

Zur Validierung der ddmpfungserhthenden Wirkung der in den analytischen und numerischen
Untersuchung identifizierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen
werden in experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen frei abklingende Transversal-
schwingungen von einseitig fest eingespannten Probekérpern untersucht. Im Detail werden flache
stabférmige Probekdrper aus kohlenstofffaserverstirktem FEpoxidharz mit Lagenaufbauten aus
0°-unidirektionalen und gewebeverstarkten Einzellagen untersucht.

Die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen dienen schlieflich der
Validierung des analytischen Modells und der numerischen Berechnungen. Die démpfungserho-
hende Wirkung der identifizierten mesomechanischen Kinematik wird schlieflich in Abhé&ngigkeit
des eingefiihrten Grades der Ondulation O quantifiziert.

Summary

The present work contains an analytical and a numerical identification of a mesomechanic ki-
nematic in fabric-reinforced single-layers as well as its validation by the structural dynamics of
flat beam-like specimens of carbon-fiber reinforced plastic (CFRP). Under the presumption, that
the repeated acting of the kinematic dissipates energy, it contributes under cyclic viscoelastic
deformation to the pure viscoelastic material damping of fabric-reinforced single-layers.

The analytical and numerical investigations consider the plain, two-dimensional correlation of
one complete conulation and a representative sequence, respectively, in the through-thickness
direction. In order to identify the parameters, the geometric dimensions are varied in defined
steps. Therefore the degree of ondulation in fabric-reinforced single-layers O = % is introduced
as a dimensionless ratio.

In order to validate the contribution of the analytically and numerically identified mesomechanic
kinematic in fabric-reinforced single-layers to the material damping, the free decay of transversal
vibrations of single-sided clamped specimens is considered in the experimental structural dynamic
investigations. In detail flat beam-like specimens of carbon-fiber reinforced epoxy with layups of
0°-unidirectionally reinforced and fabric-reinforced single-layers are investigated.

The results of the experimental structural dynamic investigations allow the validation of the
analytical model and the numerical calculations. The contribution of the identified mesomechanic
kinematic is finally quantified depending on the introduced degree of ondulation O.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit charakterisiert gewebeverstirkte Einzellagen aus kohlenstofffaserverstark-
tem Kunststoff mit Hilfe einer mesomechanischen Kinematik sowie strukturdynamischen Versu-
chen. Dafiir wird zu Beginn der technische Hintergrund sowie die daraus resultierende Motivation
zur Durchfithrung der Untersuchungen dargestellt. Zur Beschreibung der Kinematik werden im
mesomechanischen Mafstab analytische und numerische Untersuchungen mit reprisentativen
Sequenzen durchgefiihrt. Im makromechanischen Mafsstab werden die Auswirkungen von Ondu-
lationen in gewebeverstirkten Einzellagen auf die strukturdynamische Werkstoffddmpfung von
flachen stabformigen Probekdrpern experimentell untersucht.

1.1 Technischer Hintergrund und Motivation

Die Anwendung von faserverstirkten Kunststoffen fiir Strukturbauteile in vielen Anwendungsbe-
reichen steigt stetig. Dabei weisen diese Materialien meist hohe dichtespezifische Steifigkeiten und
Festigkeiten auf. Diese Eigenschaft stellt dabei direkt das dem Material spezifische Leichtbaupo-
tential dar. Zusétzlich weisen faserverstirkte Kunststoffe weitere charakteristische Figenschaf-
ten, wie z. B. Anisotropie, Temperaturverformung, chemische und/oder elektrische Besténdigkeit
sowie teilweise sehr freie Gestaltungsmoglichkeit durch Integralbauweise etc., auf. Neben Anwen-
dungen in der Luft- und Raumfahrt werden faserverstirkte Kunststoffe aktuell zunehmend als
innovativer und funktioneller Werkstoff in der Automobilbau eingesetzt. Die wesentlichen Motive
sind die Reduktion des Fahrzeuggewichts und bewegter Massen, die Reduktion des Kraftstoff-
verbrauchs und damit direkt die Erh6hung der Energieeffizienz.

Das Material ist iiblicherweise lagenweise aufgebaut. Die Einzelschichten kénnen auf unterschied-
lichen textilen Halbzeugen basieren. In der Praxis sind besonders unidirektional- und gewebe-
verstirkte Einzelschichten relevant. Vereinfachte analytische Ans#tze zur makroskopischen Be-
schreibung des strukturmechanischen Verhaltens von faserverstirkten Kunststoffen setzen dabei
meist einen Lagenaufbau voraus, der lediglich aus unidirektional verstirkten Einzellagen be-
steht. Strukturmechanische Werkstoftkennwerte von unidirektional verstirkten Einzellagen wer-
den analytisch in erster Ndherung iiber mikromechanische Mischungsregeln (sog. Homogenisie-
rungsansétze) bestimmt. Diese basieren meist auf den Eigenschaften der Einzelkomponenten des
Materials, Verstarkungsfaser und Matrixwerkstoff. Haufig werden jedoch unterschiedliche Arten
von Geweben als Faserverstarkung in Lagenaufbauten von Strukturbauteilen verwendet. In die-
sem Fall treffen die teilweise stark vereinfachenden Voraussetzungen zur Formulierung einfacher
Homogenisierungsansétze nicht mehr zu, sodass deren Modellgrenzen iiberschritten werden und
das Modell unter den gegebenen Voraussetzungen keine Giiltigkeit mehr besitzt. Ein wesentli-
cher Grund dafiir ist, dass die mesomechanische Geometrie in gewebeverstarkten Einzellagen
nicht ausreichend durch verhéltnisméfig einfache Modellvorstellungen fiir Homogenisierungsan-
sitze beschrieben werden kann. Die Beriicksichtigung mesomechanischer Zusammenhinge sind
dabei zwingend erforderlich, da sie die mechanischen Eigenschaften einer Struktur signifikant
beeinflussen.

In der vorliegenden Arbeit wird das Wirken einer mesomechanischen Kinematik in gewebever-
stiarkten Einzellagen untersucht, die aufgrund rein geometrischer Zusammenhénge induziert wird.
Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der Kinematik Energie dissipiert, tragt sie
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bei zyklischer viskoelastischer Deformation zusétzlich zur reinen viskoelastischen Werkstoffdamp-
fung in gewebeverstiarkten Einzellagen bei. Die reine Kinematik wird unter stark vereinfachenden
Voraussetzungen analytisch betrachtet, und mit ebenen représentativen Sequenzen numerisch
mit der Finite-Elemente-Methode (FE-Methode oder FEM) untersucht. Die Validierung des me-
chanischen Wirkprinzips und die zugehorige Parameteridentifikation wird mit experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen von flachen stabférmigen Probekérpern durchgefiihrt.

1.2 Ausgangssituation

Faserverstarkte Kunststoffe (FVK) bestehen in der Regel aus den Einzelkomponenten Verstérk-
ungsfasern und Matrixwerkstoff. Die steifen Verstérkungsfasern sind dabei in einer Kunststoffma-
trix gebettet. FVK sind damit mikromechanisch heterogene Materialien. Die grofien Steifigkeits-
unterschiede zwischen Verstarkungsfaser und Matrixwerkstoff im mikromechanischen Mafistab
sowie der lagenweise Aufbau im makromechanischen Mafsstab bestimmen das strukturmechani-
sche Verhalten des Materials. Ein Verbundmaterial mit kontinuierlicher Faserverstarkung weist
dabei hohe dichtespezifische mechanische Werkstoftkennwerte beziiglich der Steifigkeiten und Fes-
tigkeiten in Faserldngsrichtung auf. Auf dieser Eigenschaft basiert das Leichtbaupotential dieser
Materialien. Ziel bei der Herstellung ist dabei, eine moglichst hohe Faser-Matrix-Haftung sowie
eine optimale Haftung der Einzelschichten zueinander zu erreichen. Unter diesen Voraussetzun-
gen erhilt der Verbundwerkstoff insgesamt hoherwertige mechanische Eigenschaften als jeder der
beiden Einzelkomponenten allein. Aufgrund guter dichtespezifischer strukturmechanischer Ma-
terialkennwerte sind faserverstarkte Kunststoffe Leichtbauwerkstoffe. Die Orientierung der Vor-
zugsrichtung einer jeweiligen Einzellage sowie die Anordnung der Einzellagen im Lagenaufbau
bestimmen die mechanischen Eigenschaften des Verbundes. Charakteristische Lagenaufbauten
bedingen entsprechende Belastungs-Verformungs-Reaktionen, die dabei gezielt beeinflusst wer-
den konnen. FVK werden jedoch auch wegen der bereits zuvor genannten charakteristischen
Eigenschaften (Anisotropie, temperaturinduziertes Verformungsverhalten, chemische und/oder
elektrische Bestiandigkeit etc.) eingesetzt.

Die Einzelschichten kénnen mit unterschiedlichen textilen Halbzeugen verstérkt sein. In der Pra-
xis sind dabei besonders unidirektional- und gewebeverstirkte Einzelschichten relevant. Unter
vereinfachenden Voraussetzungen sind unidirektional verstirkte Einzelschichten analytisch ver-
héltnisméfkig einfach erfassbar. Im Gegensatz dazu sind gewebeverstirkte Einzelschichten auf-
grund der bidirektionalen Verstdrkung und die sich regelméaftig wiederholenden Ondulationen
in Dickenrichtung nicht einfach analytisch erfassbar. Die Ondulationen in gewebeverstirkten
Einzellagen verursachen, im Gegensatz zu unidirektional verstirkten Einzellagen, eine sich regel-
méafkig und kontinuierlich &ndernde Vorzugsrichtung in Dickenrichtung und dadurch eine stetige
Anderung des Kraftflusses in den ondulierten Rovingstriangen der jeweiligen Einzellage.

1.3 Mesomechanisches Wirkprinzip

Das Ziel der durchgefiihrten analytischen, numerischen und experimentellen Untersuchungen ist
die Identifikation einer mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge,
die durch sich regelméfig wiederholende und stetige Ondulationen in gewebeverstarkten Einzel-
lagen verursacht werden. Dabei werden sowohl die vereinfachenden Voraussetzungen als auch
das mechanische Wirkprinzip beschrieben.

In gewebeverstirkten Finzellagen, die unter vereinfachenden Voraussetzungen auf einem sinusfor-
migen Verlauf basieren, wie in Abbildung links oben dargestellt, existieren im mesomechani-
schen Mafsstab in einer ebenen reprisentativen Sequenz drei strukturmechanisch unterschiedliche
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Bereiche, wie in Abbildung links unten dargestellt. Beziiglich der jeweiligen Steifigkeiten im
lokalen Koordinatensystem (1-2-3-Koordinatensystem) als charakteristische strukturmechanische
Werkstoffkennwerte sind dies im Einzelnen

o der Kettstrang mit der Vorzugsrichtung der Verstdrkungsfasern entlang dem sinusférmigen
Verlauf, und damit E; parallel der vereinfachend sinusférmig vorausgesetzten Kontur und
FE» senkrecht dazu,

e die beiden Schussstringe mit der Vorzugsrichtung der Verstirkungsfasern senkrecht um
Querschnitt, und damit Ey = E3 im untersuchten ebenen Modell und

e die Bereiche mit reiner Matrix ohne jeglicher Faserverstarkung mit Ey,.
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Abbildung 1.1: Ebene reprisentative Sequenz fiir das analytische Modell (links oben) und fiir die nume-
rischen FE-Berechnungen (links unten) sowie idealisierte mesomechanische Kinematik
aufgrund geometrischer Zusammenhange (rechts).

Die Werte der einzelnen lokalen Steifigkeiten der unterschiedlichen Bereiche unterscheiden sich
dabei erheblich voneinander. Die Steifigkeit E) in Faserlangsrichtung der unidirektional verstark-
ten Einzelstringe ist deutlich grofer als die Steifigkeiten Fo = Ej3 senkrecht zur Richtung der
Verstarkungsfasern und der Steifigkeit Ey, der Bereiche mit reinem Matrixwerkstoff. Die mathe-
matische Formulierung der Verhédltnisse lautet

E1 > FEy > Fy, . (1.1)

Fiir eine unidirektional verstirkte Einzellage aus sog. high tenacity-Kohlenstofffasern (HT-Kohlen-
stofffasern) in duroplastischem Matrixsystem mit einem vorausgesetzten Faservolumengehalt von
or = 65% (vereinfachende Voraussetzung des Wertes in Abschnitt und Begriindung der
Annahme des Wertes in Abschnitt liefert die Anwendung gebréuchlicher Homogenisie-
rungsansitze F1 = 150,7GPa > FEs = 11,4GPa > FEpauix = 3,3 GPa als numerische Werte
der Steifigkeiten der unterschiedlichen Bereiche. Unter den zuvor beschriebenen strukturmecha-
nischen Steifigkeitsverhdltnissen kann eine mesomechanische Kinematik in gewebeverstarkten
Einzellagen auf rein geometrische Zusammenhénge zuriickgefiihrt werden. Dabei werden unter-
schiedliche Effekte im Modell identifiziert, wenn positiv oder negativ definierte Deformationen in
Langsrichtung betrachtet werden. In beiden Féllen erfihrt der unidirektional verstiarkte, ondu-
lierte Kettstrang eine rein elastische Deformation. Aufgrund der mesomechanischen Geometrie
des ondulierten Strangs induzieren positiv definierte Langsdeformationen zusétzlich gleichzeitig
eine Glattung bzw. Abflachung. Negativ definierte Langsdeformationen verursachen zusétzlich
gleichzeitig ein Aufstauchen. Abbildung[I.1]rechts stellt, die idealisierte Annahme sich nicht lan-
gender sondern lediglich geometrisch verformender sinusformiger Gewebendulationen mit A =1
und L = 27 graphisch dar. In beiden Féllen ist die Zunahme und die Abnahme der Amplitu-
de der Ondulation die Superposition von Effekten aus der Querverformung als rein elastische
Reaktion und der reinen kinematischen Reaktion aufgrund geometrischer Zusammenhinge im
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mesomechanischen Mafstab. Die zusétzlich induzierte mesomechanische Querverformung von
Gewebeondulationen bei wirkenden Lingsdeformationen entsprechen dabei einer, zusétzlich zur
Querverformung des Materials, wirkenden Kopplung von Lings- und Querverformung. Im Gegen-
satz dazu verursachen positiv bzw. negativ definierte Lingsdeformationen bei einer unidirektio-
nal verstirkten Einzellage in Richtung der Verstarkungsfasern eine Dehnung bzw. Stauchung in
Langsrichtung und eine Querverformung, die lediglich iiber die Querverformungszahl gekoppelt
ist.

Es wird angenommen, dass das wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund
geometrischer Zusammenhange bei dynamischer Beanspruchung Energie dissipiert, und bei zy-
klischer Deformation zusétzlich zur reinen viskoelastischen Werkstoffdampfung in gewebever-
starkten Einzellagen beitrdgt. Zur Validierung des mesomechanischen Wirkprinzips werden ab-
klingende Transversalschwingungen von einseitig fest eingespannten flachen stabférmigen Pro-
bekdrpern mit unidirektional und gewebeverstérkten (Leinwand- und Képergewebe 2/2) Probe-
kérpern untersucht. Die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
dienen schlieflich der Validierung des analytischen Modells und der numerischen Berechnungen.

1.4 Zielsetzung und Vorgehen

Die Arbeit behandelt im Wesentlichen zwei Schwerpunkte:

1. Im mesomechanischen Mafstab werden analytisch und numerisch mit der Finite-Elemente-
Methode (FEM) kinematische Zusammenhénge in gewebeverstarkten Einzellagen aufgrund
geometrischer Parameter untersucht. Dafiir werden ebene représentative Sequenzen von ge-
webeverstirkten Einzellagen, wie in Abbildung[I.2lunten dargestellt, betrachtet. Die struk-
turmechanischen Voraussetzungen in mikromechanischem Mafsstab fiir die unterschiedli-
chen mesomechanischen Bereiche sind in Abbildung oben rechts dargestellt. Die Ergeb-
nisse der numerischen Untersuchungen dienen der Parameteridentifikation und der Verifi-
zierung des analytischen Modells.

2. Im makroskopischen Mafstab wird experimentell der Einfluss der Art der Faserverstéar-
kung in den Einzellagen der flachen stabformigen Probekorper (unidirektional verstérkt
und gewebeverstirkt) auf die Strukturdynamik, und dabei v. a. auf das Dampfungsverhal-
ten, untersucht, wie in Abbildung oben links dargestellt. Der Vergleich von Probekor-
pern die entweder aus unidirektional verstirkten oder aus gewebeverstirkte Einzelschichten
aufgebaut sind, liefert eine Korrelation zur numerisch identifizierten mesomechanischen Ki-
nematik, und ermoglicht deren Validierung.

Abbildung stellt die unterschiedlichen relevanten mechanischen Betrachtungsebenen beziig-
lich des beschriebenen Vorgehens schematisch dar.

Analytische und numerische Untersuchungen

Die analytischen und numerischen Untersuchungen beschréinken sich auf die Betrachtung des
ebenen, zweidimensionalen Zusammenhangs in Dickenrichtung. Dabei wird vereinfachend vor-
ausgesetzt, dass die Ondulation einer mathematisch verhéltnismifig einfach zu behandelnden
Sinus-Funktion folgt. Im Detail werden im analytischen Modell und in den FE-Berechnungen
die geometrischen Parameter der Amplitude A und der Linge der Ondulation L bzw. der Linge
des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly in definierten Schritten variiert. Zur parametrischen
Betrachtung wird der Grad der Ondulation in gewebeverstiarkten Einzellagen O = % als di-
mensionslose Kennzahl eingefiihrt. Der eingefithrte Grad der Ondulation O erlaubt schlieflich
den direkten Vergleich zwischen analytischen und numerischen Ergebnissen. Trotz der Vernach-
lassigung von Querverformungseffekten in die Dimension der Breite erlauben die getroffenen
Voraussetzungen eine Beschreibung des mechanischen Wirkprinzips in guter Ndherung.
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Im analytischen Modell wird ein ondulierter Rovingstrang geometrisch iiber den Verlauf seiner
Mittellinie approximiert. Der sinusformig vorausgesetzte Verlauf der Gewebeondulation stellt
zunéichst die mesomechanische Geometrie eines Leinwandgewebes dar. Zun#chst erlauben die
Voraussetzungen idealer Steifigkeitsverhéltnisse (ideal Steifigkeit in Langsrichtung und vernach-
lassigbare Steifigkeit quer dazu) bei positiv bzw. negativ aufgebrachten Deformationen in Lings-
richtung, die parametrische Identifikation einer stark vereinfachten mesomechanischen Kinema-
tik. Im Detail vernachldssigen die stark vereinfachenden Voraussetzungen zunichst die (visko-)
elastischen Parameter.

Die numerischen Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode ermdglichen die Beriick-
sichtigung der Elastizitit des Materials. Dabei werden ebene reprisentative Sequenzen, die auf
den analytischen Geometrien basieren, betrachtet. Im Detail werden Kohlenstofffasergewebe als
Leinwandgewebe und Képergewebe 2/2 mit Epoxidharzmatrix modelliert. Dabei werden zwei
grundsétzlich unterschiedliche Randbedingungen fiir zwei unterschiedliche Positionen der Ein-
zellagen im Lagenaufbau (Randlage bzw. im Inneren eines Laminats) beriicksichtigt, und die
geometrischen Parameter der FE-Modelle, in den gleichen Bereichen, wie im analytischen Mo-
dell, definiert variiert. Die Beriicksichtigung (visko-)elastischer Anteile der mesomechanischen
Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhinge in den durchgefiihrten FE-Berechnungen
erlaubt eine Parameteridentifikation und Verifikation des analytischen Modells.

Probekdrper makromechanisch Quer- bzw. Léngsschnitt mikromechanisch
Einspannung geometrische Probekdrper mit Grundform der ebene
Mittellinie  [(0/90)], Gewebe- Eigenschwingung reprasentative [+sssssesesees

Y-

verstarkung Sequenz
/ P
e -7

z Leinwandgewebe z Kopergewebe 2/2
Ebene représentative Sequenz mesomechanisch

Abbildung 1.2: Unterschiedliche relevante mechanische Betrachtungsebenen: Grundform der Eigen-
schwingung eines einseitig fest eingespannten flachen stabformigen Probekorpers (ent-
spricht strukturmechanisch frei abklingenden Transversalschwingungen eines Kragbal-
kens als eindimensionales Tragwerk) im makromechanischen Mafistab (oben links). Re-
prisentative Sequenzen gewebeverstirkter Einzellagen, basierend auf sinusférmigem
Verlauf der Gewebeondulation (hier: Leinwandgewebe und Kopergewebe 2/2) im me-
somechanischen Mafstab (unten). Strukturmechanische Einzelkomponenten Verstir-
kungsfasern und polymerer Matrixwerkstoff (ohne Interphase) in ideal parallel voraus-
gesetzter Anordnung einer unidirektional verstirkten Einzelschicht (Léngs- und Quer-
schnitt) im mikromechanischen Mafstab (oben rechts).

Experimentelle Untersuchungen

Zur Validierung der dampfungserhohenden Wirkung der in den analytischen und numerischen
Untersuchung identifizierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen
werden in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen abklingende Transversal-
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schwingungen von einseitig fest eingespannten Probekorpern untersucht. Die flachen stabfor-
migen Probekorper bestehen aus kohlenstofffaserverstirktem Epoxidharz, die aus Priifplatten
mit ausgewihlten Lagenaufbauten und jeweils gleichbleibendem Matrixsystem ausgeschnitten
und pripariert worden sind. Die Herstellung der Priifplatten ist im Heifluftautoklavverfahren
erfolgt. Die verschiedenen Lagenaufbauten unterscheiden sich im Wesentlichen durch die Ver-
wendung von 0°-unidirektionalen und gewebeverstirkten Einzellagen. Im Detail stehen drei un-
tereinander vergleichbare Sitze von Probekdrpern zur Verfiigung. Die flachen stabférmigen Pro-
bekérper sind dabei entweder 0°-unidirektional verstérkt oder 0°-gewebeverstérkt (Leinwand-
und Kopergewebe 2/2, jeweils in Kettrichtung). Im Biegeschwingversuch werden die, nach defi-
nierter reproduzierbarer Weganregung, frei abklingenden Transversalschwingungen der einseitig
fest eingespannten Probekdrper beriihrungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer vermessen.
Die Randbedingungen und die geometrischen Abmessungen erlauben die strukturmechanische
Betrachtung des Probekdrpers als Kragbalken. Wéhrend des freien Ausschwingvorganges erfah-
ren die reprédsentativen Sequenzen der Struktur vollstindige Zyklen der Kinematik (neutral-
Dehnung-neutral-Stauchung-neutral) in der Anzahl der Grundfrequenz. Die Probekérper werden
mit ausgewihlten Auskraglingen [ vermessen, sodass entweder gleiche geometrische Bedingun-
gen, d.h. gleiche Auskragléingen | = lyp = lg, oder gleiche dynamische Bedingungen, d. h. glei-
che Grundfrequenzen f = fyp = fq, ausgewertet und verglichen werden kénnen. Die Ergebnisse
der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen dienen schlieflich der Validierung des
analytischen Modells und der numerischen Berechnungen.



2 Strukturdynamische Werkstoffdampfung in
faserverstarkten Kunststoffen

Der fiir die vorliegende Arbeit relevante Stand der Wissenschaft und Technik zu Dampfungsme-
chanismen in faserverstarkten Kunststoffen wird dargestellt. Aufgrund der mikromechanischen
Heterogenitat und der jeweiligen Materialsymmetrie von faserverstirkten Kunststoffen (vgl. Ani-
sotropie, Monotropie, Orthotropie, Transversalisotropie, wie in Kapitel [4] Abschnitt darge-
stellt) unterscheiden sich die wirkenden Mechanismen dabei grundlegend von denen in homogenen
isotropen Werkstoffen, wie beispielsweise Metallen.

2.1 Ausgewahlte Aspekte

Es werden ausgewihlte Arbeiten vorgestellt, die, fiir die vorliegende Arbeit relevante, Aspekte
zur Werkstoffddmpfung in faserverstirkten Kunststoffen enthalten. Dabei werden v. a. Arbeiten
beriicksichtigt, die den Einfluss charakteristischer mesomechanischer Geometrien in gewebever-
starkten Einzellagen auf das strukturdynamische Materialverhalten behandeln. Fiir die vorlie-
gende Arbeit sind dabei sowohl Beitriige, in denen die strukturmechanische Werkstoffdampfung
in faserverstirkten Kunststoffen analytisch und/oder numerisch behandelt werden, als auch Ar-
beiten, in denen die Bestimmung mit experimentellen Methoden u.a. zur Validierung im Vor-
dergrund stehen, relevant.

2.1.1 Unterschiedliche mechanische Wirkprinzipien

Vorangegangene Untersuchungen und daraus abgeleitete mechanische Modelle zum strukturdy-
namischen Dampfungsverhalten von faserverstirkten Kunststoffen sind u. a. von KEHL 1978 [75],
Krua 1977 [77], HANSELKA 1992 [59], HOFFMANN 1992 [63] und MOSER 1992 [92] publiziert
worden. Die theoretischen Ansédtze zur Beschreibung des Dampfungsverhaltens basieren dabei
meist auf der Einfiihrung von Homogenisierungsansitzen, die auf den Eigenschaften der Einzel-
komponenten Verstiarkungsfasern und Matrixwerkstoff beruhen. Jedoch wird in einigen der, im
Vorherigen genannten, Arbeiten bereits der Einfluss der Verstarkungsfasern aufgrund ihrer, im
Vergleich zum polymeren Matrixwerkstoff, vielfach hoheren Steifigkeit und geringeren viskoelas-
tischen Figenschaften vernachléssigt. Dariiber hinaus setzen die unterschiedlichen Ansétze meist
ideale mikromechanische und mesomechanische Geometrie des Laminats voraus und vernach-
lassigen Imperfektionen. Diese beiden stark vereinfachenden Annahmen kénnen als die Griinde
betrachtet werden, warum experimentell ermittelte Dadmpfungskennwerte von Strukturen oder
Probekérpern aus faserverstirkten Kunststoffen meist immer geringfiigig hoher sind, als die theo-
retisch berechneten Werte.

Im Review von CHANDRA, SINGH und GUpPTA 1999 [26] wird u.a. eine detaillierte Gliederung
und ausfiihrliche Beschreibung der unterschiedlichen Wirkprinzipien der strukturdynamischen
Werkstoffddmpfung in faserverstirkten Kunststoffen gegeben. Dabei werden fiinf Dampfungs-
mechanismen identifiziert und genauer ausgefiihrt. Diese sind im Einzelnen:
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1. Viskoelastisches Verhalten des Matrixwerkstoffes und/oder der Verstérkungsfasern,
Den grofsten Beitrag zur Materialddmpfung wird dem Matrixwerkstoff zugeschrieben. Die
Dampfung der Verstirkungsfasern leistet einen weiteren Beitrag zur Dampfung.

2. Dampfung durch die Interphase,

Die chemisch zur Faser und Matrix unterschiedliche Grenzschicht zwischen Verstarkungs-
faser und Matrix, bestehend aus einem Schlichte-Matrix-Gemisch, wird als Interphase be-
zeichnet. Die Schlichte wird als Schutzschicht und Haftvermittler auf die Verstérkungsfa-
sern aufgebracht. Abhingig von der auf die Verstdrkungsfasern aufgebrachten Menge der
Schlichte, nimmt die Interphase im Verbundmaterial einen z. T. nicht mehr zu vernachléssi-
genden Volumenanteil ein. Da sich die mechanischen Werkstoffeigenschaften der Interphase
von denen der Verstérkungsfasern und des Matrixwerkstoffes wesentlich unterscheiden, ist
ihr Einfluss auf das Dampfungsverhalten teilweise nicht mehr vernachléssighar.

3. Dadmpfung aufgrund von Schadigungen,
In Regionen mit unzureichender Haftung zwischen Verstirkungsfaser und Matrixwerkstoff,
oder in Bereichen mit Delaminationen treten Dampfungseffekte aufgrund von Relativbewe-
gungen und damit verbundenen Reibeffekten auf. Bereiche mit Rissen im Matrixwerkstoff
oder gebrochenen Verstarkungsfasern tragen zusédtzlich zur Materialddmpfung bei.

4. Viskoplastische Dampfung und
Grofse Schwingungsamplituden und damit verbundene hohe Verzerrungskonzentrationen
verursachen hohe Spannungsniveaus, die wiederum eine Erhohung der Werkstoffddmpfung
verursachen. Diese Effekte sind dabei z. T. zusétzlich nichtlinear. Viskoplastische Ddmpfung
ist damit bereits evtl. im linear elastisch vorausgesetzten Bereich des Materials nichtmehr
vernachldssigbar.

5. Thermoelastische Ddmpfung.
Der Dampfungsmechanismus basiert auf dem wechselnden Wiarmestrom von den Druck-
spannungsbereichen zu den Zugspannungsbereichen. Dieser Ddmpfungsmechanismus tragt
vor allem bei thermoplastischen Matrixsystemen zur Materialddmpfung bei.

Die genannten Dampfungsmechanismen wirken dabei zeitgleich, und sind miteinander gekop-
pelt. Ein inhaltlich wesentlicher Teil der Arbeit behandelt insbesondere Dimpfung aufgrund
von Schédigungen und das entsprechende Potential als Indikator fiir den Materialzustand von
Strukturen.

In KuMAR, CHANDRA und GUpPTA 2007 [80] wird der Einfluss der Interphase als Haftvermittler
zwischen Verstirkungsfasern und polymerem Matrixwerkstoff auf die Dampfung in faserver-
stdrkten Kunststoffen behandelt. Die durchgefiihrten FE-Berechnungen mit einem sog. Dreipha-
senmodell, das mikromechanisch Verstarkungsfaser, Interphase und Matrixwerkstoff modelliert,
zeigen den Einfluss der parametrisch variierten Werkstoffeigenschaften der Interphase auf die
Déampfungseigenschaften. Dabei wird ein signifikanter Einfluss der Beschaffenheit der Interphase
auf die Dampfungseigenschaften des Materials identifiziert. Zusdtzlich werden unterschiedliche
mikromechanische Packungsarten der Verstarkungsfasern im Querschnitt untersucht, die das
Dampfungsverhalten ebenfalls beeinflussen.

Krua 1977 [77] fiihrt analytische, numerische sowie experimentelle Untersuchungen zum Damp-
fungsverhalten von glasfaserverstirkten Kunststoffen durch. Dabei werden v.a. die Parameter
Faser, Matrix, Faserorientierung, Laminataufbau und Faservolumengehalt detailliert betrachtet.
Dafiir werden folgende vereinfachende Voraussetzungen getroffen:

e linear viskoelastisches Verhalten des Matrixwerkstoffes und der Verstirkungsfasern,

e keine Frequenzabhingigkeit der Dampfung,

e keine Spannungsabhingigkeit der Ddmpfung durch Verwendung des viskosen Ddmpfungs-

gesetzes,
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e Messwerte bei geringen Spannungen sind als Werkstoffkennwerte zu betrachten und bediir-
fen keiner Korrektur,
e Verbund mit idealer Faser-Matrix-Haftung ohne Vorschidigung.

Damit werden bei geringen Spannungsniveaus und neuwertigen, also vor der Messung unbean-
spruchten, Probekérpern sehr gute Ubereinstimmung zwischen theoretisch berechneten Damp-
fungswerten und Messergebunissen erzielt. Bei geringen Amplituden und damit niedrigen Span-
nungsniveaus entsprechen sich Hysteresisddmpfung und viskose Dampfung. Es werden flache
stabformige Probekorper und gewickelte Rohre untersucht. In beiden Fallen erhohen eingebrach-
te Mikrorisse die im Biegeschwingversuch ermittelte Werkstoffddmpfung. Mit dem Dampfungs-
anstieg geht eine Abnahme des Elastizitdtsmoduls einher. Dabei ist der Anstieg der Dampfung
stets hoher als die Abnahme der Steifigkeit. Da v.a. der harmonisch schwingende Balken im
Biegeschwingversuch mit flachen stabférmigen Probekérpern in grofsen Bereichen lineares Damp-
fungsverhalten aufweist, eignet er sich zur experimentellen Bestimmung der Werkstoffdampfung
und zur Validierung von Ergebnissen analytischer und/oder numerischer Untersuchungen.

TAUCHERT 1974 [157] zeigt die Moglichkeit der Extrapolation der Werkstoffdimpfung von fa-
serverstirkten Kunststoffen iiber sehr grofte Frequenzbereiche auf. Zur Untersuchung hoher Fre-
quenzbereiche werden unidirektional verstirkte Probekérper mit Ultraschall parallel und senk-
recht zur Orientierung der Verstirkungsfasern angeregt. Als Datenbasis dienen Ergebnisse aus
vorhergegangenen Untersuchungen mit flachen stabférmigen Probekérpern aus unidirektional
glasfaserverstirktem Kunststoff, mit denen per Shaker angeregte Schwingungen fiir niedrige und
mittlere Frequenzen untersucht worden sind. Es wird gezeigt, dass eine Extrapolation der Werk-
stoffddmpfung iiber einen sehr grofen Frequenzbereich moglich ist.

Vor dem Hintergrund der Anforderungen aus Automobil- und Luftfahrtanwendungen wird in
SUN, RAO und SANKAR 1992 [I52] die Optimierung von Dampfungseigenschaften von faserver-
stirkten Kunststoffen behandelt. Dafiir werden FE-Berechnungen und experimentelle Untersu-
chungen zur Ermittlung der passiven Dampfung in faserverstiarkten Kunststoffen durchgefiihrt.
Die FE-Berechnungen werden unbeansprucht und unter dem Einfluss von Vorspannung im Ma-
terial durchgefiihrt. Dabei konnen jedoch lediglich die unbeanspruchten Fille im Biegeschwing-
versuch validiert werden.

In Tsar und Cu1 2008 [I60] wird der Einfluss der mikromechanischen Anordnung der Verstér-
kungsfasern auf das Dampfungsverhalten von unidirektional kohlenstofffaserverstirkten Kunst-
stoffen numerisch untersucht. Dabei werden die quadratische Packung, die quadratisch zentrierte
Packung und die hexagonale Packung betrachtet. Es werden FE-Berechnungen mit reprisenta-
tiven Volumenelementen (RVE) durchgefiihrt. Dabei zeigt die quadratisch zentrierte Packung
hohere Dampfungseigenschaften als die beiden anderen Packungsarten. Die ermittelten Materi-
alkennwerte des RVE werden auf eindimensionale und zweidimensionale Tragwerke (Balken und
Platten) extrapoliert. Diese werden mit ebenen Probekorpern, die verhiltnisméfkig kurz und dick
und somit nicht vollstindig praxisrelevant sind, modelliert. Es wird gefolgert, dass die mikrome-
chanische Anordnung der Verstiarkungsfasern das Dampfungsverhalten signifikant beeinflusst.

In HWANG und GIBSON 1992 [66] werden zur weiterfithrenden Analyse und Beschreibung unter-
schiedlicher Dampfungsmechanismen faserverstirkten Kunststoffen im mikromechanischen und
makromechanischen Mafstab FE-Berechnungen durchgefiihrt, die mit der nach der Verzerrungs-
energie-Methode ausgewertet werden. Im makromechanischen Mafstab werden u. a. Kopplungs-
effekte, die bedingt durch den Lagenaufbau des Laminats als zusétzlich energiedissipierender
Mechanismus wirken, untersucht. Als hauptséichlich ddmpfungserhéhende Effekte werden Biege-
Torsions-Kopplung in symmetrischen Laminaten und die Biege-Dehn-Kopplung in anti-symme-
trischen Laminaten identifiziert.

Der Review von FINEGAN und GIBSON 1999 [39] zeigt den Stand der Technik beziiglich der Er-
héhung und Optimierung der Dampfungseigenschaften in faserverstirkten Kunststoffen. Hinter-
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grund sind die Forderungen nach verbesserten Dampfungseigenschaften im Hinblick auf die Mi-
nimierung von Gerduschemissionen, die Erh6hung der dynamischen Stabilitdt, die Erh6hung der
Lebensdauer und die Widerstandsfihigkeit gegen transversale Impactschiden. Im makromecha-
nischen Mafsstab werden analog zu [66] Kopplungen im Laminat als zusétzlich energiedissipieren-
der Mechanismus behandelt. Zusétzlich wird explizit das Wirkenden eines strukturdynamischen
Déampfungsmechanismus in gewebeverstirkten Einzellagen von faserverstirkten Kunststoffen er-
wihnt, nicht jedoch weiter behandelt. Stattdessen wird der Einfluss des Faservolumengehalts auf
das Dampfungsverhalten detaillierter untersucht. Dabei werden Probekdrper mit Lagenaufbau-
ten aus gewebeverstirkten Einzellagen behandelt.

Im Review von GIBSON 2000 [48] werden der Stand der Technik und Forschungsergebnisse zur
Moglichkeit der Charakterisierung von faserverstirkten Kunststoffen iiber strukturdynamische
Werkstoffkennwerte vorgestellt. Dabei wird u.a. die Mdglichkeit bzw. das Potential der mecha-
nischen Charakterisierung des Material- bzw. Schadigungszustands betont. Dabei ergeben sich
unterschiedliche vorteilhafte Aspekte. Die mechanische Charakterisierung von faserverstirkten
Kunststoffen mit strukturdynamischen Untersuchungen, v. a. die Ermittlung elastischer und vis-
koelastischer Werkstoffkennwerte, ist zeit- und kostengiinstig sowie prézise. Als Schwierigkeiten
der Validierung analytischer Modelle mit experimentellen Ergebnissen werden jedoch die un-
terschiedlichen Einspannbedingungen als Randbedingungen genannt. In analytischen Modellen
werden oft allseitig gelenkig gelagerte Tragwerke beschrieben, um eine analytisch geschlossene
Losungen zu erhalten. Im Gegensatz dazu wird in der experimentellen Werkstoffkennwerter-
mittlung, u. a. aus Griinden der Praktikabilitit und der Reproduzierbarkeit, eine einseitig feste
Einspannung verwendet. Die analytische Losung solcher Problemstellungen ist dann meist ledig-
lich iiber Ndherungsverfahren, beispielsweise nach RAYLEIGH, RAYLEIGH-RITZ oder GALERKIN,
moglich.

2.1.2 Ermittlung strukturdynamischer Werkstoffkennwerte

Die beiden Arbeiten von SCHULTZ und TsAr1 1968 [147] und 1969 [148] stellen die experimen-
telle Ermittlung von dynamischen Steifigkeiten und Dampfungskennwerten von faserverstark-
ten Kunststoffen unter Fremderregung iiber einen verhdltnismifig grofsen Frequenzbereich vor.
Als Probekorper dienen flache stabformige Probekdrper aus unidirektional glasfaserverstéirkten
Epoxidharzmatrix. Unterschiedliche Orientierungen des Ausschnitts der Probekérper aus den
Priifplatten liefern schlieflich vier bzw. acht unterschiedliche Lagenaufbauten der Probekérper.
Sie werden mittig beziiglich ihrer Linge gespannt, sodass der eingespannte Probekdrper mecha-
nisch als symmetrischer Doppelkragbalken behandelt werden kann. Die Einspannung wird mit
einem elektrodynamischen Aktor von der 1. bis zur 27. FEigenfrequenz mit konstanter Amplitude
fremderregt und durch Wegfall der Anregung zum freien Ausschwingen gebracht. Die statisch
ermittelten Steifigkeiten sind dabei um bis zu 20 % bzw. 27 % geringer als die dynamisch ermittel-
ten Steifigkeiten (Speichermodul und Verlustmodul). Die Auswertung der Ergebnisse zeigt eine
relativ geringe Abhéngigkeit der Speichermoduli von der Frequenz, bei der diese ermittelt worden
sind. Im Gegensatz dazu hingen die Verlustmoduli teilweise stark von der jeweiligen Frequenz
ab. Mit zunehmender Amplitude steigt i. a. das gemessene Dampfungsmafs. Zuséatzlich liefert ein
kurzer Betrachtungszeitraum (10 Schwingungszyklen) stets geringfiigig hohere Dampfungskenn-
werte als ein langerer Betrachtungszeitraum (50 Schwingungszyklen). Experimentell ermittelte
Verlustmoduli sind dabei stets gleich oder héher, jedoch nie geringer, als die analytisch berech-
neten. Als Grund wird ein komplexerer Spannungszustand, vor allem zwischen den Einzellagen
des Laminats (interlaminar), vermutet. Eine Sensitivitdtsanalyse ergibt, dass beziiglich der Er-
hohung der Amplitude der Anregung die Frequenzen insensitiv, die Dampfung jedoch sensitiv
ist. Beziiglich der Sensitivitdt der Messwerte sind Untersuchungen in evakuierter Atmosphére
durchgefiihrt worden, was jedoch keinen signifikanten Einfluss auf die Messwerte liefert.
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Die Arbeit von KADIOGLU 2009 [72] beschreibt die experimentelle Ermittlung der strukturdy-
namischen Werkstoffkennwerte Steifigkeit und Werkstoffddmpfung von faserverstirkten Kunst-
stoffen. Dabei werden einleitend die (quasi-)statische und die dynamische Ermittlung von me-
chanischen Werkstoffkennwerten einander gegeniibergestellt. Wahrend die (quasi-)statischen Me-
thoden meist zerstérend arbeiten und verhéltnisméfig grofe Streuungen im Prozentbereich auf-
weisen, sind die dynamischen Methoden meist nichtzerstérend, zeit- und kostengiinstiger, und
weigsen zudem um eine Dekade geringere Streuungen auf. In der Arbeit werden beidseitig ge-
lenkig gelagerte Probekdrper untersucht, die an den Orten der Schwingungsknoten der ersten
Eigenschwingungsform gelagert sind. Die Anregung und Messung erfolgt beriihrungslos. Dabei
sind kohlenstofffaser- und glasfaserverstarkte Kunststoffe, hergestellt aus Prepregs im Heifluft-
autoklavverfahren, untersucht worden. Die experimentellen Ergebnisse werden mit Messwerten
von Probekorper aus Aluminium und Stahl validiert. Die Amplitude der Anregung ist konstant
und so klein als moglich gehalten worden, um mogliche (geometrische) Nichtlinearitdten zu ver-
meiden. Die beriihrungslose Anregung und Messung bei frei-freier Lagerung wird als vorteilhaft
gegeniiber anderen Methoden und Lagerbedingungen genannt.

MotavAaLLl und FLUELER 1998 [93] betrachten ausgewéhlte amerikanische, und wo moglich
entsprechende européische bzw. deutsche, Normen beziiglich der experimentellen mechanischen
Charakterisierung von faserverstirkten Kunststoffen. Die zu Grunde liegenden Methoden werden
in zwei Kategorien eingeteilt. Die erste Kategorie beinhaltet Untersuchungen fiir eine grundle-
gende Charakterisierung einer ersten Serie von Probekérpern eines neuartigen Lagenaufbaus.
Die zweite Kategorie beinhaltet empfohlene Methoden zur Qualitdtskontrolle. Dabei wird jede
Methode mit entsprechenden Normen referenziert und kurz beschrieben. Ein kohlenstofffaser-
verstirktes Laminat mit Lagenaufbau aus unidirektional verstirkten Kinzelschichten dient als
beispielhafter Lagenaufbau der Probekérper. Als experimentelle Untersuchungsmethode zur Er-
mittlung von dynamischen Werkstoffkennwerte wird der Biegeschwingversuch mit schwingendem
Kragbalken nach DIN 53440 [99] genannt.

Die Arbeit von M1sToU und KArRAMA 2000 [91] vergleicht den zerstérenden Zugversuch mit den
nichtzerstorenden Impedanzmessungen von eingeleitetem Ultraschall als experimentelle Metho-
den zur Ermittlung der dreidimensionalen unabhingigen strukturmechanischen Werkstoffkenn-
werte der Steifigkeit und der Querverformung in faserverstiarkten Kunststoffen. Dabei werden
unterschiedliche textile Halbzeuge aus Glasfasern in ungesattigtem Polyesterharz als Matrixwerk-
stoff untersucht. Im Detail handelt es sich um ein unidirektionales in Langsrichtung verstéirktes
Laminat aus Rovings, ein unidirektional in Langsrichtung verstirktes Laminat aus UD-Gelegen
und zwei Leinwandgeweben mit unterschiedlichem Flichengewicht. Die Streuung des Faservolu-
mengehalts iiber die unterschiedlichen Lagenaufbauten ist dabei verhidltnisméfig grok. Um die
Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen dennoch vergleichbar zu machen, werden die er-
mittelten Werkstoftkennwerte iiber Mischungsregeln auf einen normierten Faservolumengehalt,
im vorliegenden Fall 45 %, normiert. Die Abweichungen der Ergebnisse der beiden experimen-
tellen Methoden liegen im Bereich < 10%. Die Abweichungen werden unter anderem mit der
Normierung der experimentell ermittelten Werkstoffkennwerte begriindet. Eine Tendenz, wel-
che Methode hohere bzw. geringere Werte liefert, kann nicht abgeleitet werden. Aufgrund des
verhiltnisméfig geringen Zeit- und Kostenaufwands wird die nichtzerstérenden Methode zur
Ermittlung von (quasi-)statischen Werkstoffkennwerten favorisiert.

VANTOMME 1995 [165] stellt parametrisierte analytische Berechnungen und experimentelle Un-
tersuchungen zur Ermittlung der Materialdimpfung in faserverstirkten Kunststoffen vor. In den
analytischen Berechnungen werden die Dampfungseigenschaften der Einzelkomponenten Verstér-
kungsfasern, Matrixwerkstoff und Interphase beriicksichtigt. Basierend auf der Verzerrungsener-
gie an einem reprisentativen Volumenelement (RVE) werden analytisch geschlossene Losungen
angegeben. Der gew#hlte Ansatz gewichtet den jeweiligen Beitrag der Einzelkomponenten zur
Materialddmpfung mit deren Anteilen an der elastischen Verzerrungsenergie. Diese hingt dabei
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von den elastischen Eigenschaften der Einzelkomponenten ab. Um den Einfluss der Interpha-
se zu untersuchen, wird zusétzlich ein Drei-Parameter-Modell formuliert. Das Modell zeigt bei
schlechter Qualitédt der Interphase, d. h. bei geringer Steifigkeit der Einzelkomponente und damit
schlechter Faser-Matrix-Haftung, einen signifikanten Anstieg der Energiedissipationsfihigkeit ei-
ner unidirektional verstarkten Einzellage. Zur Validierung der analytischen Ergebnisse werden
unidirektional glasfaserverstirkte Probekorper mit Epoxidharzmatrix experimentell untersucht.
Abhéngig von zwei unterschiedlich langen Auslagerungsdauern ergeben zwei unterschiedliche
Qualitdten der Interphase. Es werden balken- und plattendhnliche Probekorper kontaktlos iiber
Schalldruck angeregt, und nach Wegnahme der Anregung die frei abklingenden Schwingungen be-
riithrungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer gemessen. Der dampfungserhéhende Einfluss
einer reduzierten Qualitét der Interphase wird nachgewiesen. Im Ausblick wird zur Beschreibung
der Materialddmpfung von geschidigten Materialien explizit ein zusétzlicher Beitrag aufgrund
von COULOMB’scher Reibung genannt, der in diesem Fall nicht vernachlissigbar ist.

Die Arbeiten von SCHMIDT und GAUL 2007 [I44] sowie von ScHMIDT 2003 [I45] liefern einen
Beitrag zur Modellierung und experimentellen Ermittlung linear-viskoelastischen Materialverhal-
tens. Dabei steht bei der Modellierung der Materialddmpfung neben den ganzzahligen Zeitablei-
tungen besonders deren Erweiterung mit Hilfe von fraktionalen (nichtganzzahligen) Zeitableitun-
gen im Mittelpunkt. Die Erweiterung auf fraktionale Modelle linearer Viskoelastizitit wird mit
der Definition fraktionaler Ableitungen nach RIEMANN-LIOUVILLE eingeleitet. Die verwendeten
Probekorper bestehen aus dem unverstdrkten thermoplastischen Kunststoff Polyoxymethylen.
Neben Untersuchungen in einem Scherrheometer werden frei abklingende Transversalschwin-
gungen von einseitig fest eingespannten Probekérpern berithrungslos mit einem Laser-Doppler-
Vibrometer gemessen. Um die Probekérper zu Schwingungen bei unterschiedlichen relevanten
Eigenfrequenzen anzuregen, werden die Auskraglinge und die Dicke in ausgewihlten Schrit-
ten variiert. Zur strukturmechanischen Beschreibung des transversalschwingenden Probekérpers
wird dabei stets die schubstarre Balkentheorie nach EULER-BERNOULLI verwendet. Die Auswer-
tungen zeigen, dass die Modellierung linear-viskoelastischen Materialverhaltens mit fraktionalen
Zeitableitungen im Gegensatz zur Modellierung mit klassischen Feder-Dampfer-Modellen Aus-
sagen Uber deutlich grofere Zeit- oder Frequenzbereiche zulisst. Die Erkenntnisse sind fiir FE-
Formulierungen viskoelastischer Werkstoffe mit fraktionalen Zeitableitungen verwendet worden.

2.1.3 Ondulationen in gewebeverstirkten Einzellagen

BYUN 2000 [22] stellt ein analytisches Modell einer sog. Einheitszelle im mesomechanischen Maf-
stab zur Berechnung der geometrischen Charakteristik und der dreidimensionalen mechanischen
Werkstoffkennwerte von Lagenaufbauten aus zweidimensional geflochtenen textilen Halbzeugen
vor. Basierend auf einer vorausgesetzten idealisierten mesomechanischen Geometrie werden die
sich kontinuierlich d&ndernden, stetigen Orientierungen der sich ondulierenden Rovingstrénge ana-
lytisch angegeben und mit Schliffbildern validiert. Analog wird unter der Voraussetzung eines
konstanten lokalen Faservolumengehalts in den ideal impragnierten Rovingstringen die Berech-
nung des globalen Faservolumengehalt des Laminats bzw. der Einzellage angegeben. Das elasti-
sche Modell verwendet dabei die Koordinatentransformation und die, auf dem Faservolumenge-
halt basierende, gewichtete Mittelung der Steifigkeiten bzw. Nachgiebigkeiten der Einzelkompo-
nenten, Verstirkungsfasern und Matrixwerkstoff. Zur Validierung der analytischen Berechnungen
sind sieben unterschiedliche Konstruktionen der textilen Halbzeuge hergestellt und experimen-
tell im einachsigen Zugversuch untersucht worden. Die Ergebnisse des analytischen Modells sind
zusitzlich mit Ergebnissen verglichen worden, die auf der klassischen Laminattheorie basieren.
Obwohl die Ergebnisse beider analytischer Methoden mit den experimentellen Ergebnissen kor-
relieren, liefert das in der Arbeit eingefithrte analytische Modell, basierend auf der mesome-
chanischen Einheitszelle, genauere Ergebnisse bei geringeren Winkeldnderungen oder bei stark
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unterschiedlichen Abmessungen der Rovings im textilen Halbzeug. Dafiir ist im eingefiihrten
analytischen Modell eine Parametervariation durchgefithrt worden. Die Ergebnisse sind fiir aus-
gewdhlte Steifigkeiten und Querverformungszahlen dargestellt.

HUANG 2000 [65] behandelt die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte von Laminaten mit
Lagenaufbauten aus gewebeverstirkten oder geflochtenen Einzellagen. Die analytische Beschrei-
bung einer reprasentativen Sequenz eines Leinwandgewebes im mesomechanischen Mafistab fiihrt
auf das in der Arbeit eingefiihrte Briickenmodell (engl.: bridging model), das die strukturme-
chanischen Eigenschaften von Laminaten aus gewebeverstirkten oder geflochtenen Einzellagen
beschreibt. Zur detaillierten analytischen Beschreibung wird als gewebeverstirkte Einzellage ein
ausgeglichenes Leinwandgewebe als zweidimensionales textiles Halbzeug zu Grunde gelegt. Das
eingefithrte Modell erlaubt die Beschreibung linear-elastischer und plastischer Zusammenhén-
ge sowie Betrachtung der Festigkeit von gewebeverstirkten Lagenaufbauten unter beliebigen
Belastungsbedingungen. Dabei héngen die Spannungszustidnde in den Einzelkomponenten di-
rekt von den globalen Belastungen des Verbundmaterials ab, sodass das globale Verhalten des
Verbundmaterials direkt auf das strukturmechanische Verhalten der Einzelkomponenten zuriick-
gefithrt werden kann. Die vereinfachende Geometrie setzt eine elliptische Querschnittsform der
Rovingstrange sowie einen sinusformigen Verlauf der ondulierten Rovingstréange voraus. Die vor-
ausgesetzte Geometrie verursacht drei strukturmechanisch unterschiedliche Bereiche im repri-
sentativen Element. Dies sind im Einzelnen die sich senkrecht kreuzenden und ondulierenden
Kettstrang und Schussstrang mit vorausgesetzter unidirektionaler Faserverstirkung und Berei-
che reiner Matrix ohne Faserverstarkung. Zur Verifizierung sind mehrere geometrische Parameter
mit dem Modell analysiert worden. Die Ergebnisse der Steifigkeiten und Festigkeiten des analy-
tischen Modells stimmen dabei gut mit experimentellen Ergebnissen iiberein. Zusétzlich ist der
Einfluss von Lunkern auf die Steifigkeit und Festigkeit parametrisch untersucht worden.

LE PAGE et al. 2004 [83] stellen zweidimensionale FE-Berechnungen unter der Voraussetzung
eines ebenen Verzerrungszustandes vor, um im mesomechanischen Mafistab unterschiedliche lo-
kale Geometrien in gewebeverstirkten Einzellagen beziiglich der Schadensausbreitung abhéngig
von der Anzahl der Einzellagen zu untersuchen. Dabei ist die globale Steifigkeit relativ insen-
sitiv auf die Variation solcher lokaler Geometrien. Im Gegensatz dazu beeinflusst der Ort eines
Risses die Freisetzungsrate der Verzerrungsenergie in Zusammenhang mit der Form des Ris-
ses stark. Es werden Lagenaufbauten aus leinwandgewebeverstirkten Einzellagen in der sog.
Jn-phase“-Anordnung und in der sog. ,out-of-phase“-Anordnung parametrisch untersucht. Die
mesomechanische Geometrie setzt wieder vereinfachend eine elliptische Querschnittsform sowie
einen sinusférmigen Verlauf der ondulierten Rovingstringe voraus, sodass sich drei struktur-
mechanisch unterschiedliche Bereiche im représentativen Element ergeben (unidirektional ver-
starkter Kettstrang und Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstarkung). Vor diesem
Hintergrund werden die parametrischen Berechnungen durchgefiihrt.

SzZABLEWSKI 2009 [153] behandelt reprasentative Sequenzen in leinwandgewebeverstiarkten Ein-
zellagen unter der vereinfachenden geometrischen Voraussetzung einer sinusférmigen Ondulation
der Rovingstrange im mesomechanischen Mafsstab. Das Modell ermdéglicht die Ermittlung re-
levanter geometrischer Parameter im mesomechanischen Mafstab, sodass die mesomechanische
Geometrie des textilen Halbzeugs geometrisch eindeutig definiert ist. Die mesomechanische Geo-
metrie setzt eine ellipsenéhnliche Querschnittsform sowie einen (quasi-)sinusférmigen Verlauf der
ondulierten Rovingstriange voraus. Es ergeben sich jedoch auch hier die drei strukturmechanisch
unterschiedliche Bereiche im reprisentativen Element (unidirektional verstirkter Kettstrang und
Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstirkung). Im weiteren Verlauf wird mit der Un-
tersuchung einer reprisentativen Sequenz auf die Festigkeitsanalyse eingegangen. Abschliefend
wird die Adaptierbarkeit der vorausgesetzten mesomechanischen Geometrie auf andere Gewebe-
konstruktionen genannt.

TaBIEl und Y1 2002 [I56] stellen Methoden zur Ermittlung der strukturmechanischen Werk-
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stoffkennwerte von Laminaten aus leinwandgewebeverstirkten Einzellagen gegeniiber. Im Detail
handelt es sich dabei um die Methode der représentativen Volumenelemente (RVE), die Vier-
Zellen-Methode und die Methode mit dreidimensionalen FE-Berechnungen. Als weitere Methode
wird eine vereinfachte Version der Methode der Einzelzellen fiir gewebeverstirkte Lagenauf-
bauten eingefiihrt. Sie unterscheiden sich im Wesentlichen in der getroffenen vereinfachenden
Voraussetzungen der mesomechanischen Geometrie einer leinwandgewebeverstirkten Einzellage.
Wihrend die Methode der reprisentativen Elemente eine kontinuierliche, stetige Anderung der
Vorzugsrichtung und einen elliptischen Querschnitt der unidirektional verstdrkten Rovings vor-
aussetzt, wird beim Vier-Zellen-Modell ein bereichsweise linearer, und damit unstetiger, Verlauf
der Vorzugsrichtung und ein rechteckférmiger Querschnitt der unidirektional verstdrkten Ro-
vings vorausgesetzt. Zusdtzlich wird auf die numerische Effizienz und damit die Anwendbarkeit
der einzelnen Methoden fiir lokale bzw. globale FE-Berechnungen von gewebeverstirkten Einzel-
lagen eingegangen. Fiir die vorgestellten Methoden werden Ergebnisse numerischer Berechnungen
der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte gegeniibergestellt. Die eingefiihrte Methode der
Einzelzellen zeigt dabei gute Ubereinstimmung mit den anderen angewendeten Methoden.

WIELAGE et al. 2005 [168] betonen die Relevanz der detaillierten strukturmechanischen Beschrei-
bung von Laminaten aus gewebeverstarkten Einzellagen, wihrend zur Berechnung von Lamina-
ten aus unidirektional verstirkten Einzellagen eine Vielzahl analytischer und numerischer Metho-
den existiert. Die gewebeverstirkten Einzellagen werden aus unidirektional verstiarkten Rovings
vorausgesetzt. Zur mechanischen Beschreibung wird die Methode der représentativen Volumen-
elemente verwendet, und damit eine vollstindige Ondulation im mesomechanischen Mafstab
modelliert. Die drei untersuchten Gewebekonstruktionen sind im Einzelnen ein Leinwandgewe-
be, ein Kopergewebe 2/2 und ein Atlasgewebe 1/4. Die mesomechanische Geometrie setzt eine
elliptische Querschnittsform sowie einen sinusférmigen, und damit kontinuierlichen, stetigen,
Verlauf der ondulierten Rovingstringe voraus, sodass sich auch hier die drei strukturmecha-
nisch unterschiedliche Bereiche im reprisentativen Element ergeben (unidirektional verstérkter
Kettstrang und Schussstrang sowie reine Matrix ohne Faserverstidrkung). Dabei werden die unab-
héngigen strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der lokal transversalisotropen impréagnierten
Rovingstriangen mit bekannten Homogenisierungsansitzen, basierend auf den Einzelkomponen-
ten Verstirkungsfaser und polymerer Matrixwerkstoff, berechnet. Im weiteren Verlauf werden
die strukturmechanischen Steifigkeiten (Léngs-, Quer- und Schubsteifigkeiten) und die thermi-
schen Ausdehnungskoeffizienten fiir die einzelnen Gewebekonstruktionen mit FE-Berechnungen
ermittelt und experimentell validiert. Zusétzlich wird im Fall des Atlasgewebes 1/4 der Einfluss
von Poren im Bereich der reinen Matrix ohne Faserverstiarkung beriicksichtigt.

MiTAL, MURTHY und CHAMIS 1996 [90] untersuchen die mesomechanischen Zusammenhénge in
leinwandgewebeverstarkten Einzellagen mit repréasentativen Volumenelementen. Die Ergebnisse
werden analytisch beschrieben und numerisch verifiziert. Der Verlauf der ondulierten unidirektio-
nal verstirkten Rovingstringe wird mit sinusférmigen Ubergéingen in Bereichen der Umlenkung
beschrieben, die die linearen Bereiche der ondulierten Rovings verbinden. Zur Vereinfachung
und zur Reduktion der Berechnungsdauer werden Symmetrieeigenschaften der reprisentativen
Sequenzen genutzt. Dabei wird mit analytischen Ansétzen das hygrothermale und das struktur-
mechanische Verhalten des représentativen Volumenelements beschrieben. Die Ergebnisse liefern
die vollstdndigen thermischen, hygroskopischen und strukturmechanischen Werkstoffkennwerte
der leinwandgewebeverstirkten Einzelschicht, und damit die notwendigen Eingabewerte fiir FE-
Berechnungen zur numerischen Auslegung von Strukturen. Das erlaubt schlieflich die makrome-
chanische Spannungsberechnung im Laminat sowie die mikroskopischen Spannungsanalyse der
Einzelkomponenten. Im Detail werden die analytischen Berechnungen u. a. zur Berechnung von
kohlenstofffaserverstiarktem Epoxidharz mit Leinwandgewebeverstirkung verwendet, wobei die
Ondulation der Rovingstringe als mesomechanische Geometrie sowie der Lagenaufbau beriick-
sichtigt werden. Die Ergebnisse der analytischen Berechnungen stimmen dabei sowohl mit denen
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der dreidimensionalen FE-Berechnungen als auch mit experimentell ermittelten Werkstoffkenn-
werten gut {iberein. Verglichen mit den dreidimensionalen FE-Berechnungen ist die vorgestellte
Methode jedoch v. a. wegen ihrer numerischen Effizienz empfehlenswert.

NAIK und SHEMBEKAR 1992 [126] stellen zweidimensionale Modelle zur linear-elastischen Analy-
se einer leinwandgewebeverstirkten Einzelschicht vor. Die Modelle beschreiben die mesomecha-
nische Geometrie durch die Beriicksichtigung der kontinuierlichen und stetigen Ondulation der
Rovingstringe (sowohl in Kett- als auch in Schussrichtung), eines moglichen Abstands zwischen
benachbarten Rovingstrangen, der eigentlichen Querschnittsform der Rovingstringe sowie einer
moglichen Unausgeglichenheit des Leinwandgewebes. Es werden Untersuchungen zu den Auswir-
kungen der Ondulation in gewebeverstirkten Einzellagen und der Dicke der Einzellage auf die
planaren strukturmechanischen Werkstoffkennwerte vorgestellt. Dabei ergibt sich eine wesentli-
che Diskrepanz zwischen eindimensionalen analytischen und numerischen Modellen und experi-
mentellen Ergebnissen. Aufgrund der ausreichenden Beriicksichtigung der Effekte der Ondulation
in zweidimensionalen analytischen und numerischen Modellen stimmen diese verhdltnisméfig gut
mit experimentellen Ergebnissen iiberein.

BALLHAUSE 2007 [6] beschreibt das strukturmechanische Verhalten von trockenen Geweben im
mesomechanischen Mafsstab unter ein- und zweiachsiger Belastung numerisch und experimen-
tell. Es wird ein Versagensmodell formuliert, das auf dem Anstieg der Kontaktkrafte und der
gleichzeitigen Reduktion der Intensitit der Ondulation an den Kreuzungspunkten von Kett- und
Schussstrangen bei zunehmender Belastung zuriickgefiihrt wird. Im Detail bewirkt eine geringe
positive Deformation eine Abflachung der ondulierten Rovings und damit eine Reduktion der Di-
cke. Bei weiterer positiver Deformation in ein oder zwei Dimensionen bewirkt das Abflachen der
belasteten Stringe jedoch sogar eine Anhebung der senkrecht dazu verlaufenden Stringe. Dieser
Mechanismus resultiert in einer Zunahme der Dicke der Gewebelage statt in einer Abnahme der
Dicke, die durch eine Kopplung analog zu Querverformungseffekten eigentlich erwartet wird.

BADEL, VIDAL-SALLE und BOISSE 2007 [5] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten
von trockenen Geweben unter Schubbelastung analytisch, numerisch und experimentell. Im De-
tail wird ein trockenes Leinwandgewebe in einen sog. Schubrahmen-Mechanismus (auch: Picture-
Frame-Mechanismus oder Viergelenk-Rahmen) eingespannt, iiber den durch Ziehen an gegen-
iiberliegenden Gelenken die Schubbelastung eingeleitet wird. Bei ansteigender Belastung nehmen
die Schubverzerrungen zu. Zwischen dem sich einstellenden Winkel des Schubrahmens und der
resultierenden Orientierung der Rovingstringe im Gewebe ergeben sich Nichtlinearitdten. Bei
ausreichend grofer Schubverformung bertihren sich die Aufenkanten der urspriinglich senkrecht
zueinander verlaufenden Kett- und Schussstringe. Bei weiterer Zunahme der Schubverformung
bewirkt dies eine Zunahme der Dicke und schlieflich ein beuldhnliches Stabilitdtsversagen des
urspriinglich ebenen Gewebes.

H1iveT und Boisse 2008 [62] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten von trockenen
Geweben unter zweiachsiger Zugbelastung analytisch, numerisch und experimentell. Dabei ergibt
sich eine starke Nichtlinearitit, v. a. bei noch geringen Belastungsniveaus. Diese fiihrt, analog zu
den in [6] berichteten Effekten, zunéchst zu einer Reduktion der Dicke, und bei weiterer positiver
Deformation jedoch sogar zu einer Zunahme der Dicke der trockenen Gewebelage.

HIVET und DUONG 2010 [61] untersuchen das mesomechanische Materialverhalten von trockenen
Geweben sowohl unter Schubbelastung, analog zu [5] und [6], als auch unter zweiachsiger Zugbe-
lastung, analog zu [62], analytisch, numerisch und experimentell. Im Detail werden zwei trockene
Leinwandgewebe untersucht. Die Schubbelastung wird mit einem Schubrahmen-Mechanismus
und die zweiachsige Zugbelastung wird mit einer biaxialen Zugpriifmaschine aufgebracht. In bei-
den Fillen ergeben sich bei ansteigender Belastung und damit ansteigenden Verzerrungsraten
die zuvor beschriebenen Nichtlinearitéaten.

EL MAHI et al. 2008 [36] geben eine analytische Beschreibung von Démpfungsmechanismen in
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gewebeverstirkten Finzellagen und fithren entsprechende FE-Berechnung durch, die auch im Ex-
periment validiert werden. Die numerischen Berechnungen basieren dabei auf der Betrachtung der
Verzerrungsenergie unter der Voraussetzung des ebenen Spannungszustandes und beschrinken
sich aufgrund der vereinfachenden Voraussetzungen auf unidirektional und orthotrop verstérkte
Laminate. Im Detail werden ein UD-Gelege, ein UD-Gewebe (stark unausgeglichen mit Vorzug
in 0°-Richtung), ein Leinwandgewebe und ein Koépergewebe (jeweils in in Kettrichtung) aus Glas-
fasern untersucht. Die Validierung der untersuchten Dampfungsmechanismen erfolgt mit flachen
stabformigen Probekérpern. Diese werden aus Priifplatten aus glasfaserverstiarktem Epoxidharz
ausgeschnitten und pripariert. Sie werden eingeitig fest eingespannt, mit mechanischem Impuls
angeregt, und beriihrungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer vermessen. Zur Variation der
untersuchten Eigenfrequenzen werden die Auskraglingen bei unterschiedlichen Querschnittsab-
messungen definiert variiert. Die Sensitivitit der Ergebnisse auf unterschiedliche experimentelle
Parameter sowie die Reproduzierbarkeit der Versuchsdurchfiihrung ist nachgewiesen worden.
Dabei wurde sogar der Einfluss der aerodynamischen Ddmpfung aufgrund von Luftreibung bzw.
viskoser Luftddmpfung und Trigheitseffekten beriicksichtigt. Es zeigt sich jedoch, dass der Ein-
fluss lediglich fiir grofse Schwingungsamplituden grof ist, und bei kleinen Schwingungsamplituden
vernachléssigt werden kann. Bei gleichen Vorzugsrichtungen (0°-unidirektional verstérkt bzw. in
Kettrichtung verstérkt) unterscheiden sich die Materialddampfungen der Probekérper mit den
unterschiedlichen textilen Halbzeugen signifikant voneinander. Die Ergebnisse sind jeweils fiir
die ersten drei Eigenfrequenzen von ca. 50 Hz, 300 Hz und 600 Hz dargestellt. Das UD-Gelege
und das UD-Gewebe weisen deutlich geringere Dampfungswerte auf als das Leinwand- und das
Kopergewebe. Im Detail weist das UD-Gelege die niedrigste Ddmpfung auf. Das Leinwandgewebe
weist dagegen die héchste Dampfung auf, wihrend das Képergewebe lediglich eine geringfiigig
niedrigere Dadmpfung aufweist.

GuAN 1997 [55] fithrt FE-Berechnungen zur Untersuchung der viskoelastischen Dampfung in
faserverstirkten Kunststoffen mit Gewebeverstirkung durch. Dabei steht die Modellierung ei-
nes reprasentativen Volumenelements fiir einen glasfaserverstarkten Duroplast (Matrixsystem:
Vinylester) mit Leinwandgewebeverstiarkung im Mittelpunkt der Berechnungen. Experimentell
werden Schliffe erstellt und mikroskopiert, um die mesomechanische Geometrie zu bestimmen.
Zur Validierung der FE-Berechnungen werden impulserregte frei abklingende Schwingungen von
flachen stabférmigen Probekorpern vermessen. Die Ergebnisse korrelieren mit zwei analytischen
Modellen. Die Sensitivitat des analytischen Modells auf Faservolumengehalt und Lénge der On-
dulation durch die Gewebeverstiarkung wird untersucht, mit dem Ziel die Werkstoffddmpfung in
faserverstiarkten Kunststoffen zu optimieren. Beziiglich der Geometrie der Ondulation wird eine
weitere Sensitivitdtsanalyse beziiglich der Liange der Ondulation im FE-Modell durchgefiihrt.
Die Ergebnisse zeigen jedoch, dass die Materialddmpfung, zumindest fiir den gewédhlten Bereich
der Parametervariation der Lange, relativ insensitiv auf eine Variation dieses geometrischen Pa-
rameters reagiert.

NAKANISHI et al. 2007 [127] untersuchen Dampfungseigenschaften von faserverstarkten Kunst-
stoffen mit gewebeverstirkten Einzellagen. Im vorliegenden Fall stehen Leinwandgewebe aus
Glasfasern mit Vinylestermatrix im Vordergrund. Dafiir werden FE-Berechnungen durchgefiihrt,
die mit experimentellen Ergebnissen validiert werden. Die FE-Berechnungen sind mit dreidimen-
sionalen, heterogenen Elementen, sog. reprisentativen Volumenelementen, durchgefiihrt worden.
Dabei werden die imprégnierten Rovingstrange der Verstirkungsfasern als unidirektional ver-
starkt, und damit makroskopisch transversalisotrop vorausgesetzt. Dabei folgen die Materialei-
genschaften der Kontur der Ondulation. Die umgebende unverstirkte Matrix wird als makrosko-
pisch isotrop vorausgesetzt. Die mechanischen Werkstoffkennwerte der unidirektional verstirk-
ten Bereiche der Kett- und Schussfiden werden mithilfe von Mischungsregeln berechnet. Der
dafiir zugrunde gelegte Faservolumengehalt ist nach Auswertung von Schliffbildern der Probe-
kérper unter einem Lasermikroskop und der digitalen Nachbearbeitung ermittelt worden. Die
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experimentellen Ergebnisse zeigen die héchsten dynamischen Steifigkeiten fiir Orientierung der
Gewebeverstiarkung in 0°- bzw. 90°-Richtung, wahren die Orientierung +45° die geringsten Wer-
te dafiir liefert. Die ermittelte Materialddmpfung verhilt sich dazu entgegengesetzt. Sie weist
die geringsten Werte in 0°- bzw. 90°-Richtung auf, wihren die Orientierung £45° die hochsten
Werte liefert. Die Ergebnisse der Simulation folgen den angegebenen experimentell ermittelten
strukturdynamischen Eigenschaften beziiglich der Eigenfrequenzen und zugehdrigen Material-
ddmpfung.

KREIKMEIER et al. 2011 |79] fiihren analytische und numerische Untersuchungen von kohlen-
stofffaserverstiarktem Kunststoff mit herstellungsbedingten Fehlstellen durch. Als herstellungs-
bedingte Fehlstellen werden im Detail Faserwelligkeit und Porositaten behandelt. Im Detail wird
die sogenannte Faserwelligkeit in Lingsrichtung in der Ebene als herstellungsbedingte Fehlstel-
le betrachtet. Hintergrund ist die zunehmende Anwendung des Injektionsverfahrens statt des
Heifluftautoklavverfahrens aus Zeit- und Kostenvorteilen. Im Gegensatz zur Kompaktierung der
Einzellagen und damit des gesamten Laminats durch den applizierten Druck im Heifluftauto-
klavverfahren kann es beim Injektionsverfahren zu einem Verschieben der Einzellagen kommen.
Damit wiirde die erreichte Faserorientierung von der gewiinschten abweichen. Schliffbilder {iber
die Dicke eines Laminats zeigen, dass diese Welligkeiten in Dickenrichtung des Laminats auftre-
ten. Dabei befinden sich die Einzellagen grofer Welligkeiten im Inneren des Laminats, wihrend
aufken die Faserwelligkeiten deutlich geringer, und teilweise sogar nicht erkennbar, sind. Dieser
Effekt wird auf den Einfluss der Form auf die Randlagen zuriickgefiihrt. Der Einfluss der durch
die Injektion als Herstellungsverfahren bedingten Faserwelligkeiten in Dickenrichtung auf die
Steifigkeiten und Festigkeiten wird analytisch und mit FE-Berechnungen, basierend auf einem re-
présentativen Volumenelement, untersucht. Der Verlauf einer gleichméftigen Faserwelligkeit wird
dabei vereinfachend sinusformig vorausgesetzt. In den Ausfithrungen zu den FE-Berechnungen
wird erstmals der Begriff des ,Welligkeitsverhiltnis® verwendet. Es wird als Verhiltnis der Am-
plitude A zur Lénge der Welligkeit L mit % angegeben. Das Welligkeitsverhéltnis ist von < 0,1
bis 0,2 variiert worden. Fiir den betrachteten Maximalwert % = 0,2 werden die relativen Ver-
dnderungen der (quasi-)statischen strukturmechanischen Steifigkeiten im Verhiltnis zum ideal
0°-unidirektional verstirkten Material angegeben. Wéhrend die Steifigkeit in Léngsrichtung zu-
nimmt, nehmen die Steifigkeiten senkrecht dazu sowie alle drei Schubmoduln ebenfalls zu. Damit
bewirkt ein steigendes Welligkeitsverhéltnis sowohl eine Versteifung in Langsrichtung als auch
in Dickenrichtung.

GUAN und GIBSON 2001 [56] fiihren analytische, numerische und experimentelle Untersuchun-
gen zur Beschreibung der strukturdynamischen Dampfungsmechanismen auf mesomechanischer
Ebene durch. Der analytische Ansatz und die numerischen FE-Berechnungen basieren auf der
Geometrie eines Leinwandgewebes, wobei jeweils ein reprisentatives Element behandelt wird. Mit
der Methode der Verzerrungsenergie werden die einzelnen Verlustfaktoren berechnet. Bei den ex-
perimentellen Untersuchungen wird ein mit Leinwandgewebe glasfaserverstirktes Vinylester im
Biegeschwingversuch mit der Methode der Impuls-Frequenzantwort untersucht. Das analytische
Modell basiert auf dem sog. Mosaik-Modell nach ISHIKAWA und CHou 1983 [67]. Es idealisiert
die Ondulation durch die Zusammensetzung von diskreten quaderférmigen Stiicken, die jeweils 0°
bzw. 90° unidirektional verstirkt sind, zu einem asymmetrischen Kreuzverbund. Das erlaubt die
Anwendung der klassischen Laminattheorie und des elastisch-viskoelastischen Korrespondenz-
prinzips. Im Gegensatz zum analytischen Mosaik-Modell, wird in den FE-Berechnungen eine
kontinuierliche Ondulation eines verhéltnisméfig groben Gewebes (Dick mit hoher Grammatur)
formuliert. Die Berechnung der Verlustfakoren als Maf der Werkstoffddmpfung wird nach UNGAR
und KERVIN 1962 [162] durchgefiihrt, die nachweisen, dass sich fiir beliebige Systeme linear vis-
koelastischer Elemente der Verlustfaktor des Systems als Verhiltnis der Summe der Produkte der
einzelnen Elementverlustfaktoren und der gesamten in den Elementen gespeicherte Verzerrungs-
energie ergibt. Die experimentellen Untersuchungen werden an frei abklingenden Transversal-
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schwingungen eines Kragbalkens durchgefiihrt. Die Anregung erfolgt in beiden Fillen mit einem
elektromagnetischen Impulshammer und die Messung der Transversalschwingungen mit einem
Wirbelstromsensor. Beziiglich des Verlustfaktors der Verstdrkungsfasern und des Faservolumen-
gehalts im Strang ist eine Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt worden. Mit kleiner werdendem Ver-
lustfaktor der Verstarkungsfasern nimmt der Verlustfaktor des Verbundes ab. Analog nimmt der
Verlustfaktor des Verbundes mit steigendem Faservolumengehalt im Strang ab. Eine Sensitivi-
tdtsanalyse der im FE-Modell ermittelten Verlustfaktoren beziiglich der Anzahl der Elemente im
FE-Modell zeigt, dass die Erh6hung der Anzahl der Elemente die Ergebnisse lediglich geringfiigig
beeinflusst. Abschlieend wird festgestellt, dass die Ergebnisse sowohl des analytischen Modells
als auch der FE-Berechnung verbessert werden konnen, indem ein geringerer Verlustfaktor der
Verstarkungsfasern und/oder ein erhthter Faservolumengehalt im Rovingstrang angenommen
wird. Trotzdem das analytische Modell mit der sehr starken Vereinfachung durch das quaderfor-
mige, diskret verstirkte Mosaik-Modell, keine kontinuierliche Ondulation beschreibt, weichen die
Ergebnisse nicht stark vom FE-Modell ab, das die Geometrie deutlich préziser und realitdtsndher
abbildet. Diese Erkenntnis wird auf die Figenschaft der Verzerrungsenergie zuriickgefiihrt, die
integriert fiir ein Volumen berechnet wird.

MATSUDA et al. 2007 [84] stellen FE-Berechnungen zum elastisch-viskoplastischen Verhalten von
glasfaserverstérkten Kunststoffen mit Leinwandgewebeverstirkung sowie deren Validierung im
Zugversuch vor. Es wird eine Fallunterscheidung beziiglich der Anordnung der Einzellagen zu-
einander durchgefithrt. Im Einzelnen sind dies die beiden Positionierungsfille ,in-phase” oder
wout-of-phase” von zwei aufeinanderfolgenden Einzellagen im Laminat, die auch in [56] erwéhnt,
jedoch nicht untersucht wird. Die Stringe sind als unidirektional verstéirkte, transversalisotrope,
Bereiche mit linear-elastischem Materialverhalten modelliert worden. Die umgebende Matrix ist
als isotrop und mit elastisch-viskoplastischem Materialverhalten modelliert worden. Die Berech-
nung der Materialeigenschaften der unidirektional faserverstérkten Stringe ist mit Homogeni-
sierungsansétzen erfolgt. Dafiir ist ein Faservolumengehalt von ¢f = 75 % angenommen worden.
Dieser ist aus der, in mikroskopischen Aufnahmen identifizierten, hexagonalen Packungsart der
Monofilamente ermittelt worden. Der verhiltnisméfbig hohe Faservolumengehalt ist bereits in ei-
ner vorangegangenen Arbeit von MATSUDA et al. 2002 [85] verwendet worden. Um die Ergebnisse
der FE-Berechnungen zu validieren, werden Probekorper aus glasfaserverstiarktem Epoxidharz
mit Leinwandgewebeverstarkung im Zugversuch untersucht. Dabei werden insgesamt vier unter-
schiedliche Lagenaufbauten untersucht, wobei der Winkel der Vorzugsrichtungen in 15°-Schritten
von 0° auf 45° variiert. Die globalen Dehnungen sind mit Dehnmessstreifen aufgenommen wor-
den. Die experimentell ermittelten mechanische Spannungs-Dehnungs-Verldufe werden denen aus
der FE-Analyse der beiden Positionierungsfiille gegeniibergestellt. Die 0°-, also kettrichtungsver-
starkten, Probekoérper zeigen annihernd linear-elastische Spannungs-Dehnungs-Verldufe. Diese
Linearitdt nimmt mit ansteigendem Winkel in 15°-Schritten von 15° auf 45° stark ab. Die sich
ergebenden nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Verldufe folgen aus dem zunehmenden Einfluss
der elastisch-viskoplastischen Epoxidharzmatrix. Die Ergebnisse der FE-Berechnungen stimmen
dabei sehr gut mit den experimentell ermittelten Ergebnissen {iberein. Die beiden Positionie-
rungsfille der FE-Analyse ,in-phase” und ,out-of-phase* unterscheiden sich im elastischen Be-
reich im Wesentlichen nicht. Erst im viskoplastischen Bereich liefert die ,in-phase“-Position ge-
ringfiigig grofere Spannungen als die ,,out-of-phase“-Position fiir die Orientierungen von 15° bis
45°. Lediglich fiir die 0°-Orientierung liefert die ,out-of-phase*-Position grofere Werte fiir die
Spannungen als die ,in-phase“-Position. Abhingig von den beiden Positionierungsfillen wird ein
entsprechender Homogenisierungsansatz angegeben.

BARBERO et al. 2006 [8] beschreiben ein FE-Modell zur Berechnung von Laminaten aus lein-
wandgewebeverstirkten Einzellagen. Zur Validierung sind die experimentellen Ergebnisse im
Wesentlichen aus drei Literaturstellen verwendet worden. Diese enthalten Betrachtungen von
gewebeverstdrkten Einzellagen sowie die Unterscheidung der Positionierungsfille ,in-phase® bzw.
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siso-phase” und ,out-of-phase®, analog zu [84]. Im Stand der Technik wird der existierende An-
satz sinusférmiger Ondulationen mit sinusférmigen oder elliptischen Querschnitten der einzelnen
Striange nach CHOU und ITO 1998 [27] erwdhnt. Zusétzlich wird das Mosaik-Modell nach IsHI-
KAWA und CHOU 1983 [67] vorgestellt. Im Gegensatz zu geschlossenen analytischen Modellen, die
vereinfachte Spannungs-Dehnungs-Zusammenhinge liefern, liefern numerische Modelle weitaus
detailliertere Spannungs-Dehnungs-Zusammenhinge. Es wird bemerkt, dass die Gewebeondula-
tion die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der Steifigkeit und der Festigkeit i.a. stets
reduzieren. Die in der Arbeit modellierten représentativen Elemente basiert auf mikroskopierten
Schliffbildaufnahmen. Die Auswertung der Aufnahmen liefert im Wesentlichen einen sinusférmi-
gen Verlauf der Mittellinien der Stringe sowie sinusférmige Querschnitte der einzelnen Strange.
Die Strange werden als transversalisotrope Materialien modelliert. Dabei ist es wichtig, dass
die Elementkoordinatensysteme der Kontur der Verldufe der einzelnen Stringe folgen, um die
Materialeigenschaften gerichtet zuzuordnen. Im Bezug auf die Faservolumengehalte wird auf die
faserverstirkten Bereiche der Stringe und die unverstirkten Bereiche des umgebenden Matrix-
systems eingegangen. Dabei ist die Kenntnis des Faservolumengehalts in den faserverstirkten
Striangen fiir eine Berechnung der strukturmechanischen Materialkennwerte mit mikromechani-
schen Homogenisierungsansétzen relevant, wobei dieser nicht direkt experimentell bestimmbar
ist. Die experimentelle Ermittlung des Faservolumengehalts liefert ndmlich den Faservolumenge-
halt des gesamten RVEs als globalen Faservolumengehalt. Deshalb wird der Faservolumengehalt
in den faserverstirkten Strangen {iber das Verhéltnis der faserverstérkten Bereiche bzw. Volumen
zum gesamten Bereich bzw. Volumen berechnet. In der Arbeit wird dies als ,Volumenkorrektur
bezeichnet. Daraus folgt, dass in Laminaten mit Gewebeverstirkung beliebiger Art der Faservo-
lumengehalt in den Rovingstrdngen stets hoher als der experimentell ermittelte Wert ist. Nicht
von den Rovingstrangen ausgefiillte Bereiche sind idealerweise vollstdndig mit Reinharz gefiillt.
Mit der vorgestellten Methode ldsst sich dieser Zusammenhang jedoch eindeutig beriicksichtigen.

Das Review von ANSAR, XINWEI und CHOUWET 2011 [4] behandelt im Wesentlichen dreidimen-
sional verstarkte Composites. Ausgewihlte Abschnitte sind jedoch auch fiir die Modellierung von
Geweben als zweidimensionale textile Halbzeuge relevant, da darin im Speziellen mesomechani-
sche Zusammenhénge beschrieben werden. Fiir geometrische Parameter der Einzelstrange gibt
WU 2009 [I70] eine tabellarische Ubersicht. Dabei sind die zur eindeutigen geometrischen Be-
schreibung des textilen Halbzeugs relevanten Parameter die Querschnittsform, der Verlauf und
der Ort der Einzelstringe im textilen Halbzeug. Basierend auf der physikalischen Dichte des Ma-
terials der Monofilamente ergibt sich die lineare Dichte eines Rovingstrangs. Die Dicke und die
Breite eines Rovingstrangs konnen experimentell ermittelt werden. Zusétzlich sind die Volumen-
verhéltnisse der einzelnen Strénge, der lokale bzw. globale Faservolumengehalt und die Dicke des
textilen Halbzeugs charakteristische Parameter. Zusammen mit der Anzahl der nicht ondulier-
ten Strdnge in einer Einzellage und die Anzahl der Kett- bzw. Schussstrange pro Léngeneinheit
in einer Einzellage ist die eindeutige Charakterisierung gewebeverstirkter Einzellagen mdoglich.
Mit den zuvor genannten Parametern ergeben sich der globale Volumengehalt der Verstarkung,
das Flichengewicht bzw. die Grammatur und die Verhiltnisse der Volumen der sich kreuzenden
Strénge zueinander. Im weiteren Verlauf wird auf unterschiedliche Querschnittsformen der Ro-
vingstringe eingegangen. In unterschiedlichen Arbeiten werden diese vereinfachend als ellipsen-
formig, linsenformig, rechteckformig, kreisrunde oder ,rennstrecken“-formig (d.h. zwei parallele
Geraden mit Halbkreisen verbunden) vorausgesetzt. Mit der Kenntnis der Querschnittform und
den charakteristischen geometrischen Abmessungen kann entsprechend der Faservolumengehalt
berechnet werden. Bei der mikromechanischen Betrachtung mehrerer Monofilamente in umge-
bender Matrix geschieht dies iiber das Verhiltnis der Querschnittsflichen. In BUCHANAN et al.
2009 [19] wird in diesem Zusammenhang auf die maximal erreichbaren Faservolumengehalte un-
ter der Voraussetzung von Verstirkungsfasern mit kreisrundem Querschnitt eingegangen. Dabei
existieren im Wesentlichen zwei unterschiedliche Packungsarten. Dies sind die quadratische und
die hexagonale Packungsart. Wenn die Packung maximal dicht ist, beriihren sich die Querschnitte
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der einzelnen Monofilamente, und es handelt sich entsprechend um die quadratisch dichteste bzw.
hexagonal dichteste Packung mit den jeweiligen maximalen Werten ¢fmax qap = 7 ~ 0,7854 ~
78,5 % bzw. ©fmax,hdP = QL\@ ~ 0,9069 ~ 90,7 %. Im weiteren Verlauf werden relevante Berech-
nungsgleichungen fiir geometrische und volumetrische Verhiltnisse zur Modellierung einzelner
Stringe angegeben. Abschliekend gibt eine tabellarische Gegeniiberstellung unterschiedlichen
mathematische Ansétze zur Form der Ondulationen bei Gewebeverstirkungen und der unter-
schiedlichen Querschnittsformen von Rovingstringen im Schliffbild wieder.

2.2 Abschlieffende Bemerkungen

Vor dem Hintergrund der recherchierten und zuvor dargestellten Arbeiten ergeben sich abschlie-
kende Bemerkungen. Die daraus gezogenen Folgerungen bilden die Grundlage fiir die, in der
vorliegenden Arbeit durchgefiithrten, Untersuchungen.

Mikromechanik, Packungsarten und Interphase

In [4] und [19] wird auf die maximal erreichbaren Faservolumengehalte unter der Vorausset-
zung von Verstirkungsfasern mit kreisrundem Querschnitt eingegangen. Dies sind die quadra-
tisch dichteste bzw. die hexagonal dichteste Packung mit den jeweiligen maximalen Werten
Pfmax,qdP = 5 ~ 0,7854 ~ 78,5% bzw. ©0fmaxndp = ﬁ ~ 0,9069 ~ 90,7 %. In [80] wird der
der Interphase auf die Dampfung in faserverstirkten Kunststoffen als signifikant identifiziert.
Zusétzlich wird darin und in [I60] der Einfluss der mikromechanischen Anordnung kreisrunder
Verstarkungsfasern auf die Werkstoffdampfung untersucht, die das Dampfungsverhalten ebenfalls
beeinflussen. Auf die Praktikabilitdt bzw. Realisierbarkeit, die mikromechanische Anordnung der
Verstarkungsfasern zu beeinflussen, wird jedoch in beiden Fillen nicht eingegangen. Fiir die vor-
liegende Arbeit wird deshalb, analog zu [165], eine gleichbleibende Qualitiat der Interphase sowie
die strukturelle Integritdt der Probekorper vorausgesetzt. Zusatzlich wird beziiglich der mikro-
mechanischen Packungsart vorausgesetzt, dass eine homogene Verteilung der Verstiarkungsfasern
vorliegt. Auch lokal tritt keine beiden dichtesten Packungsarten auf, sodass die strukturmechani-
schen Werkstoffkennwerte mit mikromechanischen Homogenisierungsansétzen berechnet werden
kénnen.

Mesomechanische Geometrie

In [56] wird das sog. Mosaik-Modell nach [67] beschrieben, das trotz unstetiger, nicht konti-
nuierlich modellierter Ondulation in Dickenrichtung gute Ubereinstimmung mit experimentell
ermittelten Démpfungskennwerten liefert. Dagegen wird in [79] die sogenannte Faserwelligkeit
in Léngsrichtung in der Ebene mit trigonometrischen Funktion realitdtsndher modelliert. Ob-
wohl dieser Ansatz nicht auf der Beschreibung einer Ondulation in gewebeverstirkten Eizellagen
basiert, kann er analog fiir eine solche verwendet werden. Im vorliegenden Fall werden die Abwei-
chungen in der Orientierung der Verstdrkungsfasern als herstellungsbedingte Fehler bezeichnet.
Dies ist fiir gewebeverstirkte Einzellagen so nicht zutreffend, da die Ondulation durch die Geome-
trie des zweidimensionalen textilen Halbzeugs bedingt ist. Im Gegensatz zu herstellungsbedingten
Fehlstellen sind Ondulationen Welligkeiten in Dickenrichtung zu betrachten, obwohl diese mit
dem gleichen Ansatz analytisch beschrieben werden koénnen, wie in OTTAWA et al. 2012 [129)],
analog zu MAZZEO, TENUTA et al. 2012 [86], TREVISO, MUMOLI et al. 2013 [159], VALENTINO
et al. 2013 [163] und VALENTINO et al. 2014 [164] sowie [44], dargestellt. Die betrachteten Faser-
welligkeiten unterscheiden sich jedoch von typischen Ondulationen in Geweben, da diese nicht
durch die Kreuzung von Kett- und Schussstrang entstehen. Geometrischen Abmessungen in der
mesomechanischen Betrachtungsebene, meist von Leinwandgeweben, sind als schematische Dar-
stellungen oder mikroskopierten Schliffbildern u. a. in [5], [6], [8], [56] und [I5I] dargestellt. Dabei
wird meist eine gewebeverstarkte Einzellage aus Leinwandgewebe mit [(0/90)], -Orientierung,
d.h. mit der Betrachtungsrichtung in Kettrichtung, behandelt. In allen Arbeiten werden dabei
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beziiglich der geometrischen Verhiltnisse und der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der
sich ergebenden unterschiedlichen Bereiche vereinfachende Voraussetzungen getroffen. Wéahrend
die Voraussetzungen beziiglich der mesomechanischen Geometrie sich teilweise unterscheiden,
entsprechen sich die Voraussetzungen beziiglich der strukturmechanischen Voraussetzungen. Die
ondulierten Stringe werden dabei stets als als ideal parallel unidirektional verstirkt vorausge-
setzt, umgeben von Bereichen mit Reinharz ohne Faserverstérkung. In einigen Arbeiten sind
neben den geometrischen Verhéltnissen zusétzlich die relevanten geometrischen Abmessungen
angegeben. Sie dienen der eindeutigen Beschreibung der Geometrie der Gewebeondulation sowie
zur Abschitzung der realistischen mesomechanischen Dimensionen. In keiner der Arbeiten, die
numerische FE-Berechnungen darstellen, wird jedoch auf die, fiir die Vernetzung problemati-
schen, Stellen in den Ecken der sinus- bzw. linsenférmigen Querschnitte eingegangen, die evtl.
Modifikationen bediirfen.

Grad der Ondulation

In [55] wird erstmals die Auswirkung der Variation des geometrischen Parameters der Linge
einer Ondulation in FE-Berechnungen betrachtet. In diesem Fall zeigen die Ergebnisse, dass die
Materialddmpfung relativ insensitiv auf die Variation der Linge reagiert. Der Bereich der Va-
riation ist jedoch absolut und relativ betrachtet verhiltnisméhig klein. In den FE-Berechnungen
von [79] wird erstmals der Begriff ,Welligkeitsverhéltnis“ verwendet. Es wird als Verhéltnis der
Amplitude A zur Liange der Welligkeit L mit % angegeben. Es wird jedoch kein Formelzeichen
dafiir eingefiihrt. Ebenso wird der Hintergrund fiir die Definition nicht erldutert. Es wird ange-
geben, dass in den FE-Berechnungen das Welligkeitsverh&ltnis von < 0,1 bis 0,2 variiert worden
ist. Dazu werden jedoch keine graphische Darstellungen der Ergebnisse geliefert. Die Ergebnisse
der (quasi-)statischen Berechnungen zeigen, dass fiir den betrachteten Maximalwert % = 0,2 die
Steifigkeit in Langsrichtung signifikant abnimmt. Dies ist evtl. auf die deutlich geringere Steifig-
keit der umgebenden Matrix, und damit auf den fehlenden Bettungseffekt durch senkrecht zur
Welligkeit verlaufende Schussfaden zuriickzufithren. Die Steifigkeiten senkrecht dazu sowie alle
drei Schubmoduln verhalten sich gegensitzlich, und steigen an. Die Ergebnisse werden mit einer
steigenden versteifenden Wirkung in Dickenrichtung mit steigendem Welligkeitsverhéltnis be-
griindet. Die Darstellung der FE-Berechnungen enthélt jedoch keine Bereiche von aufgebrachten
Verformungen oder aufgebrachten Dehnungen, in denen dieses Verhalten ermittelt worden ist.
Obwohl in [79] statt Gewebeondulationen die Faserwelligkeit in Léngsrichtung in der Ebene als
herstellungsbedingte Fehlstelle behandelt, sind die Uberlegungen modifiziert fiir die vorliegende
Arbeit anwendbar.

Mesomechanische Kinematik

Das Wirkenden eines strukturdynamischen Dampfungsmechanismus in gewebeverstirkten Kin-
zellagen von faserverstiarkten Kunststoffen wird in [39] explizit erwéhnt, nicht jedoch weiter be-
handelt. Obwohl darin ausschlieflichen Probekorpern mit Lagenaufbauten aus gewebeverstirkten
Einzellagen experimentell strukturdynamisch untersucht werden, wird jedoch auf mogliche Effek-
te, die in der mesomechanischen Betrachtungsebene wirken, und entsprechend als dampfungser-
hohende Materialkopplungen interpretiert werden kénnen, nicht weiter eingegangen. In [13] wird
beziiglich einer vermuteten ddmpfungserh6henden Wirkung in gewebeverstirkten Einzellagen
auf [I31] verwiesen, das mit dem sog. modifizierten Fabric Geometry Model (FGM) einen ersten
analytischen Ansatz dafiir liefert. In [36] wird die Materialddmpfung in faserverstarkten Kunst-
stoffen mit unterschiedlichen textilen Halbzeugen und gleichem Matrixsystem untersucht. Bei
gleicher Vorzugsrichtung unterscheiden sich die Werte der Materialddmpfungen dabei signifikant
voneinander. Das UD-Gelege und das UD-Gewebe weisen deutlich geringere Dampfungswerte auf
als das Leinwand- und das K&pergewebe. Dies wird mit energiedissipierenden Reibungseffekten
bzw. Relativbewegungen zwischen den Kett- und Schussstrangen begriindet. Da bei sorgfiltig
hergestellten Materialien und ungeschidigten Probekorpern jedoch von einer ausreichend guten
Trankung des Gewebes, und damit einer ausreichend hohen Faser-Matrix-Haftung, ausgegan-
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gen werden kann, ist diese Beobachtung ein Nachweis fiir zusétzlich dissipierte Energie bei frei
abklingenden Schwingungen, auf dem dam wiederholte Wirken einer mesomechanischen Kine-
matik aufgrund von geometrischen Parametern der Ondulation in gewebeverstirkten FEinzellagen
basiert. Einfache analytische Ansétze mit der Methode der Untersuchung der Verzerrungsener-
gie unter der vereinfachenden Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes geniigen nicht
mehr zur Beschreibung dieses eigentlich dreidimensional wirkenden Effekts. Deshalb ist dieser
Aspekt in numerischen Untersuchungen mit FE-Berechnungen in OTTAWA et al. 2012 [129], ana-
log zu MAZZEO, TENUTA et al. 2012 [86], TREVISO, MUMOLI et al. 2013 [159], VALENTINO et
al. 2013 [I63] und VALENTINO et al. 2014 [164] sowie [44], betrachtet worden. Darin wird das
mesomechanische Wirkprinzip vorgestellt und anhand einer reprasentativen Sequenz eines Lein-
wandgewebes identifiziert. Dabei sind die strukturmechanischen Materialeigenschaften und die
Randbedingungen parametrisch variiert worden. In der Auswertung der numerischen Ergebnis-
se der FE-Berechnungen wird, basierend auf der resultierenden Reaktion des FE-Modells, der
elastische Anteil und der Anteil der mesomechanischen Kinematik aufgrund von geometrischen
Parametern separiert. Die Ergebnisse sind schliefslich grundlegend im Biegeschwingversuch mit
flachen stabférmigen Probekorpern aus basaltfaserverstiktem Epoxidharz mit 0°-unidirektionaler
Faserverstirkung und in Kettrichtung gewebeverstirkten Probekorpern validiert worden.

FE-Berechnungen

In [56] wird auf die FE-Modellierung einzelner Rovingstringe in reprisentativen Elementen
von gewebeverstirkten Einzellagen eingegangen. Sie werden als, mit Harz imprégnierten, Ro-
vingstréange betrachtet. In der Realitdt bestehen die Rovingstringe aus mehreren Tausend Mo-
nofilamenten. Zur vereinfachten Modellierung werden die impragnierten Rovingstringe als unidi-
rektional verstirkte Bereiche betrachtet, bei denen der Verlauf der Verstarkungsfasern, und damit
die Vorzugsrichtung, der Kontur der Ondulation folgen. In [84] wird auf die idealisierte Fallun-
terscheidung der Positionierung von zwei iibereinanderliegenden Gewebelagen eingegangen, und
die Problematik angesprochen, dass in FE-Berechnungen untersuchte reprisentative Elemente in
realen Laminaten in der idealisierten Form meist nicht vorliegen. Die beiden idealisierten Posi-
tionierungsfille sind die ,in-phase oder ,out-of-phase”. Im Fall ,in-phase“ kommen die Maxima
der Kettstringe der unteren Lage auf den Minima der Schussstringe der dariiberliegenden Lage
zu liegen und umgekehrt. Im Gegensatz dazu kommen im Fall ,out-of-phase* die Maxima der
Kettfadden der unteren Lage auf den Minima der Kettstringe der oberen Lage zu liegen. Ab-
héngig vom jeweiligen Positionierungsfall kann ein représentatives Volumenelement identifiziert
werden. Wihrend es im Positionierungsfall ,in-phase” dem klassischen RVE eines leinwandge-
webeverstirkten Kunststoffs entspricht, besteht ein RVE im Positionierungsfall ,out-of-phase®
aus zwei libereinander liegenden phasenverschobenen RVEs. In Realitdt wird jedoch keiner der
beiden idealisierten Positionierungsfille so auftreten. Aufgrund der Biegeschlaffheit der einzelnen
Strénge, der Schiebeweichheit des Gewebes und der Neigung der Strénge in Zwischenrdume zu
gleiten, kommen die ondulierten Stringe von Ober- bzw. Unterseite der aneinander grenzenden
Lagen in den Zwischenrdumen der unteren Lage zu liegen. Die in RVEs modellierte allseitig umge-
bende Matrix bildet sich in der Realitét so nicht aus. Dies wird durch Schliffbildaufnahmen von
Laminaten, die mit Geweben unterschiedlicher Verstarkungsfasern und evtl. unterschiedlicher
Gewebearten im Heifluftautoklavverfahren hergestellt worden sind, anschaulich nachgewiesen.

Globaler und lokaler Faservolumengehalt

In [84] wird fiir die imprégnierten Stringe eines reprisentativen Elements ein verhiltnismébig
hoher Faservolumengehalt von ¢f = 75% angenommen. Dieser Faservolumengehalt ist aus mi-
kroskopischen Aufnahmen, und der identifizierten hexagonalen Packungsart der Monofilamente,
ermittelt worden. Dieser verh&ltnismifig hohe Faservolumengehalt ist bereits in einer voran-
gegangenen Arbeit von MATSUDA et al. 2002 [85] verwendet worden. In [8] wird beziiglich
der unterschiedlichen Bereiche eines reprasentativen Elements auf die faserverstirkten Berei-
che der Strange und die unverstirkten Bereiche des umgebenden Matrixsystems eingegangen.
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Da die umgebende Matrix den Faservolumengehalt des gesamten repréisentativen Elements her-
absetzt, ergibt sich eine Fallunterscheidung zum lokalen Faservolumengehalt im imprignierten
Rovingstrang und zum globalen Faservolumengehalt des gesamten repriasentativen Elements. Der
lokale Faservolumengehalt in den faserverstirkten Stréngen fiir eine Berechnung der struktur-
mechanischen Materialkennwerte mit mikromechanischen Mischungsregeln relevant. Der lokale
Faservolumengehalt ist jedoch experimentell nicht direkt bestimmbar, da eine experimentelle Er-
mittlung des Faservolumengehalts stets den Faservolumengehalt des gesamten RVEs als globalen
Faservolumengehalt liefert. Deshalb wird in [§] die Berechnung des lokalen Faservolumengehalts
iiber die sog. ,Volumenkorrektur” berechnet, die auf dem Verhéltnis der faserverstirkten Bereiche
zum gesamten Bereich des reprisentativen Elements basiert. Da die beiden in [84] dargestellten
Positionierungsfille jedoch in der Realitét so nicht auftreten, und die mesomechanischen Berei-
che mit reiner Matrix deutlich kleiner sind, sind die Unterschiede zwischen globalen und lokalen
Faservolumengehalt deutlich geringer.

Biegeschwingversuch

In einer Vielzahl vorgestellter Arbeiten, wie beispielsweise [36], [55], [56], [77], [93], [127], [144],
[145], [147], [148], [I52] und [157], wird der Biegeschwingversuch mit flachen stabférmigen Pro-
bekdrpern als geeignete experimentelle Methode zur Bestimmung strukturdynamischer Materi-
alkennwerte genannt. Bei geringen Amplituden und damit niedrigen Spannungsniveaus entspre-
chen sich dabei die Hysteresisddmpfung und die viskose Dampfung. Der Biegeschwingversuch
eignet sich zudem besonders wegen des verhidltnismifig groken Bereichs mit linearem D&amp-
fungsverhalten, was die experimentelle Bestimmung der Werkstoffdimpfung zur Validierung von
Ergebnissen analytischer und/oder numerischer Untersuchungen erlaubt. Der Biegeschwingver-
such ist als experimentelle Methode zur Bestimmung strukturdynamischer Werkstoffkennwerte
zudem in der DIN EN ISO 6721 von 1996 [109] genormt, die die zuriickgezogene DIN 53440 von
1984 [99] ersetzt.

Parameter der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen

Beziiglich einer reprisentativen Auswertung miissen die Parameter der experimentellen struk-
turdynamischen Untersuchungen vergleichbar sein. In [I47)] und [148] wird auf die Sensitivitat der
Ergebnisse beziiglich der Amplitude und der Zeitdauer des Biegeschwingversuchs eingegangen.
Im Einzelnen sind die Versuche bei drei unterschiedlich starken Anregefrequenzen durchgefiihrt
worden. Bei ausgewihlten Anregefrequenzen sind zusétzlich die Auswertungen iiber eine kurze
und iiber eine lingere Zeitdauer (im Detail iiber 10 bzw. 50 Schwingungszyklen) erfolgt. Im Ge-
gensatz zu den ermittelten Steifigkeiten héngen die ermittelten Dadmpfungskennwerte stark von
der jeweiligen Frequenz und der Schwingungsamplitude ab. Dabei steigt mit zunehmender Am-
plitude der Schwingung die gemessene Werkstoffddmpfung. Der kurze Betrachtungszeitraum mit
10 Schwingungszyklen liefert tendenziell stets hthere Dampfungskennwerte als der ldngere Be-
trachtungszeitraum mit 50 Schwingungszyklen. Die Grinde hierfiir sind geometrische und/oder
physikalische Nichtlinearititen, die vermieden bzw. auf ein konstantes Minimum reduziert werden
miissen, sodass die ermittelten strukturdynamischen Werkstoffeigenschaften als linear viskoelas-
tisch betrachtet werden konnen.

Auswertung der Ergebnisse

Durch das Verwerfen von anfinglichen Bereichen der Messung wird sichergestellt, dass inhomo-
gene Anteile der Schwingung am Anfang nicht beriicksichtigt werden, und lediglich die harmoni-
schen Schwingungen im eingeschwungenen Zustand ausgewertet werden. Beziiglich der Auswer-
tung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen wird in [147] und [148] empfohlen
die Ddmpfung bei niedrigen Eigenfrequenzen durch das Abklingen der Schwingung im Zeitbe-
reich zu ermitteln, und lediglich bei hohen Eigenfrequenzen die Berechnung des Dampfungsmafes
iiber die Halbwertsbreite im Frequenzbereich durchzufiihren. Die Auswertung des dynamischen
Moduls E* mit Speicher- und Verlustmodul {iber die Eigenfrequenz und die Materialddmpfung
aus dem Messsignal im Zeitbereich mit der Kenntnis der physikalischen Werkstoffkennwerte Ma-
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terialdichte, Querschnittsabmessungen und Auskragliange wird in der vorliegenden Arbeit, wie in
MICKLITZ et al. 2014 [89], ROMANO et al. 2014 [140] und in ROMANO et al. 2014 [141] dargestellt,
und analog zu [144] und [145], angewendet.

Validierung

Von den zuvor dargestellten Arbeiten enthalten v.a. [36], [48], [55], [56], [72], [77], [127], [144],
[145], [152] und [165] numerische Untersuchungen mit der FE-Methode sowie deren Validierung
in experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, wihrend anderen Arbeiten entweder
ausschlieflich experimentelle, numerische oder analytische Ergebnisse enthalten. Wie in [26] dar-
gestellt, wirken in faserverstirkten Kunststoffen unterschiedliche Ddmpfungsmechanismen zeit-
gleich, und miteinander gekoppelt. Zur phinomenologischen Bestimmung der Materialdamp-
fung dient dabei die experimentelle strukturdynamische Untersuchung von flachen stabformigen
Probekérpern im Biegeschwingversuch. Eine detaillierte Differenzierung der unterschiedlichen
Déampfungsmechanismen, die zeitgleich und gekoppelt auftreten, ist dabei lediglich mit erh6h-
tem Aufwand mdoglich, und im Hinblick auf die vorliegende Arbeit auch nicht notwendig. Die
Methode der Vergleichsmessung geometrisch gleicher Probekdrper mit lediglich unterschiedlicher
Art der Faserverstiarkung (unidirektional verstarkt und gewebeverstérkt) unter zwei unterschied-
lichen konstanten Bedingungen (ndmlich unter der Voraussetzung konstanter geometrischer und
konstanter dynamischer Bedingungen) erlaubt nédmlich, die Parameter, die nicht der Art der Fa-
serverstirkung zuzuordnen sind, als konstant vorauszusetzen, und diese zu vernachlissigen bzw.
zu eliminieren. Die Vorgehensweise ist analog in MICKLITZ et al. 2014 [89], ROMANO et al. 2014
[140] und in ROMANO et al. 2014 [141] angewendet worden.

Reproduzierbarkeit und Sensitivitit

Im Hinblick auf die statistische Absicherung, die Reproduzierbarkeit und die Ermittlung der Sen-
sitivitdt der Ergebnisse auf unterschiedliche Parameter der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen sind u. a. in [36], [144], [145], [I47] und [148] relevante Aspekte enthalten, die in
der vorliegenden Arbeit beriicksichtigt werden. Der Nachweis der Reproduzierbarkeit, sowie eine
zugehorige Sensitivititsanalyse und Parameteridentifikation, der in der vorliegenden Arbeit in
Kapitel [10| dargestellten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen mit flachen stab-
formigen Probekorpern ist beziiglich relevanter Aspekte im Anhang ab Seite ausfiihrlich
beschrieben.



3 Ausgewahlte Aspekte zu faserverstarkten
Kunststoffen

Faserverstarkte Kunststoffe bestehen aus zwei oder mehr Einzelkomponenten. Diese sind im Ein-
zelnen die Verstirkungsfasern und das polymere Matrixsystem. Die mechanisch hochwertigen
Eigenschaften der Verstirkungsfasern beruhen auf dem Grofeneinfluss. Mit kleiner werdenden
Monofilamentdurchmessern sinkt aufgrund von statistischen Zusammenhéngen die Wahrschein-
lichkeit von Fehlstellen im Material. Die daraus resultierende Zunahme an Steifigkeit und Fes-
tigkeit ist dabei deutlich nichtlinear und iiberproportional. Polymere Matrixsysteme besitzen
meist vergleichsweise sehr geringe mechanische Werkstofftkennwerte. Die Kombination der bei-
den Einzelkomponenten liefert faserverstirkte Kunststoffe als Verbundmaterial. Aufgrund hoher
dichtesperzifischer mechanischer Werkstoffkennwerte besitzen faserverstirkte Kunststoffe Leicht-
baupotential. Dieses dufert sich v.a. in hohen dichtespezifischen Festigkeiten und hohen dich-
tespezifischen Steifigkeiten. Leichtbau mit faserverstirkten Kunststoffen ermoglicht damit die
Realisierung von Strukturen mit geringem Gewicht. Weitere Motive fiir den Einsatz von faser-
verstirkten Kunststoffen sind Anisotropie (d.h. richtungsabhéngige Eigenschaften einer Einzel-
schicht sowie definierte Belastungs-Verformungs-Reaktionen von Laminaten), und die Moglich-
keit der Realisierung von Integralbauweisen oder mechanisch hochwertige Eigenschaften im Zeit-
und Dauerfestigkeitsbereich [31].

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus EHRENSTEIN 2006 [29], EnrricH 2004 [30],
EHnrLICH 2012 [31], FLEMMING, ZIEGMANN und RoTH 1996 [41], FLEMMING, ZIEGMANN und
RotH 1999 [40], MicHAELI, HUYBRECHTS und WEGENER 1995 [88], MOSER 1992 [92], NEIT-
ZEL, MITSCHANG und BREUER 2014 [128], SCHURMANN 2005 [149] sowie WITTEN 2010 [169]
exzerpiert.

3.1 Verstarkungsfasern

Es gibt unterschiedliche Arten von Verstirkungsfasern. Darunter sind besonders Kohlenstoft-,
Glas- und Aramidfasern relevant, die in technischen Hochwertanwendungen Einsatz finden. Der
Hauptgrund dafiir ist, dass in den jeweiligen Fillen ausreichend konstante Materialeigenschaf-
ten garantiert werden kénnen. Dies wird durch die Riickverfolgbarkeit bzw. die Dokumentation
des Herstellungsprozesses sichergestellt. Namhafte Hersteller ermitteln im Zuge einer Qualitits-
kontrolle bzw. Materialcharakterisierung selbst oder an externen Instituten zusdtzlich Material-
kennwerte. Diese werden fiir die weitere Verwendung in Datenblittern angegeben. Im weiteren
Verlauf der Arbeit werden aufgrund ihrer technischen Relevanz exemplarisch Kohlenstofffasern
behandelt.

Kohlenstofffasern

Kohlenstofffasern sind organische Verstdrkungsfasern. Sie werden in einem mehrstufigen konti-
nuierlichen Prozess hauptsichlich aus Polyacrylnitril (PAN), oder alternativ Pech, hergestellt.
Dies geschieht durch Stabilisieren unter Temperaturlast in oxidativer Atmosphére und unter
Zugspannung und anschliefendes Carbonisieren unter Stickstoffatmosphére (Schutzgas) ohne
Zugspannung. Die folgende Graphitierung erfolgt wieder unter Temperaturlast in Schutzgasat-
mosphére und unter Zugspannung. Das Aufbringen eines Haftvermittlers zu Matrixsystemen, der
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als Schlichte bezeichnet wird, schlieft den Herstellungsprozess ab. Aufgrund des Herstellungs-
prozesses weisen Kohlenstofffasern in Lingsrichtung elektrochemisch starke kovalente Bindungen
auf. Im Gegensatz dazu weisen die Fasern in Querrichtung elektrochemisch schwache Wasserstoft-
briickenbindungen, auch VAN-DER-WAALS-Bindungen genannt, auf. Aufgrund der beschriebenen
chemischen Struktur besitzen Kohlenstofffasern selbst in Léngsrichtung stark gerichtete, trans-
versalisotrope Eigenschaften.

Im Folgenden werden die physikalischen und mechanischen Eigenschaften der hochfesten High-
Tenacity-Fasern (HT-Fasern) angefiihrt. Sie machen einen Grofsteil der verwendeten Kohlenstoft-
fasern aus und stellen daher den Standardtyp dar [I49]. Die physikalische Eigenschaft der Dichte
von Kohlenstofffasern betrégt of ~ 1,74-1,8 g/ cm®. Wesentliche strukturmechanischen Figen-
schaften von Kohlenstofffasern sind u. a. die Steifigkeiten, namentlich der Elastizitdtsmodul par-
allel zur Faserrichtung Ef; = 230 GPa und der Elastizitdtsmodul senkrecht dazu Efs = 28 GPa
sowie die Querverformung fiir Belastung in Faserldngsrichtung und Kontraktion in Faserquerrich-
tung vg 12 = 0,23. Zusétzlich zur mechanischen Anisotropie verhalten sich die thermischen Aus-
dehnungskoeffizienten charakteristisch und anisotrop. Wéhrend der thermische Ausdehnungsko-
effizient quer zur Faserrichtung positiv ist, age = 12,5-1076 1/°K ist er in Lingsrichtung negativ,
age = —0,455 - 1076 1/°K.

Der Durchmesser einzelner Faserfilamente betrdgt ca. 5-10 pum. Dabei wird die Feinheit der
Rovings nach der Anzahl der in einem Roving enthaltenen Filamente in 1000 in der Einheit k
angegeben. In den folgenden experimentellen Untersuchungen werden Rovings mit 6 k = 400 tex
und 12k = 800 tex verwendet. Dabei ist tex eine textile Einheit, die als lineare Dichte %

definiert ist. Die Filamentdurchmesser betragen ca. 7 pym.

3.2 Schlichte bzw. Finish und Interphase

Bei jeder der zuvor beschriebenen Arten von Verstirkungsfasern wird im letzten Prozessschritt
der Herstellung eine Beschichtung aufgebracht [149]. Diese Beschichtung ist individuell fiir die
jeweilige Art der Verstidrkungsfaser. Dabei unterscheidet sich deren Beschaffenheit zusitzlich
nach dem jeweiligen Anwendungsfall, beispielsweise nach dem vorgesehenen Matrixsystem.

Die Beschichtung erfiillt mehrere Funktionen. Grundlegende Funktionen sind der Schutz der
Verstarkungsfasern gegen Abrasion sowie die Beeinflussung der Trankbarkeit. Fiir die spéteren
mechanischen Eigenschaften eines Laminats ist jedoch die Funktion der Haftvermittlung zwi-
schen Fasern und Matrix wesentlich. Dabei ist eine hohe Faser-Matrix-Haftung anzustreben, um
einen mechanisch hochwertigen faserverstirkten Kunststoff zu erhalten. Im Allgemeinen wird
diese Beschichtung als Schlichte bezeichnet [149]. Teilweise wird je nach Funktion noch zwischen
Schlichte als Schutzbeschichtung und Finish als Haftvermittler differenziert [92]. Meist sind le-
diglich wenige Informationen iiber die chemische Formulierung der Schlichte bekannt. Fiir die
Verwendung von Verstirkungsfasern in einem faserverstarktem Kunststoff mit Epoxidharz als
duroplastisches Matrixsystem werden meist Schlichten auf der Basis von (Amino-)Silan einge-
setzt.

Im Herstellungsprozess bzw. wahrend der Aushértung reagiert der Haftvermittler mit der Ma-
trix, sodass die sog. Interphase entsteht. Thre Dicke betrdgt ungefihr 200 nm. Abhéngig vom
Monofilamentdurchmesser und dem Faservolumengehalt eines Laminats bestehen damit ca. 8 %
der Matrix aus der Grenzschicht [149]. Sie unterscheidet sich mechanisch und chemisch sowohl
vom Werkstoff der Verstirkungsfasern als auch vom Matrixsystem. Aus diesem Grund wird die
Interphase bzw. Grenzschicht auch als dritte Komponente in einem faserverstarkten Kunststoff,
neben den eigentlichen Einzelkomponenten Verstdrkungsfaser und Matrixwerkstoff, bezeichnet.
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3.3 Polymere Matrixsysteme

Die Aufgaben des Matrixwerkstoffes in faserverstérkten Kunststoffen sind charakteristisch. Es
werden Duroplaste im Allgemeinen und (warmaushértende) Epoxidharze im Speziellen als poly-
mere Matrixsysteme vorgestellt.

Aufgaben des Matrixwerkstoffes
Im Allgemeinen erfiillt der Matrixwerkstoff in einem faserverstirkten Kunststoff mehrere Auf-
gaben. Diese sind im Einzelnen [31], [92], [149]:

e Fixierung der Verstirkungsfasern in der gewiinschten geometrischen Anordnung,

e Ermdglichung der Einleitung von Kraften in die Verstarkungsfasern und damit der Kraftein-
leitung in die Struktur. Dies geschieht durch Verklebung der Verstirkungsfasern, und Uber-
tragung von Kriften zwischen den einzelnen Verstirkungsfasern im Wesentlichen durch
Schubspannungen.

e Aufnahme von mechanischen Belastungen, v.a. bei Beanspruchungen quer zur Faserrich-
tung sowie bei Schubbeanspruchungen,

e Schutz der Fasern gegen Ausknicken (Schubknicken) bei Druckbeanspruchung in Faser-
léngsrichtung,

e Schutz der Verstarkungsfasern gegen Umgebungseinfliisse (mechanischer Abrieb, chemisch
reaktive Substanzen oder energiereicher Strahlung) und

e Verklebung der Einzelschichten in einem (Mehr-)Schichtverbund als Laminat und Uber-
tragung von Kriften zwischen den Einzelschichten.

Duroplaste

Als polymere Matrixsysteme sind fiir die Herstellung mechanisch hochwertiger faserverstéirkter
Kunststoffe vor allem duroplastische Matrixsysteme relevant. Im Vergleich zu anderen poly-
meren Matrixsystemen, wie beispielsweise Thermoplasten oder Elastomeren, weisen Duroplaste
mechanisch hochwertige Werkstoffkennwerte auf. Sie vernetzen rdumlich engmaschig und unge-
ordnet (amorph) zu einem hochmolekularen Polymer. Dabei vernetzen die einzelnen Monomere
in engen Absténden mit elektrochemisch starken kovalenten Bindungen (Atombindungen). Diese
Vernetzung ist nicht reversibel.

Duroplastische Matrixsysteme bestehen meist aus mehreren Komponenten (Harz und Hérter
bei zweikomponentigen Systemen, Harz, Harter und Beschleuniger bei dreikomponentigen Sys-
temen), die vor der Verarbeitung angemischt werden. Durch eine chemische Reaktion entsteht
der feste Formstoff. Bis zum Beginn der Gelierung, d.h. bis zum Erreichen der Topfzeit bei
kaltaushirtenden Matrixsystemen bzw. bis zum Erreichen der Geliertemperatur bei warmaus-
hirtenden Matrixsystemen, ist ihre Verarbeitung verhiltnisméfig einfach, da sie im Allgemeinen
niedrigviskos sind bzw. durch geregelte Temperierung niedrig viskos gehalten werden koénnen.
Diese Eigenschaft ermdoglicht eine gute Benetzung und Imprégnierung der Verstarkungsfasern.

FEpozidharze

Epoxidharze (EP, engl.: epoxy resins) weisen selbst unter den unterschiedlichen Arten der Du-
roplaste mechanisch hochwertige Eigenschaften auf. Aus diesem Grund werden sie meist fiir
Hochleistungsverbundwerkstoffe eingesetzt [92]. Die Basis der meisten Epoxidharze Bisphenol.
Epoxidharze entstehen durch den chemischen Reaktionstyp der Polyaddition. Dabei werden gro-
fsere, stochiometrisch genau gemessene Mengen an eigenschaftsbestimmenden Reaktionsmitteln
angemischt [92]. Mit dem Anmischen der Einzelkomponenten wird der exotherme Prozess der
Hértung eingeleitet. Der Harteprozess ist im eigentlichen Sinne nicht aufzuhalten und irrever-
sibel. Bei der Polyaddition entstehen keine Nebenprodukte der Reaktion, sodass keine keine
fliichtigen Stoffe freigesetzt werden. Da die Gelierung erst zwischen 50 % bis 70 % Umsatz statt-
findet, tritt die Volumenschwindung aufgrund des chemischen Hértevorgangs iiberwiegend in
der fliissigen Phase ein. Daraus ergibt sich der Vorteil, dass die Schwindung gréfitenteils durch



28 3 Ausgewdhlte Aspekte zu faserverstirkten Kunststoffen

Nachflielen fliissigen Harzes kompensiert wird. Damit betrigt die Schwindung bei EP-Harzen le-
diglich 2% bis 5% [149]. Daraus resultierende Eigenspannungen aufgrund der Schwindung bzw.
Temperaturbelastung in der Faser-Matrix-Grenzfliche als Schubspannungen, wie beispielswei-
se in BODE 1996 [15] untersucht, sind, verglichen zu anderen Matrixsystemen, gering. Durch
die vergleichsweise gute Faser-Matrix-Haftung kénnen schlieklich Steifigkeiten bzw. Festigkeiten
des Werkstoffes besser ausgenutzt werden. Im Detail wird angestrebt, dass sich die Aushéirtung
mit einer wandernden Hartungsfront ausbildet [31], [I49]. Dies ist besonders fiir dickwandige
Strukturen relevant [32]. Beispielsweise wird bei einer Aushédrtung im Heifluftautoklavverfah-
ren angestrebt, das Laminat von unten beginnend auszuhirten. Dadurch wird ein Nachfliefsen
noch ausreichend niedrig viskosen Harzes von der harzreichen Auféenseite ermdéglicht. Zusétzlich
wird die Neigung zur Porenbildung bzw. zum Einschluss von Poren unter einer aushéirtenden
Harzfront verringert [149].

In der vorliegenden Arbeit wird ein dreikomponentiges anhydridisches Wickelharz als duroplas-
tisches Matrixsystem verwendet.

3.4 Textile Halbzeuge

Als ausgewdhlte Arten von textilen Halbzeugen werden Rovings und Gewebe detaillierter vorge-
stellt. Sie sind die relevanten textilen Halbzeuge fiir die durchgefiihrten experimentellen Unter-
suchungen.

Ausgewihlte trockene textile Halbzeuge

Als ausgewihlte trockene textile Halbzeuge wird kurz auf Rovings und Gewebe eingegangen.
Dabei sind Rovings eine (quasi-)endlose parallele Anordnung einzelner Monofilamente unter-
schiedlicher Stérke. Rovings werden deshalb als eindimensionale Halbzeuge bezeichnet. Gewebe
werden meist aus Rovings hergestellt. Dazu werden unterschiedliche Strénge meist in zueinander
senkrechter Orientierung miteinander verwoben. Gewebe werden deshalb als zweidimensionale
Halbzeuge bezeichnet.

Rovings

Als Rovings werden im Allgemeinen die Strénge der Verstarkungsfasern genannt. Rovings sind ei-
ne eindimensionale Faserverstdrkung und damit ein eindimensionales textiles Halbzeug. Rovings
liegen aufgespult auf Spulen mit Innen- oder Aufenabzug vor.

Die Rovingstrange werden dabei in Direktrovings und assemblierte Rovings unterschieden. Wéh-
rend Direktrovings direkt mit der endgiiltigen Anzahl an Monofilamenten aus der Schmelze ab-
gezogen werden, werden bei assemblierten Rovings mehrere Direktrovings ungedreht parallel
zusammengefiihrt und auf Spulen mit Aufenabzug aufgespult.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Direktrovings und assemblierten Rovings ist die Span-
nungsverteilung iiber den Querschnitt. Bei Direktrovings liegt durch den gleichzeitigen Herstel-
lungsprozess der einzelnen Monofilamente ohne weitere FEingriffe eine verhiltnisméfig homogene
Gleichverteilung der Spannungen vor. Die einzelnen Monofilamente sind gleich lang. Im Ge-
gensatz dazu entstehen durch den Prozess des Assemblierens mehrerer Direktrovings zu einem
assemblierten Roving prozessbedingt geringfiigig Durchhinge. Die Durchhénge resultieren aus
Langenunterschieden, die eine deutlich inhomogenere Verteilung der Spannungen iiber den Quer-
schnitt bedingen. Fiir eine mechanische Charakterisierung des Faserwerkstotffes sind aufgrund der
homogeneren Spannungsverteilung demnach Direktrovings wiinschenswert.

Aus Rovings als eindimensionale textile Halbzeuge kénnen in ausgewéhlten Verfahren unidi-
rektional verstirkte Einzelschichten (UD-ES) [31], [I49] oder auch parallelfaserverstarkte Einzel-
schicht (P-ES) [92] hergestellt werden. In einer unidirektional verstirkten Einzelschicht verlaufen
alle Verstidrkungsfasern bzw. Rovings idealisiert in eine Vorzugsrichtung und liegen ideal gestreckt
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vor [149]. In stark vereinfachenden analytischen und numerischen Modellen wird eine solche Ver-
starkung oft vorausgesetzt, da sie geschlossen l&sbar sind. Die vereinfachenden Voraussetzungen
einer idealen Orientierung der Vorzugsrichtung sowie eine homogene Spannungsverteilung iiber
den Querschnitt einer jeweiligen Einzelschicht bzw. iiber den Querschnitt aller Rovingstringe
trifft jedoch in der Realitét lediglich in erster Néherung zu.

Gewebe

Aus Rovings als eindimensionalem textilem Halbzeug kann durch die Weiterverarbeitung zu Ge-
weben ein zweidimensionales textiles Halbzeug mit einer zweidimensionalen Faserverstirkung
hergestellt werden. Beim Einsatz von zweidimensionalen (flachigen) Halbzeugen steht haupt-
séchlich die einfachere Handhabung sowie die zeit- und kostengiinstige Verarbeitbarkeit im Vor-
dergrund. Ein weiterer Grund hierfiir ist, dass lediglich mit ausgewdhlten Fertigungsverfahren
eine direkte Verarbeitung von Rovings zu mechanisch hochwertigen unidirektional verstérkten
Einzelschichten maglich ist [149].

Da Leichtbaukonstruktionen meist auf diinnwandigen flachigen Laminaten basieren, eignen sich
flachige, also zweidimensionale, textile Halbzeuge besonders [149]. Zum Grofteil handelt es sich
dabei um Gewebe unterschiedlicher Webart bzw. Konstruktion. Gewebe weisen rechtwinklig zu-
einander orientierte Faserrichtungen auf. Bedingt durch den Herstellungsprozess werden dabei
die Kett- und die Schussrichtung unterschieden. Die Kettfdden verlaufen in Langsrichtung und
werden im Herstellungsprozess einmalig eingezogen. Sie werden deshalb als Trager bezeichnet.
Im Gegensatz dazu werden die Schussfdden nacheinander von einer Webkante zur anderen iiber
die gesamte Webbreite hinweg durch die Kettfaden gezogen, sodass das Gewebe entsteht.

Im Gegensatz zu einer unidirektional verstdrkten Einzelschicht, weisen Gewebe auf mesomecha-
nischer Ebene sich periodisch wiederholende Umlenkungen bzw. Kriimmungen auf. Diese Umlen-
kungen resultieren aus der Verwebung von Kett- und Schussstrangen zu einem quasi formschliis-
sigen zweidimensionalen textilen Halbzeug. Sie werden als Kriimmungen [149] oder Ondulation
[151] und englisch ondulation oder undulation [127] bezeichnet. Ihre Auspriagung hingt von der
Webart und der Geometrie des Querschnitts der verwebten Rovings im Gewebe ab. Die Rovings
sind nicht ideal gestreckt und strenggenommen langer als die jeweilige theoretische Mittel- bzw.
Symmetrielinie der gewebeverstirkten Einzellage.

Es gibt unterschiedliche Webarten bzw. Gewebekonstruktionen. Diese unterscheiden sich im We-
sentlichen durch die Anzahl der Kettstriange, um die die Schussstriange onduliert werden. Wenn
die Schussstringe jeden Kettstrang ondulieren, liegt ein Leinwandgewebe mit geringer Flottie-
rung (geringe Abstinden zwischen den Kreuzungspunkten) vor. Wenn die Schussfiden jeden
zweiten bis vierten Kettstrang ondulieren, liegt ein Koépergewebe mit jeweils groferer Flottie-
rung (groferen Abstéinden zwischen den einzelnen Kreuzungspunkten) vor [149]. Auf Atlasge-
webe, Gelege oder Konstruktionen die auf nicht ausgeglichene Gewebe fithren, d.h. bei denen
Rovings mit unterschiedliche Querschnittsabmessungen o. &., wird nicht ndher eingegangen, da
sie fiir die durchgefiihrten experimentellen Untersuchungen nicht relevant sind.

In SCHURMANN 2005 [149] werden Faserkriimmungen in Geweben explizit als herstellungsbe-
dingte Stérungen bezeichnet. Deren Auswirkungen, die die mechanischen Werkstoffkennwerte
der Steifigkeit und Festigkeit i.a. reduzieren, konnen jedoch mit erweiterten Anséitzen auf me-
somechanischer Ebene beschrieben werden. Numerische Untersuchungen mit FE-Berechnungen
von représentativen Volumenelementen sowie deren Validierung im Zugversuch ist fiir basaltfa-
serverstirkte Kunststoffe in MAzzEO, TENUTA et al. 2012 [86], TREVISO, MUMOLI et al. 2013
[159], VALENTINO et al. 2013 [163] und VALENTINO et al. 2014 [164] nach [44], dargestellt worden.

Faser-Matrix-Halbzeuge als vorimprignierte textile Halbzeuge (Prepregs)

Als Faser-Matrix-Halbzeuge sind v.a. sog. Prepregs relevant. Dabei handelt es sich um vor-
impragnierte textile Halbzeuge. Der Name Prepreg ist zusammengesetzt aus der vollstdndigen
englischsprachigen Bezeichnung pre-impregnated fibre. Ausfiihrliche grundlegende technische Be-
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schreibungen mit fertigungstechnischen und mechanischen Aspekten finden sich in SCHOURMANN
2005 [149], FLEMMING, ZIEGMANN und ROTH 1996 [41] und WITTEN 2010 [169]. Die Verfah-
rensentwicklung fiir reproduzierbare und vergleichbare unidirektionale Prepregs stand zusétzlich
im Mittelpunkt der Arbeiten von EISENRIED et al. 2013 [33], EISENRIED 2014 [35] und ROMANO
et al. 2015 [136].

Die Entwicklung von Faser-Matrix-Halbzeugen verfolgt nach SCHURMANN 2005 [149] zwei we-
sentliche Ziele. Sie ermdoglichen die Rationalisierung des Herstellungsprozesses und damit eine
Senkung der Herstellungskosten. Zusdtzlich tragen sie erheblich zur Steigerung der Produkt-
qualitit bei. Dieser Aspekt ist besonders fiir mechanische Hochwertanwendungen relevant. Die
maschinelle Impréignierung ist dabei deutlich gleichméfiger, hochwertiger und reproduzierbarer
als beispielsweise Handlaminate. Ein eng tolerierbares Faser-Matrix-Verhéltnis bei der Herstel-
lung ermoglicht die reproduzierbare Erreichung technisch geeigneter Faservolumengehalte und
geringem Porenanteil bei verhéltnisméafig geringem Harzfluss wihrend des Aushéarteprozesses.

Prepregs liegen ein zweidimensionales Faserhalbzeug sowie ein polymerer Matrixwerkstoff zu-
grunde. Zum Erreichen mechanisch hochwertiger Steifigkeiten und Festigkeiten werden sog. End-
losfasern mit Léngen [ > 50 mm und Langen-Durchmesser-Verhéltnissen von é — oo verwendet.
Die maschinelle Imprégnierung kann dabei auf unterschiedliche Methoden erfolgen. Dabei sind
v.a. die Schmelzharzimpréignierung mit Harzfilm oder Tauchbad sowie die Lésungsmittelimpra-
gnierung zu nennen. Die maschinelle Impriagnierung ermdéglicht den Einsatz sog. zéhmodifizierter
Harze. Diese sind deutlich hoherviskos als fiir die manuelle Verarbeitung geeignete Laminier-
harze. Fiir den Schutz und das leichtere Handling von Prepregs werden beidseitig Schutzfolien
angebracht. Dies sorgt zusétzlich fiir eine hohe Arbeitshygiene. Technisch sehr relevante und
kommerziell verfiighare Prepregs sind {iblicherweise unidirektional oder gewebeverstirkt. Als
Matrixwerkstoff konnen sowohl duroplastische als auch thermoplastische Systeme verwendet wer-
den. Basierend auf der urspriinglich vorgesehenen Verwendung von Prepregs zur Herstellung von
mechanisch hochbeanspruchten Bauteilen, sind bzw. waren duroplastische Matrixsysteme tiblich.
Die Aushértung von Laminaten aus Prepregs zu mechanisch hochwertigem Material erfolgt dabei
meist im Heifluftautoklavverfahren.

Die Verwendung von Prepregs ermdglicht eine hohe Arbeitshygiene, lange Verarbeitungszeiten
und geringe Emissionen. Entgegen den zuvor genannten Vorteilen sind das verhiltnisméfhig ho-
he Preisniveau, hohe Investitions- und Prozesskosten (beispielsweise fiir Heifluftautoklaven zur
Aushartung, temperaturbestidndige Verbrauchsmaterialien, lange Prozesszeiten) und Lagerkos-
ten (tiefgekiihlte Lagerung bei tiblicherweise -18 °C) Nachteile bei der Verwendung von Prepregs.

Bei Prepregs mit duroplastischem Matrixsystem werden drei Vernetzungsgrade unterschieden.
Das nicht vernetzte Matrixsystem bei der Impriagnierung der Prepregs wird A-stage (oder a-
phase) genannt. Da das Matrixsystem jedoch fertig eingestellt ist, ist es reaktiv. Es wird bis
zu einer definierten Zwischenstufe, der sog. B-stage (oder S-phase), vorvernetzt. Dadurch wird
die sog. Glasiibergangstemperatur T, angehoben. Die chemische Reaktion der Vernetzung kann
nicht vollstandig unterbunden. Um die Reaktion jedoch stark zu verlangsamen, werden Prepregs
iiblicherweise bei -18°C tiefgekiihlt gelagert. Da die Materialqualitdt stark temperatursensitiv
ist besitzen Prepregs ein Mindesthaltbarkeitsdatum. Zusétzlich werden iiblicherweise Anzahl und
Zeitdauer der Entnahme der Prepregs aus der Kithlung zum Auftauen fiir den Zuschnitt der Ein-
zellagen dokumentiert werden. Auch diesbeziiglich ist ein Maximum an Entnahmen bzw. Auftau-
und Tiefkiihlzyklen iiberschritten angegeben. Prepregs sind urspriinglich fiir die Aushértung im
Heifluftautoklavverfahren entwickelt worden. Bei der Aushértung vernetzt das Matrixsystem
vollsténdig. Es erreicht die C-stage (oder 7-Phase). Prepreg-Systeme werden dabei hiufig mit
der entsprechenden Aushértetemperatur bezeichnet.
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3.5 Ausgewihlte Herstellungsverfahren fiir faserverstarkte
Kunststoffe

Ausgewihlte Herstellungsverfahren von faserverstirkten Kunststoffen werden allgemein vorge-
stellt. Zusétzlich werden die in der vorliegenden Arbeit angewendeten Modifikationen beschrie-
ben.

Im Allgemeinen ist die Aufgabe der Herstellungsverfahren das Zusammenfiithren von Verstér-
kungsfasern und Matrixwerkstoff (im Falle der trockenen textilen Halbzeuge), der Aufbau eines
definierten Lagenaufbaus in der gewiinschten Form und die Aushértung (mit eventueller vor-
hergegangener oder zeitgleicher Kompaktierung des Laminats). In diesem Zuge entsteht dabei
zeitgleich sowohl das (Verbund-)Material als auch das Bauteil selbst.

Wickeltechnik

Die Wickeltechnik eignet sich zur Herstellung von rotationssymmetrischen Hohlkdrpern. Da-
bei wird tiblicherweise der trockene Rovingstrang (bzw. mehrere Rovingstrange parallel) durch
ein Harzbad gezogen und auf einen Dorn aufgewickelt. Im Detail ist das Harzbad auf einem
Wickelkopf montiert, der in Léngsrichtung um den rotierenden Dorn verfahrbar ist. Die beiden
Parametern Vorschub in Langsrichtung und Rotationsgeschwindigkeit des Dorns, bestimmen den
sich einstellenden Wickelwinkel, wihrend die Geometrie des Dorns die Form des Lingsschnitts
bestimmt.

Die sich ergebende Materialqualitit, v.a. den Faservolumengehalt ¢f, beeinflussen im Wesentli-
chen die Vorspannung des Rovingstrangs, die Viskositat des Matrixsystems im Harzbad und der
Durchmesser einer evtl. benétigten Abstreifése zum Abstreifen von {iberschiissigem Harz. Das
gewickelte Bauteil wird kalt oder warm auf dem Dorn ausgehértet. Beziiglich des Dorns gibt es
wiederverwendbare Dornen (von denen das ausgehirtete Bauteil entformt wird), teilbare Dornen
(als Dauerformen), verlorene Dornen oder im Bauteil verbleibende Dornen (mit strukturellen
Aufgaben).

Zu den Vorteilen der Wickeltechnik zahlen u. a. der erreichbare hohe Automatisierungsgrad (6ko-
nomisch giinstig), die erreichbaren hohen Festigkeiten und Steifigkeiten sowie die exakte und
reproduzierbare Steuerung der Faserorientierung. Wesentliche Nachteile sind dagegen die ferti-
gungstechnische Einschrankung auf lediglich konvexe Querschnitte, ein hoher Aufwand zur Her-
stellung von 0°-Lagen (also in Langsrichtung bzw. in Richtung der Drehachse), sich undefiniert
ergebende Oberflichen sowie die zwingende Verarbeitung von vergleichsweise niedrigviskoseren
Harzsystemen (liefert generell schlechtere Bauteileigenschaften).

Typischerweise werden Behilter und Rohre zum Speichern und Transportieren fliissiger oder
gasformiger Stoffe, insbesondere jedoch Drucktanks mit hoher Leichtbaugiite, aber auch Ver-
bundhohlisolatoren im Wickelverfahren hergestellt. In der vorliegenden Arbeit wird das Wickel-
verfahren auf ein Zweiflach angewendet, um die Priifplatten, aus denen die Probekérper fiir die
experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ausgeschnitten und préapariert werden,
herzustellen, wie in Kapitel [10]in Abschnitt dargestellt. Dabei ist das Ziel die Herstellung
eines unidirektionalen vorimpragnierten Halbzeugs. Die Herstellung bzw. das Vorimprégnieren
der unidirektionalen Einzelschichten erfolgt in Anlehnung an die DIN 65071 [I00] auf einer Dreh-
maschine.

Vorlaminattechnik

Die Vorlaminattechnik ist eine Art des Nasslaminierverfahrens (auch Handlaminierverfahren oder
Handauflegeverfahren genannt). In bzw. auf eine Negativform wird das Bauteil lagenweise auf-
gebaut. Da dabei tblicherweise zwei- oder dreidimensionale trockene textile Halbzeuge (d.h.
Gewebe, Matten oder Gelege) verwendet werden, ist jede Lage einzeln und manuell zu impra-
gnieren. Der Harzauftrag kann dabei vor oder nach dem Auflegen der Einzellage erfolgen, wobei
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stets auf eine vollstdndige Durchtrinkung der Faserverstirkung zu achten ist. Im Falle der Vor-
laminattechnik erfolgt er vor dem Auflegen zwischen zwei Folien aus Polyethylen (PE) mit einer
Rakel.

Die sich ergebende Materialqualitét, der Faservolumengehalt ¢f und v. a. der Porenanteil, wird
dabei zundchst durch die Qualitit der Impriagnierung, und damit durch die Fahigkeiten und Fer-
tigkeiten des ausfithrenden Bearbeiters, bestimmt. Der Lagenaufbau des Bauteils kann kalt oder
warm, jeweils ohne oder mit Vakuumaufbau, ausgehértet werden. Durch eine vorangegangene
Vorbereitung der Form mit einer Trennschicht ist die Form, zumindest fiir eine gewissen Anzahl
von Bauteilen, wiederverwendbar.

Vorteile der Vorlaminattechnik sind u. a. die einfache und schnell erlernbare Durchfithrung sowie
die vergleichsweise geringen Investitionskosten. Zusétzlich ist im speziellen Fall der Vorlaminat-
technik von Vorteil, dass das textile Halbzeug nicht direkt mit einem Pinsel o.4. impragniert
wird, sondern das Harz mit der Rakel lediglich iiber die PE-Folie, also indirekt, verteilt wird. Ein
wesentlicher Nachteil ist die teilweise groke Abhingigkeit der Materialqualitéit von der Erfahrung
sowie von den Fahigkeiten und Fertigkeiten des ausfiihrenden Bearbeiters sowie, analog zum Wi-
ckelverfahren, die zwingende Verarbeitung von vergleichsweise niedrigviskoseren Harzsystemen.

Das Vorlaminatverfahren eignet sich besonders fiir die Herstellung von komplexen oder grofflachi-
gen Bauteilen in geringer Stiickzahl. Dies sind typischerweise Boote, Rotorblétter fiir Windkraft-
anlagen. Aufterdem wird das Verfahren im Prototypenbau und fiir Reparaturzwecke angewendet.
In der vorliegenden Arbeit wird die Vorlaminattechnik zur Herstellung ebener Priifplatten ange-
wendet, aus denen die Probekdérper fiir die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
ausgeschnitten und prapariert werden. Dies ist im Detail in Kapitel [10]in Abschnitt dar-
gestellt. Dabei ist das Ziel die Herstellung eines gewebeverstiarkten vorimprégnierten Halbzeugs.
Die Herstellung bzw. das Vorimpragnieren der trockenen Gewebe erfolgt in Anlehnung an die
DIN 65071-2 [I01], wie u.a. in [7I] und [74] angewendet, auf einer Grundplatte.

Heifsluftautoklavverfahren und Prepreg-Technik

Fiir die Herstellung von Bauteilen im Heifsluftautoklavverfahren werden vornehmlich duroplas-
tische Prepregs verwendet. Prepregs sind die im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen
vorimpréignierte textile Halbzeuge bzw. Faser-Matrix-Halbzeuge. Die qualitdtsbestimmende Im-
priagnierung erfolgt dabei maschinell (mit den sich ergebenden Vorteilen Reproduzierbarkeit,
hohe Faservolumengehalte bei gleichzeitig geringem Porenanteil), und ist von der eigentlichen
Formgebung getrennt.

Vor allem fiir die Verarbeitung von Prepregs, aber auch zur mechanisch hochwertigen und re-
produzierbaren Aushértung von Laminaten aus anderweitig impréagnierter Einzellagen, wird iib-
licherweise das Heifsluftautoklavverfahren angewendet. Dabei werden definiert iiber die Prozess-
dauer Druck und Temperatur auf das Laminat, das sich unter einem Vakuumaufbau befindet,
appliziert. Ein optimiertes Druck-, Temperatur- und Vakuumprofil wird dabei iiblicherweise vom
Hersteller vorgegeben. Die einzelnen Prozessparameter haben dabei unterschiedliche Funktio-
nen. Der zuvor genannte, vom Hersteller vorgegebene, Aushirteprozess beriicksichtigt in ihrer
chronologischen Abfolge die teilweise zeitgleich und/oder gekoppelt auftretende Effekte bei der
Aushértung des Lagenaufbaus zum Laminat. Die Prozessparameter und deren Funktionen fiir
Lagenaufbauten aus duroplastischen Prepregs sind im Einzelnen

e der applizierte Druck,
Der Druck komprimiert das Laminat und minimiert dadurch Faserwelligkeiten und Ungén-
zen. Poren werden komprimiert. Lufteinschliisse werden geschlossen. Der applizierte Druck
erhoht zusétzlich den Temperaturiibergang durch den Vakuumaufbau auf das Laminat.

e die applizierte Temperatur und
Die Temperatur sorgt zunichst fiir eine Verringerung der Viskositit des Matrixsystems. Die
verbesserte Flieffahigkeit ermoglicht einen definierten Harzfluss. Dadurch wird der Kon-
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takt des Matrixsystems mit der Schlichte der Verstirkungsfasern abschliefend verbessert.
Durch eine weitere Erh6hung der Temperatur beginnt das Harz zunichst zu gelieren. Bei
Erreichen der Aktivierungstemperatur, wird die chemische Reaktion der Vernetzung des
Matrixsystems aktiviert.

e das applizierte Vakuum.
Das Laminat befindet sich unter einem Vakuumaufbau. Das Vakuum wird appliziert, indem
der Vakuumaufbau evakuiert wird. Nach der Verringerung der Viskositit des Matrixsys-
tems durch die applizierte Temperatur, ermdglicht das angelegte Vakuum den definiert
vorgesehenen Harzfluss aus dem Laminat. Zusétzlich entweichen fliichtige Bestandteile.

Vorteile des Heifsluftautoklavverfahrens im Allgemeinen, und der Prepreg-Technik im Besonde-
ren, sind u.a. der erreichbare hohe und reproduzierbare Faservolumengehalt, der geringe Anteil
an Poren, die industrielle Erfahrung wegen der Anwendung fiir strukturmechanisch hochbean-
spruchte Produkte, die Moglichkeit der Verwendung von vergleichsweise hoherviskosen Harz-
systemen (liefert generell bessere Bauteileigenschaften) und die verhdltnisméfig lange Verarbei-
tungszeit. Wesentliche Nachteile sind dagegen die, im Vergleich zu anderen Herstellungsverfah-
ren, hoheren Materialkosten, die Begrenzung der Bauteilgrofe auf die Groke des Heifluftauto-
klaven, die zwingend erforderliche Verwendung von temperaturbestindigen, und damit teuren,
Verbrauchsmaterialien, die hohen Investitions- und Betriebskosten eines Heikluftautoklaven so-
wie die niedrigen herstellbaren Stiickzahlen wegen der vergleichsweise langen Zykluszeiten (meist
mehrere Stunden).

Im Heifsluftautoklavverfahren werden meist Bauteile hergestellt, bei denen die Anforderung nach
hochster strutkturmechanischer Qualitidt bei gleichzeitig hoher Leichtbaugiite im Mittelpunkt
stehen. Dies trifft v.a. bei Strukturanwendungen in der Luft- und Raumfahrt zu. Die Anwen-
dungen erstrecken sich aber auch zunehmend auf den Motorsport- bzw. Automobil-Bereich sowie
den Sportgeridtebau. In der vorliegenden Arbeit wird das Heifsluftautoklavverfahren angewendet,
um die Priifplatten, aus denen die Probekérper fiir die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen ausgeschnitten und prapariert werden, herzustellen, wie in Kapitel be-
schrieben. Dabei werden sowohl die Priifplatten basierend auf den vorimpréagnierten trockenen
textilen Halbzeuge, wie in Abschnitt beschrieben, als auch die in der Prepreg-Technik
hergestellten Priifplatten im Heifsluftautoklavverfahren ausgehértet. Die fiir die jeweiligen Ma-
terialien und Lagenaufbauten verwendeten Heifluftautoklavzyklen mit den Prozessparametern
Druck, Temperatur und Vakuum iiber die Prozesszeit sind in Abbildung in Abschnitt
dargestellt und beschrieben.

3.6 Exkurs

Neben den in Abschnitt bereits erwdhnten Arten von Verstidrkungsfasern, im Einzelnen
Kohlenstoff-, Glas-, und Aramidfasern, sind u.a. Basaltfasern erwéhnenswert. Die unterschied-
lichen Arten von Verstiarkungsfasern werden entsprechend ihren jeweiligen charakteristischen
Eigenschaften eingesetzt. Kohlenstofffasern zeichnen sich dabei besonders durch ihre hohen ab-
soluten und dichtespezifischen Steifigkeiten und Festigkeiten aus. Glas- und Basaltfasern weisen
einander dhnliche, verhéltnisméfig moderate Steifigkeits- und Festigkeitswerte auf, nehmen je-
doch aufgrund ihres Dampfungsverhaltens Einfluss auf die strukturdynamischen Eigenschaften
und damit auf das Bruchverhalten. Dagegen weisen Aramidfasern eine tendenziell héhere Ener-
giedissipationskapazitdt auf. Aufgrund ihrer starken Hygrophilitéit, schlechten Impragnationsei-
genschaften (und damit schlechter Faser-Matrix-Haftung) und der zeit- und kostenaufwéndigen
Nachbearbeitung werden Aramidfasern tendenziell nicht in lasttragenden Strukturen eingesetzt.

Die charakteristischen mechanischen Eigenschaften der unterschiedlichen Arten von Verstir-
kungsfasern basieren u. a. auf dem Herstellungsprozess, der chemischen Struktur o. &.. Besonders
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relevant sind dabei im Wesentlichen die Steifigkeiten und Festigkeiten der Verstdrkungsfasern
sowie die darauf basierenden charakteristischen Schidigungsmechanismen im Verbund mit po-
lymeren Matrixwerkstoffen. Dabei treten aufgrund des iiblicherweise geschichteten Aufbaus von
faserverstdrkten Kunststoffen v. a. bei Belastungen durch transversalen Impact charakteristische
Versagensmechanismen auf. Im Einzelnen ist dabei die Geschwindigkeit, mit der der transversale
Impact erfolgt, eine relevante Groge, fiir den Schiidigungsmechanismus. Uberlegungen zur Kom-
binierbarkeit der charakteristischen Eigenschaften der Verstérkungsfasern fiihren auf die Idee
gemischter bzw. hybrider Lagenaufbauten.

Die Identifikation und Entwicklung von tragenden Strukturen, die gleichzeitig eine ausreichende
Schutzfunktion iibernehmen kénnen geschieht durch die folgenden beiden Grundgedanken:

1. Durch die Verwendung von hybriden Lagenaufbauten aus faserverstarkten Kunststoffen
werden die unterschiedlichen Vorziige von technisch relevanten Arten von Verstirkungsfa-
sern flir tragende Strukturen im Lagenaufbau {iber die Dicke der Struktur entsprechend
ihrer charakteristischen mechanischen Eigenschaften sinnvoll kombiniert.

2. Die zusitzliche Verwendung von Kernmaterialien, im Besonderen mit geringer Dicke und
verhéltnisméfig geringer Steifigkeit mit der Funktion einer elastischen Bettung statt zur
Erhoéhung des Tragheitsmoments bzw. der Biegesteifigkeit, bewirkt die tendenziell stérkere
Umlagerung der transversalen Belastungen in ebene Beanspruchungen. Im Falle von Struk-
turen aus faserverstirkten Kunststoffen ist dieser fasergerechte Beanspruchungszustand in
jedem Fall anzustreben.

Mit den zuvor dargestellten beiden Grundgedanken wird die Méglichkeit geschaffen, das Leicht-
baupotential von faserverstirkten Kunststoffen vollstdndig zu nutzen, und gleichzeitig die Wider-
standsfihigkeit gegen transversale Impactbelastung signifikant zu erhéhen. Diese bifunktionale
Nutzung des Materials als tragender Strukturwerkstoff und Schutzwerkstoft, sowie der damit ver-
bundene Wegfall einer zusétzlichen Schutzstruktur (Material und v. a. Massen entfallen.), erhoht
das Leichtbaupotential unter mehreren Aspekten gleichzeitig. Entsprechende experimentelle Un-
tersuchungen zur Validierung der zuvor beschriebenen Grundgedanken als Losungsansitze fiir
transversale Impactbelastung im Hochgeschwindigkeitsbereich sind fiir monolithische und hybri-
de Lagenaufbauten ausfiihrlich in HOINKES et. al. 2014 [64], ROMANO et al. 2014 [137], ROMANO
et al. 2014 [138] und ROMANO et al. 2014 [139] beschrieben.



4 Lineare anisotrope Elastizitat und
Materialmodelle

Die lineare anisotrope Elastizitét beschreibt die Reaktion eines Werkstoffes auf Belastung. Die
dubere Belastung verursacht Reaktionskrifte an Lagerungen. Im Inneren eines Materials verur-
sacht die Belastung Beanspruchungen. Das Material reagiert mit Verzerrungen und Spannungen
[76]. Der Zusammenhang zwischen Spannungen als infinitesimal iiber Schnittflichen verteilte F14-
chenkrifte und Verzerrungen wird iiber ein Materialgesetz beschrieben. Unter der Voraussetzung
eines linearen Zusammenhangs zwischen Spannungen und Verzerrungen wird das Materialgesetz
nach HookHl benannt.

4.1 HoOKE’sches Gesetz des isotropen Korpers

Das HoOKE’sche Gesetz wird beziiglich des Materialgesetzes, der kinematischen Beziehungen
und der lokalen Bewegungsgleichungen dargestellt. Die Beziehungen werden vereinfachend ein-
dimensional und fiir den Spezialfall des isotropen Materialverhaltens dargestellt.

4.1.1 Materialgesetz

Das Materialgesetz beschreibt das Verhalten eines Werkstoffes unter Belastung. Die Belastung
verursacht Verzerrungen und Spannungen im Material. Wenn sich das Material linear elastisch
verhélt und die Belastung Verzerrungen und Spannungen lediglich im linear elastischen Bereich
verursacht, gilt das HOOKE’sche Materialgesetz. Es stellt einen linearen elastischen, und damit
vollkommen reversiblen, Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen her.

Grundsétzlich wird der Begriff Verzerrungen weiter gefasst. Im Allgemeinen wird bei Verzerrun-
gen zwischen Dehnungen, Stauchungen und Gleitungen unterschieden. Im Falle von Dehnungen
und Stauchungen #dndert der Kérper seine Abmessungen und damit sein Volumen, nicht jedoch
seine Gestalt. Im Gegensatz dazu sind Gleitungen Verformungen aufgrund von Schubbeanspru-
chungen. Der Korper dndert seine Gestalt, nicht jedoch sein Volumen.

Wie im weiteren Verlauf dargestellt wird, sind die Verzerrungen aufgrund einer einachsigen Belas-
tung iiber die Querverformungszahl miteinander gekoppelt. Diese ist das dem Werkstoff typische
negative Verhiltnis Querverzerrung zu Lingsverzerrung unter einachsiger Belastung. Gleitungen
sind in den jeweiligen Betrachtungsrichtungen voneinander entkoppelt. Dabei sind Dehnungen,
Stauchungen und Gleitungen dimensionslose Gréfen.

Unter der Voraussetzung einer gleichméfigen Verteilung einer Normalkraft F' bzw. einer Tan-
gentialkraft T" auf einer Querschnittsfliche Ag resultieren die eindimensionalen Zusammenhénge
fiir die Spannungen und die Verzerrungen

F I—lp Al T Av

= — €= = — und T=—— Atany = — . 4.1

! ROBERT HOOKE, * 28. Juli 1635 in Freshwater, Isle of Wight, 1 14. Méarz 1703 in London. Englischer
Universalgelehrter, 1678 Offenlegung des Wortlauts des sog. HOOKE’schen Gesetzes: ,ut tensio sic uis“ - wie
die Dehnung, so die Kraft.

o
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Ein sog. Materialgesetz setzt Spannungs- und Verformungsgréfen in Beziehung. In der Konti-
nuumsmechanik werden diese Zusammenhéinge auch konstitutive Gleichungen bzw. Konstitutiv-
gleichungen genannt. Unter der Voraussetzung eines linear elastischen Zusammenhangs zwischen
Belastung und Verformung werden die Groften mit Hilfe des HOOKE’schen Gesetzes transformiert

und T=Gvy , G:z, (4.2)
Y

c=FEe¢ , =2
€
wobei E der Elastizitdtsmodul (auch YOUNG’sche Modul) und G der Schub- oder Gleitmodul
ist. Beide Faktoren sind Proportionalititsfaktoren. Bei homogenen Materialien entsprechen sie
den sog. elastischen Konstanten.

In Folge einer Belastung in Normalenrichtung mit F' tritt zusitzlich zur Langsverformung eine
Querverformung mit entgegengesetztem Vorzeichen auf. Dabei erfihrt der Korper bei einer Deh-
NUNg €lsngs in Léngsrichtung i.a. eine Stauchung equer in Querrichtung (orthogonal dazu), bzw.
bei einer Stauchung in Léngsrichtung —ejsnes i. @ eine Dehnung in Querrichtung eqyer. Die Ver-
zerrung quer zur Belastungsrichtung ist analog zur Verzerrung in Langsrichtung definiert.
Sie lautet

b— by (bo—i—Ab)—bo B —Ab

= = 4.3
gquer bO bO bO ( )

und liefert im Verhé&ltnis zur Lingsverzerrung die sog. Querverformungszahl
b= _ Equer (4_4)

€lings

Diese wird auch als Querkontraktionszahl, Querdehnzahl oder P0O1ssON’sche Konstante bezeich-
net und ist eine weitere materialabhingige Konstante.

Im Falle des hier vorausgesetzten isotropen Materialverhaltens existieren zwei unabhingige elas-
tische Konstanten, da zwischen dem Elastizitdtsmodul F, dem Schubmodul G und der Querver-
formungszahl v der Zusammenhang

E=2(1+v)G b G=_F (4.5)

= 14 ZW . = < .
2(1+v)

existiert. Damit ist der Schubmodul G fiir isotrope Materialien keine unabhéngige elastische
Konstante.

Im Folgenden werden die sich ergebenden Zusammenhénge fiir die dreidimensionale isotrope
Elastizitdat dargestellt. Im allgemeinen Fall einer Belastung in alle drei kartesischen Koordina-
tenrichtungen, x-, y- und z-Richtung, ergeben sich aufgrund der dargestellten Kopplung der
Normalspannungen iiber die Querverformungszahl die Verformungen im dreidimensionalen Fall

A
1 1 1
= 5 oz —V(oy+02)] , gy = 5 oy —v(og+02)] , €= 5 0. —v(oy +0y)] (4.6)
und die voneinander unabhéngigen Gleitungen zu
1 1 1
Yyz = a Tyz Yex = 5 Tzx und Yy = 5 Tey - (47)

In der Vektor-Matrix-Schreibweise ergeben sich aus den Zusammenhéngen der Gleichungen (4.6
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und (4.7) die sog. Nachgiebigkeitsmatrix [S] und invers die sog. Steifigkeitsmatrix [E] zu

B B F 0 0 0
v _v 1 0 0 0
E E E
[S] = 0 0 0 é — 2(151’) 0 0 ) (4.8)
0 0 o0 0 120w 0
00 0 0 0 L - 2y |
i (1-v)E vE vE 1
r)(1—2v) () (1—2v) (1) (1—2) 0 0 0
vE (1—1’)E vE 0 0 0
) (1—2v) (+v)(1-2v) (1) (1—20)
vE vE (1*V)E 0 O 0
[E] = (I+v)(1—2v) (A+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
0 0 0 ) 0 0
0 0 0 0 G = o1 0
0 0 0 0 0 )
(4.9)
Dabei besteht zwischen den Gleichungen (4.8) und (4.9) der Zusammenhang
] =[B! [o] = [9] [o] . (4.10)

Arten der Indizierung
Hier werden kurz die in der Literatur {iblichen bzw. die, den einzelnen Disziplinen eigenen,
Schreibweisen mit entsprechender Indizierung vorgestellt.

Die Indizierung mit ¢ und j wird in der Kontinuumsmechanik typischerweise verwendet. Span-
nungen und Verzerrungen werden dabei als Tensoren zweiter Stufe notiert. In diesem Fall wird
anstatt der Gleitung v, die in der Ingenieurschreibweise typisch ist, die Dehnung €;;Vi,j = 1,2,3
und ¢ # j, die der Dehnung der Diagonalen (also der Hauptdehnung) entspricht, beschrieben.
Dabei gilt zwischen der tensoriellen Notation der Kontinuumsmechanik und der matriziellen
Notation in der Ingenieurschreibweise ¢ = 3 v bzw. v = 2¢ [12], [149].

Die Indizierung von Spannungen und Verzerrungen erfolgt im allgemeinen dreidimensionalen
Fall mit einer doppelten Indizierung. Sie gibt an erster Stelle die Achse an, zu der das jeweilige
Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Orientierung der jeweiligen Grofe. Bei dop-
pelt gleich auftretenden Indizes wird dabei oft lediglich ein Index angegeben. Diese Aussagen
gelten fiir die Definition des globalen Koordinatensystems als x-y-z-Koordinatensystem und als
1-2-3-Koordinatensystem analog. Im Falle der numerischen Bezeichnung der Hauptachsen des
globalen Koordinatensystems ist es beispielsweise fiir Anwendungen numerischer Methoden, wie
der Finite-Elemente-Methode, giinstig, die Indizes der sechs Komponenten der der matriziellen
Notation in der Ingenieurschreibweise durchgingig mit ¢ = 1,...,6 zu indizieren. Damit ergeben
sich fiir die Spannungen und Verzerrungen unterschiedliche aber gleichwertige Schreibweisen und
Indizierungen wie sie in der Literatur gebréuchlich sind zu

Ozx Ozx Oz g11 g11 o1
Oyy Oyy Oy 0292 0292 g9
[O’] _ Ozz _ Oz22 _ Oz _ | 933 _ | 933 _| 93 — (411)
Oyz Tyz Tyz 023 723 04
Ozx Tzx Tzx 031 731 05
L Ozy | | Tzy L Tzy L 012 L 712 L 06
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Exx Exx Ex €11 €11 €1
Eyy Eyy Ey €99 £992 £9
[E] _ Ezz _ €22 _ €z _ €33 _ €33 _ €3 ) (412)
2ey, Vyz Vyz 2e23 Y23 €4
2€.4 Vzz Vzx 2e31 V31 €5
[ 260y | LYyl Loyl L22] L2l Les |

Abbildung zeigt die positiv definierten Spannungskomponenten eines infinitesimalen Volu-
menelements mit den Abmessungen dz, dy und dz, jeweils am positiven Schnittufer.

. A

“ 0z

Abbildung 4.1: Positiv definierte Spannungskomponenten, jeweils am positiven Schnittufer, eines infi-
nitesimalen Volumenelements mit den Abmessungen dz, dy und dz.

4.1.2 Kinematische Beziehungen

Die im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Verformungen aufgrund von Huferen Belastun-
gen und daraus resultierenden Beanspruchungen im Inneren des Materials basieren auf Relativ-
bewegungen von beliebigen Punkten eines Kontinuums bzw. eines Tragwerks vom verformten
Zustand bezogen auf den unverformten Zustand. Die infinitesimale Betrachtung der Verschie-
bungen eines beliebigen Punktes im verformten Zustand zum unverformten Zustand liefert die
sog. Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen. Sie sind unabhéngig von elastischen Materialkon-
stanten.

Bei eindimensionaler Betrachtung setzt sich die Verschiebung eines Bereiches mit infinitesima-
ler Lange unter Zugbelastung aus der Starrkérperverschiebung v und der Léngsverformung du
zusammen. Die Lénge des gedehnten infinitesimalen Bereiches dz ergibt sich zu

de =dr+ (u+du) —u=dzr+du. (4.13)

Aus der Definition der Verformung in Gleichung (4.1)) folgt fiir die eindimensionale Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehung, wie in Abbildung [4.2] links dargestellt,
.l l—1ly dx—dr dr+du—dzxr du

= = = 4.14
lo dx dx dz ’ (4.14)

Beim Ubergang in die dreidimensionale Betrachtung wird das gewdhnliche Differential in Glei-
chung (4.14) zu partiellen Differentialen in allen drei Raumrichtungen. Fiir die in der Mechanik
iibliche Bezeichnung der Verschiebungen u in z-Richtung, v in y-Richtung und w in z-Richtung
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lauten diese

_ Ou _Ov _ Ow

==, =g, = (4.15)

€z

Die Zusammenhénge gelten analog fiir Stauchungen, wobei daraus negative Vorzeichen der par-
tiellen Differentiale resultieren.

dy —

Y

S S

ou
—dx
dx W

Abbildung 4.2: Deformationen eines infinitesimalen Elements mit den Abmessungen dz und dy: Deh-
nung als positive Verzerrung e, > 0 (links) und Gleitung v, = 2¢e4, (rechts), exem-
plarisch in der z-y-Ebene.

Ein wesentlicher Unterschied besteht bei der Definition der Gleitungen infolge von Schubbelas-
tung zwischen der mechanischen Ingenieurschreibweise und der tensoriellen Notation. Diese geht
besonders einsichtig aus der Betrachtung der zweidimensionalen Zusammenhange hervor. In der
Ingenieurschreibweise ist die gesamte Schubverformung v iber die Gleitung eines infinitesimalen
Quadrats mit den Abmessungen dx und dy aufgrund einer einzelnen Schubspannung 7 definiert.
Daraus resultiert der in Gleichung iiber die elastische Konstante des Schubmoduls defi-
nierte Zusammenhang zwischen Schubspannung und Gleitung. Dies ist jedoch ein idealisierter
Fall. Aufgrund des Satzes von der Betragsgleichheit von einander zugeordneten Schubspannun-
gen treten Schubspannungen stets an allen Seiten des betrachteten Quadrats auf. Sie zeigen
an positiven Schnittufern in positive Richtung und an negativen Schnittufern in negative Ko-
ordinatenrichtungen. Damit zeigen positiv definierte Schubspannungen an den positiven sowie
negativen Schnittufern auf eine Ecke zueinander. Aufgrund der resultierenden Verformung setzt
sich die mechanische Gleitung in der z-y-Ebene 715 aus den beiden kontinuumsmechanisch re-
levanten Komponenten €19 = tana ~ o = tanf ~ § zusammen. Analoge dreidimensionale
Betrachtung liefert die infinitesimalen partiellen Zusammenhénge

81}8711}

Yyz = Y2y = & + 83/ = 25yz = 252y ’
ow Ou

Yzx = Yoz = % + % = 26,4 = 264, , (416)
ou  Ov

Yoy = Vyz = 37y + 9z 280y = 2ey;

fiir die Gleitungen als Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen in der Ingenieurschreibweise so-
wie in der kontinuumsmechanischen Notation. Abbildung rechts stellt den Zusammenhang
exemplarisch in der z-y-Ebne dar.
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Die kinematischen Beziehungen setzen Verschiebungen und Verzerrungen in Relation. Sie be-
sagen, dass in einem Kontinuum vor, wihrend und nach der Belastung (im linear elastischen
Bereich) keine Klaffungen entstehen diirfen. Dazu muss zwischen Verschiebungen und Verzer-
rungen ein eindeutiger Zusammenhang bestehen [12]. Damit dieser eindeutige Zusammenhang
vorliegt, muss zwischen den einzelnen Verzerrungen selbst ein differenzieller Zusammenhang be-
stehen [76]. Dieser lautet allgemein [11], [37]

0%y N d%ey, B 0y _
Oy? Ox? 0x0y

(4.17)

4.1.3 Lokale Bewegungsgleichungen

Im allgemeinen Fall stellt das zweite Gesetz von NEWTONEI (das sog. Aktionsprinzip oder auch
Grundgesetz der Dynamik) makroskopisch den Zusammenhang zwischen auf einen Kérper mit
der Masse m wirkende Kraft F' und die daraus resultierende Beschleunigung a her. Es besagt dass
die Anderung der Bewegung als Beschleunigung @ proportional der einwirkenden Kraft F ist, und
in Richtung der Kraft gerichtet ist. Damit ist F; = ma; fiir jede Raumrichtung ¢ mit m = const..
Mit der Definition der Kraft F; als Ableitung des Impulses p; = m ¢; nach der Zeit ¢ gilt F; =
%ﬁi =m 0”1 in jede Raumrichtung ¢. Da die Geschwindigkeit als v; Ableitung der Verschiebung
s; nach der Zeit t definiert ist, gilt weiter F; = m %sl. Im Falle eines Gleichgewichtszustandes
ergibt sich der Ausdruck zu Null, >” F; = 0 in jede Raumrichtung i. Der Korper verbleibt dann
in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit weiter.

Die Anwendung in der Strukturmechanik liefert infinitesimale partielle Zusammenhinge. Dafiir
werden Spannungen als infinitesimale Beanspruchungen betrachtet. Es wird ein infinitesima-
ler Wiirfel eines Kontinuums mit den infinitesimalen Abmessungen und damit infinitesimalen
Volumen dz dy dz = dV der Dichte ¢ betrachtet. Die Spannungskomponenten am infinitesima-
len Wiirfel in eine Raumrichtung entsprechen, multipliziert mit der jeweiligen infinitesimalen
Fliche, infinitesimalen Kraften. Mit den Beschleunigungen in die jeweiligen Raumrichtungen
Gy = %t;‘, ay = g% und a, = %2772” in die jeweiligen Raumrichtungen und der infinitesimalen
Masse dm = pdV = pdx dy dz kénnen die Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Kiirzen
der Terme mit jeweils zwei Dimensionen liefert

doy | Orye | OTp @
Ox oy a: Yo

OTpy  Ooy 0Ty 0%v

- 0——l 4.1
Ox Oy a: Yo (4.18)
0Ty,  OTy, 0o, A%w

Ox Oy a: Yo

als strukturmechanische lokale Bewegungsgleichungen. Wenn keine Beschleunigungen wirken,
also im statischen bzw. quasi-statischen Fall werden die Terme der Zeitableitungen zu Null und
es verbleiben die strukturmechanischen lokalen Gleichgewichtsbedingungen.

2 Isaac NEWTON, * 4. Januar 1643 in Woolsthorpe-by-Colsterworth in Lincolnshire, T 31. Mérz 1727 in

Kensington. Englischer Naturforscher und Philosoph (!).
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4.2 Materialsymmetrien

Ausgehend von der Kontinuumsmechanik wird auf die, in der technischen Mechanik iiblichen,
Zusammenhinge gefolgert. Dies ist detailliert beispielsweise in ALTENBACH, ALTENBACH und
KIsSING 2004 [1] oder BETTEN 1993 [12] dargestellt. Dabei wird auf die unterschiedlichen Mate-
rialsymmetrien Anisotropie, Monotropie, Orthotropie, Transversalisotropie und Isotropie einge-
gangen. Diese weisen gewisse Symmetrien von Materialkennwerten bzgl. einer Achse oder einer
Ebene auf. Entsprechende Herleitungen und Aspekte sind dabei im Wesentlichen u. a. in ALTEN-
BACH, ALTENBACH und RIKARDS 1996 |2]|, EHrLICH 2004 [30], GEBBEKEN 1996 [47], GROSS et
al. 2004 [53] und JoNEs 1999 [69] dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit ist das monotrope, das orthotrope, das transversalisotrope sowie das
isotrope Materialgesetz relevant. Orthotropes Materialverhalten wird zum Beispiel durch or-
thogonale Anordnung von unidirektional faserverstirkten Werkstofflagen im Kreuzverbund oder
durch gewebeverstirkte Einzellagen erreicht, wenn die Koordinatenachsen des lokalen Koordina-
tensystems (also die Vorzugsrichtung bzw. Richtung der Verstarkungsfasern) mit dem globalen
Koordinatensystem der Struktur zusammenfallen. Unidirektional verstdrkte Einzellagen weisen
transversalisotropes Materialien mit einer Vorzugsrichtung auf, wenn die Koordinatenachsen des
lokalen Koordinatensystems mit dem globalen Koordinatensystem zusammenfallen. Die Ebene
senkrecht dazu weist dagegen quasi-isotrope Eigenschaften auf. Monotropes Materialverhalten
tritt in unidirektional verstirkten Einzelschichten auf, wenn das lokale Koordinatensystem um
die Achse in Dickenrichtung gedreht wird (also in der Ebene der Einzellage). Dadurch fallt die
Vorzugsrichtung des lokalen Koordinatensystems bzw. Richtung der Verstdrkungsfasern nicht
mehr mit den Koordinatenachsen des globalen Koordinatensystems in der Ebene der Einzellage
zusammen. Im Gegensatz dazu weisen isotrope Materialien keine Vorzugsrichtung auf.

4.2.1 Anisotropie

Die Anisotropie ist der allgemeine Fall des Materialgesetzes. Anisotrope Materialien zeigen in jede
Betrachtungsrichtung unterschiedliche Materialeigenschaften. Es besteht keine Symmetrie beziig-
lich Achsen oder Ebenen. Anisotrope Materialien kénnen gleichbedeutend als trikline Materialien
bezeichnet werden. Alle 36 Komponenten der Steifigkeitsmatrix [C] bzw. der Nachgiebigkeitsma-
trix [S] sind von Null verschieden. Da die Matrizen [C] und damit [S] immer symmetrisch zur
Hauptdiagonalen sind, existieren 21 unabhingige Materialkennwerte.

In allgemeiner matrizieller Form lautet das HOOKE’sche Materialgesetz
o] =[C] [e] . bzw. invers e] =[5] [o] . wobei [S] =[]t . (4.19)

gilt. Dabei ist [C] die Steifigkeitsmatrix und deren Inversion [S] die Nachgiebigkeitsmatrix.

In Komponentendarstellung beziiglich einer kartesischen Basis ist
O'ij = Cijkl Ekl - (4.20)

Dabei ist 0;; der Spannungstensor und ej; der Verzerrungstensor mit jeweils 32 = 9 Kompo-
nenten. Beide Tensoren sind von zweiter Ordnung und symmetrisch. Aufgrund der Symme-
trieeigenschaft reduzieren sich diese auf einen Spaltenvektor mit jeweils sechs Komponenten.
Zusidtzlich ist Cjjp, der Elastizitdtstensor vierter Ordnung mit 3% = 81 Materialkoeffizienten.
Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des sog. CAUCHY-Spannungstensor und des sog. GREEN-
Verzerrungstensors, vgl. 0;; = 0j; und €;; = €j;, folgt fiir den Materialtensor

Cijkl = Cjin und Cijrt = Cjik - (4.21)
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Damit reduziert sich die Anzahl der Komponenten auf 36. Die zuvor dargestellte Reduktion der
Anzahl der Komponenten von symmetrischen Tensoren entspricht einer sog. Kontraktion. Dies
ermdglicht die Formulierung des Zusammenhangs mit einer Einfachindizierung fiir die Spannun-
gen und Verzerrungen und einer Doppelindizierung fiir die elastischen Konstanten zu

[Ui] = [Cz] [E-:j] mit ’i,j = ]_, .. .,6 und Cij 7£ Cji s 1 #] (422)

und damit mit einer Vektor-Matrix-Schreibweise.

Fiir den dreidimensionalen Fall entsprechen Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrizen aus Glei-

chung (4.19)

Cni Ci2 Ciz Cuu Ci5 Cie
Co1 Cop Caz3 (o (o5 Cop
C31 O3z C33 (O34 C35 Csg
Cl = d 4.23
€] Cun Cuo Cye Cya Cus Cye e (4:23)
Cs1 Cs2 Cse Css Cs5 Chse

Ce1 Ce2 Cs6 Cos Cos Ces

St S12 S13 Suu S5 Sie
So1 Sap Saz Soa Sas Sz
S31 S32 533 S3a S35 S3e -1
S| = =[C . 4.24
5] Say1 Sao Sie Sua Sss Sae €] (424)
Ss1 Ss2 Ss6 Ssa Ss5 Sse

Se1 Se2 Se6 Sea Ses  See

Unter der Voraussetzung, dass die Materialien hyperelastisch sind und ein elastisches Potential
bzw. eine Verzerrungsenergiedichtefunktion existiert, wird der Nachweis der Symmetrie der Stei-
figkeitsmatrix Cj; zur Hauptdiagonalen dargestellt. Fiir die Formanderungsenergiefunktion im
dreidimensionalen Fall wird die gespeicherte Verzerrungsarbeit eines infinitesimalen Volumenele-
ments zu

dw

dW = o; dg; und damit w o; (4.25)

und durch Integration iiber alle Koordinaten des Verzerrungsvektors und mit Gleichung (4.22)
7u

1
W:/O'i dEi :/Cl'j E; dEj = §OZJ i &j (4.26)

als im Korper gespeicherte Verzerrungsenergiedichte. Die Verzerrungsenergiedichtefunktion hingt
dabei von allen Koordinaten der Verzerrungen ab, und es gilt W = W (g;). Analog lisst sich
iiber die Entwicklung von W (g;) in einer TAYLORE]-Reihe und unter den Voraussetzungen, dass
sich das System im Ausgangszustand fiir ¢ = 0 im Gleichgewicht befindet, und damit die Terme
aller ersten Ableitungen als notwendige Bedingung zu Null werden, sowie dass lediglich kleine
Verzerrungen € mit £2 < ¢ betrachtet werden, auf die jeweiligen Faktoren vor den Termen der
Ableitungen schliefsen, und es folgt ebenfalls Gleichung . Die partiellen Differentiation nach
den Verzerrungen Oe; liefert wieder das allgemeine HOOKE’sche Materialgesetz in Vektor-Matrix-

8 BROOK TAYLOR, * 18. August 1685 in Edmonton (Middlesex), t 29. Dezember 1731 in Somerset House
(London). Britischer Mathematiker.
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Form nach Gleichung (4.22)) zu

ow

8762‘ = Cij &5 =04 . (4.27)

Damit ist das verallgemeinerte HOOKE’sche Gesetz nach Gleichung die allgemeinste For-
mulierung des Zusammenhangs zwischen den Koordinaten des Spannungs- und Verzerrungs-
vektors fiir linear-elastisches Materialverhalten. Dies gilt unter der zusétzlichen vereinfachen-
den Voraussetzung, dass der Anfangszustand keine Eigenspannungen enthilt. Nach nochmaliger
partieller Differentiation nach den Verzerrungen OJe; verbleibt die Steifigkeitsmatrix bzw. der
Stofftensor

O*wW

Damit entspricht die Steifigkeit C' der zweiten Ableitung der Potentialfunktion im Ausgangs-
zustand. Dies stellt den Zusammenhang zwischen dem makroskopischen Materialverhalten und
der inneren Materialstruktur dar. Wenn ausgehend von der zur Gleichung (4.27)) gleichwertigen
Beziehung

dW = Cji €5 dEi (4.29)

ausgegangen wird, fithrt die zweifache partielle Differentiation der integrierten Gleichung (4.29)
auf

0*W
—— =Cj . 4.30
aSj 851- It ( )
Die Differentiationsreihenfolge ist unabhingig, und es gilt
Cij = Cji . (4.31)

Damit ist die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix [C] zur Hauptdiagonalen nachgewiesen worden.
Analoges Vorgehen ermoglicht den Nachweis der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix [S] zur
Hauptdiagonalen. Die beiden Koeflizientenmatrizen mit 36 von Null verschiedenen Komponenten
besitzt damit maximal 21 unabhéngige Koeffizienten und lauten allgemein

[ Cii Ci2 Ciz Cia Ci5 Cis
CQQ 023 024 C25 026
Cs33 (34 C35 Csg

[Caniso] = Cu Ci Cue und (4.32)
Sym. Cs5 Chse
i Ce6 |
[ S11 Siz2 Siz Sia S5 Sis |
S2a S23 Sog Sos Sa
o S33 S3a S35 Ss6
[Saniso] = Sy Si Su (4.33)
Sym. Ss5  Ss6
L Se6

In den dargestellten Sonderféallen der Materialsymmetrien besitzen die Koeffizientenmatrizen fiir
Steifigkeit bzw. Nachgiebigkeit stets 36 Komponenten. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften
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reduziert sich jedoch die Anzahl der voneinander unabhéngigen Koeffizienten und es erhéht sich
die die Anzahl von Nulleintrigen, d.h. die Beanspruchungsarten Verzerrungen und Gleitungen
im Material werden von den duferen Belastungen bzw. Verformungen immer mehr entkoppelt.

4.2.2 Monotropie

Monotropes bzw. monoklines Materialverhalten wird durch die Existenz einer Symmetrieebe-
ne der Materialeigenschaften hervorgerufen. Durch die Spiegelung der Materialeigenschaften an
einer Ebene reduzieren sich die von Null verschiedenen Komponenten auf 20. Aufgrund der Sym-
metrieeigenschaft zur Hauptdiagonale verbleiben damit 13 unabhingige elastische Kennwerte zur
Beschreibung eines monotropen Materialverhaltens.

Die Koeffizientenmatrizen unterscheiden sich in ihrer Belegung durch die Symmetrieebene. Diese
kann im dreidimensionalen Fall die x-y-, die y-z- oder die z-z-Ebene sein, wobei die Isotropieebene
dannin z = 0, x = 0 oder y = 0 liegt. Fiir den ersten Fall, dass die z-y-Ebene die Symmetrieebene
ist, und die Isotropieebene in z = 0 liegt, lauten die Koeffizientenmatrizen exemplarisch

[ Cii Ci2 Ci3 0 0 Cis
Cyp Co 0 0 Co
C3z 0 0 Cs6

[Cmono] = 044 045 0 und (434)
sym. Css O
L Ce6
[ S11 Si2 Sz 0 0 Sis |
So2 S23 0 0 Sy
o S3z3 0 0 S
[Smmono] = Su Si 0 (4.35)
Sym. Sss 0
L Se6

Monotropes Materialverhalten tritt in unidirektional verstirkten Einzelschichten auf, wenn das
lokale Koordinatensystem um die Achse in Dickenrichtung gedreht wird (also in der Ebene der
Einzellage). Dadurch féllt die Vorzugsrichtung des lokalen Koordinatensystems bzw. Richtung
der Verstirkungsfasern nicht mehr mit den Koordinatenachsen des globalen Koordinatensystems
in der Ebene der Einzellage zusammen. Aus der Belegung der Koeffizientenmatrizen geht her-
vor, dass Verzerrungen bzw. Normalspannungen und Gleitungen bzw. Schubspannungen in der
Symmetrieebene nicht voneinander entkoppelt sind. Die Verzerrungen bzw. Normalspannungen
sind miteinander iiber Querverformungseffekte gekoppelt.

4.2.3 Orthotropie

Orthotropes bzw. orthotrop anisotropes Materialverhalten wird durch die Existenz von zwei
oder drei zueinander orthogonalen Symmetrieebenen, zu denen symmetrische Punkte gleiche
elastische Kennwerte besitzen, hervorgerufen. Dadurch reduzieren sich die von Null verschiedenen
Komponenten auf 12. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft zur Hauptdiagonale verbleiben damit
9 unabhéngige elastische Kennwerte zur Beschreibung eines orthotropen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koeffizientenmatrizen ergibt sich aufgrund der zueinander senkrechten Sym-
metrieebenen als weiter vereinfachter Fall des Materialgesetzes. Die Koeffizientenmatrizen bei
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orthotropen Materialien lauten

[ Ci1 Ci2 Ci3 0 0 0
022 023 0 0 0
B Css 0 0 0
[Cortho] — 044 0 0 und (436)
sym. Css 0
L Cés
[ S11 S22 Si3 0 0 0 7
522 523 0 0 0
. S33 0 0 0
[Sortho] - 544 0 0 (4.37)
sym. 555 0
L Se6

Orthotropes Materialverhalten tritt beispielsweise in kreuzweise unidirektional verstirkten Ver-
bunden, sog. Kreuzverbunden, oder in gewebeverstirkten Einzellagen auf, wenn die Koordina-
tenachsen des lokalen Koordinatensystems (also die Vorzugsrichtung(en) bzw. die Richtung der
Verstérkungsfasern der Kett- bzw. Schussrichtung) mit dem globalen Koordinatensystem der
Struktur zusammenfallen. Verzerrungen bzw. Normalspannungen und Gleitungen bzw. Schub-
spannungen treten im Fall orthotropen Materialverhaltens voneinander entkoppelt auf. Lediglich
Verzerrungen bzw. Normalspannungen sind miteinander iiber Querverformungseffekte gekoppelt.
Im Gegensatz dazu treten Gleitungen bzw. Schubspannungen in den jeweiligen Ebenen entkop-
pelt voneinander auf.

4.2.4 Transversalisotropie

Unter der Voraussetzung, dass das Materialverhalten in einer Schnittebene, beispielsweise der
y-z-Ebene, quasi-isotrop ist, besteht in dieser Ebene keine Richtungsabhingigkeit der Materialei-
genschaften. Damit vereinfachen sich die Zusammenhénge weiter. Bei einer Drehung um die zur
Isotropieebene senkrechte Achse, in diesem Fall um die x-Achse, bleiben die Materialeigenschaf-
ten unverdndert. Die Anzahl der von Null verschiedenen Komponenten in der Koeffizientenmatrix
sind weiterhin 12. Da die Materialeigenschaften in der Schnittebene jedoch richtungsunabhéngig
sind, gilt im dargestellten Fall Cos = C33 und Co = C3 sowie C55 = Cgg. Zusitzlich gilt fiir den
dargestellten Fall in der z-y-Ebene aufgrund der Zusammenhinge aus der Koordinatentrans-
formation in der Ebene und damit flir den zweiachsigen Spannungszustand, dass unter reiner
Zugbelastung der um +45° bzw. -45° gedrehte Hauptschubspannungszustand nicht normalspan-
nungsfrei ist. An den Schnittufern verbleiben jeweils gleichgrofe Zugspannungen mit der Halfte
des Betrags der urspriinglichen Zugspannung. Deshalb gilt zusétzlich Cyy = % (Coo — C33). Auf-
grund der beschriebenen Zusammenhdnge und der Symmetrieeigenschaft zur Hauptdiagonale
verbleiben damit 5 unabhéngige elastische Kennwerte zur Beschreibung eines transversalisotro-
pen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koeffizientenmatrizen ergibt sich aufgrund der Isotropieebene und der dazu
senkrechten Symmetrieachse als weiter vereinfachter Fall des Materialgesetzes. Die Koeffizien-
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tenmatrizen bei transversalisotropen Materialien lauten

[ C11 Ci2 Cr2 0 0 0
Co (o3 0 0 0
1 Cao 0 0 0
[Ctransmo] — %(022 _ 023) 0 0 und (438)
sym. Ces O
L Ces |
[ S Si2 Si2 0 0 0 7
Saa a3 0 0 0
R S22 0 0 0
[Stransmo] — 9 (522 . 523) 0 0 (4.39)
sym. See O
L Se6 |

Transversalisotropes Materialverhalten tritt in unidirektional verstirkten Einzellagen auf, wenn
die Koordinatenachsen des lokalen Koordinatensystems (also die Vorzugsrichtung) mit dem glo-
balen Koordinatensystem der Struktur zusammenfallen und das Materialverhalten in Schnittebe-
nen senkrecht zur Symmetrieachse als quasi-isotrop vorausgesetzt wird. Normalspannungen sind
miteinander {iber Querverformungseffekte gekoppelt. Zusdtzlich ergeben sich die Gleitungen bzw.
Schubspannungen in der zur Isotropieebene senkrechten Ebene z = 0 aus den Transformations-
beziehungen des ebenen Spannungszustandes. Im Gegensatz dazu sind auftretende Gleitungen
bzw. Schubspannungen in der Isotropieebene betragsgleich, jedoch von den Zusammenh#ngen in
z = 0 entkoppelt.

4.2.5 Isotropie

Das isotrope Materialgesetz entspricht der héchsten Symmetriestufe des Materialgesetzes. Iso-
trope Materialien zeigen beziiglich allen Achsen und Ebenen symmetrische Materialkennwer-
te. Sie verhalten sich vollstdndig richtungsunabhingig. Die Anzahl der von Null verschiedenen
Komponenten in der Koeffizientenmatrix ist wiederum 12. Da die Materialeigenschaften jedoch
richtungsunabhéngig sind, ergeben sich drei weitere Kopplungen zwischen Komponenten der Ko-
effizientenmatrix. Unter der Voraussetzung gleichen Materialverhaltens in den zueinander senk-
rechten Schnittebenen z-y-, y-z- oder z-z-Ebene gilt

o (11 = Cy = (33 wegen gleichem Langsverzerrungsverhalten,
e (19 = (3 = (31 wegen gleichem Querverzerrungsverhalten und
o (Cyy = Cs5 = Cgg wegen gleichem Schubverzerrungsverhalten.

Zusitzlich gilt aufgrund der Aquivalenz zwischen reiner Schubbeanspruchung in einer Ebene
und der betragsgleichen zweiachsigen Zug-Druck-Beanspruchung an den Schnittufern in der um
+45° bzw. -45° gedrehten Koordinatentransformation Cyy = Cs5 = Cgg = %(ng — Co3) =
% (C11 — C12). Aufgrund der beschriebenen Zusammenhénge und der Symmetrieeigenschaft zur
Hauptdiagonale verbleiben damit lediglich noch C1; und C2 als 2 unabhéngige elastische Kenn-
werte zur Beschreibung isotropen Materialverhaltens.

Die Belegung der Koeffizientenmatrizen ergibt sich aufgrund der vollkommenen Symmetrie der
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elastischen Materialkennwerte. Die Koeffizientenmatrizen bei isotropen Materialien lauten

[ C11 Ci2 Cha 0 0 0
Cn Chi2 0 0 0
1 Cn 0 0 0
[Ciso] = (G - ) 0 0 und  (4.40)
Sym. 5 (Ci1 — Ch2) 0
| % (C11 — Ch2) |
[ S11 Si2 Si2 0 0 0 T
St Si2 0 0 0
1 S11 0 0 0
[Siso] = 2(Sh1 — Sia) 0 0 (4.41)
sym. 2 (811 — S12) 0
L 2(S11 — S12) |

Normalspannungen sind iiber die Querverformung gekoppelt. Zusétzlich ergeben sich die Glei-
tungen bzw. Schubspannungen aus Transformationsbeziehungen. Auftretende Gleitungen bzw.
Schubspannungen sind entgegengerichtet betragsgleich, jedoch in jeder Ebene voneinander ent-
koppelt. Isotropes Materialverhalten wird ndherungsweise fiir Materialien vorausgesetzt, die rich-
tungsunabhingige elastische Materialkennwerte aufweisen. Dies sind typischerweise metallische
Werkstoffe und unverstérkte Polymere.

Nachgiebigkeitsmatrizen in Termen von Ingenieurskonstanten

Die im vorherigen Abschnitt abgeleiteten Belegungen der Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeits-
matrizen fiir unterschiedliche Materialsymmetrien werden fiir relevante Félle in Termen von
Ingenieurskonstanten angegeben. Im Einzelnen sind dies iiblicherweise die Steifigkeit oder Elas-
tizitatsmodul E, die Querverformungszahl v und der Schubmodul G angegeben. Diese Grofen
werden direkt in unterschiedlichen Methoden der Materialkennwertermittlung ermittelt. Sie sind
deshalb leichter zugénglich und anschaulich als die Koeffizienten der Steifigkeits- bzw. Nachgie-
bigkeitsmatrizen. Dabei ist die Ermittlung der Koeffizienten der Nachgiebigkeitsmatrix teilweise
direkter nachvollziehbar, da {iblicherweise Verzerrungen bzw. Verformungen als Reaktion des Ma-
terials gemessen werden, die aus bekannten, von aufen aufgebrachten, Belastungen resultieren.
Damit treffen Spannungen [o] auf Nachgiebigkeiten [S] und resultieren in Verzerrungen [¢]. Dies
geht aus dem Zusammenhang [¢] = [S] [o] hervor. Die Inversion dieses Zusammenhangs bedeu-
tet, dass Verzerrungen [¢] auf Steifigkeiten [C] treffen, und daraus Spannungen [o] resultieren.
Dies wird durch [o] = [C] [e].

Die Nachgiebigkeitsmatrix eines monotropen Materials mit der z-y-Ebene als Symmetrieebene
und damit z = 0 als Isotropieebene lautet

1 _ w1 __v31 Vel ]
Ey Lo 1533 0 0 11/56
1 _v32 Vg2
F» F3 0 0 Eg
2o g
[Smono] = 1 V54 0 . (442)
E Es
! 1 0
Sym. o
1
L Ee
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Die Nachgiebigkeitsmatrix eines orthotropen Materials lautet

[ E% —1’% —% 0 0 0
V.
o _ﬁ 0 0 0
- 0 0 0
[Sortho] = Es _ 1 s (4'43)
i = On 0 0
4 23 1 1 O
L Es — Giz J
mit den Ingenieurskonstanten und entsprechender Indizierung
o I, Ey, E3 als die Elastizitatsmoduli in der 1-, 2- bzw. 3-Richtung,
e 193, U31, V12 als die Querverformungszahlen und
o (93, G31, G2 als die Gleitmoduli in der 2-3-, 3-1- bzw. 1-2-Ebene.
Mit der Definition der Querverformungszahl
vij=—-2 v ,j=123 (4.44)
&q

ist diese das negative Verhiltnis der Kontraktion in j-Richtung bei reiner Zugbeanspruchung in
i-Richtung.

Mit der sog. MAXWELI[} BETTIP} Beziehung

Vij VjZ ..

= == A =1,2,3 4.45

E,L EJ Z?] 9y 9 9 ( )
der u. a. aus der Symmetrie der Koeffizientenmatrizen der Steifigkeit bzw. Nachgiebigkeit (siehe
Gleichung (4.43)) oder der Reziprozitat bzw. Gegenseitigkeit der Verschiebungsarbeiten hervor-

geht, wird Gleichung (4.43)) zu

B —fﬁ -0 0 0 ]
o 1E%3 0 0 0
= 0 0 0
Gos L
1
L Gz |
Mit den Ingenieurskonstanten
E
E, Ey = FE3 Gi3 = G2 , Vig =113 , Gaz = m (4.47)

lautet die Nachgiebigkeitsmatrix eines transversalisotropen Materials mit der y-z-Ebene bzw.

% James CLERK MAXWELL, * 13. Juni 1831 in Edingburgh, { 5. November 1879 in Cambridge. Schottischer
Physiker.

5 EnNgmico BeTTI, * 21. Oktober 1823 in Pistoia (Toskana, Italien), t 11. August 1892 in Soiana. Italienischer
Mathematiker.
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x = 0 als Tsotropieebene

T A - B0 0 0 7
v
Vo ﬁ 0 0 0
B o 0 0 0
[Stransiso] — 2(1+v23) 0 0 (4'48)
Es 1
L G2 A

Die Nachgiebigkeitsmatrix eines isotropen Materials in Termen der Ingenieurskonstanten £ und
v lautet

1

% —1% —% 0 0 0

5 -5 0 0 0

+ 0 0 0

[Siso] = 1 _ 2(1+4v) 0 0 (4'49)
G E
sym é = 2(15'/) 0
1 _ 2(14v)
L G FE p

Die Ingenieurkonstanten sind im Einzelnen der Elastizitdtsmodul E und die Querverformungs-
zahl v. Zwischen Elastizitdtsmodul £ und Schubmodul G besteht der Zusammenhang

E=2(1+v)G, (4.50)

sodass das Schubmodul G kein unabhéngiger Materialkennwert ist. Die Verzerrungen bzw. Nor-
malspannungen sind iiber die Querverformung gekoppelt. Die Kopplung wird durch die Quer-
verformungszahl v, wie in Gleichung dargestellt, beschrieben. Sie ist iiber den einachsigen
Zugversuch definiert. Die Schubspannungen sind auch hier entkoppelt.






5 Mikromechanische Homogenisierungsansatze

Faserverstirkte Kunststoffe bestehen aus den Einzelkomponenten Verstirkungsfaser, polymerer
Matrixwerkstoff und sich in der Faser-Matrix-Grenzschicht ausgebildeten Interphase. Bei der
analytischen Betrachtung geschichteter Strukturen ist jedoch i.a. eine verstidrkte Einzelschicht
das kleinste beriicksichtigte Werkstoffelement. Diese wird dabei vereinfachend als homogen vor-
ausgesetzt [92]. Da die makromechanischen Einzelschichten in der Realitét mikromechanisch
jedoch aus den zuvor genannten Einzelkomponenten bestehen, ergibt sich die Notwendigkeit, die
strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der mikromechanischen Einzelkomponenten in unter-
schiedlichen Ansétzen zu makromechanisch resultierenden Groken der verstirkten Einzelschicht
zu homogenisieren [69].

Ansétze zur Homogenisierung sind ein wesentlicher Bestandteil der Mikromechanik einer ver-
starkten Einzellage. Dabei wird die grundlegende Frage behandelt, wie die strukturmechanischen
Werkstoftkennwerte des makroskopischen Verbundmaterials von denen der mikromechanischen
Einzelkomponenten abhéngen [69]. Im Allgemeinen setzt die Formulierung von Mischungsregeln
voraus, dass die Einzelkomponenten in einer verstiarkten Einzellage makromechanisch nicht mehr
als solche erkennbar sind [69]. Unter dieser Voraussetzung liefert die Mikromechanik unterschied-
liche mechanische Modelle, die auf représentativ angenommenen Ausschnitten des Werkstoffes
basieren. Fiir einen sich stédndig wiederholenden Bereich (sog. Einheitszellen) werden die rele-
vanten mechanischen Eigenschaften exemplarisch analysiert. Die Eigenschaften der Einheitszelle
werden anschliefiend als das mechanische Verhalten des makroskopischen Modells vorausgesetzt
[149]. Die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte einer verstirkten Einzellage hingen von
den jeweiligen Eigenschaften der Einzelkomponenten in unterschiedlichem Maf ab.

Ansétze zur Homogenisierung gewichten die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der Ein-
zelkomponenten, sodass einer verstirkten Einzellage die entsprechenden makroskopischen struk-
turmechanischen Werkstoffkennwerte zugeordnet werden. Damit mischen bzw. verschmieren Ho-
mogenisierungsansitze die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der Einzelkomponenten.
Als Grofbe fiir die Gewichtung wird dabei in den meisten Ansétzen der Faservolumengehalt ¢f
verwendet. Er dient als Indikator fiir die mechanische Qualitéit des Materials und fiir die Repro-
duzierbarkeit der angewendeten Herstellverfahren. In mechanisch hochwertigen faserverstirkten
Kunststoffen betrégt dieser charakteristische Materialkennwert ¢f ~ 60 %.

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus den Werken von ALTENBACH, ALTENBACH
und RIKARDS 1996 [2], JoNES 1999 [69], MOSER 1992 [92], SCHURMANN 2005 [I49] und STELL-
BRINK 1996 [I5I] exzerpiert. In GEBBEKEN 1996 [47] findet sich eine ausfiihrliche Betrachtung
der Giiltigkeitsbereiche und Grenzen sowie kritischen Anmerkungen zu unterschiedlich recher-
chierten Homogenisierungsansétzen [46].

5.1 Vereinfachende Voraussetzungen

Zunichst werden unidirektional verstirkte Einzelschichten betrachtet. Diese sind im lokalen Ko-
ordinatensystem transversalisotrop, wenn eine Hauptachse mit der Richtung der Verstirkungs-
fasern iibereinstimmt. Dabei ergeben sich fiinf voneinander unabhingige strukturmechanische
Werkstoffkennwerte, die mit unterschiedlichen Homogenisierungsansétzen berechnet werden.

ol
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Die zu Grunde liegenden vereinfachenden Voraussetzungen sind u. a.:

e Die Steifigkeit und die Festigkeit des polymeren Matrixsystems sind mindestens eine Ma-
gnitude kleiner als die jeweilige Grofe der Verstiarkungsfasern (v. a. in Langsrichtung) [I51].

e Die Bruchdehnung des polymeren Matrixsystems ist grofser als die der Verstarkungsfasern.

¢ Das polymere Matrixsystem weist isotropes Materialverhalten auf. Die Verstirkungsfasern
weisen isotropes oder, bezogen auf die Faserldngsrichtung, transversalisotropes Material-
verhalten auf.

e Sowohl fiir das polymere Matrixsystemen als auch fiir die Verstarkungsfasern wird ver-
einfachend ein linear-elastisches Materialverhalten vorausgesetzt, obwohl v.a. polymere
Matrixsysteme in ihrer Reinform (Reinharz) teilweise nichtlineare mechanische Werkstof-
feigenschaften aufweisen.

e Die Geometrie der Verstidrkungsfasern wird als zylindrisch, d.h. mit kreisrundem Quer-
schnitt und ideal gerader Achse, vorausgesetzt. Die Durchmesser betragen zwischen 5 pym
und 20 pm.

e Die Betrachtung einer unidirektional verstérkten Einzelschicht impliziert die vereinfachen-
den Voraussetzungen, dass die Verstarkungsfasern (quasi-)endlos lang sind und ideal par-
allel angeordnet vorliegen.

e In der Grenzschicht zwischen den Verstarkungsfasern und dem polymeren Matrixsystem
herrscht vollsténdige Haftung (sog. ideale Faser-Matriz-Haftung), sodass von einer Konti-
nuitit der Verzerrungen, und damit einem sog. idealen Verbund, ausgegangen wird [47].

e Die sich in der Faser-Matrix-Grenzfliche ausbildende Interphase, die als sog. dritte Einzel-
komponente bezeichnet wird, wird vernachlissigt, obwohl ihr Volumenanteil im Laminat
teilweise nicht unwesentlich ist.

e Der Volumenanteil von Poren (auch: Porosititen) und Lunkern im Laminat wird als ver-
nachléssigbar klein vorausgesetzt.

Im weiteren Verlauf sind neben den Querverformungszahlen besonders die Steifigkeiten relevant.
Diesbeziiglich werden folgende weitere vereinfachende Voraussetzungen getroffen:

e Die Steifigkeiten des Verbundmaterials werden sowohl fiir Zugbeanspruchungen als auch
fiir Druckbeanspruchungen als (betrags-)gleich vorausgesetzt. Die Steifigkeiten und die
Festigkeiten hdngen in der Realitdt jedoch von der jeweiligen Art der Beanspruchung (Zug-
oder Druck) ab [I51].

¢ Bei der Betrachtung von Schubsteifigkeiten als auch von Schubfestigkeiten in der gleichen
Ebene ist das Vorzeichen per se irrelevant [I51].

e Die entsprechenden Gréfen werden im lokalen 1-2-3-Koordinatensystem berechnet. Uber
Transformationsbeziehungen ergeben sich diese Grofen fiir das eventuell abweichende glo-
bale z-y-z-Koordinatensystem.

Die folgenden Darstellungen beziehen sich auf eine unidirektional verstérkte Einzelschicht. In der
zweidimensionalen Schicht fallt die 1-Richtung des lokalen Koordinatensystems mit der Richtung
der Faserverstirkung zusammen und spannt mit der dazu senkrechten 2-Richtung die Ebene
der Schicht auf. Unter diesen Voraussetzungen, die schlieflich lediglich die Betrachtung eines
ebenen Spannungszustandes zulassen, geniigt die Kenntnis der Komponenten der sog. reduzier-
ten Steifigkeitsmatrix (). Dreidimensionale Betrachtungen erfordern zusétzlich die Kenntnis der
mechanischen Materialkennwerte in der 1-3-Ebene. Diese ergeben sich aufgrund von Symmetrie-
eigenschaften der Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrix analog zu Fy, Ey = E3, G13 = G2,
vig = 13, Gog = %, wie in den Ausfiihrungen bis zur Gleichung dargestellt. Diese
Grofen werden u. a. bei der Eingabe von strukturmechanischen Werkstoffkennwerten fiir nume-
rische Berechnungen mit der Finite-Elemente-Methode ben&tigt. Dabei wird aus Griinden der
Konsistenz beispielsweise auch fiir zweidimensionale Elemente, zu deren eindeutiger Beschrei-
bung die Kenntnis der fiinf unabhéingigen Materialkennwerte geniigt, die vollstdndige Eingabe
der neun dreidimensionalen Materialkennwerte gefordert.
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5.2 Steifigkeiten

Grundlegend existieren zwei unterschiedliche Fille mechanische Elemente zu verbinden. Dies
sind die Parallelschaltung und die Hintereinanderschaltung. Die Parallelschaltung impliziert die
Summation der Krifte bei Gleichheit der Verschiebungen. Die Last verteilt sich invers propor-
tional zu den Steifigkeitsverhiltnissen. Die Hintereinanderschaltung impliziert die Summation
der Verschiebungen bei Gleichheit der Kréfte. Die Verschiebungen verteilen sich invers propor-
tional zu den Steifigkeitsverhéltnissen. Basierend auf den beiden zuvor kurz beschriebenen An-
ordnungsmoglichkeiten werden Homogenisierungsansétze zur Berechnung der Steifigkeiten einer
unidirektional verstirkten Einzelschicht im lokalen Koordinatensystem angegeben.

5.2.1 Langssteifigkeit £,

Die Steifigkeit in Faserlangsrichtung E7; bzw. E; ergibt sich in erster Ndherung {iber das Modell
der Parallelschaltung der beiden Einzelkomponenten Verstdrkungsfaser und Matrixsystem unter
der Voraussetzung linear-elastischen Materialverhaltens zu

By =@ By + (1 — ¢f) Em , (5.1)

als arithmetischer Mittelwert von (Element-)Kraften. Der Ansatz entspricht dem, mit dem Fa-
servolumengehalt ¢r, gewichteten Mittel der Steifigkeiten der Verstirkungsfasern und des Ma-
trixsystems.

Obwohl sich Gleichung unter stark vereinfachenden Voraussetzungen ergibt, stimmen expe-
rimentell ermittelte Steifigkeiten von unidirektional verstirkten Einzellagen sehr gut damit iiber-
ein. Dabei sind Querverformungseffekte bzw. dreidimensionale Spannungszustédnde, beispiels-
weise hervorgerufen durch unterschiedliche Querschnittsformen, mikromechanische Anordnung
bzw. Packungsart der Verstirkungsfasern oder Eigenschaften der Interphase in der Faser-Matrix-
Grenzschicht nicht beriicksichtigt. Aufgrund der verhdltnismé&fig geringen Steifigkeit des Matrix-
systems sind diese Einfliisse entsprechend gering.

5.2.2 Quersteifigkeit Fyo

Die Steifigkeit quer zur Faserlingsrichtung FEao bzw. FEy ergibt sich in erster Naherung iiber
das Modell der Hintereinanderschaltung der beiden Einzelkomponenten Verstirkungsfaser und
Matrixsystem unter der Voraussetzung linear-elastischen Materialverhaltens zu

Ef Em

E2 — 5
(1 —¢) Ef + ¢t Em

(5.2)

als arithmetischer Mittelwert von (Element-)Verschiebungen. Der Ansatz entspricht dem, mit
dem Faservolumengehalt ¢r, gewichteten Mittel der Nachgiebigkeiten der Verstirkungsfasern
und des Matrixsystems. Dabei verweist STELLBRINK 1996 [I5I)] auf JONES 1999 [69].

Der Zusammenhang in Gleichung ergibt sich analog zu Gleichung unter stark ver-
einfachenden Voraussetzungen. In diesem Fall liefern experimentell ermittelte Steifigkeiten mit
zunehmendem Faservolumengehalt lediglich geringfiigig hohere Werte. Die Griinde hierfiir sind
u. a. die Voraussetzung rechteckformiger Querschnitte von Verstiarkungsfaser und Matrixsystem,
die in der Realitat eher einer stochastischen Verteilung unterschiedlicher Packungsarten der zy-
linderférmig vorausgesetzten Verstirkungsfasern entspricht, sowie das Auftreten von Querverfor-
mungsbehinderungen, Fehlstellen bzw. Ungédnzen und mangelnde Faser-Matrix-Haftung in der
Grenzschicht. Der Ansatz liefert im Vergleich zu alternativen Homogenisierungsansitzen verhilt-
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nisméifig kleine Werte, sodass er als unterer Grenzwert (sog. lower-bound) betrachtet werden
kann. Dabei dominiert die verhéltnisméfig geringe Steifigkeit des Matrixsystems diese Grofe.
Im Detail wirken die Verstirkungsfasern mikromechanisch als Kerben, sodass die effektive expe-
rimentell ermittelte Steifigkeit zusétzlich reduziert ist.

CHAMIS 1983 [24] bzw. CHAMIS 1984 [25] liefert einen verhaltnisméfig einfachen semi-empirischen
Ansatz [I51],

1 _ 1 _ \/7 Em '
et Ef 22

Er liefert anndhernd die gleichen Ergebnisse wie das deutlich komplexere Kreiszylinder-Modell
nach HAsHIN 1983 [60], das auf einer rein analytischen Grenzwertbetrachtung basiert [I51].

Ey (5.3)

Fiir die Steifigkeit quer zur Faserldngsrichtung existieren noch weitere unterschiedliche Homo-
genisierungsansitze. Dabei wéren insbesondere Ansitze nach FORSTER und KNAPPE, PUcCK,
SCHNEIDER, Tsar 1980 [161], dem Handbuch Strukturberechnung (HSB) im Luftfahrttechni-
schen Handbuch (LTH) (wird zur Auslegung von Luftfahrtstrukturen in Deutschland verwendet)
zu nennen. Diese weichen bei zunehmendem Faservolumengehalt ¢f zunehmend voneinander ab
[I51]. Dabei liefert der Ansatz nach PUCK stets den oberen Grenzwert (sog. upper-bound), wih-
rend der Ansatz nach JONES in Gleichung , wie bereits erwihnt, den unteren Grenzwert
(sog. lower-bound) iiber den gesamten theoretischen Definitionsbereich des Faservolumengehalts
o = 0%...100% liefert. Dabei betrigt der technisch anzustrebende Wert des Faservolumenge-
halts in Laminaten mit unidirektionaler Verstarkung ¢fyp =~ 60 %.

Die zuvor kurz beschriebenen Aspekte lassen den Schluss zu, dass die Steifigkeit quer zur Fa-
serlingsrichtung deutlich sensitiver auf das Materialverhalten der untersuchten Art der Verstir-
kungsfaser (isotrop oder anisotrop), deren Wechselwirkung mit dem ausgewihlten polymeren
Matrixsystem und den Faservolumengehalt of ist. Zusétzlich ist die Validierung der unterschied-
lichen Homogenisierungsansétze fiir diesen mechanischen Werkstoftkennwert eine Herausforde-
rung, da die dem Material eigene Streuung teilweise gleichzeitig in die Ergebnisbereiche mehrerer
Ansitze fallt. Die Validierung zeigt eine groke Sensitivitdt beziiglich Porositdten im Laminat.
Zusitzlich verhalten sich die Werte sensitiv auf die Art der Beanspruchung, Zug oder Druck.

5.2.3 Langs-Quer-Schubsteifigkeit G-

Die Schubsteifigkeit parallel/senkrecht zur Faserlangsrichtung ergibt sich in erster N#herung
analog zur Steifigkeit quer zur Faserlangsrichtung {iber das Modell der Hintereinanderschaltung
der beiden Einzelkomponenten Verstirkungsfaser und Matrixsystem unter der Voraussetzung
linear-elastischen Materialverhaltens zu

Gr12 Gm
(1—¢) Geao + ¢ Gm

G = (5.4)

Dieser Ansatz entspricht wieder einer arithmetischen Mittelwertbildung von (Element-)Ver-
schiebungen, analog zu Gleichung . Er entspricht dem, mit dem Faservolumengehalt ¢y,
gewichteten Mittel der Schubverformungen als Nachgiebigkeiten der Verstdarkungsfasern und des
Matrixsystems in einer Ebene parallel zur Faserldngsrichtung. Dabei referenziert STELLBRINK
1996 [I51] wieder JONES 1999 [69].

Die Validierung der Gleichung liefert analog zur Steifigkeit quer zur Faserlingsrichtung
nach Gleichung zu geringe Werte. Sie ist entsprechend wieder als unterer Grenzwert zu
betrachten. Aus diesem Grund existieren in der Literatur weitere Homogenisierungsansétze fiir
die Schubsteifigkeit parallel/senkrecht zur Faserlangsrichtung. Diese werden oft mit einem Mo-
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dell abgeleitet, das dem zur Ermittlung der Steifigkeit quer zur Faserldngsrichtung entspricht
oder dhnlich ist. Aus diesem Grund veréffentlichten oft die gleichen Autoren, wie beispielswei-
se FORSTER und KNAPPE, PUCK, SCHNEIDER, TsAl, Handbuch Strukturberechnung (HSB) im
Luftfahrttechnischen Handbuch (LTH), HASHIN sowie SENDECKYJ unterschiedliche Ansétze. Die
numerischen Unterschiede zwischen den einzelnen Homogenisierungsansétzen verhalten sich im
wesentlichen analog zu denen der Ansitze fiir die Steifigkeit quer zur Faserlingsrichtung [I51].

Der Homogenisierungsansatz nach Gleichung ist v. a. wieder fiir glasfaserverstirkte Kunst-
stoffe geeignet. Fiir kohlenstofffaserverstarkte Kunststoffe hat sich auch hier der Homogenisie-
rungsansatz nach CHAMIS 1983 [24] bzw. Cuamis 1984 [25] als geeignet erwiesen [15I]. Die
verhéltnisméfkig einfache semi-empirische Gleichung lautet im Falle fiir die Schubsteifigkeit par-
allel/senkrecht zur Faserldngsrichtung analog zu Gleichung

G
1- ygr (1— 8
et Gt12

Gro = (5.5)

In diesem Fall unterscheiden sich die Werte nicht nach dem Vorzeichen der Beanspruchungs-
richtung. Im Falle der Schubsteifigkeit ist jedoch die Beurteilung der Ergebnisse zusétzlich er-
schwert. Ein wesentlicher Grund hierfiir ist das nichtlineare Schubverformungsverhalten, das
polymere Matrixwerkstoffe meist aufweisen. Das nichtlineare Werkstoffverhalten einer Einzel-
komponente beeinflusst das Werkstoffverhalten des Verbundmaterials entsprechend hin zu einer
nichtlinearen Schubsteifigkeit parallel/senkrecht zur Faserlangsrichtung [I51]. Die Validierung
zeigt, dass G119 verhéltnisméRig sensitiv auf Porositéten als Imperfektionen im Laminat reagiert.
Die Streuungen von experimentellen Untersuchungsergebnissen kénnen zusatzlich auf eventuelle
Verdrillungen der Monofilamente in den Rovings oder der Rovings selbst, also sog. Imperfek-
tionen, zuriickgefithrt werden [I51]. Die Adaption der Gleichungen ist im Falle der Schubstei-
figkeit parallel /senkrecht zur Faserlangsrichtung jedoch bereits durch geringe Modifikation der
Eingangsgrofen erreichbar.

Unterschiedliche experimentelle Methoden

Zur Ermittlung der Schubsteifigkeit parallel /senkrecht zur Faserlangsrichtung G existiert eine
Vielzahl von experimentellen Methoden. Deren Auswertung erlaubt in unterschiedlicher Weise
schliefslich die Ermittlung der Schubsteifigkeit G15. Im Folgenden wird eine Auswahl der bekann-
testen bzw. relevantesten experimentellen Methoden angefiihrt.

Es existieren Ansidtze, die Zugversuche mit flachen stabférmigen Probekdrpern mit gewissen
Winkeln der Faserverstdrkung vorschlagen [92]. Dies sind im Detail, der in der DIN EN ISO
14129 [110] genormte £45°-Zugversuch (auch Zug-Schub-Versuch) oder der Off-Axis-Zugversuch,
bei dem VASILIEV und MOROZOV 2007 [166] 10°-Faserverstirkung als geeignet betrachtet, und
seinerseits auf CHAMIS 1979 [23] verweist. Der sog. IosipESCU-Schubversuch, bei denen sym-
metrisch gekerbte Probekorper mit unterschiedlichen Lagenaufbauten iiber eine Vorrichtung in
einer Zugpriifmaschine in der Kerbe geschert werden, ist in der US-amerikanischen Norm ASTM
D5379M [97] beschrieben. Im Two- bzw. Three-Rail-Shear-Test werden zwei bzw. drei Probe-
kérper in einer Vorrichtung in Langsrichtung parallel nebeneinander eingespannt. Die Applika-
tion von Zugbelastung auf die Vorrichtung leitet iiber die Fiigestellen Schubbeanspruchungen
in die Probekérper ein. Versuchsaufbau, -durchfiihrung und -auswertung sind in GRELLMANN
und SEIDLER 2005 [50], und dabei besonders in ALTSTADT 2005 [3], beschrieben. Beim sog.
Picture-Frame-Versuch wird ein flacher quadratischer Probekorper mit 45°-Verstirkung in einen
Viergelenk-Rahmen eingespannt, und an zwei gegeniiberliegenden Gelenken in einer Zugma-
schine gezogen. Die Betrachtung von Gleichgewichtsbedingungen in Kombination mit geometri-
schen bzw. kinematischen Bedingungen erlaubt die Berechnung der wirkenden Schubspannun-
gen 712 bzw. die Schubsteifigkeit G192, wie beispielsweise in VASILIEV und MOROZOV 2007 [166]
beschrieben. Schlieflich erlaubt die Torsionspriifung von diinnen Kreiszylinderschalen mit 0°-
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bzw. 90°-Faserverstirkung die Ermittlung der Schubsteifigkeit G12. Die Anwendung der sog. 2.
BREDT’schen Forme][] mit dem Torsionswiderstand (auch ST. VENANT scher Drillwiderstandﬂ)
ist in VASILIEV und MoRrozov 2007 [166], GRELLMANN und SEIDLER 2005 [50], und dabei
besonders in ALTSTADT 2005 [3], beschrieben.

Der Werkstoffkennwert selbst ist zusétzlich sensitiv auf das Materialverhalten der untersuchten
Art der Verstirkungsfaser (isotrop oder anisotrop), deren Wechselwirkung mit dem ausgewéhlten
polymeren Matrixsystem und den Faservolumengehalt ¢r. Neben der Vielzahl von experimentel-
len Methoden zur Ermittlung der Schubsteifigkeit G192 ist auch in diesem Fall besonders die dem
Material eigenen Streuung erwihnenswert. Zuséitzlich weisen alle Methoden in unterschiedlichem
Umfang gleichzeitig Vor- und Nachteile auf. Die grundlegende Ursache fiir die zuvor genannten
Umsténde ist jedoch, dass keine der recherchierten experimentellen Methoden reine Schubbean-
spruchung mit experimentellen Randbedingungen realisiert die zugleich messbar sind.

5.2.4 Quer-Quer-Schubsteifigkeit Go3

Fiir eine vollsténdige Beschreibung der Elastizitdtsgrofen der unidirektional verstirkten Einzel-
schicht mit transversalisotropem Materialverhalten, wenn eine Koordinatenachse mit der Faser-
langsrichtung zusammenfillt, wird die Schubsteifigkeit senkrecht/senkrecht zur Faserléngsrich-
tung Ga3 bendtigt. Nach Definition liegt in der Ebene senkrecht zur Faserlangsrichtung Isotropie
vor. Unter dieser Voraussetzung gilt aus Betrachtungen des ebenen Elastizitdtsgesetzes unter
Beriicksichtigung geometrischer Zusammenhénge

Es

Gog — — =
272 (1 + 1)

(5.6)
als bekannten Beziehung zwischen Elastizitdtsmodul, Querverformungszahl und Schubsteifigkeit.
Damit ist Gag ein abhingiger strukturmechanischer Werkstoftkennwert der unidirektional ver-
stdrkten Einzelschicht und keine Grund-Elastizitétsgrofie im eigentlichen Sinn. Gleichung
verwendet jedoch die Querverformungszahl vog fiir Querverformung quer zur Faserlidngsrichtung
bei Belastung quer zur Faserldngsrichtung. Entsprechende Homogenisierungsansétze sind in Ab-

schnitt angegeben.

Fiir die Schubsteifigkeit senkrecht /senkrecht zur Faserldngsrichtung Gag gibt es zusatzlich weitere
Homogenisierungsansétze. Analog zu den Gleichungen (5.3)) bzw. (5.5) gibt CHAMIS 1983 [24]
bzw. CHAMIS 1984 [25] fiir diesen strukturmechanischen Werkstoffkennwert

Gm
1— ot (1- &=
vt Gf,23
an. Dieser wiederum relativ einfache Zusammenhang liefert jedoch tendenziell sehr hohe Werte.
Zusitzlich wird zur Auswertung von Gleichung (5.7) insbesondere eben dieser mechanische Werk-

stoffkennwert der Verstarkungsfaser benétigt. Er wird dabei wieder durch die zuvor beschriebene
Methode durch Auflésen der jeweiligen Gleichung selbst berechnet.

Gz = (5.7)

Basierend auf einem konzentrischen Zylinderelement Modell gibt T'sar 1980 [161] fiir die Schub-

RupoLr BREDT, * 17. April 1842 in Barmen, { 18. Mai 1900 in Wetter. Deutscher Maschinenbauingenieur
und Unternehmer. Verdffentlichte 1886 im VDI-Journal die sog. BREDT’schen Formeln als Grundlage zur
Berechnung von Schubspannungen und Verformungen bei Bauelementen mit geschlossenen diinnwandigen
Hohlquerschnitten unter reiner Torsionsbeanspruchung.

ADHEMAR JEAN CLAUDE BARRE DE SAINT-VENANT, * 23. August 1797 in Villiers-en-Biére, Seine-et-Marne,
1 6. Januar 1886 in St-Ouen, Loir-et-Cher. Franzosischer Ingenieur, Mathematiker und Physiker.
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steifigkeit senkrecht/senkrecht zur Faserlangsrichtung

3—dum+ S

_¥r +90 (1 — QDf) . Gt23
Goz = o 0(-g) N 5 (1=0) mit 0= 1 (1 — l/m) (58)
Gf,23 Gm

an. Fiir verhéltnisméfig schubsteife Verstiarkungsfasern und einer Querverformungszahl des po-
lymeren Matrixsystems vy, = 0,35 betriagt der Wert des Terms ¢ ndherungsweise § ~ 0,62[151].

Obwohl die Schubsteifigkeit senkrecht/senkrecht zur Faserldngsrichtung Gog allgemein nicht re-
levant fiir die sog. klassische Laminattheorie (engl.: classical laminate theory (CLT)) ist, werden
in STELLBRINK 1996 [I51] wenige existierende Ansétze angefithrt. Ein Grund dafiir ist u.a.,
weil der Wert von Gas fiir die Berechnung der Steifigkeit quer zur Faserldngsrichtung Fs2 nach
HASHIN benétigt wird. Aufserdem ist die Ermittlung des Werts notwendig, wenn numerische
Berechnungen mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) dessen Eingabe im Sinne der Konsis-
tenz der Eingabeparameter erfordern. Zusétzlich ist der Wert von Gas eine wesentliche Grofe
fiir Festigkeitsanalysen im dreidimensionalen Spannungszustand. Diese treten beispielsweise bei
Problemstellungen der Lasteinleitung auf. Gleichung nach CHAMIS liefert tendenziell sehr
hohe Werte. Zusétzlich liefert HASHIN 1983 [60] einen Ansatz fiir den unteren als auch fiir den
oberen Grenzwert, der in beiden Fillen jedoch verhiltnisméfig geringe Werte liefert. Die Werte
der Gleichung nach TSAT liegen dabei zwischen den tendenziell zu hohen Werten der Gleichung
nach CrHAMIS und den tendenziell zu niedrigen Werten der Gleichungen nach HASHIN. Als wahr-
scheinlicher Grund fiir die in der Validierung ermittelten héheren Schubsteifigkeiten als die des
Ansatzes nach HASHIN wird angenommen, dass die stark vereinfachenden Voraussetzungen in
der Realitdt nicht zutreffen. Stattdessen liegen die Verstarkungsfasern nie exakt parallel zueinan-
der, was eine geringfiigige Versteifung bewirkt. Auch in diesem Fall unterscheiden sich die Werte
nicht nach dem Vorzeichen der Beanspruchungsrichtung.

5.3 Querverformungszahlen

Querverformungszahlen v;; V i, = 1,2,3 beschreiben das negative Verhéltnis der Langsver-
zerrung aufgrund der wirkenden Beanspruchung zur dazu senkrechten Querverzerrung, wie in

Gleichung (4.44) formuliert.

Zur eindeutigen Bezeichnung der Querverformungszahlen ist eine doppelte Indizierung zwingend.
Wihrend ein Index die Richtung der wirkenden Beanspruchung angibt, adressiert der andere die
dazu senkrechte Richtung der Querverformung. Dabei ist zusdtzlich die Reihenfolge relevant.
Diese unterscheidet sich dabei in der européiischen und anglo-amerikanischen Literatur. Die eu-
ropdische Schreibweise indiziert in der Reihenfolge von Wirkung und Ursache. Im Gegensatz da-
zu indiziert die anglo-amerikanische Schreibweise in der Reihenfolge von Ursache und Wirkung.
D.h. die Querverformungszahl 5 ist diejenige, die das negative Verhéltnis der Querverzerrung
in 2-Richtung zur urséchlichen Léngsverzerrung in 1-Richtung beschreibt, 12 = —i—?. In der
vorliegenden Arbeit ist die anglo-amerikanische Indizierung verwendet worden. Sie ist u. a. auch
von den Autoren JONES 1999 [69], BARBERO 2011 [7], EHRLICH 2004 [30]. Im Gegensatz dazu
verwenden u. a. die Autoren SCHOURMANN 2005 [I49], STELLBRINK 1996 [151] und MOSER 1992
[92] die europdische Indizierung. Eine eindeutige Moglichkeit der Bezeichnung der Querverfor-
mungszahlen bietet ihr Betrag. Damit ergibt sich die sog. grofe Querverformungszahl (hier: v12)
und die sog. kleine Querverformungszahl (hier: v9;), analog zur englischen Bezeichnung magor
PoOI1SSON’s ratio und minor POISSON’s ratio [149].
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5.3.1 Senkrecht bei Lingsverformung v,

Die Querverformungszahl vy fiir Querverformung senkrecht zur Faserlangsrichtung bei Belastung
in Faserlingsrichtung kann vereinfacht analog iiber eine sog. Mischungsregel ermittelt werden.
Sie ergibt sich aus dem, mit dem Faservolumengehalt f, gewichteten Mittel der Querverfor-
mungszahlen der Verstarkungsfasern und des Matrixsystems. Dabei wird als Kompatibilitatsbe-
dingung formuliert, dass Verstarkungsfasern und Matrixsystem senkrecht zur Faserlingsrichtung
die gleiche Beanspruchung erfahren. Die Querverformungszahl einer unidirektional verstiarkten
Einzellage senkrecht zur Faserldngsrichtung bei Belastung in Faserldngsrichtung ergibt sich zu

vig = prvgi2 + (1 — ¢f) vm - (5.9)

Obwohl auch diese Mischungsregel auf einem verhiltnismifig einfachen eindimensionalen Modell
basiert, stimmen experimentell ermittelte Werte sehr gut mit Ergebnissen des Homogenisierungs-
ansatzes iiberein.

5.3.2 Langs bei Querverformung vy

Die beiden Querverformungszahlen 15 und 11 sind nicht voneinander unabhingig, wie bereits
in Gleichung (4.44) formuliert. Unter der vereinfachenden Voraussetzung infinitesimaler Verfor-
mungen bei linear-elastischem Materialgesetz ergibt sich der Zusammenhang

V2 V21
BB (5.10)
zwischen den beiden Grofen aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix. Dieser setzt die
beiden Querverformungszahlen mit den zueinander senkrecht orientierten Elastizitdtsmoduli ins
Verhiltnis. Damit ist die Querverformungszahl vs; fiir Querverformung in Faserlangsrichtung bei
Belastung senkrecht zur Faserldngsrichtung kein unabhéngiger Materialkennwert. Die Gleichung
ergibt sich aus dem Satz der Reziprozitit der Arbeiten. Dieser Zusammenhang wird auch
als der Satz nach MAXWELLP| und BETT[Y] auch als MAXWELL-BETTI-Beziehung bezeichnet.
Der analytisch geschlossene Zusammenhang wird insbesondere von BERT 1975 [10] aufgegriffen,
wie in GEBBEKEN 1996 [47] referenziert. Wahrend der Zusammenhang nach Gleichung
in BERT 1975 [10] fiir gewickelte kohlenstofffaserverstirkte Kunststoffe nicht validiert werden
konnte, werden in [10] iiber 200 Literaturstellen angegeben, in denen die Giiltigkeit hauptséchlich
fiir glasfaserverstirkte Kunststoffe mit Epoxidharzmatrix validiert werden kann.

Fiir die Formulierung der Gleichung (5.10) werden im Anhang kurz der sog. Vertauschungssatz
nach MAXWELL und der Reziprozitdtssatz von BETTI vorgestellt. Diese sind in Popov 2012
[133] in Kiirze angefiihrt, der die Lehrbiicher von GROSS et al. 2011 [51] und MULLER 2012 [94]
zitiert.

5.3.3 Quer bei Querverformung vy3

Fiir eine vollsténdige Beschreibung der Elastizitdtsgrofen der unidirektional verstirkten Einzel-
schicht mit transversalisotropem Materialverhalten, wenn eine Koordinatenachse mit der Faser-
langsrichtung zusammenfillt, wird die Querverformungszahl o3 fiir Querverformung quer zur
Faserldangsrichtung bei Belastung quer zur Faserldngsrichtung bendtigt. Die Querverformungs-

8 James CLERK MAXWELL, * 13. Juni 1831 in Edinburgh, t 5. November 1879 in Cambridge. Schottischer
Physiker.

1 Enmico BETTI, * 21. Oktober 1823 in Pistoia (Toskana, Italien), t 11. August 1892 in Soiana. Italienischer
Mathematiker und Ingenieur.
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zahl o3 ist ein Verformungsverhéltnis in der transversal isotropen 2-3-Ebene. Die analytische
Berechnung iiber das mit dem Faservolumengehalt ¢r gewichtete Mittel der entsprechenden Quer-
verformungszahlen der Verstarkungsfasern und des Matrixsystems

ve3 = prvges + (1 — ¢f) vm (5.11)

vernachlissigt jedoch die Dehnungsbehinderung. Die unter Dehnungsbehinderung effektiv wirk-
same Querverformungszahl des Matrixsystems wird in SCHURMANN 2005 [149] hergeleitet und
angegeben mit

£3 (1 + Um — V12 %“1‘)
Vmeff = —— = Vm . (512)
€2 (1 — V2 + Umrio %ﬂ)

1

Wie in [149] angegeben, verwendet FOYE 1972 [43] den Ansatz nach Gleichung (5.11]) und setzt
Vi = Vmeff Nach Gleichung (5.12)) ein, sodass folgt

<1+Vm—u12 Eﬁ‘)

En
(1 — V2 + U V1o E—l>

vo3 = @r23 + (1 — 1) Umerr = @423 + (1 — ) Vm (5.13)

Die Querverformungszahl vog fiir Querverformung quer zur Faserldngsrichtung bei Belastung quer
zur Faserldngsrichtung wird nicht zur Beschreibung des Elastizitétsgesetzes fiir den ebenen Span-
nungszustand bendtigt, und ist damit keine Grund-Elastizittsgrofe im eigentlichen Sinn. Sie ist
jedoch relevant, um die Spannungs- und Verformungsanalyse auf rdumliche Spannungszustinde
auszudehnen.

Der Ansatz in Gleichung (5.13) nach FOYE 1972 [43] ist in KNAUST 1989 [78] mit mikromecha-
nischen FE-Berechnungen fiir glasfaserverstirktes Epoxidharz unterschiedlicher Packungsarten
numerisch verifiziert worden [149].

5.4 Abschlieffende Bemerkungen

Die zuvor dargestellten mikromechanischen Ansétze zur Homogenisierung der strukturmechani-
schen Werkstoffkennwerte der Einzelkomponenten Verstarkungsfaser und Matrixsystem basieren
auf einer Einheitszelle oder einer entsprechenden Modellvorstellung im mikromechanischen Mafs-
stab. Da die vereinfachenden Voraussetzungen in der Realitdt in unterschiedlichem Mafse nicht
zutreffen, bedarf die vorausgesetzte direkte Ubertragbarkeit der mikromechanischen Werkstoff-
kennwerte auf die entsprechenden makromechanischen Gréfen der unidirektional verstirkten
Einzelschicht einigen Anmerkungen.

Anmerkungen zum Faservolumengehalt als Gewichtungsfaktor

Der charakteristische Materialkennwert, der unterschiedlichen Homogenisierungsansatzen zu Gru-
nde liegt, ist der Faservolumengehalt of. Er stellt das Verhéltnis des Volumens der Verstirkungs-
fasern zum Volumen des Verbundmaterials, bestehend aus Verstdrkungsfasern und Matrixwerk-
stoff, dar. Unter der Voraussetzung von ideal parallelen Verstiarkungsfasern mit kreisrundem
Querschnitt gibt es unterschiedliche theoretisch ideale Muster der Anordnung. Von diesen sog.
Packungsarten sind zwei fiir die theoretischen Grenzwerte des Faservolumengehalts or relevant.
Dies sind die quadratisch dichteste Packung (qdP) und die hexagonal dichteste Packung (hdP).
Unter der Voraussetzung gleicher Durchmesser der Verstdrkungsfasern ergeben sich durchmes-
serunabhéngige maximal erreichbare Faservolumengehalte ¢ max. Diese sind fiir die quadratisch
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—~

dichteste Packung (qdP) bzw. fiir die hexagonal dichteste Packung (hdP)

Pfmax,qdP = —7 = 0,79 bzw. (5.14)

IS

T
Pf, max,hdP = 27\/5 =091. (5.15)

In beiden Extremféllen der Anordnung als quadratisch bzw. hexagonal dichteste Packung liegen
die Verstirkungsfasern jedoch bereits so nahe beieinander, dass Linienkontakt zwischen den ein-
zelnen Verstirkungsfasern herrscht. In diesen Bereichen liegt keine Matrix vor, sodass sich auch
keine haftungsvermittelnde Faser-Matrix-Grenzflache als Interphase ausbildet. Die Matrix kann
ihre mechanischen Aufgaben im Verbund, wie in Abschnitt dargestellt, nicht erfiillen. Damit
reagiert das Material als solches nicht mehr als Verbundmaterial im eigentlichen Sinne, und weist
auch nicht mehr die entsprechenden Vorziige auf. Dabei entspricht das viel zu steife Materialver-
halten in Verbindung mit der Neigung zu zunehmend splitterartigem Sprodbruchversagen einer
geringeren strukturmechanischen Qualitit. Dies ist u. a. an Stellen der Krafteinleitung problema-
tisch. Aus diesem Grund werden in der Anwendung maximale Faservolumengehalte ¢f ~ 60 %
angestrebt [7], [40], [49], [69], [92], [149], [I51], da in unidirektional verstdrkten Bereichen die
mikromechanische Ubertragung der Beanspruchungen zwischen Verstirkungsfaser und Matrix-
werkstoff in der Faser-Matrix-Grenzfliche (sog. Interphase) auf Schubspannungen basiert (vgl.
Abschnitt zu den Aufgaben des Matrixwerkstoffes in Abschnitt [3.3)). Damit wird die stochasti-
sche Verteilung der Verstarkungsfasern iiber den Querschnitt mit ausreichend Matrixanteil im
Laminat sichergestellt. Dabei findet sich in der Realitdt mikromechanisch meist nie lediglich eine
reprisentative Packungsart, sodass ebenfalls meist nie eine ideale maximale Packungsart erreicht
wird. Diese beiden Aussagen lassen sich mit der dem Material charakteristischen stochastischen
Eigenheiten, basierend auf der mikromechanischen Heterogenitéit, begriinden. Es liegt stets eine
Kombination verschiedener Packungsarten vor, selten bzw. nie die dichteste.

Bestimmung des Faservolumengehalts

Der Faservolumengehalt s ist ein charakteristischer Materialkennwert. Er gibt Aufschluss iiber
die mechanische Materialqualitdt und die Reproduzierbarkeit von Herstellungsprozessen. Die
experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts eines Laminats ist dabei lediglich im aus-
geharteten Zustand nach dem eigentlichen Herstellungsprozess moglich. Dabei sind die Methoden
der (nass-)chemischen Extraktion fiir organische Verstdrkungsfasern (z.B. Kohlenstofffasern)
nach DIN EN 2564 [103] sowie der thermischen Zersetzung des polymeren Matrixsystems fiir
anorganische Verstdrkungsfasern (z.B. Glasfasern) nach DIN EN ISO 1172 [I07] genormt. In
ScHMID et al. 2012 [I42] ist die Massenkonstanz von Glas- und Basaltfasern bei Temperaturen
von bis zu 820° C fiir bis zu 240 min nachgewiesen worden. Damit ist die das Verfahren der
thermischen Zersetzung des polymeren Matrixwerkstoffes nach DIN EN ISO 1172 [I07] analog
fiir basaltfaserverstarkte Kunststoffe anwendbar. Zur experimentellen Bestimmung des Faservo-
lumengehalts mit der Methode der (nass-)chemischen Extraktion fiir organische Verstidrkungsfa-
sern nach DIN EN 2564 [103] ist zusétzlich vorher die experimentelle Bestimmung der Dichte des
Verbundmaterials g, nach DIN EN ISO 1183-1 [108] durchzufithren. Das Vorgehen ist im Rah-
men der Materialcharakterisierung der Probekérper fiir die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen durchgefiihrt worden, und in Abschnitt detailliert beschrieben.

Methoden zur Formulierung von Homogenisierungsansitzen

Ansétze zur Homogenisierung koénnen analytisch, numerisch oder experimentell (auch semi-
empirisch) methodisch hergeleitet und formuliert werden. Bei der Validierung bzw. experimentel-
len empirischen Definition von Mischungsregeln gilt es jedoch zu beachten, dass im eigentlichen
Sinne lediglich die strukturmechanischen Werkstoftkennwerte des Reinharzes und des Laminats
experimentell bestimmt werden konnen. Erst unter der zusédtzlichen Beriicksichtigung des Faser-
volumengehalts ¢r als charakteristischen Materialkennwert kann lediglich analytisch durch Auflo-
sen des jeweiligen Homogenisierungsansatzes der entsprechende mechanische Werkstoffkennwert
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der Verstarkungsfasern berechnet werden. Obwohl im textilen Bereich die Werkstoffkennwerter-
mittlung fiir einzelne trockene Rovingstrange in Faserldngsrichtung durchgefiihrt wird, entspre-
chen weder das Werkstoffverhalten noch die Ergebnisse dem strukturmechanischen Verhalten der
Verstarkungsfasern im Verbund mit dem polymeren Matrixsystem. Anséitze zur Homogenisierung
basieren damit stets auf den bekannten experimentell ermittelten Gréfen von Reinharz und faser-
verstirktem Probekorper mit bekanntem Faservolumengehalt (. Diese drei Grofen ermdoglichen
schlieklich invers die Berechnung des jeweiligen strukturmechanischen Werkstoffkennwerts der
Verstérkungsfasern.

Validierung von Homogenisierungsansitzen

Bei der Validierung von analytischen oder numerisch abgeleiteten Homogenisierungsansitzen
treten in der Realitét teilweise relevante Aspekte auf, die in der Modellvorstellung nicht beriick-
sichtigt werden kénnen, bzw. die Modellgrenzen nicht einschliefen. Dies sind beispielsweise

e Querverformungseffekte bzw. dreidimensionale Spannungszustinde, die durch unterschied-
liche Querschnittsformen hervorgerufen werden,

e mikromechanische Anordnungen der Verstirkungsfasern, die in der Realitét eher einer sto-
chastischen Verteilung unterliegen,

e die Interphase in der Faser-Matrix-Grenzschicht, die nicht beriicksichtigt wird,

e das (lokale) Auftreten von Querverformungsbehinderungen, Fehlstellen oder Porositéten
und mangelnde Faser-Matrix-Haftung in der Grenzschicht,

o die dem Material eigene Streuung, die teilweise gleichzeitig in die Ergebnisbereiche mehrerer
Ansétze fallt,

e die grofie Sensitivitit beziiglich Porositaten im Laminat (global betrachtet),

e die Sensitivitdt auf die Beanspruchungsart und damit auf das Vorzeichen der Beanspru-
chung (bei Zug oder Druck und den zugehorigen Querverformungszahlen, nicht bei Schub),

e eventuelle Verdrillungen der Monofilamente in den Rovings oder der Rovings selbst, also
sog. Richtungsimperfektionen, die eine geringfiigige Versteifung bewirken.

Einschrinkung auf bestimmte untersuchte Faser-Matrix-Kombinationen
Experimentell validierte bzw. semi-empirisch formulierte Homogenisierungsansitze gelten streng
genommen lediglich fiir die jeweils untersuchte Faser-Matrix-Kombination [47]. Eine Umrech-
nung bzw. Gewichtung der strukturmechanischen Werkstoffeigenschaften ist zusétzlich lediglich
in kleinen Bereichen um den jeweils zu Grunde liegenden Faservolumengehalt zulédssig. Gleiche
Faser-Matrix-Kombination mit stark abweichendem Faservolumengehalt kénnen sich struktur-
mechanisch signifikant anders verhalten.

Vernachléssigung der Interphase als dritte Einzelkomponente

Die Einzelkomponenten sind, wie zuvor beschrieben, die Verstarkungsfaser, der polymere Matrix-
werkstoff und die Interphase. Die Interphase bildet sich, wie in Abschnitt beschrieben in der
Grenzschicht zwischen Verstirkungsfaser und Matrixwerkstoff aus. Obwohl der volumenméfige
Anteil der Interphase im Laminat nicht unwesentlich ist, wird diese in Ansétzen zur Homo-
genisierung fast immer vernachlissigt. Dabei ist der Hauptgrund die mangelnde Kenntnis von
strukturmechanischen Werkstoffkennwerten aufgrund fehlender strukturmechanischer Analyse-
und Priifmethoden in diesem Mafstab [69].

Dichte des Verbundmaterials

Neben der zuvor genannten experimentellen Methode zur Bestimmung der Dichte des Verbund-
materials g, nach DIN EN ISO 1183-1 [L08] besteht die Moglichkeit der analytischen Berechnung
der Grofe. Dabei ist die Dichte g kein strukturmechanischer Materialkennwert im engeren Sinne,
sondern ein physikalischer Werkstoftkennwert. In ALTENBACH, ALTENBACH und RIKARDS 1996
[2] wird sie auch als effektive Dichte o, bezeichnet. Im Falle eines faserverstirkten Kunststoffes
ergibt sich die Dichte iiber das mit dem Faservolumengehalt ¢ gewichtete Mittel der Dichten
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der Einzelkomponenten Verstarkungsfaser gf und polymerem Matrixsystem on, zu [2]

0c = ¢t of + (1 — ) om - (5.16)

Wie zuvor beschrieben bzw. vereinfachend vorausgesetzt, werden dabei die Interphase als dritte
Einzelkomponente sowie Poren und Lunker, sog. Porositdten bzw. Unginzen, vernachléssigt.

Graphische Darstellung der Ergebnisse

Die Ergebnisse der unterschiedlichen Homogenisierungsansétze fiir die jeweiligen unabhingigen
Werkstoffkennwerte lassen sich graphisch {iber den Faservolumengehalt o darstellen. Der ge-
samte Definitionsbereich erstreckt sich dabei theoretisch von ¢f = 0% bis ¢f = 100 %. Der
anzustrebende Faservolumengehalt ¢r als charakteristischer Materialkennwert fiir mechanisch
hochwertige faserverstarkte Kunststoffe betrégt jedoch ¢f ~ 60 %. Ergebnisse der Homogeni-
sierungsansitze fiir relativ geringe und fiir relativ hohe Faservolumengehalte o dienen dabei
lediglich der Veranschaulichung der unterschiedlichen Tendenzen bzw. Gewichtung der struk-
turmechanischen Werkstoffkennwerte der Einzelkomponenten durch die jeweiligen Homogenisie-
rungsansétze, haben jedoch keine praktische Relevanz im eigentlichen Sinne. Wie in Abbildung
dargestellt, weichen die einzelnen Ergebnisse der unterschiedlichen Homogenisierungsanséitze
um den relevanten Bereich des Faservolumengehalts r & 60 % teilweise nicht wesentlich vonein-
ander ab.

Abbildung veranschaulicht exemplarisch die Ergebnisse der dargestellten Homogenisierungs-
ansitze flir eine unidirektional HT-kohlenstofffaserverstirkte Einzelschicht mit Epoxidharz als
polymeres Matrixsystem. Dabei sind als strukturmechanische Werkstoffkennwerte der Einzel-
komponenten die in Tabelle angegebenen Werte verwendet worden (vgl. Abschnitt in
Kapitel [9). Im Detail sind die Ergebnisse fiir die Quersteifigkeit Eas nach den Gleichungen (5.2)
und oben links, fiir die Langs-Quer-Schubsteifigkeit G12 nach den Gleichungen und
oben rechts, fiir die Quer-Quer-Schubsteifigkeit Ga3 nach den Gleichungen , und
unten links sowie fiir die Querverformungszahlen senkrecht bei Langsverformung vy9, langs
bei Querverformung o1 und quer bei Querverformung vs3 nach den Gleichungen , ,

(5.11)) und (5.13)) unten rechts dargestellt.
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Abbildung 5.1: Quersteifigkeit Foy (oben links), Langs-Quer-Schubsteifigkeit G12 (oben rechts), Quer-
Quer-Schubsteifigkeit Ga3 (unten links) sowie Querverformungszahlen senkrecht bei
Langsverformung v1s, 1dngs bei Querverformung v5; und quer bei Querverformung o3

(unten rechts).






6 Makromechanik der Einzelschicht und
Erfassung von Schichtungen

Das zweidimensionale Werkstoffgesetz der unidirektional verstirkten Einzelschicht resultiert aus
der Vernachldssigung von Spannungs- bzw. Verzerrungskomponenten, iiblicherweise in 3-Richtung
eines mechanischen Tragwerks. Fiir die weiteren Ausfiihrungen sind dabei besonders die Zusam-
menhinge fiir orthotropes bzw. transversalisotropes und isotropes Materialverhalten relevant.
Im Falle von unidirektional verstarkten Einzelschichten handelt es sich nicht lediglich um eine
Idealisierung. Vielmehr ist eine ebene Beanspruchung mit ihrem gréfiten Betrag in Richtung der
Verstdrkungsfasern der Einzelschicht ein Ziel der Anwendung [69].

Die dargestellten Aspekte sind im Wesentlichen aus den Werken von ALTENBACH, ALTENBACH
und RIKARDS 1996 [2], JoNES 1999 [69], KLEIN 2005 [76], MOSER 1992 [92] und SCHURMANN
2005 |149] exzerpiert.

6.1 Vereinfachungen der ebenen Elastizitat

Die Grundgleichungen der ebenen Elastizitit sind eine Vereinfachung der dreidimensionalen Elas-
tizitat. Der ebene Spannungszustand wird am héufigsten in Flachentragwerken vorausgesetzt [76].
Er erfiillt die getroffenen vereinfachenden Voraussetzungen annihernd, weil die Ausdehnung der
Tragwerke in 3-Richtung als Dicke h gegeniiber den beiden anderen Dimensionen Linge und
Breite in 1-2-Richtung (oder Radius und Winkel) klein ist, wie in Abbildung dargestellt. Im
Stahlbau kann das Verhéltnis der Dicke zur kleinsten, zweiten Abmessung %, im Leichtbau sogar
5—10 erreichen [30]. Damit ist in diesen Féllen die Voraussetzung des ebenen Spannungszustandes
gerechtfertigt. Der ebene Verzerrungszustand kann in guter Ndherung in langen dickwandigen
Bauteilen oder in bestimmten Lagen von Composite-Bauteilen aus faserverstarkten Werkstoffen
vorausgesetzt werden, wenn eine Verformungsbehinderung in Dickenrichtung vorliegt [76].

A A —F 26
// / 1 >
- e // /' //r : //‘//“ 1\/7/
T T 7 o E—— =
/ _— P - e 1 s P =N\ 1
~= e - N //
e / - 3
2 2
3 3

Abbildung 6.1: Lokales 1-2-3-Koordinatensystems fiir die Vereinfachungen der ebenen Elastizitit in der
1-2-Ebene: Isotropes Material (links) und transversalisotropes Material (rechts).

Die konstitutiven Gleichungen ergeben sich entweder durch Vernachlissigen der Spannungskom-
ponente oder der Verzerrungskomponente in 3-Richtung. Es werden lediglich die Verschiebungen
u und v bzw. die Verformungen £ und €2 und 12 in der 1-2-Ebene beriicksichtigt. Dabei setzt die
Vernachlassigung der Spannungskomponente einen ebenen Spannungszustand voraus, wihrend
die Vernachlassigung der Verzerrungskomponente einen ebenen Verzerrungszustand voraussetzt.

65



66 6 Makromechanik der Einzelschicht und Erfassung von Schichtungen

Es werden die Gleichungen fiir orthotropes bzw. transversalisotropes und isotropes Materialver-
halten angegeben. Entsprechend der zuvor beschriebenen Voraussetzungen zeigt Abbildung
die Lage des lokalen 1-2-3-Koordinatensystems fiir die ausgefiihrten Vereinfachungen der ebenen
Elastizitédt in der 1-2-Ebene, links fir isotropes Materialverhalten und rechts fiir transversaliso-
tropes Materialverhalten, wenn die Vorzugsrichtung mit der 1-Achse des lokalen Koordinaten-
systems zusammenfllt.

6.1.1 Ebener Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes in der 1-2-Ebene werden die Span-
nungen o3 vernachléssigt. Aus der Voraussetzung o3 = 0 folgt 73 = 131 = 703 = 732 = 0 und
damit o1 # 0, 09 # 0 und 75 # 0. Fiir den Fall linearer orthotroper bzw. transversalisotroper
Elastizitat reduziert sich die Gleichung der Nachgiebigkeiten zu

€1 g1 qi2 0 o1
g2 | =| q12 g2 0 lop) , (6.1)
Y12 0 0 g6 T12

wobei sich die die Komponenten, wie in Gleichung (4.43) fiir den dreidimensionalen Fall darge-
stellt, ergeben zu

1 V12 V21 1

1
q11 B q12 E, B, q22 B, un 466 G ( )

Die Reduktion der Dimensionen in der Formulierung der Steifigkeiten (4.36) fithrt auf

o1 Quu Q2 0 €1
o2 | =| Q12 Qa2 O €9 : (6.3)
T12 0 0 Qes 712

Dabei sind die Komponenten Q;; die sog. reduzierten Steifigkeiten unter der Voraussetzung
eines ebenen Spannungszustandes in der 1-2-Ebene. Thre Ermittlung erfolgt entweder iiber die
Inversion der Nachgiebigkeitsmatrix [S] in Gleichung (6.1)), direkt aus der Reduktion der der
Steifigkeitsmatrix [C] oder in Termen der vier voneinander unabhéngigen Ingenieurskonstanten
einer transversalisotropen Einzelschicht in der Ebene zu [69]

FE E
Qi1 = — ) Q2 = = ;
1— 12091 1 —vio1v91
FE E
Qg = 272 i und Qs = G1a - (6.4)

1—vigver  1—vigv

Zur Ermittlung der Komponenten @;; der sog. reduzierten Steifigkeitsmatrix nach Gleichung
(6.4) werden die vier unabhéngigen strukturmechanischen Werkstoffkennwerte, im Einzelnen

E1, Es, v12 und Gia (vgl. Kapitel [5] Gleichungen (5.1), (5.3)), (5.9) und (5.5)), zusétzlich zum

reziproken Verhéltnis 2 = %2 nach Gleichung (4.45) bzw. (5.10) benétigt. Die zuvor darge-
stellten Spannungs-Verzerrungs- und Verzerrungs-Spannungs-Beziehungen bilden die Grundlage
zur Steifigkeits- und Spannungsanalyse einer faserverstirkten Einzellage, die planar mit Kraft-

schnittgroften belastet ist.

Im Falle linearer isotroper Elastizitét reduziert sich die Dimensionen der Gleichungen der Nach-
giebigkeiten (4.41)) analog zu Gleichung (6.1)). Die Komponenten der Nachgiebigkeitsmatrix [S]
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werden mit den verbleibenden beiden unabhéngigen Ingenieurkonstanten E und v zu

€1 % —% 0 01
Y12 0 0 & T12

Die Reduktion der Dimensionen in der Formulierung der Steifigkeiten (4.40) fihrt analog zu
Gleichung (6.3) auf

g1 B 1 v 0 &1

g9 = v 1 0 g2 . (66)
1—v? 1—v

T12 0 0 == Y12

Die Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes fiihrt auf Verzerrungen in Dickenrichtung
e3 # 0. Die Verzerrungen e3 ergeben sich dabei tiber die Kopplung der Normalspannungen. Ein
ebener Spannungszustand bedingt damit einen rdumlichen Verzerrungszustand. Zur Ermittlung
der Verzerrungen in Dickenrichtung e3 geniigen als bekannte Grofen des ebenen Spannungszu-
standes entweder die Spannungen o1 und o2 oder die Verzerrungen €1 und 9. Entsprechend
ergibt sich fiir orthotropes Materialverhalten [69)]
V13 V23
€3 = S1301 + S2302 = ——~ 01 — —~ 02 bzw. ez = Ci3e1 + Coz e, (6.7)
Ey Ey
wobei der zweite Ausdruck in den Verzerrungen auf verhéltnismafig lange Terme fiir C13 und
Cys fithrt (dargestellt in JONES 1999 [69]), und fiir isotropes Materialverhalten [76]

14 vV
63:—5(0'1—%0‘2) , bzw. 53:—1_V

(e1+e2) . (6.8)

Zur Ermittlung der Verzerrungen in Dickenrichtung e3 im Falle orthotropen Materialverhaltens,
wie in Gleichung dargestellt, miissen neben den Ingenieurkonstanten Ei, Fa, v12 und Gia
die Querverformungszahlen v13 und o3 bekannt sein. Diese ergeben sich durch Auflésen der
Gleichung und entsprechende Symmetriebedingungen (4.47).

6.1.2 Ebener Verzerrungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes werden die Verzerrungen es ver-
nachlissigt. Aus der Voraussetzung e3 = 0 folgt fiir die Gleitungen 13 = 731 = Y23 = Y32 = 0.
Fiir den Fall linearer isotroper Elastizitat reduzieren sich die Dimensionen der Gleichungen der
Nachgiebigkeiten analog zu Gleichung (6.1)). Dabei werden die Komponenten der Nach-
giebigkeitsmatrix [S] mit den verbleibenden beiden unabhéngigen Ingenieurkonstanten E und v

zZu
€1 2 1 o 0 o1
1—v v
€9 = E —%V 1 (2) g9 . (69)
Y12 0 0 = T12

Fiir den Fall linearer isotroper Elastizitét fiihrt die Reduktion der Dimensionen in der Formulie-
rung der Steifigkeiten (4.40)) unter der Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes analog
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zu Gleichung (6.3)) auf

o1 E 1—v 1% 0 €1
oy | = v 1—v 0 €9 : (6.10)
T12 (T+v)(1—2v) 0 0 3(1-2v) 12

Die Voraussetzung eines ebenen Verzerrungszustandes fiihrt auf Spannungen in Dickenrichtung
o3 # 0. Die Spannungen in Dickenrichtung o3 ergeben sich dabei iiber die Kopplung der Normal-
spannungen. Ein ebener Verzerrungszustand bedingt damit einen rdumlichen Spannungszustand.
Zur Ermittlung der Spannungen in Dickenrichtung o3 geniigen als bekannte Grofien des ebenen
Verzerrungszustandes entweder die Spannungen o; und o9 oder die Verzerrungen e; und es.
Entsprechend ergibt sich fiir isotropes Materialverhalten [76]

vl
(14+v)(1-2v)

o3 =v(o1+02) , bzw. o3 = (e1+¢e2) . (6.11)

6.1.3 Grenzen der Idealisierung

Die Vereinfachungen der ebenen Elastizitédt sind jedoch nicht ohne Widerspruch. In der Struktur-
mechanik wird fiir Theorien erster Ordnung die Normalenhypothese (auch BERNOULLI-Hypothese
bei Balken bzw. KIRCHHOFF-Hypothese bei Flachentragwerken) verwendet. Sie setzt voraus, dass
ein auf der unverformten Mittelebene senkrechtes Linienelement auch auf der verformten Mittele-
bene senkrecht steht [30], [69]. Das Verhalten wird als schubstarr bezeichnet. Der zur Mittelebene
lotrecht bleibende Winkel bedeutet fiir die Gleitungen

Y13 =731 = 723 = 7132 = 0, (6.12)
und fiir die zugehdrigen Schubspannungen
T3 =731 =T3 =Tz =0. (6.13)

Eine weitere vereinfachende Annahme ist, dass dquidistante Punkte einer Normalen zur un-
verformten Mittelebene sich auch auf einer Normalen zur verformten Mittelebene in gleichem
Abstand befinden [30], [69]. Diese Annahme bedeutet fiir die Verzerrung in Dickenrichtung
ow

e=g5 = 0, (6.14)
Gleichung setzt damit voraus, dass die Verschiebung w in 3-Richtung iiber die Dicke h kon-
stant ist [76]. Der zur Mittelebene lotrecht bleibende Winkel liefert die Gleitungen in Dickenrich-
tung, wie in Gleichung formuliert, zu Null. Die unverénderliche Lange des Linienelementes
bzw. die konstante Verschiebung w bedingt €3 = 0. Gleichzeitig wird die Spannungskomponente
in Dickenrichtung oft als klein gegeniiber den Spannungskomponenten in 1- bzw. 2-Richtung
angenommen. Das bedeutet

o3 L 01, bzw. o3 K o9, (6.15)
und fiithrt auf eine weitere haufig getroffene Annahme [30], [69]
o3 =0 (6.16)

Die in den Gleichungen (6.12)) und (6.13) getroffenen Annahmen, und damit die daraus resultie-
rende Schlussfolgerung (6.16]) widersprechen sich jedoch mit der in Gleichung (6.14]) formulierten
Annahme. Die getroffenen Vereinfachungen bedeuten auch nicht, dass die vernachléssigten Span-
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nungen oder Verzerrungen im belasteten Tragwerk nicht auftreten. Die Vernachlassigung von o
oder e3 verhindert lediglich die Berechnung der jeweiligen Grofe [30].

Die beschriebenen Vereinfachungen erlauben in der Strukturmechanik jedoch hiufig die Beschrei-
bung eines Modells in erster Naherung. Theorien die auf diesen Vereinfachungen basieren, wer-
den deshalb als Theorien erster Ordnung bezeichnet. Der durch die Vereinfachungen geschaffene
Widerspruch erlaubt jedoch wichtige und sehr effektive Annéherungen an die realen Beanspru-
chungen im Material bei einer Vielzahl strukturmechanischer Problemstellungen [69].

6.2 Koordinatentransformation beim ebenen Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes, wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben, werden die Transformationsbeziehungen fiir Spannungen und Verzerrungen darge-
stellt. Die Transformationsbeziehungen werden bendétigt, wenn das lokale Koordinatensystem
nicht mit dem globalen Koordinatensystem zusammenfillt. Dies ist insbesondere fiir unidirek-
tional verstdrkte Einzelschichten relevant, wenn die Faserorientierung als Vorzugsrichtung nicht
mit dem (globalen) Bauteilkoordinatensystem iibereinstimmt. Zur Unterscheidung wird das lo-
kale Koordinatensystem als 1-2-3 Koordinatensystem und das globale Koordinatensystem als
z-y-z-Koordinatensystem bezeichnet, wie bereits in Abbildung dargestellt. Dabei ist iiblich,
dass die 1-2-Ebene des lokalen Koordinatensystems mit der z-y-Ebene des globalen Koordinaten-
systems zusammenfillt, und die zur jeweiligen Ebene orthogonale Dickenrichtung in 3-Richtung
bzw. in z-Richtung gleichgerichtet, nach unten positiv definiert, wird. Zusétzlich ist es glinstig,
das lokale Koordinatensystem so zu orientieren, dass die 1-Richtung mit der Richtung der Vor-
zugsrichtung (in Faserlangsrichtung bei unidirektional verstérkten Einzellagen) {ibereinstimmt.

o >0 nachanglo-amerikanischer Definition,
mathematisch positiv, gegen den Uhrzeigersinn
(hier verwendet)

/_\_/ a>0  nacheuropaischer Definition, mathematisch

negativ, im Uhrzeigersinn

Abbildung 6.2: Definition des positiven Drehsinns vom globalen z-y-z-Koordinatensystem ins lokale
1-2-3-Koordinatensystem um den Winkel v > 0: Mathematisch positiv, gegen den Uhr-
zeigersinn, nach anglo-amerikanischer Definition (lila dargestellt und hier verwendet),
und mathematisch negativ, im Uhrzeigersinn, nach européischer Definition (blau dar-
gestellt).

Vorzeichenkonvention bzgl. des Drehsinns

Im Falle der idealisierten ebenen Elastizitit, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, ge-
niigt eine zweidimensionale Koordinatentransformation in der Ebene, wenn die 3-Richtung des
lokalen mit der z-Richtung des globalen Koordinatensystems, und damit mit der Dickenrichtung,
zusammenfillt. Aus diesem Grund werden das lokale 1-2-Koordinatensystem und das globale z-
y-Koordinatensystem als reduzierte, zweidimensionale Koordinatensysteme eingefiihrt, sowie die
entsprechenden Koordinatentransformation in der Ebene dargestellt. Das lokale Koordinatensys-
tem ist um den Winkel o gegeniiber dem globalen Koordinatensystem gedreht. Beziiglich des
Vorzeichens des Drehsinns existieren zwei Richtungskonventionen, die jeweils der europdischen
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bzw. anglo-amerikanischen Literatur folgen. Die beiden Definitionen eines positiven Drehsinns
vom globalen z-y-z-Koordinatensystem ins lokale 1-2-3-Koordinatensystem um den Winkel o > 0
sind in Abbildung veranschaulicht. Die anglo-amerikanische Definition des positiven Dreh-
sinns ist mathematisch positiv, d. h. entgegen dem Uhrzeigersinn orientiert. In SCHURMANN 2005
[149] wird darauf hingewiesen, dass in der deutschsprachigen Literatur oft eine entgegengesetz-
te Richtungskonvention verwendet wird. Es wird jedoch erwéhnt, dass sich international und
mittlerweile auch national (vgl. VDI-Richtlinie 2014 von 2006 [124]) die anglo-amerikanische
Definition durchsetzt. Aus den zuvor genannten Griinden wird hier die anglo-amerikanische De-
finition des positiven Drehsinns in mathematisch positive Richtung verwendet.

6.2.1 Transformation der Spannungen und Verzerrungen

Unter der vereinfachenden Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes (o3 = 0, vgl. Ab-
schnitt werden die Transformationsbeziehungen der Spannungen sowie der Verzerrungen
beschrieben. Dabei wird jeweils die zweidimensionale Transformation der Grofien vom lokalen ins
globale Koordinatensystem und invers vom globalen ins lokale Koordinatensystem angegeben,
wie beispielsweise in EHRLICH 2012 [31] ausfiihrlich dargestellt.

Transformation der Spannungen

Zur Herleitung der Transformationsmatrix der Spannungen wird ein infinitesimales Element be-
trachtet. An der zur 1-Achse des lokalen Koordinatensystems senkrechten Schnittfliche dA wir-
ken die Normalspannung o; und die Schubspannung 72. Die Formulierung der Gleichgewichts-
bedingungen im lokalen 1-2-Koordinatensystem erfolgt mit den trigonometrischen Anteilen der
Schnittflichen und der Normal- und Schubspannungen des globalen z-y-Koordinatensystems im
lokalen 1-2-Koordinatensystem. Analog werden die Gleichgewichtsbedingungen an der zur 2-
Achse des lokalen Koordinatensystems senkrechten Schnittfliche dA mit der Normalspannung
oo und der Schubspannung 701 aufgestellt. Auflésen nach den Spannungskomponenten im lo-
kalen 1-2-Koordinatensystem und Kiirzen mit der zur 1-Achse des lokalen Koordinatensystems
senkrechten Schnittfliche dA liefert unter der Voraussetzung der Gleichheit der einander zuge-
ordneten Schubspannungen 719 = 791

o1 cos? « sin? o 2 sin o cos « Og

oy | = sin? « cos? a —2 sin acos « oy oder kurz  (6.17)
T12 —sin acos o sin acos o cos? o — sin® « Tey

[o12] = [T5] [oay] - (6.18)

Die Inversion des Zusammenhangs liefert die Spannungskomponenten des globalen z-y-Koordi-
natensystems aus den Spannungskomponenten des lokalen 1-2-Koordinatensystems zu

o cos? a sin? « —2 sin acos a o1
oy | = sin? o cos? a 2 sin acos « lop oder kurz  (6.19)
Tzy sin awcos @ —sin acos o cos? « — sin? « T12
_ -1
[o2y] = [T6] " [o12] - (6.20)

Die Gleichungen (6.18) und ({6.20) beschreiben matriziell die Transformation der Spannungen
unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes. Dabei ist [T},] die Transformations-
matrix der Spannungen vom globalen z-y-Koordinatensystem ins lokale 1-2-Koordinatensystem.
Die inverse Formulierung liefert die inverse Matrix [TU]_1 als Transformationsmatrix der Span-
nungen vom lokalen Koordinatensystem ins globale Koordinatensystem.
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Zuséatzlich ist die Transformationsmatrix der Spannungen vom globalen z-y-Koordinatensys-
tem ins lokale 1-2-Koordinatensystem eine Funktion des Winkels «, [T,] = [T5] (). Dabei ist
die Transformationsmatrix des negativ definierten Drehwinkels —« die inverse der Matrix des
positiv definierten Drehwinkels «,

[T5] (=) = [T,] ()" . (6.21)

Transformation der Verzerrungen

Fiir die Verzerrungen werden die Transformationsbeziehungen basierend auf den Verschiebungs-
komponenten u, und v, betrachtet. Analog wird neben dem globalen z-y-Koordinatensystem ein
lokales 1-2-Koordinatensystem eingefiihrt, das um den Winkel o mathematisch positiv gegeniiber
dem globalen Koordinatensystem gedreht ist. Basierend auf den Abmessungen eines infinitesi-
malen Elements dz dy werden mit den trigonometrischen Beziehungen die Abmessungen eines
infinitesimalen Elements d1d2 im lokalen Koordinatensystem formuliert. Analog werden die Ver-
schiebungen wu, und v, im globalen Koordinatensystem und die Verschiebungen u; und vy im
lokalen Koordinatensystem iiber trigonometrische Zusammenhénge formuliert. Anwendung der
Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen aus den Gleichungen und und Berechnung
der partiellen Ableitungen der geometrischen Verhéltnisse liefert

o cos? o sin? « —sin acos « €1
Ey = sin? « cos? a sin acos o €9 oder kurz
Yy 2 sin acos @ —2 sin acos @ cos® a — sin? « Y12
(6.22)
-1
[eay] = [T2] 7 [e12] - (6.23)

Die Inversion des Zusammenhangs liefert die Verzerrungskomponenten des lokalen 1-2-Koordi-
natensystems aus den Verzerrungskomponenten des globalen z-y-Koordinatensystems zu

2 2

€1 cos® « sin® « sin acos « o
€9 = sin? « cos? « —sin acos « Ey oder kurz
Y12 —2sin acos a 2 sin acos o cos® a — sin? « Yy
(6.24)
le12] = [T¢] [eay] - (6.25)

Die Gleichungen (/6.23) und (6.25)) beschreiben matriziell die Transformation der Verzerrungen
unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes. Dabei ist [T.] " die Transformations-
matrix der Verzerrungen vom lokalen 1-2-Koordinatensystem ins globale z-y-Koordinatensystem.
Die inverse Formulierung liefert die inverse Matrix [T;] als Transformationsmatrix der Verzer-
rungen vom globalen Koordinatensystem ins lokale Koordinatensystem.

6.2.2 Zusammenhang zwischen den Transformationsbeziehungen

Der Zusammenhang zwischen den Transformationsmatrizen wird u.a. in GEBBEKEN 1996 [47]
dargestellt [46]. Da die Forméinderungsarbeit als Produkt der Spannungen und Verzerrungen im
globalen als auch im lokalen Koordinatensystem invariant ist, gilt

oy [eay] = [012]" [e12] - (6.26)
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Transponieren des Zusammenhangs (6.18)) liefert

[o12]" = [o2y]" [T,]" . (6.27)

Einsetzen der Gleichungen (6.25) und (6.27)) in Gleichung (6.26) liefert

[ay) " [eay] = lowy]” [To)" [T] [eay) - (6.28)

Die Identitédt in Gleichung (6.28)) liefert schlieflich den Zusammenhang zwischen den Transfor-

mationsmatrizen
T,]" (1] =1 bzw. )" =1 . (6.29)

Somit folgen die analogen Zusammenhange fiir die Transformationsmatrix der Spannungen und
Verzerrungen zu

=[] " bzw. 1] =1, =[1,]7 " . (6.30)

Fir die spéitere Verwendung sind schlieflich die Zusammenhénge zwischen den Inversen bzw.
Transponierten der Transformationsmatrizen der Spannungen und Verzerrungen

[T, =1 7! bzw. [T)" = [T,]7" (6.31)

besonders relevant.

Mit den zuvor dargestellten Beziehungen kénnen sdmtliche Transformationen im zweidimensio-
nalen Fall durchgefiihrt werden. Die Zusammenhinge gelten analog fiir den dreidimensionalen
Fall. Dabei ist jedoch besonders die Reihenfolge der Drehungen relevant, da raumliche Drehungen
nicht kommutativ sind [47]. In der Schreibweise der Kontinuumsmechanik werden Spannungen
und Verzerrungen oft als Tensoren zweiter Stufe notiert. Dabei sind in der Tensorschreibweise
die Transformationsmatrizen fiir Spannungen und Verzerrungen gleich [1], [11].

6.2.3 Transformation der Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten

Der vorherige Abschnitt[6.2.1]stellt die zweidimensionalen Transformationsbeziehungen der Span-
nungen und Verzerrungen unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes (o3 = 0,
vgl. Abschnitt dar. Sie dienen zur Transformation der Komponenten der reduzierten Stei-
figkeitsmatrix C;; nach Gleichung bzw. der Komponenten der reduzierten Nachgiebigkeits-
matrix S;; nach Gleichung vom lokalen ins globale Koordinatensystem und invers vom
globalen ins lokale Koordinatensystem.

Das zweidimensionale Werkstoffgesetz der unidirektional verstirkten Einzelschicht beziiglich der
Steifigkeiten [C] lautet im lokalen bzw. globalen Koordinatensystem

[0'12] = [012] [812] bzw. (632)
[0ay] = [Cay] [eay] - (6.33)

Beziiglich der Nachgiebigkeiten [S] lautet das zweidimensionale Werkstoffgesetz der unidirektio-
nal verstirkten Kinzelschicht im lokalen bzw. globalen Koordinatensystem

[812] = [512] [0'12} bzw. (634)

[eay] = [Szy] [02y] - (6.35)
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Transformation der Steifigkeitsmatrizen
Einsetzen der beiden Transformationsbeziehungen vom globalen z-y-Koordinatensystem ins lo-
kale 1-2-Koordinatensystem der Spannungen und der Verzerrungen aus Gleichung (6.18)) bzw.

(6.25) in Gleichung (6.32) liefert
[T5] [oay] = [Cra] [TE] [eay] - (6.36)

Multiplikation von links mit der Inversen der Transformationsmatrix der Spannungen [Tg]_1
liefert

[02y] = [Ta]il [Cr2] [T2] [eay] - (6.37)

Einsetzen des Zusammenhangs [1,]"" = [11]7, wie in Gleichung (6.31) angegeben, und der
globalen zweidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (6.33) ergibt

[Coy] [e2y] = [TS]T [Cr2] [T2] [eay] bzw. (6.38)
[Coy] = [T]" [Cha) [T2] - (6.39)

Transformation der Nachgiebigkeitsmatrizen
Einsetzen der beiden Transformationsbeziehungen vom globalen z-y-Koordinatensystem ins lo-
kale 1-2-Koordinatensystem der Spannungen und der Verzerrungen aus Gleichung (6.25)) bzw.

(6.18) in Gleichung (6.34) liefert

[Te] [eay] = [S12] [T5] [0wy] - (6.40)

Multiplikation von links mit der Inversen der Transformationsmatrix der Verzerrungen [Tg]_1

liefert
[eay] = [T2) 7" [Sh2] [To] [owy] - (6.41)

Einsetzen des Zusammenhangs [TE]_1 = [TU]T, wie in Gleichung 1) angegeben, und der
globalen zweidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (6.35) ergibt

[Suy] [02y] = [T5]" [S12] [T5] [oy] bzw. (6.42)

[Sﬂﬁy] = [TJ]T [512] [Ta} . (643)

6.3 Makromechanik des Laminats als Mehrschichtverbund

Ein Laminat besteht aus zwei oder mehr aneinander haftenden Einzelschichten. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die Haftung zwischen den Einzelschichten ideal ist, sodass das Laminat ma-
kromechanisch als ein integrales Strukturbauteil betrachtet werden kann. Dabei steht das struk-
turmechanische Verhalten eines Laminats im Mittelpunkt. Es werden beliebige Lagenaufbauten
mit unterschiedlichen Dicken der Einzellagen und Orientierungen der Vorzugsrichtungen der je-
weiligen Einzelschicht zum globalen Koordinatensystem des Bauteils betrachtet. Es sind v. a. die
Steifigkeiten der Struktur relevant. Diese werden iiber die Eigenschaften der jeweiligen Einzellage
und die Anordnung dieser im Laminat berechnet.
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6.3.1 Klassische Laminattheorie (CLT)

Die sog. Klassische Laminattheorie (engl.: Classical Lamination Theory - CLT) ist eine Zusam-
menfiihrung von Spannungs- und Verformungshypothesen der Festigkeitslehre [69]. Sie basiert
auf dem strukturmechanischen Verhalten der faserverstirkten Finzelschicht und fiihrt konsis-
tent auf das strukturmechanische Verhalten eines Laminats als Mehrschichtverbund. Im Detail
wird unter realitdtsnahen, vereinfachenden Voraussetzungen das urspriinglich dreidimensionale,
komplexere Problem auf eine zweidimensionale, einfachere Mechanik reduziert.

Die Einzelschritte zur strukturmechanischen Beschreibung eines Laminats sind [69]

e die Formulierung der Spannungs-Verzerrungs-Beziechungen einer faserverstérkten Einzella-
ge und Darstellung dieser als Gleichung der k-ten Einzellage in einem Laminat,

e die Betrachtung der Spannungs- und Verzerrungs-Verldufe im (quasi-)statischen Fall iiber
die Dicke des gesamten Laminats und

e die Formulierung der Beziehungen zwischen den Schnittgrofen des Laminats (Kraft- und
Momentenschnittgrofen) und den Verformungen (Verzerrungen und Kriimmungen) iiber
die Definition der sog. Laminatsteifigkeiten als Proportionalititsfaktoren.

Abbildung|6.3]zeigt links den allgemeinen Schichtverbund als Laminat aus N Einzellagen mit glo-
balem x-y-z-Koordinatensystem und rechts eine k-te Einzelschicht mit lokalem 1-2-3-Koordinaten-
system fiir ag > 0.

2 '223

Abbildung 6.3: Allgemeiner Schichtverbund als Laminat aus N Einzellagen mit globalem z-y-z-
Koordinatensystem (links) und k-te Einzelschicht mit lokalem 1-2-3-Koordinatensystem
fiir ay, > 0 (rechts).

6.3.2 Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen der faserverstirkten Einzelschicht

Die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen bei orthotropen Materialien im lokalen bzw. globalen
Koordinatensystem ergeben sich nach den Gleichungen bzw. . Wenn die Vorzugsrich-
tungen und damit das lokale Koordinatensystem der orthotropen Einzelschicht nicht mit globalen
Koordinatenssystem des Tragwerks bzw. des Laminats zusammenfallen, ist die Koordinatentrans-
formation der Spannungen wie in Abschnitt anzuwenden. Dabei ist zu beachten, dass im
allgemeinen Fall die reduzierte globale Steifigkeitsmatrix Q;; fiir i, j = 1,2, 6 vollstindig besetzt
ist, und die verstarkte Einzelschicht monotropes Materialverhalten aufweist. Die transformierten
Komponenten der reduzierten globalen Steifigkeitsmatrix Qij fiir 4,5 = 1,2,6 in Termen der re-
duzierten lokalen Steifigkeitsmatrix Q;; fiir 7,5 = 1,2,6 ergeben sich nach Gleichung

im Einzelnen zu
Q11 = Q11 cos (a) + 2 (Q12 + 2 Qes) sin® (a) cos? (o) + Qo sin? (a)

Q12 = (Q11 + Q22 — 4 Qe6) sin® (@) cos? (@) + Q12 (sin4 () + cos? (a)) ,
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Q22 = Q11 sin* (@) +2 (@12 + 2 Qes) sin® (a) cos® (@) + Qa2 cos () |

Q16 = (Q11 — Q12 — 2 Q) sin (@) cos’ (a) + (Q12 — Q22 +2 Qo) sin’ () cos ()

Qa6 = (Qu1 = Q12 — 2 Qge) sin” (@) cos (@) + (Q12 — Q22 + 2 Qge) sin (a) cos® (a)

Qo6 = (Q11 + Q12 — 2 Q12 — 2 Qo) sin? () cos® () + Qgg (sin’ (@) + cos (a)) . (6.44)

Unter der Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes im globalen Koordinatensystem fiir
jede k-te Einzelschicht eines Laminats ldsst sich schreiben [69]

[o2y)" = [Q]" [eay)” - (6.45)

6.3.3 Spannungs- und Verzerrungsverliufe iiber die Dicke des Laminats

Die Kenntnis der Verldufe der Spannungen und Verzerrungen iiber die Dicke des Laminats ist
die Grundlage zur Definition der Dehn-, Koppel- und Biegesteifigkeiten des Laminats. Dafiir
wird vereinfachend eine ideale Haftung zwischen den Einzelschichten des Laminats vorausgesetzt.
Zusétzlich werden die Grenzschichten zwischen den Einzelschichten des Laminats als infinitesimal
diinn sowie schubstarr vorausgesetzt. Dadurch resultieren iiber die Dicke des Laminats und
damit auch in den Grenzschichten der Einzellagen kontinuierliche Verschiebungen. Es gibt keine
Relativbewegung zwischen den Einzellagen.

Die zuvor getroffenen vereinfachenden Voraussetzungen treffen in der Realitét nicht zu. Bei be-
stimmten Lagenaufbauten stellen sich interlaminare Spannungen als Schubspannungen zwischen
den Einzellagen ein, die unter (quasi-)statischer Belastung teilweise analytisch berechnet werden
konnen [69]. V.a. bei transversaler Impactbelastung im Niedergeschwindigkeitsbereich kénnen
die bei der Energiedissipation auftretenden interlaminaren Schubspannungen zu interlaminaren
Delaminationen fithren [30]. Im Gegensatz dazu ist die makroskopische Beschreibung von Imper-
fektionen im mikromechanischen Mafistab als nicht ideale Haftung in der Grenzsicht zwischen
Verstdrkungsfaser und polymerem Matrixwerkstoff nicht moglich [69]. Zur mechanischen Be-
schreibung des Verhaltens von geschichteten Strukturen als Laminat muss eine ausreichend hohe
interlaminare Haftung gegeben sein. Wenn das nicht zutrifft, kann das Tragwerk mechanisch
nicht als Laminat behandelt werden. In der Praxis ist so ein Bauteil vielmehr auszusondern
oder, wenn moglich, zu reparieren.

Die Anwendung der Normalenhypothese setzt voraus, dass eine im unverformten Zustand auf
der Mittelebene des Tragwerks gerade und senkrechte Linie auch im verformten Zustand auf der
Mittelebene gerade ist, senkrecht steht und ihre Liénge nicht &ndert. Diese Hypothese wird bei
Platten als KIRCHHOFF-Hypothese und bei Schalen als KrRICHHOFF-LOVE-Hypothese bezeich-
net. Sie liefert die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen [69]

B ou 0w

Exz = Exx T Z Ky = %_ZW )

_ ov O%w

Eyy = Eyy + Zhyy = 87?; -z 8y2 ) (646)

oo ou_, P
ox Oy “or oy’

Yoy = Yoy T 2 Koy =

linear iiber die gesamte Dicke des Tragwerks h. Die Verzerrungen setzten sich zusammen aus den
Verzerrungen der Mittelebene e, = €;, €4y = €, und der Gleitung 7., sowie den Kriimmungen
der Mittelebene K.z = Kz, Kyy = ky und deren Verdrillung rgy.
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Einsetzen der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (6.46) in die Spannungs-Verzerrungs-Be-
ziehungen (6.45) bzw. (6.33) liefert die Spannungen der k-ten Einzelschicht

k k

Oz 6:211 C:?12 Qw Ex Ka
oy | =| Q2 Q22 Q2 gy | +2 | Ay . (6.47)
Try Qe Q26 Qe Yy Ry

Die Komponenten der transformierten reduzierten Steifigkeitsmatrix Qij fiir 7,5 = 1,2, 6 héingen
von der Orientierung der jeweiligen Einzellagen im Lagenaufbau ab. Diese kann fiir jede Ein-
zelschicht unterschiedlich sein, wird jedoch iiber die Dicke der jeweiligen k-ten Einzellage hy als
konstant vorausgesetzt. Aus den weiteren vereinfachenden Voraussetzungen der Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen ergeben sich linear iiber die gesamte Dicke des Tragwerks h verteilte
Verzerrungen. Die resultierenden Spannungen verlaufen dann stiickweise {iber die Dicke der je-
weiligen k-ten Einzellage hj linear iiber die Dicke h des Laminats, sind jedoch im allgemeinen
Fall in den Grenzflachen der Einzellagen ungleich und unstetig. Abbildung[6.4] verdeutlicht diesen
Zusammenhang.

A 1

V zl N l

Lagenaufbau Verlauf der Reduzierte Resultierende
des Laminats Verzerrungen Steifigkeiten Spannungen

Abbildung 6.4: Vorausgesetzter Verlauf der Verzerrungen und, basierend auf den reduzierten Steifig-
keiten, sich ergebender Verlauf der Spannungen iiber die Dicke des Laminats h.

6.3.4 Schnittgrofien des Laminats

Die Schnittgréfsen eines Laminats sind Kraft- und Momentenschnittgrofen. Bei ebenen Trag-
werken werden diese iiblicherweise mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Sie sind ldngenbezogene
Schnittgréfsen, sodass die Kraftschnittgrofen n die Einheit ﬁfﬁmge = % und die Momenten-
schnittgrofen die Einheit #ﬁgr@ = NFm = N tragen. Die doppelte Indizierung der Kraft- und
Momentenschnittgrofen entspricht der Systematik der doppelten Indizierung der Spannungen
und Verzerrungen analog zu den Gleichungen und . Dabei wird an erster Stelle die
Achse angegeben, zu der das jeweilige Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Ori-
entierung der Schnittgrofe bzw. der verursachenden Spannung (vgl. Kapitel [4] Abschnitt ,
hier jedoch im globalen z-y-z-Koordinatensystem. Doppelt gleich auftretende Indizes werden
dabei oft mit einem Index angegeben, sodass sich fiir die ldngenbezogenen Kraftschnittgrofen
Ngx = Nz, Nyy = Ny und ngy, und fiir die lingenbezogenen Momentenschnittgrofen mg, = my,

Myy = My und my, ergibt.

Die Schnittgréfen der k-ten Einzelschicht des Laminats ergeben sich durch Integration der Span-
nungen der k-ten Schicht zu [69]

nﬁz/aiﬁdz, nI;:/a’;dz, niy:/Tﬁydz,

hy hg hi
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m:’;:/a’;zdz, mzz/o;jzdz, m’;y:/rfyzdz, (6.48)
hy h hy
wobei hy die Dicke der k-ten Einzelschicht des Laminats ist.

Durch anschliefende Summation der jeweiligen Schnittgroke aller N Einzelschichten iiber die
Anzahl der Einzelschichten im Laminat k = 1,..., N ergeben sich die Schnittgrofen eines infi-
nitesimalen Laminatausschnitts iiber die gesamte Dicke h des Laminats zu [69]

N Zk N %k N %k
= Fd = d =s5= kd
Ngp = o, dz , Ny = o, dz, Ngy =8 = Toy A2
k=1," k=1," k=1,"

Nk Nk Nk
— k _ k I A k
my = g / oyzdz,  my = E / oyzdz, Mgy =h= E / Ty 2dz,  (6.49)
k=12 k=lzy k=lzi s

wobel N die Anzahl der Einzelschichten des Laminats ist.

Die z-Richtung ist in Dickenrichtung nach unten positiv definiert. Die Bezugsebene z = 0 muss
dabei nicht die geometrische Mittelebene zyp = —% sein. Die Bezugsebene z = 0 wird beginnend
vom Abstand zg von der Oberseite des Tragwerks definiert. Abbildung links veranschau-
licht die Definition und Geometrie des Koordinatensystems in Dickenrichtung fiir ein N-lagiges
Laminat. Dabei ist die Dicke der k-ten Einzelschicht

hk = 2k — Rk—1 fir k= 1,2,...,]\7. (650)

Die Dicke des gesamten N-lagigen Laminats ergibt sich aus der Summation der Dicken der
Einzellagen hy iiber die Anzahl der Einzellagen im Laminat N zu

N
h=> h fiir k=1,2,...,N. (6.51)
k=1

Der vorzeichenbehaftete Abstand z; der Unterseite der k-ten Einzelschicht von der geometrischen
Mittelflache zg = —% ist

=Y b fiir i=1,2,...,k (6.52)

Der Abstand Zj der geometrischen Mittelfliche der k-ten Einzelschicht von der geometrischen
Mittelfliche des Laminats zg = —% ist

1
B = 5 (3h-1 + 20) fiir k=1,2,...,N. (6.53)

Obwohl die Bezugsebene z = 0 beliebig wihlbar ist, und nicht die geometrische Mittelebene
20 = —% sein muss, hingen die resultierenden Schnittgrofen nach der Integration iiber die
Dickenrichtung z (6.49)) nicht von z ab. Sie sind jedoch Funktionen von z und y [69].

In EHRLICH 2004 [30] wird dabei explizit die in der Literatur bzw. Mechanik und in der Fertigung
unterschiedliche Nummerierung der Einzellagen im Laminat hingewiesen. Die beiden unterschied-
lichen Konventionen der positiven Zahlrichtung der Einzellagen im Laminat in der Mechanik im
Gegensatz zur Fertigungstechnik ist in Abbildung rechts dargestellt. In der Mechanik werden
die Einzellagen in positive z-Richtung, d.h. ,von oben nach unten“ nummeriert. Diese Definiti-
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on der Reihenfolge ist jedoch dem fertigungstechnischen Legen des Laminats entgegengesetzt,
die von ,unten nach oben* nummeriert. Die Reihenfolge beim Aufbau des Laminats ist in der
DIN EN 7000-11 [L06] normiert, und orientiert sich entgegen der mechanisch positiven z-Richtung.
Damit ist die Reihenfolge beim fertigungstechnischen Legen des Laminats der Z&hlrichtung der
Mechanik entgegengesetzt, sodass die jeweils getroffene Bezeichnungsdefinition in der technischen
Kommunikation unbedingt zu beachten ist.

— ,,oben*
Zy ‘ A 21 Positive Zahlrichtung der
‘ 2 ‘r - Einzellagen im Laminat in der
4 Z; Mechanik in positive z-Richtung,
Z, A d. h. ,,von oben nach unten
Bezugs- Y Y R Y
RS ERVAF, JN— JER SRRy S Sy — - —
Fe N x .
Ly 4
z ‘ V K 7 7 Positive Zdhlrichtung der Einzellagen
k 4 ‘L k _ im Laminat in der Fertigungstechnik
\ ‘L Iy in negative z-Richtung,
z d. h. ,,von unten nach oben*
Y | N
,.unten‘

Abbildung 6.5: Definition und Geometrie des Koordinatensystems in Dickenrichtung fiir ein N-lagiges
Laminat (links) mit den unterschiedlichen Konventionen der positiven Zahlrichtung in
der Mechanik im Gegensatz zur Fertigungstechnik (rechts).

6.3.5 Schnittgrofien-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats

Zur Formulierung der Schnittgréfsen-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats ist es gilinstig, die
Gleichungen der Schnittgrofen eines infinitesimalen Laminatausschnitts iiber die gesamte Dicke
h des Laminats matriziell zu schreiben. Da die Matrix der transformierten reduzierten
globalen Steifigkeitsmatrix Qij fiir ¢, = 1, 2,6 fiir jede k-te Einzelschicht iiblicherweise konstant
ist, wird diese vor das Integral jeder k-ten Einzellage geschrieben. Einsetzen der Spannungen
der k-ten Einzelschicht in die Gleichungen der Schnittgrofen eines infinitesimalen Lami-
natausschnitts iiber die gesamte Dicke h des Laminats liefert die matrizielle Schreibweise
der Schnittgrofen-Verzerrungs-Beziehungen [69]

ne | N [Qu Q2 Qi ] [ ex | T kg

ny | = Z Q2 Q22 Q2 / gy | dz+ / Ky | zdz| (6.54)
Nxy | k=1 | Q16 Q26 QGG Je |z L Yoy Zh_1 Ry

my | N [Qu Q2 Qi ] # [ e | 1 ke

my | = Z Q2 Q22 Q2 / gy | 2dz+ / Ky | 22dz| . (6.55)
Mgy | k=1 Q6 Q2 @66 | |5, L Yoy | sy L Fay

In JONES 1999 [69] wird explizit angemerkt, dass die Formulierung in den Gleichungen (6.54))
und lb mit der transformierten reduzierten Steifigkeitsmatrix Qij flir 4,5 = 1,2,6 vor dem
Integral lediglich unter der Giiltigkeit der vereinfachenden Voraussetzung einer iiber die Di-
cke fiir jede k-te Einzelschicht konstanten transformierten reduzierten Steifigkeitsmatrix Qij fiir
i,5 = 1,2,6 gilt. Die getroffene vereinfachende Voraussetzung gilt in der Realitét in guter Ndhe-
rung, aufer es treten sog. hygrothermale Effekte (Temperatur und/oder Feuchte) auf, die einen
Gradient iiber die Dicke der Einzelschichten aufweisen. Andernfalls ist das Laminat in jeder
Einzellage inhomogen. Eine exakte Losung wiirde aufwindigere numerische Verfahren erfordern.
Auferdem wiren die fiir die Homogenisierung getroffenen vereinfachenden Voraussetzung nicht
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erfiillt, sodass auch beziiglich der Homogenisierung der strukturmechanischen Materialkennwerte
die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.

Wenn hygrothermale Effekte auftreten, die jedoch keinen Gradient iiber die Dicke der Einzel-
schichten aufweisen, kénnen diese vereinfacht beriicksichtigt werden. In der vorliegenden Arbeit
werden hygrothermale Effekte jedoch nicht weiter beriicksichtigt, da diese in den durchgefiihr-
ten experimentellen Untersuchungen durch entsprechende Konditionierung der Probekorper im
Klimaschrank auf ein konstantes Minimum reduziert worden sind.

6.3.6 Definition der Laminatsteifigkeiten zur ABD-Hypermatrix

Da die Verzerrungen und Kriimmungen von z unabhingig sind und sich auf die Mittelebene
beziehen, ist es mdglich diese Gréfke vor die Summation Gber die Einzelschichten £ = 1,..., N
zu stellen. Die Gleichungen (6.54) und (6.55)) ergeben sich damit schlieflich zu

Ny A A Ass €z Bi11 B2 Big Kz
ny | = | Az Az Ay ey | + | Bi2 B2 B Ky | (6.56)
Ney | | A6 A2 Aes | | Yey | | Bis B2s DBes Ky
mg | [ Bi1 Bi2 Bis | [ ez | [ D1y Dia D Ky
my | = | Bi2 B2 B ey | + | D12 D2 Dog Ky ; (6.57)
My | | Bie Bas Bes | | Vay | | D16 D26 Des Ky
wobei gilt
N N
A= QF (z — 2r1) = Y Qhih
k=1 k=1
L N
Bij =35 ZQZ (2 — zi1) = Zijhkik ) (6.58)
k=1 k=1

Die Terme A;; sind Dehnsteifigkeiten, D;; Biegesteifigkeiten und B;; Kopplungssteifigkeiten. Sie
werden ebenfalls nach dem in Abbildung dargestellten Koordinatensystem in Dickenrichtung
des Tragwerks errechnet.

Mit Hilfe der sogenannten Laminatsteifigkeiten A;;, B;; und D;; fiir ¢,7 = 1,2,6 ergeben sich
die Schnittgrofen-Verzerrungs-Beziehungen des Laminats zur Hypermatrix (auch ABD-Matrix
genannt)

[ ny | [ A1 A A Bui Bi2 Bis | [ ex ]
Ty A1 Azy Az By By B Ey
ney | | As1 As2 Aes Be1 Bs2 Bes Yay
mg | | B Bi2 Bis Dii D12 Dis Kz , oder kurz (6:59)
My Boy Bgas Bsg D21 Do Dog Ky
| Mgy | Be1 Be2 Bss De1 De2 Des | | Kay |
(] ] [ [A] [B] ] [ [€] }
- . 6.60
[ ml | =B8] D] | I (6.60)
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Dabei stellte die Terme im Einzelnen eine charakteristische Belastungs-Verformungs-Reaktion
des Laminats dar. Die Terme B;; # 0 bewirken eine sog. Biege-Dehn-Kopplung. Die Terme
Aqg # 0 und Agg # 0 stellen eine Schub-Dehn-Kopplung dar, wihrend die Terme D16 # 0 und
Dyg # 0 eine Biege-Drill-Kopplung bewirken.

Symmetrischer Kreuzverbund als Spezialfall

Dabei ergeben sich je nach der Art des Lagenaufbaus eines Laminats sog. Spezialfille der Lami-
natsteifigkeiten. Die in Kapitel [10] experimentell strukturdynamisch untersuchten, flachen stab-
férmigen Probekorper werden aus Priifplatten mit einem sog. symmetrischen Kreuzverbund aus-
geschnitten und prapariert, wie in Tabelle [10.3] angegeben und in Abbildung dargestellt.

Ein Kreuzverbund (engl.: cross-ply laminate) besteht aus Einzellagen, deren Vorzugsrichtungen
eine Winkeldifferenz von 90° zueinander aufweisen. Dabei besteht der Lagenaufbau entweder
aus mehreren unidirektional verstédrkte Einzelschichten, deren Vorzugsrichtungen abwechselnd
orthogonal zueinander orientiert sind, oder aus gewebeverstirkten Einzellagen. Wenn der La-
genaufbau symmetrisch zur Mittelebene z = 0 ist und die gegeniiberliegenden Einzellagen gleich
Dick sind, wird der Lagenaufbau als symmetrischer Kreuzverbund bezeichnet [149]. In diesem
Fall ergibt sich die Belegung der Hypermatrix aus Gleichung mit Ajg = Az =0, B;j =0
und Dqig = Dog = 0 zu

i Ny i [ A11 A12 0 0 0 0 Ex
ny A21 AQQ 0 0 0 0 Ey
Ny 0 0 Ag O 0 0 o~
mj - 0 0 0 D11 D12 0 flyﬁj ' (661)
my 0 0 0 D21 D22 0 Ry
L My | | 0 0 0 0 0 D66 | L Rzy |

Da der symmetrische Kreuzverbund drei Symmetrieebenen aufweist, ist er orthotrop (vgl. Glei-

chungen (4.36]), (4.37) und (4.43]) in Abschnitt [4.2.3]). Deshalb tritt bei Beanspruchung in Rich-

tung der Symmetrieachsen bzw. entlang der Vorzugsrichtungen keine Dehn-Schub-Kopplung auf.

Inversion der ABD-Hypermatrix der Steifigkeiten zur abd-Hypermatrix der Nach-
giebigkeiten

Die bereits in Kapitel [d] Abschnitt angefithrte Inversion der Steifigkeiten zu Nachgiebigkei-
ten wird analog fiir die Terme der ABD-Hypermatrix durchgefiihrt. Der Hintergrund ist, dass die
Ingenieurskonstanten , wie auf Seite 47| beschrieben, direkt in unterschiedlichen Methoden
der Materialkennwertermittlung ermittelt werden.

Auflosen von Gleichung nach den Verzerrungen bzw. Kriimmungen erfordert die Inversion
der Steifigkeitsmatrix des Gesamtverbundes (ABD-Matrix) zur Nachgiebigkeitsmatrix des Ge-
samtverbundes (abcd-Matrix). Es ergibt sich analog zur Hypermatrix der Steifigkeiten die
Hypermatrix der Nachgiebigkeiten zu

[ [[Z]] ] N [ [[CCL}] [[2]] ] [ [[:z]] ] : (6.62)

Dabei ergeben sich die Untermatrizen [a], [b], [c] und [d] durch Inversion von Gleichung
[2], 311, [92]. Daraus folgt zusitzlich [¢] = [b]” .

Die Untermatrizen lauten zusammenfassend
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Mit der Hypermatrix der Nachgiebigkeiten (6.62) ergeben sich die Spannungen und Verzerrungen
der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem bzw. mit den Zusammenhéngen (6.20))
und (6.23)) im lokalen Koordinatensystem zu

6], = (@], [El, bzw. (6.63)
o]}, = [Te]_T [Q}k [Te]_l el = [Qly. el - (6.64)

Dabei entspricht der Verzerrungsvektor des Laminats [¢] dem der Einzelschichten [¢],, da die glei-
chen Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen gelten. Aus Gleichung geht zusédtzlich
der inverse Zusammenhang von Gleichung als Riicktransformation der Steifigkeitsmatrix
vom globalen z-y-Koordinatensystem ins lokale 1-2-Koordinatensystem hervor,

[012} = [Ts]_T [ny] [Tz-:]_l . (6.65)

Fiir den Verzerrungsvektor gilt [€] = [€9] + 2 [«]. Die Spannungen [¢], setzen sich aus einem kon-
stanten Normalverzerrungsanteil und einen linear iiber die Dicke h verlaufenden Kriimmungsan-
teil zusammen. Fiir unterschiedliche reduzierte Steifigkeiten der k£ Einzelschichten im allgemeinen
Fall ergeben sich Spannungsverldufe iiber die Dicke h, wie in Abbildung[6.4] dargestellt. Beziiglich
der unterschiedlichen Anteile zitiert EHRLICH 2004 [30] die Arbeit von ROLFES und ROHWER
1997 [135], der fiir Plattenbiegung mit kleinen Durchbiegungen w vorschligt, ndherungsweise
eine reine Biegeform anzunehmen und Normalverzerrungen [£y] zu vernachléssigen.






7 Aspekte der linearen Viskoelastizitat

Die folgenden Ausfithrungen zu relevanten Aspekten der linearen Viskoelastizitédt orientieren
sich u.a. an BoyCce und DiPriMA 1995 [I4], BRINSON und BRINSON 2008 [16], BRONSTEIN
und SEMDENDAJEW 2008 [18], FORSTER 2011 [42], GiBsoN 2012 [49], GROSS et al. 2008 [52],
SILBERBERGER 2008 [I50], Porov 2012 [133] und SzaBo 2003 [154], sowie an den Ausfithrun-
gen in SCHMIDT und GAUL 2007 [144] bzw. SCHMIDT 2003 [145] und an der DIN 1311 [9§].
Vor dem Hintergrund der, in Abschnitt dargestellten, Auswertungen der experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen der frei abklingenden Transversalschwingungen der einsei-
tig fest eingespannten flachen stabférmigen Probekorper, deren Durchfiihrung in Abschnitt
beschrieben ist, wird v.a. auf die Frequenzbereichsdarstellung und auf den komplexen Modul
eingegangen.

7.1 Definition und Beschreibung von Schwingungen

Die zeitliche Anderung einer Zustandsgrife eines Systems, die im allgemeinen abwechselnd zu-
und abnimmt, wird als Schwingung bezeichnet. Dazu zdhlen z. B. sich wiederholende, periodische
Bewegungsvorginge, aber auch Stok- und Kriechvorginge kénnen im erweiterten Sinn als Schwin-
gungen behandelt werden [98]. Voraussetzung fiir schwingendes Verhalten eines Systems ist die
Existenz von Energiespeichern, wie z. B. Federn fiir potentielle Energie und Massen fiir kinetische
Energie, die abwechselnd und wiederkehrend geladen und entladen werden. Bei mechanischen
Systemen sind die Zustandsgrofen beispielsweise dufsere Krifte als Belastungen, innere Kréfte
als Beanspruchungen oder Verschiebungen bzw. Verformungen. Zur eindeutigen Beschreibbarkeit
des momentanen Zustandes eines Systems werden mindestens zwei Zustandsgrofen je Freiheits-
grad benotigt [98].

Es wird vereinfachend vorausgesetzt, dass die flachen stabférmigen Probekérper frei abklingende
Transversalschwingungen ausfiithren, wie in Kapitel [§] beschrieben. Von den unterschiedlichen
Arten bzw. Definitionen von Schwingungen wird deshalb auf harmonische Schwingungen als
periodische, und damit deterministische Schwingung eingegangen. In diesem Fall existiert eine
funktionale Abhéngigkeit z (¢) zu jedem Zeitpunkt ¢ und der Zustandsgrofe .

7.2 Eindimensionale Betrachtung schwingungsfahiger Systeme

Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschreiben i. a. schwingungsfihige Systeme. Dabei sind
besonders eindimensionale Bewegungen in einem Potential sowie freie und geddmpfte Schwin-
gungen relevant. Die folgenden Ausfithrungen sind rein mathematisch formuliert, und orientieren
sich an Boyck und DiPriMA 1995 [14] sowie FORSTER 2011 [42].

83
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7.2.1 Eindimensionale Bewegung

Die Differentialgleichung

2
((iin = f(x) mit  t,z € R (7.1)

ist im physikalischen Sinne die Differentialgleichung eines Masseteilchens mit einem Freiheitsgrad
z [42]. Das Masseteilchen kann als Einheitsmasse der Masse 1 betrachtet werden. Es bewegt sich
unter dem Einfluss einer lediglich vom Ort x abhéngigen Kraft f (x). Dabei ist t die Zeitvariable.
dz(t)
dt >
jeweils zum Zeitpunkt bzw. in

und

Die erste Ableitung des Ortes nach der Zeit ist die Geschwindigkeit v (t) = & (t) =

die zweite Ableitung ist die Beschleunigung a (t) = # (t) = diﬁgt),

Abhéngigkeit von t.

Mit der Definition der potentiellen Energie U (z) = — fam f (&) d€ geht die Differentialgleichung

(7.1) iiber in [42]
d?z dU

=@ (7.2)

Durch Multiplikation mit # (t) = 4 folgt

% <; PP+ U ( (t))> 0. (7.3)

Es existiert eine Konstante E € R, die die Gesamtenergie des Systems darstellt, sodass gilt [42]
1
3" )2 +U(z(t)=E Voot (7.4)

Da der Term v? stets positiv ist, erfolgt die Bewegung in Bereichen, fiir die gilt U (z) < E. Die
Bewegung geniigt dann der Differentialgleichung

i=+\2(E—U(z) fir #>0 bzw. &=—2(E—-U(x) fir #<0. (7.5)

Mit der Definition [42]

G(x) = 7.6
=], 7T o
und der Anfangsbedingung z (to) = xg gilt

Gz (t)=t—to oder x(t)=H(t—ty) , (7.7)

wobei H die Umkehrfunktion von G ist. Das Integral G (z) gibt die Zeitdauer an, die das Mas-
seteilchen ben6tigt, um von zg nach x zu gelangen.

Mit den beiden Punkten x4 und zg, und unter der Voraussetzung, dass xa < xp mit
U(xp)=U(zp)=F und Ul <E fir zpo <&<uzp, (7.8)
sowie unter der Voraussetzung, dass [42]
U'(xa) #0 und  U'(z)#0 , d. h. f(za)#0 und  f(zp)#0, (7.9)

verlauft die Bewegung im Intervall [za,zg]. Die Zeit T die das Masseteilchen von xs nach zp
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benotigt wird durch das uneigentliche Integral

B
T= / dv (7.10)
za V2(E—-U(x))
beschrieben. Wegen der Voraussetzung
2
Vi) = ST ) = fen) i a(tn) = (711)

ist die Geschwindigkeit im Punkt zg null und dndert das Vorzeichen. Das Masseteilchen 1duft
anschliefsend von xp nach x4 zurilick. Der Zeitbedarf ist wieder T" und es ergibt sich eine periodi-
sche Bewegung mit der Schwingungsdauer 27. Abhéngig vom Vorzeichen der Geschwindigkeit
gehorcht das Masseteilchen alternierend den Differentialgleichungen ((7.5)).

7.2.2 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator gentigt der Differentialgleichung

d2
dT;B = —kz, (7.12)

die im physikalischen Sinne eine eindimensionale Schwingung eines Masseteilchens mit einem
Freiheitsgrad = um den Nullpunkt beschreibt. Das Masseteilchen kann als Einheitsmasse der
Masse 1 betrachtet werden. Es bewegt sich unter dem Einfluss einer lediglich vom Ort x ab-
hingigen Kraft. Die Proportionalitit der Riickstellkraft wird durch die positive Konstante k
beschrieben. Physikalisch betrachtet entspricht sie einer Federkonstante.

Mit den Bedingungen fiir die Anfangsauslenkung x (tp) = 0 und die Anfangsgeschwindigkeit
& (to) = vo > 0 wird die potentielle Energie des Systems zu [42]

U(x):/ozkgdgzim? (7.13)

Mit den Anfangsbedingungen wird die Konstante E' € R als Gesamtenergie des Systems zu [42]
L. 2 L o

E = 5 (to)" + U (z (tg)) = 5% - (7.14)

Die Bewegung verlduft im Intervall {z € R: U (z) < E} = {x eR:|z| < %} Mit den Abkiir-

zungen

A= % und w=Vk (7.15)

ist fiir |z] < A [42]

(7.16)

0o V2(E-U() Jo Vog—ke& Awldo [ (i)‘z
A
und mit der Substitution u = % folgt [42]

G(x) = % /()A \/% = é arcsin <%> = 1 arcsin <$£1t)> =t—1o . (7.17)



86 7 Aspekte der linearen Viskoelastizitét

Aufgel6st nach der Auslenkung in Abhéngigkeit der Zeit folgt
z(t) = Asinw(t —to)] . (7.18)

Die Giiltigkeit der Beziehung, die zunéchst lediglich fiir |w (t —Z9)| < § gegeben ist, kann auf
alle Zeitpunkte ¢ ausgeweitet werden [42]. Die Bewegung ist eine Schwingung um den Nullpunkt

2n _ 27w

mit der Amplitude A = % und der Schwingungs- oder Periodendauer T' = <7 N

7.3 Eindimensionale mechanische Schwingungen

Praktisch existieren keine Systeme ohne Ddmpfung. Dabei unterscheiden sich verschiedene Damp-
fungseffekte in ihren Ursachen, sowie ihren Auswirkungen auf das schwingungstéhige System. Sie
sind in der mathematischen Formulierung von mechanischen Modellen entsprechend zu beriick-
sichtigen. Der harmonische Oszillator als Einmassenschwinger mit ideal-elastischer Feder nach
dem HOOKE’schen Gesetz als Energiespeicher, und ideal-viskosem Dampfer nach NEWTON’schen
Voraussetzungen als Dissipationsglied, und damit geschwindigkeitsproportionaler Ddmpfung mit
einem Freiheitsgrad, wird in der Mechanik durch die Differentialgleichung

mi+di+cr= fu (7.19)

beschrieben [14], [18]. Darin ist m die Masse (in kg), d die Dampfungskonstante (in Ns/m) und ¢
die Steifigkeit (in N/m) [150]. Gleichung enthélt zunéchst alle Glieder der mathematischen
Definition einer gewthnlichen, inhomogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Durch eventuelle Vernachléssigbarkeit oder das Fehlen entsprechender
Anfangsbedingungen vereinfacht sich die Differentialgleichung und die zugehorige Losung, da
Glieder entfallen.

Bei fehlender Anregung f(;) = 0 reduziert sich Gleichung ([7.19) auf die Differentialgleichung der
freien viskos geddmpften Schwingung nach Normieren mit der Masse m zu [150]

i4+20i4+wiz=0, (7.20)

wobei es fiir die folgenden Ausfiihrungen giinstig ist, die Substitutionen

26 = 4 und wg = < , (7.21)
m m
jeweils in 1, zu verwenden [14], [18], [150]. Dabei ist § der sog. Abklingkoeffizient und wo die
Eigenkreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung. Die Differentialgleichung ist von zwei-
ter Ordnung, gewthnlich, homogen, linear und mit konstanten Koeffizienten. Sie beschreibt das
Verhalten eines nach Anregung sich selbst iiberlassenen (frei ausschwingenden) Einmassenschwin-
gers.

Zur Ermittlung der Gesamtheit aller Losungen geniigt die Kenntnis von zwei linear unabhéngigen
Losungen. Dazu wird der Exponentialansatz

z(t) = Aett (7.22)

mit der unbestimmten Konstanten der Amplitude A und der komplexen Konstanten A € C in
die Differentialgleichung (7.20)) eingesetzt. Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung zu
[14], [18], [150]

M 4250 +w2=0. (7.23)
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Die Lésungen ergeben sich nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen zu

Mo =—0+4/0%2—w?. (7.24)

Fiir § # wg gilt A1 # A2 und es ergeben sich die beiden Losungen
zp (1) = AeMt mit k=1,2. (7.25)

Deren lineare Unabhéngigkeit wird durch die WRONSKﬂ-Determinan‘ue iiberpriift [42]. Es gilt

W (0) = det (ii Eg% i,z Eg;) = det (All A12> =X — A #0. (7.26)

Die beiden Losungen bilden damit ein Losungsfundamentalsystem [42].

Zusétzlich zu den Substitutionen ((7.21)) ist es fiir die weiteren Ausfithrungen giinstig, das dimen-
sionslose sog. LEHRE]’sche Déampfungsmafs

d d 1)
= = = — .2
2/em  2mwy wo (7.27)

einzufiihren [52], [150]. Damit lautet Gleichung (|7.24)

)\172 = -0+ wo V l)2 —1 N (7.28)

sodass eine Fallunterscheidung beziiglich der Intensitit des LEHR’schen Dampfungsmafses D fiir
drei Fille durchzufiihren ist. Die Fallunterscheidung der drei Félle erfolgt nach dem Wert des
Radikanden aus (7.28)) in [52], [150]

D

e schwach geddmpfte Systeme mit 0 < D < 1,
e stark geddmpfte Systeme (sog. Kriechvorginge) mit D > 1 und
e aperiodische Grenzfélle mit D = 1.

Fiir die in Abschnitt [[1.2.1] dargestellten Auswertungen der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen, wie in Abschnitt beschrieben, ist dabei der erste Fall relevant.

7.3.1 Ungedampfte Schwingung

Trotz der zuvor getroffenen Fallunterscheidung wird in diesem Abschnitt zunéchst auf die unge-
ddmpfte Schwingung eingegangen. Im Fall fehlender Ddmpfung D = 0 bzw. 6 = 0ist A\; 2 = Fiw,
wobei i die imaginire Einheit i = v/—1 darstellt. Die beiden Funktionen x4 (t) = A et “0? bilden
ein Losungsfundamentalsystem. Geeignete Linearkombinationen erlauben, unter der Beriicksich-
tigung der EULER’schen Formeln, die Umrechnung von Exponentialfunktionen mit komplexen
Argumenten auf Linearkombinationen trigonometrischer Funktionen mit reellen Argumenten. In
diesem Fall lautet das reelle Losungsfundamentalsystem [42]

21 (t) = %m (6) + 2 (1)) = cos (wot) |
2o (1) = %(m (t) — 2 (£)) = sin (wo t) . (7.29)

JOSEF MARIA HOENE-WROKNSKI, eigentlich Josef Hoéné, * 23. August 1776 in Wolsztyn, Polen, T 9. August
1853 in Paris. Polnischer Philosoph und Mathematiker.

2 ERNST LEHR, * 4. Juli 1896 in Grof-Eichen, { 24. Mérz 1944 in Berlin. Deutscher Physiker, Werkstoffforscher
und Maschinenbauer.
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Die lineare Unabhéngigkeit von x; und x folgt aus der umgekehrten linearen Kombinierbarkeit
von x4 und z_ aus x; und xs.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (7.20]) ergibt sich aus den linear unabhéngigen
Losungen bzw. Fundamentallosungen (7.29) zu

x(t) = A cos(wot)+ B sin(wot) ,
=C cos(wpt — ) . (7.30)

Die reellen Integrationskonstanten A und B bzw. C und a werden aus den Anfangsbedingungen
bestimmt [52], [150]. Mit ihrer Kenntnis und durch Superposition der beiden gleichfrequenten
harmonischen Schwingungen (Anwendung des Superpositionsprinzips der Physik) ist es moglich,
die beiden linear unabhéngigen Lésungen als eine harmonische Schwingung zu formulieren. Dabei
ist C = v/ A% + B? die resultierende Amplitude und tana = —% die Phasenverschiebung (vgl.
Zeigeraddition in der komplexen Ebene).

Fiir 6 = 0 sind alle Lésungen periodisch. Mit der Periode T und der Frequenz f gilt wg = 27 =

27 f, vgl. Gleichung (8.48) in Abschnitt Es findet eine Schwingung mit der Kreisfrequenz
der ungeddmpften Schwingung wp, bzw. mit der Eigenfrequenz fy = £2 statt [52], [150].

27

7.3.2 Schwache Dampfung

Im Fall schwacher Dampfung ist 0 < D < 1 bzw. 0 < § < wp und der Radikand in Gleichung
(7.28) wird negativ. Die beiden Losungen der charakteristischen Gleichung lauten

)\1,2:—5j:iw0\/1—D2:—5iiwd , (7.31)

als zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte [52], [I50]. Dabei ist die Substitution wgq =
wo V1 — D? die Eigenkreisfrequenz des schwach gedimpften Systems.

Die Funktionen z (t) = Ae %*e*“d? bilden ein Losungsfundamentalsystem. Das reelle Funda-
mentalsystem ergibt sich zu [42]

z1(t) = et cos (wat) ,

2o (t) = e Otsin (wqt) . (7.32)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (7.20) ergibt sich aus den linear unabhéngigen
Losungen bzw. Fundamentallosungen ((7.32)) zu [42]

x(t)=AreMi 4 Age?t = 70 (A el@al 4 Ay elwat) (7.33)
und mit der EULER’schen Formel [14], [18] ergibt sich
z(t) =e " [(A1 + Ag) cos (wat) +1 (A1 — As) sin (wqt)] =
= e %! [A cos (wqt) + B sin (wq t)] (7.34)

mit den reellen Integrationskonstanten A und B. Mit ihrer Kenntnis und durch Superposition
der beiden gleichfrequenten harmonischen Schwingungen (Anwendung des Superpositionsprin-
zips der Physik) ist es moglich, die beiden linear unabhéngigen Losungen als eine harmonische
Schwingung zu formulieren. Mit der resultierenden Amplitude C' = v/ A2 + B? und der Phasen-

verschiebung tana = —% (vgl. Zeigeraddition in der komplexen Ebene) lautet die allgemeine
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Lésung der Differentialgleichung des viskos gedampften Einmassenschwingers [52], [150]
z(t)=Ce°tcos (wqt — ) . (7.35)

Es findet eine Schwingung mit der Kreisfrequenz der schwach geddmpften Schwingung wq, bzw.
mit der Eigenfrequenz fq = 54 = "J"i”zlﬂ_m, statt. Diese ist dabei stets geringfiigig kleiner als die
der ungedampften Schwingung, wq < wp, bzw. die Schwingungsdauer der geddmpften Schwingung
ist geringfiigig grofer als die der ungedampften, Ty = i—: > Ti—g. Die Amplitude C' (bzw. A und
B) nimmt entsprechend des Vorfaktors e ®? exponentiell ab. Der Vorfaktor beschreibt damit
die Hiillkurve der tiber die Zeit abklingenden Schwingung als sog. Einhiillende [52], [I50]. Die
Integrationskonstanten C' und « sind in Abhédngigkeit von den Anfangs- und Randbedingungen

zu bestimmen. Fiir t — oo geht der Ausschlag = (t) gegen Null.

Definition des logarithmischen Dekrements A
Die Schwingung betréigt zum Zeitpunkt ¢ bzw. zum Zeitpunkt ¢ + Ty [42]

z(t)=Ce°cos (wqt — ) bzw.
z(t+Ty) = Ce 0T cos[wg (t+Ty) — o] =
= Ce 0T cog (wq t — a) . (7.36)
Das Verhiltnis von aufeinanderfolgenden Ausschldgen im Zeitabstand Ty ist [42]

w(ff)Td) =eTa (7.37)

Der natiirliche Logarithmus des Verhaltnisses ((7.37)) ist [52], [150]

x (t) 274 D
A=In—————=§Tg = =27 , 7.38
x(t+Tq) d Wy V1— D2 ( )
und wird entsprechend als logarithmisches Dekrement A bezeichnet. Es ldsst sich aus experi-
mentellen Untersuchungen meist verhdltnisméfig einfach bestimmen, und ermoglicht damit die
Berechnung des LEHR’schen Dampfungsmafses D bzw. der Abklingkonstante J bei bekannter
Kreisfrequenz der schwach geddmpften Schwingung wqg nach Gleichung (7.38) [52], [I50].

7.3.3 Starke Ddmpfung

Im Fall starker Dampfung ist D > 1 bzw. § > wy. Mit u = wg v D? — 1 ergeben sich als Losungen
die charakteristischen Gleichungen ([7.28))

)\172 =—0+tpu mit A< —0< A1 <O0. (7.39)

als zwei reelle, negative Werte [52], [I50]. Das Lésungsfundamentalsystem besteht demnach aus
zwei exponentiell abfallenden Funktionen [42]

xy (t) = e 011 und 2 (t) = e~ OHWT (7.40)

Zu jedem A1 gehort nunmehr eine Losung, sodass sich die allgemeine Losung aus der Linear-
kombination der beiden Teillosungen ergibt zu [42]

z(t) =AMt 4+ Aytet2t = 0! (Ar et + Ay e_“lt) . (7.41)
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Die beiden Konstanten A; und A, werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt. Wegen § > u
stellt die allgemeine Losung fiir den Fall starker Dampfung eine exponentiell abklingen-
de Bewegung dar. Im Detail weist der Ausschlag hochstens einen Extremwert und héchstens
einen Nulldurchgang auf [42]. Da die beschriebene Bewegung keine Schwingung im engeren Sinn
darstellt, wird sie Kriechbewegung genannt [52], [150].

7.3.4 Aperiodischer Grenzfall

Der aperiodische Grenzfall ist charakterisiert durch D = 1 bzw. 6 = wo [14], [18], [52], [150].
Gleichung liefert die beiden zusammenfallenden Wurzeln Ay = Ay = —§ als identische
reelle, negative Lisung. Entsprechend liefert der Ansatz lediglich eine unabhéngige Lo-
sung x1 (t) = e~°%. Um eine zweite, davon linear unabhingige, Losung zu erhalten, wird eine
Grenzwertbetrachtung durchgefithrt [42]. Ausgehend vom Fall starker Dampfung 6 > wp wird
der Grenzwert fiir § — wy betrachtet. Dann strebt u = wy /p? — wi gegen 0. Fiir > 0 ist

Lt —pt
(e(faw)t _ e(—éw)t) _ e s (7.42)

U (p,t) = —

2p
eine Losung der Differentialgleichung [42]. Es ist

ot _ —ut d
lim S = < qnh (ut)
n—0 2,u d,u

n=0

lim W (ut) =te 0t = a9 (¢) .

u—0
Die lineare Unabhiingigkeit der beiden Losungen z1 (t) = e % und xy (t) = te %t wird durch
die WRONSKI-Determinante iiberprift. Im Nullpunkt ist [42]

W (0) = det <2 Eg% i,z %) = det (_15 ?) =140, (7.43)

Die beiden Losungen bilden damit ein Losungsfundamentalsystem im aperiodischen Grenzfall,
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung ((7.20]) lautet

x(t) = Ay Mt 4 AgteMt = (A 4 Agt) e°F (7.44)

Gleichung beschreibt, analog zur allgemeinen Losung bei starker Dampfung , eine
exponentiell abklingende Bewegung, die ebenfalls kriechend erfolgt [52], [I50]. Da im Grenzfall
0 = wyp gilt, ergibt sich die Dampfungskonstante zu d = 2y/mc. Im Detail geht der Ausschlag
im aperiodischen Grenzfall D = 1 schneller gegen Null, als bei starker Dadmpfung [52].

7.4 Dynamisches Materialgesetz

Die Frequenzbereichsdarstellung linear viskoelastischer Stoffgesetze sowie die Einfiilhrung des
komplexen Moduls ist in BRINSON und BRINSON 2008 [16] sowie Porov 2012 [133] beschrie-
ben, und in den Ausfiihrungen von SCHMIDT und GAUL 2007 [144] bzw. ScHMIDT 2003 [145]
angewendet.
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7.4.1 GedAachtnisintegral

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen wird durch den Elastizitdtsmodul
bzw. die Steifigkeit eines Materials dargestellt. Er unterscheidet sich dabei nach der Art der
Belastung. Bei (quasi-)statischer Belastung ist der entsprechend (quasi-)statische Elastizitéts-
modul bzw. die (quasi-)statische Steifigkeit ein konstanter, zeitinvarianter Werkstoffkennwert,
E (00), wie in den Ausfithrungen in Kapitel 4] vorausgesetzt. Bei dynamischer Belastung ist der
entsprechend dynamische FElastizitdtsmodul bzw. die dynamische Steifigkeit ein zeitabhingiger
Werkstoffkennwert, F (¢) [16], [133].

Zunéchst wird eine beliebige, zeitabhéngige Verzerrung e (t) vorausgesetzt. Die Approximation
von deren Verlauf iiber die Zeit erfolgt {iber die Summation von sich zeitlich iiber die infinitesima-
len Zeitintervalle d¢’ dndernde Stufenfunktionen. Die zum Zeitpunkt ¢’ zugehdorige infinitesimale
Amplitude ist de (t') = € (') dt’. Die resultierende infinitesimale Spannungsénderung in jedem
infinitesimalen Zeitintervall ist do = E (¢t — ') € (¢') dt’ als linearer Zusammenhang der mo-
mentanen Steifigkeit und der infinitesimalen Verdnderung der Verzerrung [133]. Dabei stellt der
Ausdruck (¢ — t') die Zeitdauer zwischen dem Beginn des infinitesimalen Betrachtungszeitraumes
t" und dem momentanen Zeitpunkt ¢ dar [133]. Die gesamte resultierende Spannung zu jedem
Zeitpunkt ¢ ergibt sich {iber Integration zu

o(t)= /t E(t—t)e(t) dt . (7.45)

— o0

Die Voraussetzung einer beliebigen, zeitabhingigen Spannung o (¢) fithrt auf den inversen Zu-
sammenhang (vgl. Gleichung (4.10) in Kapitel 4] Abschnitt |4.1.1)) fiir die gesamte resultierende
Verzerrung zu jedem Zeitpunkt ¢ durch Integration zu

t
e(t) = / S(t—t) & () at’ . (7.46)
—00

Die beiden Gleichungen und liefern o (t) als die resultierenden Spannungen bei vor-
gegebener Verzerrung bzw. e (¢) als die resultierenden Verzerrungen bei vorgegebener Spannung,
jeweils zum Zeitpunkt ¢. Die Grofen ergeben sich dabei durch Gewichtung der dynamischen
Steifigkeit E (t) bzw. der dynamischen Nachgiebigkeit S (t), jeweils als zeitabhangiger Werk-
stoffkennwert, mit der zeitabhéngigen Verdnderung der Verzerrungen e (t) bzw. der Spannungen
o (t). Deshalb werden die dynamische Steifigkeit E (¢) bzw. die dynamische Nachgiebigkeit S (¢)
als zeitabhingige Werkstoffkennwerte auch als sog. Gedichtnisfunktionen nach BOLTZMANNEI
bezeichnet [133].

Die streng mathematische Formulierung der beiden Gleichungen und als uneigent-
liche Integrale mit der unteren Integrationsgrenze —oo scheint dabei nicht sofort einsichtig, da
in den meisten strukturmechanischen Problemstellungen der Zeitpunkt des Beginns einer struk-
turmechanisch relevanten Belastung ((quasi-)statisch oder dynamisch) bekannt ist. Dabei ist
es jedoch v.a. bei Kunststoffen als polymere Werkstoffe notwendig, vorhergegangene Belas-
tungsereignisse, eventuell bis hin zur Polymerisation bzw. zum Produktionsprozess, sorgfiltig
zu beriicksichtigen [16]. Dariiber hinaus ist eventuell die Berticksichtigung vorhergegangener
Temperaturbelastungen und/oder Umwelteinfliisse relevant, die zu resultierenden, als im Ma-
terial verbliebene, sog. eingefrorenen, Spannungen (auch Eigenspannungen) fiithren kénnen. Die
zuvor genannten Effekte konnen Auswirkungen auf die molekulare Struktur des Material ha-
ben, sodass diese in der strukturmechanischen Berechnung nicht mehr vernachlissigbar sind.
Charakteristische Materialeigenschaften sind in Abschnitt exemplarisch fiir Epoxidharze als

3 LupwicG EDUARD BorrzmANN, * 20. Februar 1844 in Wien, T 5. September 1906 in Duino bei Triest.

Osterreichischer Physiker und Philosoph.
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Duroplaste detailliert beschrieben, die als polymerer Matrixwerkstoff hiufig in faserverstiarkten
Kunststoffen verwendet werden. Effekte von, im Verbundmaterial verbliebenen, Figenspannun-
gen aufgrund der Schwindung bzw. Temperaturbelastung in der Faser-Matrix-Grenzfliche als
Schubspannungen, sind entsprechend beispielsweise in BODE 1996 [I5] untersucht worden [16].

7.5 Frequenzbereichsdarstellung

Die Frequenzbereichsdarstellung linear viskoelastischer Werkstoffgesetze erfolgt unter der Vor-
aussetzung einer harmonischen Verdnderung der Verzerrungen

e(t) =¢ cos(wt) , (7.47)

als Erregung, die, nach einem eventuellen inhomogenen Einschwingvorgang, eine periodische An-
derung der Spannungen o (¢) mit gleicher Frequenz w bedingt [133]. Die reelle Funktion cos (wt)
ldsst sich iiber die EULER’schen Formeln als Summe mit zwei betragsgleichen komplexen Expo-
nenten mit entgegengesetztem Vorzeichen formulieren,

1. .
cos (wt) = B (ef +e'vh) . (7.48)

Aufgrund der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips ergeben sich die Spannungen basierend auf
den beiden komplexen Schwingungen

e(t) =éelv! und e(t) = e vt (7.49)
mit anschliekender Summation. Einsetzen von ¢ (t) = £e'“? in Gleichung (7.45) liefert die Span-

nungen

t
o (t) :/ E(t—t)iwse“tat . (7.50)

—00

Die Substitution 7 = ¢ — ¢’ fiihrt auf eine alternative Formulierung des uneigentlichen Integrals
mit der oberen bzw. der unteren Integrationsgrenze 0 bzw. oo [133]. Sie lautet

o(t) =iwée®? /OOOE(T) e 1 WTdr
= F* (w) et (7.51)
=E" (w) e(t) . (7.52)

Der, im allgemeinen Fall komplexe, Proportionalititskoeffizient
o .
E*(w)=iw / E(r) e '®7dr (7.53)
0

wird als sog. komplexer Modul, komplexe Steifigkeit oder komplexer Elastizitdtsmodul bezeichnet
[16], [I33]. Dabei wird der Realteil E' (w) = Re E* (w) als Speichermodul, und der Imaginérteil
E’ (w) = Im E* (w) als Verlustmodul bezeichnet.

Die Amplitude der resultierenden Spannungen |o ()| ergibt sich durch die Betragsbildung des
komplexen Ausdrucks zu

o ()] = |E* (w) 26| = |B* (@)| [l [e] . (754)
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und wegen ‘ei“’t‘ =1 folgt
o ()] = [E* (w)] |] - (7.55)

Damit hidngen die Amplituden der Spannungen bzw. der Verzerrungen direkt vom Betrag des
komplexen Moduls ab [133].

7.6 Komplexe strukturdynamische Werkstoffkennwerte

Zunéchst wird eine harmonische Veranderung der Verzerrungen vorausgesetzt,
e(t) =ggelvt . (7.56)

In der Realitét entspricht dies entweder dem Realteil oder dem Imaginérteil als Kosinus- bzw. Si-
nusschwingung, wobei in der analytischen Betrachtung die Formulierung als Exponentialfunktion
mit komplexem Exponent giinstiger ist. Zusétzlich sind die weiteren Ausfiithrungen lediglich fiir
den stationdren Zustand als homogene Frequenzantwort giiltig, der sich nach einem eventuellen
inhomogenen Einschwingvorgang einstellt [16]. Die Voraussetzung fithrt auf

o(t)=c"e®? (7.57)

als resultierende Spannungen in der Formulierung als Exponentialfunktion mit komplexem Ex-
ponent. Dabei ist w die Kreisfrequenz der harmonischen Verénderung der Verzerrungen. Fiir die
komplexe Groéfe o* gilt weiterhin

o =¢o E* (iw) (7.58)
sodass sich die resultierenden Spannungen ergeben zu

o(t) =eo B (iw) e'“? . (7.59)
Dabei ist E* der sog. komplexe Modul, als Summe von Realteil und Imaginérteil,

F*(iw)=E (w)+iE" (w) . (7.60)
Der Realteil ist der sog. Speichermodul, Re E* (iw) = E’ (w), und der Imaginérteil ist der sog.

Verlustmodul, Im E* (iw) = E” (w) [16].

Aus den Gleichungen (7.56) und ([7.59) folgt der direkte Zusammenhang zwischen den zeitabhén-
gigen Spannungen und den zeitabhéngigen Verzerrungen {iber den komplexen Modul im Falle
einer harmonischen Belastung zu

o(t) = E* (iw) £ (t) . (7.61)

Bei harmonischer Verinderung der Spannungen anstatt der Verzerrungen, wie in Gleichung
(7.56)) vorausgesetzt, liefert die analoge Vorgehensweise die komplexe Nachgiebigkeit S* (iw) =
S’ (w) + 15" (w). Dabei ist der Realteil die sog. Speichernachgiebigkeit, Re S* (iw) = S’ (w),
und der Imaginérteil ist die sog. Verlustnachgiebigkeit, Im S* (iw) = S” (w) [16]. Der inverse
Zusammenhang zwischen den zeitabhidngigen Verzerrungen und den zeitabhingigen Spannungen
tiber die komplexe Nachgiebigkeit lautet € (t) = S* (iw) o (t) (vgl. Gleichung in Kapitel
Abschnitt [4.1.1).
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7.6.1 KELVIN-VoOI1GT-Element

Als sog. KEL\/INE]—VOIGTﬂ-Element (teilweise auch nur KELVIN-Element) wird, der bereits in Ab-
schnitt[7.3|behandelte, harmonische Oszillator als Einmassenschwinger bezeichnet. Dabei handelt
es sich im Detail um eine Parallelschaltung der beiden rheologischen Modellkérper einer idea-
len linear-elastischen Feder und eines idealen linear-viskosen Dampfers [16], [133]. Der komplexe
Modul des KELvIN-VoOI1GT-Elements ist

EF'(iw)=F+idw=F(l+inw) , (7.62)

wobei d die sog. Dampfungskonstante ist (vgl. Gleichung 1} und n = % gilt [16]. Der Realteil
und der Imaginérteil in Gleichung (7.62)) sind der Speichermodul und Verlustmodul

E(w)=FE und E'(w)=dw . (7.63)
Die komplexe Nachgiebigkeit ergibt sich aus dem inversen Zusammenhang zu D* (iw) = %,
mit der Speichernachgiebigkeit D" (w) = m und der Verlustnachgiebigkeit D" (w) = %.

Die zuvor formulierten Zusammenhénge ergeben sich analog durch die Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung des KELVIN-VoOIGT-Elements (7.19)), unter der Voraussetzung harmonischer
Verdnderung der Verzerrungen, o [cos (wt)].

7.6.2 Physikalische Interpretation

Zur physikalischen Interpretation des Materialverhaltens unter harmonischer Belastung sowie
des komplexen Moduls als Summe des Speichermoduls und Verlustmoduls werden die Realteile
der komplexen Verzerrungen bzw. der resultierenden komplexen Spannungen betrachtet,

e(t) =Re (g0€e'“) =

= ¢g cos (wt) bzw. (7.64)
o (t) =Re [g0 B* (iw) ¥'] =

=Re {g0 [E' (w) +iE" (w)] [cos (wt) +isin(wt)]} =

=gy [E' (w) cos (wt) — E” (w) sin (wt)] . (7.65)

Die zuvor formulierten Zusammenhénge stellen das linear viskoelastische Materialverhalten unter
harmonischer Belastung dar. Die kosinusférmige Verdnderung der Verzerrungen iiber die Zeit
verursacht entsprechend kosinusférmige resultierende Spannungen. Die Spannungen sind zu den
Verzerrungen jedoch phasenverschoben, wobei die Spannungen den Verzerrungen nachlaufen [16].

Die Ursache fiir die Phasenverschiebung § bzw. das Nachlaufen der resultierenden Spannungen
zu den aufgebrachten Verzerrungen wird durch die Formulierung des komplexen Moduls mit
Betrag und Phasenwinkel in der komplexen Ebene veranschaulicht. Dabei ist

E* (iw) = E' () +1E" (w) = |E* (iw)| €@ (7.66)

WiLLiAM THOMSON, 1. BARON KELVIN, meist Lord Kelvin oder Kelvin of Largs, * 26. Juni 1824 in Belfast
(Nordirland), t 17. Dezember 1907 in Netherhall bei Largs (Schottland). In Irland geborener britischer
Physiker.

WOLDEMAR VOIGT, * 2. September 1850 in Leipzig, T 13. Dezember 1919 in Gottingen. Deutscher Physiker;
Gilt als Begriinder der Festkorperphysik
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wobei fiir den Betrag des komplexen Moduls bzw. den Phasenwinkel gilt

_ E" (w)
E(w)

B (iw)] = \ B ()2 + B (w)? baw. tan 8 (w) (7.67)

Die resultierenden Spannungen o (t) unter der Voraussetzung einer harmonischen Verdnderung
der Verzerrungen ¢ (t) = ¢ cos (wt) ergeben sich entsprechend zu

o () = Re (=g | B (iw)] D) —
=¢o |E* (iw)| cos (wt+6 (w)) , (7.68)

wobei die resultierenden Spannungen o (t) der aufgebrachten harmonischen Verdnderung der
Verzerrungen ¢ (t) deutlich um den Phasenwinkel § (w) nachlaufen. Der Phasenwinkel § (w) ist
ein charakteristischer Materialkennwert, der i.a. von der Kreisfrequenz w abhingt, und in der
Literatur teilweise unterschiedliche Bezeichnungen hat [16].

7.6.3 Energiedissipation

Hier wird auf die Ermittlung der, in einem linear viskoelastischen Material wéhrend eines voll-
standigen Belastungszyklus bei dynamischer Belastung, dissipierten Energie eingegangen. Dabei
wird eine symmetrische Belastung vorausgesetzt, d.h. eine anfingliche Belastung, ausgehend
vom unverformten Zustand in den verformten Zustand aufgrund resultierender Verzerrungen,
mit darauf folgender Entlastung vom verformten Zustand in den unverformten Zustand (also zur
Ausgangskonfiguration), und damit Wegnahme aller Verzerrungen. Der Zusammenhang zwischen
Arbeit und Energie wird schliefslich zeigen, dass die dissipierte Energie direkt proportional zum
Verlustmodul ist [16]. Die Arbeit einer Einheitszelle eines beanspruchten Materials ist

t
W:/UdE:/ oedt. (7.69)
0

Unabhiéngig vom vorausgesetzten bzw. realen Materialverhalten (ideal-elastisch, linear-visko-
elastisch, etc.) verursacht ein vollstandiger Zyklus einer harmonischen, sog. symmetrischen, Be-
lastung die Speicherung von Energie in den, durch die Beanspruchungen verursachten, verformten
Zustand durch Verzerrungen. Eine anschlieffende Entlastung bis zum Verschwinden der Bean-
spruchungen bei gleichzeitigem Riickgang in den urspriinglichen, unverformten Zustand setzt die
gesamte, zunichst gespeicherte, (Verzerrungs-)Energie wieder frei, sodass keine weitere Ener-
gie mehr gespeichert ist. Der Betrag der, in einem vollstdndigen Belastungszyklus, dissipierten
Energie Wyiss ergibt sich entsprechend durch die Integration von Gleichung iiber die Pe-
riodendauer T = 2 zu [16]

27
w

Wdiss = j{o‘d&‘ = / oedt . (770)
0

Unter der Voraussetzung eines linear-viskoelastischen Materialverhaltens ergibt sich die resultie-
rende Spannung als Funktion der aufgebrachten Verzerrungen iiber den komplexen Modul, wie
in Gleichung angegeben. Die Formulierung mit dem komplexen Modul in den Termen des
Speichermoduls und des Verlustmoduls liefert

o(t)=FE"(w)e(t) =
E// (CL))

w

=FE' (w)e(t)+ iwte(t) =
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E// ((U)

w

— B (w) e (t) + E(t) . (7.71)

Die Berechnung der, wéhrend eines vollstdndigen Belastungszyklus, dissipierten Energie Wyigs
erfolgt durch Einsetzen von Gleichung ([7.71)) in Gleichung (7.70). Fiir sinusférmig aufgebrachte
Verzerrungen ¢ (t) = g¢ sin (wt) gilt

27
VVdiss:/W ocedt =
0

:/025 [E’ (@) e () + E,;Ew)é(t) edt =

—ctwrE". (7.72)

Gleichung (7.72) stellt die zuvor genannte, direkte Proportionalitit zwischen der, wihrend eines
vollsténdigen Belastungszyklus, dissipierten Energie Wyiss und dem Verlustmodul E” dar [16].



8 Transversalschwingungen von Balken

Die beschreibenden Differentialgleichungen eines Tragwerks konnen, abhingig von den getrof-
fenen Voraussetzungen, Annahmen und Randbedingungen, mit mehreren Methoden hergeleitet
werden. Die gewonnenen Differentialgleichungen beschreiben die Zusammenhénge von Belastun-
gen, Verformungen und Beanspruchungen des Tragwerks. Eine Moéglichkeit der Herleitung basiert
auf dem NEWTON’schen Grundgesetz. Dabei werden nacheinander [53]

e die Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Element formuliert, die den Zusammen-
hang zwischen dufleren Lasten und inneren Kraften (Schnittgrofen) beschreiben,

o die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen vom unverformten zum verformten Tragwerk
formuliert, die die Verschiebungsgrofen mit den Verzerrungsgréfsen verbindet, und

e ein zu Grunde gelegtes Materialgesetz, das die Beziehung zwischen Kraft- und Deformati-
onsgréfen beschreibt, formuliert und eingesetzt.

Analog dazu fiihrt die Anwendung des Arbeitsbegriffes der Mechanik mit dem HAMILTONE]’schen
Prinzips und der LAGRANG’schen Gleichung ebenfalls auf die beschreibenden Differentialglei-
chungen eines Tragwerks. Fiir die Transversalschwingungen des homogenen isotropen Balkens ist
dies beispielsweise in HAGEDORN 1989 [58] aufgezeigt, wihrend die analogen Zusammenhénge
fiir den Laminatbalken in ALTENBACH, ALTENBACH und KissING 2004 [I]] zu finden sind.

Entsprechend der, in unterschiedlichem Mafe, vereinfachend getroffenen Voraussetzungen, fiih-
ren diese Vorgehen auf Theorien erster bzw. héherer Ordnung. Theorien erster Ordnung bedingen
teilweise stark vereinfachende Voraussetzungen und damit Einschrankungen fiir die Giiltigkeit
bzw. Anwendbarkeit. Hoherwertige Theorien beschreiben die Zusammenhinge meist allgemei-
ner und realitdtsnéher, sind jedoch komplexer in ihrer Formulierung und v.a. in ihrer Losung.
Eine grofe Auswahl bekannter Balkentheorien ist in KARNOVSKY und LEBED 2004 [73] ausfiihr-
lich dargestellt. Ein ausfiihrlicher Beitrag zur historischen Entwicklung ist in GEBBEKEN 1988
[45] gegeben [46]. Dabei wird auf die Balkentheorien nach BRESSEfﬂTIMOSHENKOEI (auch nur
TiMOSHENKO) und nach EULERP} BERNOULLIF| (auch nur BERNOULLI) eingegangen.

Die folgenden Ausfiihrungen orientieren sich v.a. an ALTENBACH, ALTENBACH und KISSING
2004 [I], ALTENBACH, ALTENBACH und RIKARDS 1996 |2], DRESIG und FipLIN 2014 [28], GROSS
et al. 2011 [51] und GRroOss et al. 2004 [53], JONES 1999 [69], SzaBo 2003 [I54], SzaBO 2001
[155] und WEIGAND 1962 [167].

Im Hinblick auf die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der flachen stabférmi-
gen Probekorper, wie in Kapitel [L0] beschrieben, stehen Biegewellen von Balken im Mittelpunkt.

! WiLLiaM RowaN HAMILTON, * 4. August 1805 in Dublin, { 2. September 1865 in Dunsink bei Dublin.

Irischer Mathematiker und Physiker.

JosEPH-LOUIS DE LAGRANGE, * 25. Januar 1736 in Turin als Giuseppe Lodovico Lagrangia, T 10. April 1813

in Paris. Italienischer Mathematiker und Astronom.

JAcQUES ANTOINE CHARLES BRESSE, * 9. Oktober in Vienne, T 22. Mai 1883 in Paris. Franzosischer Inge-

nieur und Mathematiker.

STEPAN PROKOPOWYTSCH TYMOSCHENKO, * 23. Dezember 1878 in Schpotiwka bei Poltawa, Ukraine, t 29.

Mai 1972 in Wuppertal-Elberfeld. Pionier der angewandten Mechanik.

5  LEONHARD EULER, * 15. April 1707 in Basel, T 18. September 1783 in Sankt Petersburg. Schweizer Mathe-
matiker; wird als einer der bedeutendsten gesehen.

6 Jakom I. BERNOULLI, * 6. Januar 1655 in Basel, t 16. August 1705 ebd.. Schweizer Mathematiker und
Physiker; Onkel von DANIEL BERNOULLI.
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Dabei handelt es sich um Transversalwellen als Verschiebungen quer zur Balkenachse infolge
von Biegemomenten und Querkriften unter Tragheitseinfluft [54]. Aus Griinden der Einfach-
heit werden hier alle thermischen und hygrothermalen Effekte (Einfluss der Temperatur und
Feuchte) vernachlissigt. Diese konnen jedoch v.a. beim Einsatz geschichteter Strukturen aus
faserverstirkten Kunststoffen relevant sein.

8.1 Eigenschaften des Balkens als mechanisches Tragwerk

Balken sind Tragwerke, bei denen die Abmessung in eine Dimension (Langsrichtung, meist -
Richtung) gegeniiber den beiden dazu senkrechten Querschnittsdimensionen (y-Richtung aus der
Ebene heraus und z-Richtung nach unten) dominiert. Die Balkenachse z = 0 ist die urspriinglich
gerade Verbindungslinie der Querschnittsschwerpunkte [I54]. Aus diesem Grund zdhlen Balken
zu den Linientragwerken [53]. Beziiglich der sog. neutralen Faser sind Biegung und Verzerrung
voneinander entkoppelt. Die Schnittgréfen eines Balkens sind im allgemeinen Querkrifte in z-
Richtung @,, Langs- oder Normalkréfte in z-Richtung N, und Biegemomente um die y-Achse
M,. Sie werden durch die Belastungen in Richtung der Balkenachse p, und senkrecht dazu g,
hervorgerufen. Die zugehdrigen Differentialgleichungen der Biegung und den dazugehérigen Bie-
geschwingungen werden unter verschiedenen vereinfachenden Voraussetzungen hergeleitet [154].
Dabei ist das Ziel der differentiellen Beschreibung der Deformation des Balkens durch die Biege-
linie w (auch elastische Linie oder Elastika) der Balkenachse x = [0; L], y = 0, z = 0, die, neben
den physikalischen Parametern der Dichte ¢ und der Steifigkeit F bzw. G sowie den geometri-
schen Parametern der Querschnittsfliche A bzw. des Flachentridgheitsmomentes 2. Ordnung I,
als Variablen lediglich noch die Verformungen und die entsprechenden Belastungen enthélt.

Wiéhrend die Beanspruchungen im Balken bei statischer bzw. quasi-statischer Belastung lediglich
vom Ort z abhéngig sind, sind die Beanspruchungen beim transversalschwingenden Balken von
Ort z und Zeit t abhéngig. Balkenschwingungen kénnen als linear schwingendes kontinuierliches
mechanisches System behandelt werden [58]. Im Gegensatz zu diskreten Systemen sind die fiir die
Schwingungen mafsgeblichen physikalischen Grofen, wie z. B. Masse und Steifigkeit, kontinuier-
lich verteilt. Sie besitzen unendlich viele Freiheitsgrade wobei unendlich viele Eigenkreisfrequen-
zen bzw. Eigenfrequenzen und Eigenformen auftreten. Lineare Schwingungen kontinuierlicher
mechanischer Systeme werden durch partielle Differentialgleichungen beschrieben [53].

Anmerkung zu Bezeichnung und Indizierung

Die Bezeichnung und Indizierung von Grofen bei der Beschreibung von Tragwerken in der tech-
nischen Mechanik héngt von der Art des Tragwerks ab. Dabei ist hier die Anwendung auf Lini-
entragwerke und Flachentragwerke relevant.

Bei der mechanischen Betrachtung von Balken héngen alle ortsabhingigen Grofen lediglich von
der Position x auf dem Tragwerk ab. Damit sind Balken sog. eindimensionale Tragwerke oder
Linientragwerke. Im Falle von Laminatbalken muss jedoch zur eindeutigen Behandlung zunichst
auf die Behandlung als Flachentragwerk zuriickgegriffen werden, wie in Kapitel [f]in Abschnitt
dargestellt. Die mechanische Beschreibung von geschichteten Balken basiert auf der zweidimen-
sionalen Laminattheorie, die um die Dimension der Breite reduziert wird. Die Laminattheorie
basiert ihrerseits auf der Plattentheorie, und damit auf der Betrachtung als Flichentragwerk.

Die allgemeine Belastungen ¢ senkrecht zur Tragwerksebene bzw. Tragwerksachse werden in

beiden Fillen mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Belastung g bei Flachentragwerken wird als

Flichenlast g (z,y) bzw. q (z,y,t) vorausgesetzt, mit [¢] = % Bei Linientragwerken wird sie als
N

Linienlast ¢ (x) bzw. ¢ (z,t) angenommen, mit [¢] = .

Schnittgrofen und Eigenschaften werden abhingig von der Art des Tragwerks bezeichnet und
indiziert. Die Schnittgréfen und Eigenschaften von Flichentragwerken werden in der Literatur
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oft mit Kleinbuchstaben angegeben. Die Indizierung erfolgt in diesem Fall nach der Orientierung
der hervorrufenden Spannungen. Dies fiihrt auf eine doppelte Indizierung. Sie gibt an erster Stelle
die Achse an, zu der das jeweilige Schnittufer senkrecht ist, und an zweiter Stelle die Orientierung
der verursachenden Spannungen. Bei Flachentragwerken sind die Schnittgréfen stets langenbe-
zogen. Fiir Momentenschnittgrofen gilt [m] = X2 und fiir Kraftschnittgrofen [n] = [¢] = X. Die
entsprechenden Zusammenhiénge fiir Flachentragwerke sind in Abschnitt dargestellt. Bei
Linientragwerken werden die Schnittgrofen und Eigenschaften meist mit Grofsbuchstaben ange-
geben. Sie werden nach der Orientierung der Gréfse indiziert. Damit lauten die Schnittgrofien im
Einzelnen, fiir die Querkraft in z-Richtung @, fiir die Lings- oder Normalkraft in z-Richtung
N, und fiir das Biegemoment um die y-Achse M,. Die Einheit der Schnittgréfe entspricht der
Art der Schnittgrofe, [Q] = [N] = N und [M] = Nm.

In den folgenden Herleitungen der beschreibenden Differentialgleichungen wird aus Griinden der
Eindeutigkeit sowie aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die Indizierung verzichtet.

In der ausgefiihrten, transienten Betrachtung treten gleichzeitig Abhéngigkeiten vom Ort x oder
von der Zeit ¢t auf. Zur zusétzlichen Vereinfachung wird auf die Angabe der Abhingigkeiten
vom Ort z oder von der Zeit t teilweise ebenfalls verzichtet, und lediglich an geeigneter Stelle
angegeben. Im Gegensatz zur (quasi-)statischen Betrachtung, bei der gewdhnliche Differentiale d
auftreten, treten im Zuge der transienten Betrachtung partielle Differentiale 0 auf. Dabei werden
die in der Mechanik iiblichen Abkiirzungen

() v ()
=0 und - =0 (8.1)

fiir die jeweilige partielle Differentiation nach dem Ort x bzw. nach der Zeit ¢t verwendet.

Einschrinkungen im Hinblick auf die Geometrie der Probekérper

Im Hinblick auf die Geometrie der in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
verwendeten Probekorper, wie in Kapitel [10]in Abschnitt beschrieben, werden die folgen-
den Zusammenhinge unter der Vernachlédssigung nicht relevanter Grofsen und Abhéngigkeiten
dargestellt. Im Finzelnen sind dies:

e Die Breite b und die Dicke des Tragwerks h als geometrischen Abmessungen der Quer-
schnittsfliche A und damit das Flichentrdgheitsmoment 2. Ordnung um die y-Achse I = I,
als geometrische Parameter werden iiber die Lange in x-Richtung als konstant vorausge-
setzt, A;) = A = const. und I(,) = I,y = I = const..

e Die Dichte o und die Steifigkeit E bzw. GG als physikalische Parameter werden iiber die
Lénge in z-Richtung als konstant vorausgesetzt, o(,) = ¢ = const. und E(,) = E = const..

e Ls treten keine Belastungen p = p, und damit Beanspruchungen N = N, in Richtung der
Balkenachse auf. Sie werden vernachléssigt, und es gilt p = p, = 0.

e Auferdem sind die Ausfithrungen auf gerade bzw. einachsige Biegung beschrénkt. Unter
dieser Voraussetzung sind die y-Achse und die z-Achse Hauptachsen des Querschnitts.
Belastungen verursachen als Schnittkrifte lediglich Querkréifte in z-Richtung @Q = @, und
Momente um die y-Achse M = M, [51].

e Aufgrund des in Abschnitt beschriebenen Versuchsaufbaus wird abschliefiend stets
der Fall des einseitig fest eingespannten Balkens, auch Kragbalken genannt, ausfiihrlich
dargestellt. Die Lésungen werden speziell fiir die Randbedingungen fest-frei ausgefiihrt.

8.2 Homogener isotroper Balken

Besitzt ein Tragwerk die zuvor genannten Eigenschaften, und besteht er aus einem einzigen Mate-
rial, das zudem keine richtungsabhingigen Eigenschaften besitzt, handelt es sich um einen homo-
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genen isotropen Balken. Es werden zunéchst die Gleichgewichtsbedingungen, die Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen und das Materialgesetz dargestellt. Unter vereinfachenden Vorausset-
zungen wird das Elastizititsgesetz fiir das Biegemoment und das Elastizitdtsgesetz der Querkraft
ermittelt. Die Beriicksichtigung der schubweichen Kinematik fiihrt auf die allgemeinere Theorie
nach BRESSE-TIMOSHENKO. Weitere Vereinfachungen zur schubstarren Kinematik des Balken-
querschnitts liefern die Theorie nach EULER-BERNOULLI. Die Zusammenhénge werden zunéchst
basierend auf dem NEWTON’schen Grundgesetz und anschliekend unter der Anwendung des
HAMILTON’schen Prinzips hergeleitet.

8.2.1 Gleichgewicht, Verschiebung-Verzerrung, Materialgesetz

Die Gleichgewichtsbedingungen und die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen fiir ein infinite-
simales Balkenelement werden dargestellt. Das zugrunde gelegte Materialgesetz wird angegeben.

Gleichgewichtsbedingungen

In Abbildung sind Belastungen und Schnittgrofen am infinitesimalen Balkenelement darge-
stellt. Die Belastungen und die daraus resultierenden Schnittgréfen werden am unverformten
infinitesimalen Balkenelement angesetzt, sodass eine geometrisch lineare Theorie folgt [76]. Die
infinitesimale Anderung der Koordinate von x auf x + dz verursacht die differentiell kleinen
Anderungen der Schnittgrofen [154]. Die Belastungen verursachen die Schnittgréfen und rufen
so Spannungen im Tragwerk hervor. Terme, die von zweiter oder hoherer Ordnung klein sind,
werden vernachlassigt.

4,
v, QTITTVYTTY M+ T
Nx‘%? -— px= - i%—»Nx+aNxdx
zi oX
Qﬁ—&dx
X | dx -

Abbildung 8.1: Belastungen und Schnittgrofen am infinitesimalen Balkenelement.

Das Kriftegleichgewicht in z-Richtung betrachtet die entsprechenden Kraftschnittgréfen, und
fithrt auf %—JX = —p. Aufgrund der getroffenen vereinfachenden Voraussetzung p = 0 ist die axiale
Gleichgewichtsbedingung hier nicht relevant.

Das Kriftegleichgewicht in z-Richtung betrachtet die entsprechenden Kraftschnittgréfen, und
fithrt auf

0 0w
oQ 0*w
il — 0 A~
or T1T 045
Q+q=0Aw, (8.2)

wobei dF = dmw = g9 A& die Massentréigheit des infinitesimalen Balkenelementes ist.

Das Momentengleichgewicht um die y-Achse betrachtet die entsprechenden Momentenschnitt-
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groken, und fithrt auf

oM 821/;
_M+(M+a$dx> Qdr=dJy -7
oM 0%
or YTl

M -Q=ol,y, (83)

wobei I, = I das Flachentrigheitsmoment um die y-Achse und dM = dJyﬁ = egQﬁ die
Rotationstrégheit des infinitesimalen Balkenelements um die y-Achse ist.

Bei (quasi-)statischer Betrachtung werden die Trégheitsterme in den Gleichungen (8.2]) und (8.3))
vernachléssigt. Die statischen Gleichgewichtsbedingungen der Kraftschnittgrofsen und Momen-
tenschnittgrofen am infinitesimalen Balkenelement lauten damit [51], [154]

2
Q' =—q und M =Q  bzw. M'=Q =—q. (8.4)

Dabei ist das Biegemoment M die resultierende Reaktion der {iber den Querschnitt verteilten
Normalspannungen ¢ und die Querkraft @) die resultierende Reaktion der iiber den Querschnitt
verteilten Schubspannungen 7. Sie ergeben sich zu [51]

M:/Azo—dA und Q= /TdA (8.5)

Die Normalkraft N = [ 4 0dA ist die resultierende Reaktion aufgrund der Belastungen p, die
jedoch im weiteren Verlauf vernachlassigt wird.

Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen
Mit den Verschiebungen v in 2z-Richtung und w in z-Richtung gilt

51,:5:%:2/ und Yoz 6—w+@—w+w (8.6)

ox

Der Zusammenhang in Gleichung folgt aus der getroffenen Voraussetzung einer geraden

bzw. einachsigen Biegung. Im Detail reduzieren sich die Gleichungen und auf den

eindimensionalen Fall. Deshalb kann zunéchst auf die Indizes verzichtet werden. Die Verzerrung
¢ und die Gleitung v entsprechen der Deformation eines beliebigen Balkenelements dx dz.

Materialgesetz

Der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen € und den Normalspannungen o sowie zwischen
den Gleitungen v und den Schubspannungen 7 ist bei homogenem isotropem Material durch die
Elastizititsgesetze

oc=FEe¢ und T=G~ (8.7)

gegeben. Sie beschreiben linear elastisches Materialgesetz nach HOOKE. Auch hier ergibt sich
Gleichung im Detail aus der Reduktion der Gleichung auf den eindimensionalen Fall.
Dabei ist das Schubmodul G kein unabhingiger Werkstoffkennwert. Bei homogenen isotropen
Werkstoffen sind der Schubmodul G und der Elastizitdtsmodul £ mit der Querverformungszahl
v = —=2 wie in Gleichung definiert, gekoppelt, und es gilt £ = 2(1 +v) G bzw. G =

€lings

ﬁ, wie in Gleichung 1} angegeben.
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Vereinfachende Voraussetzungen

Die angegebenen Gleichungen lassen zundchst keine eindeutige Ermittlung der Spannungen und
der Verschiebungen zu. Dafiir werden sinnvoll zwei Annahmen {iber die Verschiebung der Punkte
eines Balkenquerschnitts an beliebiger Stelle z getroffen:

e Die Verschiebungen w in z-Richtung sind unabhéngig von z. Sie hingen lediglich von x ab,
W = w(,. Alle Punkte eines Querschnitts erfahren die gleiche Durchbiegung. Dabei &ndert
sich die Balkenhohe nicht, ¢, = %—f =0.

e Querschnitte, die vor der Deformation eben waren, sind auch im deformierten Zustand
eben. Ein Querschnitt erfahrt neben der Durchbiegung w eine reine Drehung ¢ = (.
Fiir einen Punkt mit beliebigem Abstand z von der Balkenachse wird die Verschiebung u
in z-Richtung zu u = ¢ z bzw. u(, ) = ) 2.

Elastizititsgesetz der Biegung und Elastizititsgesetz der Querkraft

Die zuvor getroffenen Annahmen in Gleichung 1} eingesetzt liefern mit der Abkiirzung Z—(x) =()
a:EgZ:Ew/z, (8.8)
ow  Ou p

mit w’ als Neigung der deformierten Balkenachse. Da |w'| < 1, wird der Neigungswinkel mit
a = w' angendhert. Mit Gleichung ({8.8) folgt aus (8.5) fiir das Moment

M =Ev/ /z2 dA (8.10)

und fiir die Normalkraft N = E¢’ [ zdA, die jedoch aufgrund der Wahl des Koordinatensystems
mit der y-Achse als Schwereachse und dem Koordinatenursprungs des y-z-Koordinatensystems
als Schwerpunkt des Querschnitts verschwindet. Mit dem Flachentrigheitsmoment

I_Iy_/szA (8.11)

wird Gleichung (8.10) zu
M=EIy . (8.12)

Gleichung (8.12)) ist das Elastizitétsgesetz fiir das Biegemoment, wobei der Proportionalitits-
faktor ET als Biegesteifigkeit bezeichnet wird. Dabei ist die Anderung di iiber die Linge da
proportional zum wirkenden Moment M.

Gleichung liefert eine iiber die Querschnittsflache konstante Schubspannung 7, als Folge der
vereinfachend getroffenen Annahmen. Dies trifft in der Realitit jedoch nicht zu. Die Schubspan-
nung 7 ist iber die Querschnittsflache verdnderlich und am oberen und unteren Rand z = j:%
Null, 7,_, n= 0, was sich anhand des Satzes iiber die Gleichheit einander zugeordneter Schub-

spannungen begriinden ldsst [51]. Die verdnderliche Verteilung der Schubspannungen 7,y wird
durch einen Korrekturfaktor beriicksichtigt, sodass mit Gleichung aus Gleichung (8.5)) fiir
die Querkraft mit dem sog. Schubkorrekturfaktor s geschrieben werden kann als

Q=rGA[W +v) ,
Q=GAs (v +v) . (8.13)

Dabei wird die Abkiirzung Ag = k A als sog. Schubfliche bezeichnet. Unter der Wirkung der
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Querkraft @ erfahrt das Balkenelement eine Schubverzerrung bzw. Gleitung (w’ + ). Gleichung
(8.13) ist das Elastizitatsgesetz fiir die Querkraft.

Der Schubfaktor oder Schubkorrekturfaktor x beriicksichtigt die ungleichférmige Verteilung der
Schubspannungen iiber den Querschnitt, sodass

As =k A mit k<1 und damit As < A (8.14)

gilt [1], [53]. Der Faktor x hingt dabei von der Form des Querschnitts ab. Fiir die relevanten,
rechteckformigen Querschnitte gilt k = % (vgl. auch Abschnitt [8.4]).

8.2.2 Schubdeformationstheorie erster Ordnung nach TIMOSHENKO

Die Schubdeformationstheorie erster Ordnung fiir Balken nach TIMOSHENKO berticksichtigt ne-
ben der reinen Biegung die Rotationstrégheit des Balkenquerschnitts sowie den Einfluss der
Schubdeformation infolge von Querkréften. Die zugehorige Theorie wird meist nach TIMO-
SHENKO (1878-1972) benannt, der 1922 dazu veréffentlicht hat. Die vollstindigen Differenti-
algleichungen sind jedoch bereits 1859 von BRESSE in seinem Lehrbuch angegeben worden, wie
in HAGEDORN 1989 angegeben [58]. Die Theorie fithrt zu einer realitdtsnahen mathematischen
Beschreibung der Biegeschwingungen von Balken.

Kinematik des TIMOSHENKO-Balkens

Die Formulierung der Differentialgleichung geschieht durch die Beriicksichtigung der Rotations-
tragheit des Querschnitts, oI, sowie durch die Voraussetzung eines schubweichen Querschnitts,
G Ag. Die Voraussetzung der Schubweichheit als TIMOSHENKO-Kinematik, wie in Abbildung
dargestellt, flihrt schlieflich auf die sog. Schubdeformationstheorie erster Ordnung. Die T'I-
MOSHENKO-Hypothese setzt voraus, dass vor der Deformation zur Balkenachse senkrechte Quer-
schnittsebenen auch nach der Deformation eben sind, d.h. keine Verw6lbung erleiden, sich je-
doch in Richtung der Balkenachse (in z-Richtung) und senkrecht dazu in Dickenrichtung (in
z-Richtung) verschieben kénnen, sowie um die Dimension der Breite (um die y-Achse) verdre-
hen konnen, (w’ + 1) # 0 bei endlich grofer Querkraft @ [2]. Der Querschnitt hat damit den
kinematischen Freiheitsgrad 3 [I].

Dabei setzt sich die Verschiebung der Mittellinie w = w(, ;) im vorliegenden Fall aus den Anteilen
der Biegung und der Verformung durch Querkraft zusammen. Dabei wird der Winkel der Drehung
der Querschnitte aufgrund der Biegeverformung mit ¢ bezeichnet. Die Neigung aufgrund der
Schubverformung w’ — 1) ist die Differenz der gesamten Neigung des Querschnitts w’ und dem
Anteil der Biegeverformung . Abbildung zeigt die Kinematik des TIMOSHENKO-Balkens.

Biegeverformung Schubverformung

Abbildung 8.2: Kinematik des TIMOSHENKO-Balkens.

Die Differentialgleichungen der Kinematik des Biegebalkens mit Schubanteil lauten ausfiihrlich
[87] (vgl. auch erste Gleichung (6.46]))

Ex(x,z):au(x) _Zﬁwy(x) wnd dw (x)

ox oz vy () = - ox

+ Yz () bzw. kurz
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:@_z‘ﬂ’:u'—w’ und ¢=—%+7=—w’+7- (8.15)

Es sind somit eine Verzerrung und eine Gleitung von Null verschieden [I].

NEWTON’sches Prinzip

Mit den Gleichungen (8.2), (8.3), (8.12) und (8.13) stehen vier Differentialgleichungen zur Be-

stimmung der vier unbekannten Gréfen M, @), w und @ zur Verfiigung.

Die beiden Elastizitidtsgesetze und werden in die beiden statischen Gleichgewichts-
bedingungen und eingesetzt. Im Einzelnen wird dafiir die Differentiation des Flastizi-
tétsgesetzes der Querkraft @ nach z in das Gleichgewicht eingesetzt. Die Differentiation
des Flastizitdtsgesetzes des Biegemoments nach x und das Elastizitdtsgesetz der Querkraft
wird in den Drallsatz (8.3)) eingesetzt. Das Vorgehen liefert

0 Aw — [GAs (W' +4)] =q, (8.16)

ol — [EIY] +GAs (W +1)=0. (8.17)

In den beiden Gleichungen (8.16) und (8.17) sind die Schnittgréfen M und @ eliminiert. Die
beiden Gleichungen sind zwei gekoppelte, partielle, transiente, lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, von denen die erste inhomogen und die zweite homogen ist.

Unter den vorher genannten vereinfachenden Einschrankungen im Hinblick auf die geometrischen
und physikalischen Parameter (A = const., I = const., o = const., E = const., G = const.,
k = const. [54]) und der im weiteren Verlauf experimentell strukturdynamisch untersuchten
Probekérper lassen sich die Gleichungen und weiter vereinfachen und schliefslich
entkoppeln. Dazu wird im Elastizititsgesetz des Biegemoments und der Querkraft
nacheinander das Biegemoment M, der Term (w’ + ) und die Querkraft @ durch Differentiation
und sinnvolle Ergénzung eliminiert.

Das detaillierte Vorgehen zur Entkopplung der beiden gekoppelten Differentialgleichungen (8.16)
und (8.17)) setzt sich aus folgenden Einzelschritten zusammen:

e Die Gleichung (8.12) wird mit EJw” und die Gleichung (8.3) mit o/ @’ ergénzt. Um-
stellen und Ausklammern von E I bzw. oI ermdglicht das Ausklammern des Terms der
Schubverzerrung (w’ + v). Umgestellt ergeben sich

M=EI (v +v¢) - Eluv", (8.18)
ol (w+) —olw —M +Q=0. (8.19)
e Zweimalige Differentiation von Gleichung (8.18) nach z und Auflésen nach M” liefert

"

M'=EI (v +1)" —EITw" . (8.20)

und die Differentiation von Gleichung (8.19) nach z liefert

ol (W +¢) —pld"—M"+Q =0. (8.21)
e Gleichung (8.20) wird in Gleichung (8.21)) eingesetzt, sodass

"

oI (W' +v)' —olw —EI (W +¢)" +El"Y +Q =0. (8.22)

als entkoppelte Differentialgleichung folgt.
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e Zur Elimination des Terms der Schubverzerrung (w’ + ¢) wird das Elastizititsgesetz der

Querkraft 1} in der Form (v’ + ) = & in Gleichung (i eingesetzt. Zur Elimina-
tion der verbliebenen Terme der Ableitung der Querkraft nach dem Ort Q" wird schlieflich

das Gleichgewicht (8.2) in der Form Q' = ¢ A — g eingesetzt.

Ausmultiplizieren und Umformen liefert

EA
EIMV+QAM—QI<1+ (8.23)

I .
1'[)”—1—91479 W=qg+——
GAS) S S

als entkoppelte, partielle, transiente, lineare, inhomogene Differentialgleichung vierter Ordnung
mit konstanten Koeflizienten. Gleichung beschreibt die Transversalschwingungen des schu-
belastischen TIMOSHENKO-Balkens. Sie enthilt die physikalischen und geometrischen Parameter,
sowie als Variablen lediglich noch die Durchbiegung w = w, s und die senkrechte Belastung
q = q(a,)- Fiir freie Schwingungen von Balken mit konstantem Querschnitt gilt ¢ = g = 0
und die Differentialgleichung wird zur homogenen Differentialgleichung

EIMV+QAw—QI<L%EA

I .
B+ 0 A2 =0 24
GAS>w +o w=0 (8.24)

G Ag

Die Differentialgleichungen des TIMOSHENKO-Balkens enthalten neben der vierten Ableitung von
W = wW(gy) nach dem Ort z und nach der Zeit ¢ getrennt voneinander auch gemischte Ableitungen
nach Ort z und Zeit ¢.

Die Entkopplung der beiden Differentialgleichungen (8.16]) und (8.17) zu (8.23)) bzw. (8.24) erhoht

die Kontinuitétsanforderungen an die Durchbiegung w = w(, ;). Im Falle einer numerischen
Losung wiirde die Elimination des Verdrehwinkels 1) = 1), ;) deshalb nicht durchgefiihrt [54].

HAMILTON’sches Prinzip
Die Bewegungsgleichungen des schubelastischen Balkens werden zusétzlich nach dem Hamil-
ton’schen Prinzip, wie beispielsweise in HAGEDORN 1989 [58] ausgefiihrt, hergeleitet.

Die potentielle Energie (Forminderungsenergie) ist in diesem Fall

1 l

5 GAs (p—uw')? dz . (8.25)

1 l
U:/ EIy'%dz +
2 x=0

=0
Der Ausdruck der potentiellen Energie der Scherung ist um den von der Kriimmung der Balken-

achse durch Biegemomente hervorgerufenen Anteil ¢ auf (1) — w’) zu korrigieren.

Die kinetische Energie ist

2

1 [ 1 [ ,
T:/‘gAw%m+/ ol?dz (8.26)
=0 =0

und setzt sich zusammen aus der translatorischen Tragheit der Balkenachse in z-Richtung und
dem rotatorischen Anteil des Querschnitts um die y-Achse.

Mit der LAGRANGE’schen Funktion L =T — U und unter der Voraussetzung, dass lediglich eine
Streckenlast ¢ = q(, ;) und keine davon unabhéingigen Momente den Balken belasten, ergibt sich
nach dem HAMILTON’schen Prinzip fiir den frei schwingenden Balken

to to l .
5 Lmzé/ / %[gAw?+mw2—E1w2—GAg¢—uﬂﬂdxm+
t1 t1 =0

to l
+/ / qowdzdt =0 . (8.27)
t1 =0
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Die Variation der potentiellen Energie U ergibt sich nach zweimaliger Teilintegration zu

l

l
6U:/ Elw’éw’dx—i—/ G As (¥ —w') 5 (¢ — ) do =

=0 =0

:/l {[G4s (0 - )] dw+ |GAs (- ) = (BI)] 50} da—

=0
l l
~GAs (v —w') dw| + [EIY] 6 (8.28)
0 0
Die Variation der kinetischen Energie ist
!
6T:/ [gAwanrgwaw} dz (8.29)
0

und daraus folgt
to l
/ 0T dt = / 0 Awdw
t1 =0

Im HamiLTON’schen Prinzip verschwinden die Variationen der verallgemeinerten Koordinaten
dw = 6wy 4 und 09 = 6¢(, ) fiir ¢1 und t2, und (8.30) wird zu

to

to
/ o AW owdt+ ol oy

t1 t1

to to .
/ olydydty dx .
t1 t1

(8.30)

to to l l .
5Tdt:—/ {/ QAzbéwdx+/ QI¢5¢d$} de . (8.31)
t1 =0 0

t1 r=

Damit fithrt das HAMILTONsche Prinzip L =T — U schliefslich auf

/:) {/xl [_ (G As (v — )] - QAﬂ')Jrq} Swdx +

=0

+/:_0 [—QI?Z).—GAS (v —u') + [EI@Z/H S dx+

l l

—i—GAS(z/J—w’) ow —EIY 6y

=0

} dt =0. (8.32)
0

r=

Die Bewegungsgleichungen des schubweichen Balkens nach TIMOSHENKO ergeben sich wie im
vorherigen Abschnitt zu den gekoppelten Differentialgleichungen (8.16]) und (8.17).

8.2.3 Schubstarre Theorie nach EULER-BERNOULLI

Die schubstarre Theorie fiir Balken nach LEONHARD EULER (1707-1783), der v.a. Untersu-
chungen zur elastischen Linie und zum Knicken anstellte [58], und JAKOB BERNOULLI (1655-
1705), der den Zusammenhang zwischen Belastung und Biegung untersuchte [58], basiert auf
weiteren vereinfachenden Voraussetzungen. Durch Vernachlissigung der Rotationstrigheit des
Balkenquerschnitts sowie des Einflusses der Schubdeformation infolge von Querkriften wird in
diesem Fall lediglich die reine Biegung beriicksichtigt. Die zugehorige Theorie wird meist EULER-
BERNOULLI oder kurz BERNOULLI-Theorie genannt. Die z.T. stark vereinfachten Differential-
gleichungen beschreiben die Biegeschwingungen von Balken weniger realitdtsnah, sind jedoch
mathematisch einfacher zu behandeln.
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Kinematik des BERNOULLI-Balkens

Die Vereinfachung der Differentialgleichung geschieht durch die Vernachlédssigung der Rotati-
onstrigheit des Querschnitts, oI — 0, sowie durch die Voraussetzung eines schubstarren Quer-
schnitts, G Ag — 0o. Die Voraussetzung der Schubstarrheit fiihrt auf die sog. Normalenhypothe-
se bzw. die sich daraus ableitende BERNOULLI-Kinematik. Die sog. BERNOULLI-Hypothese setzt
voraus, dass vor der Deformation zur Balkenachse senkrechte Querschnittsebenen auch nach
der Deformation eben sind, d.h.keine Verwolbung erleiden und zur elastischen Linie senkrecht
stehen, (w' + 1) = 0 bzw. w’ = —1) bei endlich grofer Querkraft @ [5I], [70], [I54]. Aus den,
in Abbildung dargestellten, vereinfachten Zusammenhingen ergibt sich die Kinematik des
BErNoOULLI-Balkens.

Abbildung 8.3: Kinematik des BERNOULLI-Balkens.

Unter der Voraussetzung kleiner Durchbiegungen ist die Neigung der Balkenachse sina = %’ =

w’(z) = w’ klein. Das erlaubt die Vernachlissigung des Quadrats der Neigung im Ausdruck der
Kriimmung der Balkenachse, wzm) < 1 bzw. w" < 1. Die Kriitmmung der Balkenachse ergibt sich
somit zu [51], [I55]

1 w” . d2w

i PN = 8.33
R 41+ w?P? YT (8:33)

Jede Faser wird als konzentrischer Kreisbogen betrachtet. Mit dem Kriimmungsradius R folgt
fiir die Lange einer beliebigen Faser

dS = (R+z2) da = Rda+ zda
=ds+zda .

Die Verzerrung ist die relative Lingendnderung bezogen auf die urspriingliche Linge bzw. auf
die ldngenkonstant angenommene neutrale Faser. Mit dem linearisierten Zusammenhang von

Kriimmungsradius und Winkel (8.33)) gilt

ds —d d
B A (8.34)

¢ ds  “ds R

NEWTON’sches Prinzip
Aus den getroffenen Voraussetzungen folgen die vier vereinfachten Balkengleichungen zu

QAZU:Q,—F(], M,:Qa EIW:M, w,:_d)' (835)
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Die Differentiation der letzten Gleichung, die als Elastizitéitsgesetz der Querkraft die Schubstarr-
heit des Balkens beschreibt, nach  und Einsetzen in die dritte Gleichung, die das Elastizitéts-
gesetz fiir das Biegemoment beschreibt, folgt die Differentialgleichung der Biegelinie zu
M
"= —=. 8.36
w ¥ (8.36)
Wenn der Verlauf des Biegemoments iiber die Linge L sowie die Biegesteifigkeit F I bekannt
sind, ermdglicht Gleichung (8.36)) durch einfache Integration die Berechnung der Neigung w’ und
durch nochmalige Integration die Berechnung der Durchbiegung oder Biegelinie w.

Unter der Beriicksichtigung des Ausdrucks der Kriimmung nach Gleichung , der unter der
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen néherungsweise gilt [51], [155], ist nach der Gleichung
die Kriimmung des Balkens proportional zum Moment und es gilt £ < 0 fiir M > 0 bzw.
k> 0 fir M <0, vgl. Gleichung .

Weiteres Einsetzen der ersten beiden Gleichungen von (8.35) (Schwerpunktsatz und Drallsatz,
ggf. durch vorhergegangene Differentiation nach z) erméglicht die Elimination zunéchst von M
und anschliefend von Q. Es folgt die Differentialgleichung der Biegelinie als Bewegungsgleichung
zu

(BTw")" +0Aw=q, (8.37)
die unter der Voraussetzung von E I = const. zu
ETwY +0Aw=q (8.38)

wird. Die Gleichung bzw. ist eine partielle, transiente, lineare, inhomogene Diffe-
rentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Sie beschreibt die Transversal-
schwingungen des schubstarren EULER-BERNOULLI-Balkens. Fiir freie Schwingungen von Balken
mit konstantem Querschnitt gilt ¢ = g, ¢ = 0 und die Differentialgleichung wird zur ho-
mogenen Differentialgleichung

ETwY 4+0Aw=0. (8.39)

Die Differentialgleichungen nach BERNOULLI enthalten lediglich eine vierte Ableitungen nach
dem Ort x und eine zweite Ableitung nach der Zeit ¢, wobei beide davon jeweils getrennt von-
einander auftreten. Damit werden durch die Differentialgleichung lediglich die Durchbiegungen
der Balkenquerschnitte linear beriicksichtigt und die Verschiebung der Mittellinie w wird ledig-
lich durch die Biegung angenommen. Die Neigung des Querschnitts ¢ aufgrund der endlichen
Querkraft @, sowie die Rotationstrigheit der Balkenquerschnitte werden vernachléssigt.

Wenn der Verlauf der Belastung ¢ = ¢ () iiber die Lange L sowie die Biegesteifigkeit £ I bekannt
sind, ermdglicht Gleichung (8.39) durch vierfache Integration die Berechnung der Durchbiegung
oder Biegelinie w = w ().

HAawMiIiLTON’sches Prinzip

Die Bewegungsgleichungen des schubstarren Balkens werden zuséitzlich nach dem HAMILTON’schen
Prinzip hergeleitet. Die Ausfiihrung findet sich analog beispielsweise in HAGEDORN 1989 [58].

In der linearen Theorie und bei gerader Biegung beim frei schwingenden schubstarren Balken
der Lange [ ist die potentiellen Energie U als Energie der elastischen Verformung

1 l
U= 2/ ETw"?dx . (8.40)
z=0
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Die kinetische Energie wird beschrieben durch

1 l
T:/ 0Aw?dx (8.41)
2 =0

Mit der LAGRANGE’schen Funktion L =T — U ergibt sich nach dem HAMILTON’schen Prinzip
flir den frei schwingenden Balken

to to l 1
5| Ldt=6 / 3 [0Aw? —ETw"? dedt=0. (8.42)
t1 =0

t1

Unter Vertauschung der Reihenfolge der Integrale fiihren Teilintegrationen zur entsprechenden
Differentialgleichung. Dazu wird in (8.42)) zunéchst beziiglich ¢ einmalig partiell im ersten Integral
integriert,

to 1 to to
) QQAu')th:/ oAwdwdt = p Aw dw

t1 t1

to
—/ o Awdwdt , (8.43)

t1 t1

anschliefsend wird beziiglich x zweimalig partiell im zweiten Integral integriert,

l l
1
5/ Elw”de:/ ETw"sw"dz =
x:02 =0

l l
— | (BIw") éuw'dx = (8.44)
0 =0

=ETw'éuw

! l l
= FEIw" s —(EIw”)/&U +/ (Elw”)” owdx .
0 0 x

=0

Die Variationen dw fiir ¢ und to verschwinden im HAMILTON’schen Prinzip. Die Ausdriicke

(8.43) und (8.44) in die Ausgangsgleichung (8.42)) eingesetzt liefert

to

t2 l "
) Ldt:/ {/ [—QAiD—(EIw") } owdr—
t1 t1 =0

l l

—ETvw" é6uw'| + (Elw")/ Sw

0

} dt =0 . (8.45)

0

Die Zeitpunkte t1 und t9 sind beliebig. Dadurch verschwindet der Ausdruck in der geschweiften
Klammer von fiir alle t. Der Fundamentalsatz der Variationsrechnung verlangt, dass die
eckige Klammer in gleich Null sein muss. Fiir die beliebige Variation dw sind hochstens
die Randwerte definiert und es gilt die Bewegungsgleichung analog zu Gleichung .

8.2.4 Losung durch Separationsansatz

Zur Losung der Differentialgleichungen des transversalschwingenden Balkens nach BERNOULLI
(8.37) wird iiblicherweise der sog. Separations- oder Produktansatz nach nach DANIEL BERNOUL-
L1’ (1700-1782) angewendet. Der partikulire Ansatz erméglicht die Separation der Variablen in
rein ortsabhéngige und rein transiente Gleichungen. Der Ansatz beschreibt eine Bewegung, bei
der sich alle Punkte des Kontinuums nach dem gleichen Zeitgesetz (synchron) bewegen. Im

T DANIEL BERNOULLIL * 8. Februar 1700 in Groningen, t 17. Miarz 1782 in Basel. Schweizer Mathematiker und

Physiker; Neffe von JAKOB I. BERNOULLI; arbeitete mit LEONHARD EULER.
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Gegensatz zur D’ALEMBERTﬂschen Lésung durch Integration, der Wellen beschreibt und auf
eine allgemeine Losung fiihrt, werden mit der BERNOULLI’schen Losung direkt Schwingungen
beschrieben, die auf partikuldre Losungen fithrt [53].

Die Beschreibung der freien ungeddmpften Schwingungen des Balkens ist ein Eigenwertproblem.
Es wird durch die homogene Differentialgleichung der elastischen Linie des Balkens entsprechend
der jeweiligen Theorien beschrieben, da fiir die von aufen aufgebrachte Belastung ¢ = g, 1) =0
gilt. Zur Losung miissen aufserdem die zugehérigen Randbedingungen bekannt sein. Wenn die ge-
wéhlten Ansatzfunktionen die Randbedingungen erfiillen, ermdglicht der Separationsansatz die
Bestimmung der Eigenkreisfrequenzen bzw. Eigenfrequenzen sowie der Eigenformen des Trag-
werks. Der Produktansatz lautet

Wzt = Wiy Tie) bzw. w=WT. (8.46)

Er wird zunéchst zur Losung der Differentialgleichungen des transversalschwingenden Balkens
zunachst nach EULER-BERNOULLI dargestellt. Er ermoglicht die Formulierung der Glei-
chung in der Art, dass eine Seite lediglich von x und die andere lediglich von ¢ abhingt. Fiir alle
2 und t ist das nur dann mdoglich, wenn beide Seiten einer Konstanten gleich sind. Es zeigt sich
fiir den weiteren Verlauf giinstig, die Konstante mit —w? zu bezeichnen.

Eigenkreisfrequenzen sowie Eigenfrequenzen und Eigenformen

Der Produktansatz fiir Schwingungen kontinuierlicher Systeme wird hinsichtlich der Ord-
nung der Schwingung k im Index erweitert. Ein kontinuierlichen System hat unendlich viele
Freiheitsgrade. Somit besitzt es k Eigenwerte A, also Ax, wobei k gegen unendlich geht, k& — oc.
Jedem Eigenwert A der Ordnung k£ kann eine Eigenkreisfrequenz wy, bzw. eine Eigenfrequenz f
mit zugehoriger Eigenform W}, zugeordnet werden. Aus diesem Grund wird der Separationsan-
satz (8.46) zum sog. erweiterte Produktansatz

Wi(z,t) = Wi(z) Tt bzw. wy = Wi Ty . (8.47)

modifiziert, wobei bei den Eigenkreisfrequenzen der triviale Fall wg = 0 fiir £ = 0, sowie die
physikalisch nicht sinnvollen Lésungen wy < 0 fiir K = —1, —2, ... nicht beriicksichtigt werden.

Die allgemeine Losung von gewohnlichen, homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
ist im Anhang exemplarisch nach der Zeit t dargestellt. Die kleinste Eigenkreisfrequenz
ergibt sich fiir K = 1 zu wy, und die zugehorige Eigenfrequenz betrdgt f1. Sie wird als Grundfre-
quenz bezeichnet. Die zugehorige Eigenform heifit Grundschwingung Wy(,). Eigenfrequenzen und
die zugehorigen Eigenformen der Ordnung k > 1 werden als Oberfrequenzen und zugehorigen
Oberschwingungen bezeichnet.

Dabei gilt zwischen der Kreisfrequenz w, der Frequenz f und der Periodendauer bzw. Schwin-
gungsdauer T allgemein bzw. jeder Ordnung k der Zusammenhang
27 27

bzw. W =27 fr= — . (8.48)

=2
w 7 f T T,

Beziiglich der Einheit der Kreisfrequenz gilt [w] = s~!, wihrend fiir die Frequenz gilt [f] = s~! =
Hz. Obwohl sich die Dimensionen der beiden Grofien w und f entsprechen, [w] = [f] = T~ ! lautet
die Einheit lediglich bei der Frequenz f Hz nach HERTZFZ], nicht jedoch bei der Kreisfrequenz w.

Der erweiterte Produktansatz (8.47) liefert die Eigenwerte Ay als partikulire Losungen, die die
Randbedingungen erfiillen [53]. Da die zuvor dargestellten Differentialgleichungen linear bzw.

8 JEAN-BAPTISTE LE ROND genannt D’ALEMBERT, * 16. November 1717 in Paris, T 29. Oktober 1783 ebd..

Franzosischer Mathematiker und Physiker sowie Philosoph der Aufklirung.
HEeINRICH RUDOLF HERTZ, * 22. Februar 1857 in Hamburg, T 1. Januar 1894 in Bonn. Deutscher Physiker
mit Arbeiten zum experimentellen Nachweis elektromagnetischer Wellen.

9
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linearisiert sind, stellt die Summe der Eigenschwingungen mit der jeweiligen Eigenfrequenz
ebenfalls eine Losung dar, die den Randbedingungen gentigt. Dies ist eine Folgerung aus dem
Superpositionsprinzip der Mechanik. Die Uberlagerung aller Eigenschwingungsformen mit den
zugehorigen Eigenfrequenzen liefert schlieflich die allgemeine Losung

Wty = D Wi Th) bzw. w=y WiTx . (8.49)
k=1 k=1

Die Formulierung der allgemeinen Losung @ stellt die Auslenkung W = W(,) zu jedem
Zeitpunkt ¢ als harmonische Schwingung dar. Sie beschreibt fiir jedes k eine stehende Welle [167]
und kann fiir alle k als FOURIEReihe interpretiert werden. Da jede beliebige Funktion stets
durch eine FOURIER-Reihe dargestellt bzw. angendhert werden kann, ist die BERNOULLI’sche
Lésung der Losung nach D’ALEMBERT aquivalent [53].

Die allgemeine Lésung von gewdhnlichen, homogenen Differentialgleichungen vierter Ordnung
ist im Anhang exemplarisch nach dem Ort x dargestellt. Sie lautet mit den sich ergebenden
vier Konstanten C; mit i =1,...,4 [18], [I30]

Wi(z) = Ck1 cos (Ax) + Ca sin (Ax) + Cyg sinh (Az) + Cyq cosh (Ax) . (8.50)

Stellen z an denen gilt Wy ,) = 0 sind Schwingungsknoten oder Knoten. Bei der Eigenform, die
in der jeweiligen Eigenfrequenz auftritt, findet an diesen Stellen keine Auslenkung statt. Stellen
x an denen gilt Wy,(,) = max. sind Schwingungsbéuche. Bei der Eigenform, die in der jeweiligen
Eigenfrequenz auftritt, findet an diesen Stellen die maximale Auslenkung statt. Entsprechend
bildet sich bei Schwingungen in der Grundfrequenz w; wegen k = 1 die geringste Anzahl von
Knoten aus. Bei Oberschwingungen wy, mit k£ > 1 erhoht sich mit der Ordnung von k die Anzahl
der Schwingungsknoten bzw. Schwingungsbiuche.

Wie bei allen Eigenwertproblemen sind dabei die Amplituden in Betrag und Richtung unbe-
stimmt [70]. Bei schwingenden Systemen ist dabei meist die erste Eigenfrequenz, die sog. Grund-
frequenz, mit der zugehdrigen ersten Eigenform, der sog. Grundschwingung, relevant. Sie fithren
i.a. zu hohen Amplituden und somit zu kritischen Belastungen. Dabei schwingt das Tragwerk in
Resonanz und kann so zu katastrophalem Versagen fiihren [37], [53], [70].

8.2.5 Einseitig fest eingespannter Balken

Da die Differentialgleichungen des schubweichen und des schubstarren Balkens von vierter Ord-
nung nach dem Ort x sind, werden zur Losung vier Randbedingungen benétigt. Sie erlauben die
Bestimmung von Integrationskonstanten. Das Einsetzen der Randbedingungen fiir den relevanten
Fall des einseitig fest eingespannten Balkens ermdoglicht die Bestimmung der charakteristischen
Gleichung. Die charakteristische Gleichung ermdéglicht die Bestimmung der Eigenwerte A\, mit
denen schlieflich die Eigenformen W und die Eigenfrequenzen wj, ermittelt werden [53].

Randbedingungen

Fiir einen Kragbalken mit einer einseitig festen Einspannung bei x = 0 und freiem Ende und
damit Querkraft- und Momentenfreiheit bei x = L lauten die Randbedingungen an der Einspan-
nung bei x = 0 bzw. am freien Ende bei z = L

wo,p) =0 und Wiy =0, bzw. (8.51)

10 JEAN-BAPTISTE-JOSEPH FOURIER, * 21. Mirz 1768 bei Auxerre, t 16. Mai 1830 in Paris. Franzosischer

Mathematiker und Physiker.
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My =—ETwf, =0 und Quy=—Elwl,=0. (8.52)

wegen M,_r) = 0 bzw. wegen Q,—r) = M(/ = 0. Dabei werden die Randbedingungen, die

x=L)

die Verschiebung w, s oder die Neigung wzm) der Mittellinie z = 0 beschreiben, als geome-

trische (auch wesentliche, kinematische oder DIRICHLETFI]’SChe) Randbedingungen bezeichnet.
Randbedingungen, die die Kraft- bzw. Schnittgrofen beschreiben, werden als natiirliche (auch
restliche, statische oder NEUMANNsche) Randbedingungen bezeichnet [51].

Charakteristische Gleichung und Eigenwerte
Der Produktansatz (8.46) in die homogene Differentialgleichung (8.38) eingesetzt liefert [53]

2

IV _ iy — : 4 204 W
als gewohnliche homogene Differentialgleichung vierter Ordnung. Aus der Formulierung ergibt
sich durch Umstellen die sog. Strukturkonstante des BERNOULLI-Balkens zu ¢ = 4 /% mit [¢] =

;, und damit keiner Wellenausbreitungskonstante im engeren Sinn [54]. Unter der Bedingung
der Existenz nichttrivialer Losungen A # 0 liefern die Randbedingungen (8.51)) und (8.52)) in die
allgemeine Losung bzw. deren erste bis dritte Ableitung nach dem Ort = nach Gleichung (8.50))

eingesetzt

Wo=0 A+C=0
Wi=0 AB+AD=0
Wy = ~AAcos(A\L) =N Bsin (ML) + A C cosh (AL) + A\?> Dsinh (A L) = 0

W =0 MAsin(AL) = X*B cos(AL) + X2 C'sinh (A\L) + XD cosh(AL) =0 .
(8.54)

Dabei sind die Argumente der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen stets das Pro-
dukt aus Eigenwert A und der Lénge L des Balkens, (A L). Aus den ersten beiden Gleichungen
von (§8.54) folgt C' = —A und D = —B. Sie werden in den letzten beiden Gleichungen von (8.54)

eliminiert, sodass diese lauten
A [cos (ML) +cosh(AL)]+ B [sin(AL) +sinh (AL)] =0
A [—=sin(AL) +sinh (A L)] + B [cos (AL) + cosh (AL)] =0 . (8.55)

Charakteristische Gleichung des BERNOULLI-Balkens

Das lineare homogene Gleichungssystem fiir die Konstanten A und B hat unendlich viele re-
elle (nichttriviale) Losungen A = Ag, wenn die Koeffizientendeterminante in (8.55) zu Null
wird. Dabei gilt zwischen den hyperbolischen Funktionen mit gleichem Argument cosh? (...)—
sinh? (...) = 1. Mit dem hier jeweils auftretenden Argument (...) = (A L) als Eigenwert lautet
der Zusammenhang cosh? (A L) — sinh? (A L) = 1. Dies fiihrt schlieflich auf

cos(AL)cosh(AL)+1=0

cos(AL) = (8.56)

~cosh (A L)

1 JonaNN PeTER GuUSTAV LEJEUNE DIRICHLET, * 13. Februar 1805 in Diiren, T 5. Mai 1859 in G&ttingen.

Deutscher Mathematiker.
CARL GOTTFRIED NEUMANN, * 7. Mai 1832 in Ko6nigsberg (Preufen), t 27. Mirz 1925 in Leipzig. Deutscher
Mathematiker.
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als Eigenwertgleichung oder charakteristischer Gleichung. Thre Auswertung liefert das gesuch-
te Produkt (A\; L) als Eigenwerte, aus denen schlieklich die Eigenkreisfrequenzen wy, bzw. die
Eigenfrequenzen fj bestimmt werden kénnen. Abbildung [8.4] zeigt die Grundfunktionen der cha-

rakteristischen Gleichung (8.56)). Dabei ermoglicht die zweite Formulierung von Gleichung ({8.56))
die giinstige graphische Bestimmung der Eigenwerte (Ag L).

A L

Abbildung 8.4: Grundfunktionen der charakteristischen Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte
(A L) des schwingenden Kragbalkens mit BERNOULLI-Kinematik.

Daraus gehen die Eigenwerte

2k —1

e L = T+ e (8.57)

hervor. Der Term ey, besitzt ein alternierendes Vorzeichen. Sein Betrag nimmt mit gréfer wer-
dendem k rasch ab, und es gilt e; = 0,3042, e = —0,018 und ez = 0,001. Im Detail sind die
ersten drei Eigenwerte des schwingenden Kragbalkens [155] [53], 49]

Aot L=1875 Mo L =4,694  und  Ap_s L = 7,855 . (8.58)

Fir grofte k gilt die Naherung A\y41 L — A\ L = 7, da der Betrag von ey stetig abnimmt.

Eigenformen und Eigenfrequenzen des BERNOULLI-Balkens

Im Gleichungssystem (8.55) kann wegen B = —D aus der ersten Gleichung die Konstante B
geschrieben werden als B = —A%. Es verbleibt A als einziger beliebiger Faktor,
der in Betrag und Amplitude unbestimmt ist. Die Ortsfunktion der k-ten Eigenschwingung des

einseitig fest eingespannten Balkens und freiem Ende ist

cos (A L) + cosh (A L)
sin (Mg L) + sinh (Mg L)

W) = Ark [cos (Mg z) — cosh (\g z) — (Sin (Mg z) — sinh (Mg 2) )] .

(8.59)

Die Losungsfunktionen basieren auf trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen. Diese
sind orthogonal im Sinne eines sog. Lo-Skalarproduktes [54],

L
/ Wi(z) Win(e) do V n#m. (8.60)
=0
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Sie sind fiir die Einarbeitung der Anfangsbedingungen notwendig. Abbildung zeigt die ersten
drei Eingenfunktionen Wy (,), Wy(,) und Wy, fiir den einseitig eingespannten Balken mit BER-
NouLLI-Kinematik. Dabei sind die Werte im dargestellten Intervall x € [0, L] auf das jeweilige
Maximum max {Wk(x)} normiert, sodass gilt max { Wk(m)} =1 [58]. Die Grundschwingung des
schwingenden Kragbalkens fiir £ = 1 besitzt keinen Schwingungsknoten. Der Schwingungsknoten
der ersten Oberschwingung k = 2 befindet sich bei xg—o = 0,783 L. Die beiden Schwingungskno-
ten der zweiten Oberschwingung k£ = 3 befinden sich bei x1 ;-3 = 0,5 L bzw. x5 ;—3 = 0,868 L.
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Abbildung 8.5: Eigenformen des schwingenden Kragbalkens mit BERNOULLI-Kinematik fir £ = 1,
k=2und k = 3.

Charakteristische Gleichung des TIMOSHENKO-Balkens
Mit dem Produktansatz (8.46)) und der Bedingung zur Existenz nichttrivialer Losungen A # 0
folgt aus der homogenen Differentialgleichung ({8.24]) [53]

WY X2 (14+a) W =X (1= Mita) W =0, (8.61)

wobei die Abkiirzungen \* = w? g—f}, i? = % (mit ¢ als sog. Trigheitsradius [51], [53]) und
o= g—fs verwendet werden.

Im Gegensatz zur Differentialgleichung freier Schwingungen des BERNOULLI-Balkens kann
die Wellengleichung des TiMOSHENKO-Balkens formal nicht mit dem Separationsansatz
nach BERNOULLI gelost werden [54]. Aufgrund der gemischt auftretenden partiellen Ab-
leitung ist die Separation in ein Randwertproblem und ein Anfangswertproblem per se nicht
moglich. Aus diesem Grund wird vereinfachend angenommen, dass die Eigenfunktionen Wy (z)
des TiMOSHENKO-Balkens mit denen des BERNOULLI-Balkens identisch sind, und dass die zu-
gehorigen zeitlichen Losungen T} (t) periodisch sind [54]. Unter diesen Voraussetzungen sind
analytische Losungen ausfiihrlich in DRESIG und FIDLIN 2014 [28] sowie WEIGAND 1962 [167]
angegeben.

8.3 Laminatbalken

Besteht ein Balken aus mehreren Schichten gleichen oder unterschiedlichen Materials, oder besit-
zen die Einzelschichten richtungsabhingige Figenschaften, wird das Tragwerk als geschichteter
Balken oder Laminatbalken bezeichnet. Das Vorgehen zur strukturmechanischen Beschreibung
von Laminatbalken basiert dabei sowohl auf der Beschreibung homogener isotroper Balken, wie
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in Abschnitt dargestellt, als auch auf der Makromechanik eines Laminats als Mehrschicht-
verbund, wie in Abschnitt [6.3] dargestellt. Im Detail wird die zweidimensionalen Laminattheorie
um die Dimension der Breite reduziert.

Zunichst wird die schubweiche Kinematik nach TiMOSHENKO, die auf die Schubdeformations-
theorie erster Ordnung fiihrt, und schliefslich die schubstarre Kinematik nach BERNOULLI, die
auf die klassische bzw. technische (Biege-)Theorie fiihrt, behandelt (vgl. Vorgehen beim homo-
genen isotropen Balken in Abschnitt . Dabei ist die Unterscheidung zwischen Balken- und
Plattenschnittgroben, die diskrete Verteilung der Steifigkeiten {iber den Querschnitt und der zu-
gehorigen Wahl des Bezugssystems in Dickenrichtung zu beachten. Dabei erméglichen in beiden
Féllen vereinfachende Voraussetzungen die analytische Beschreibung. Diese sind u. a., dass die
Einzelschichten ideal miteinander verbunden sind, und dass die Einzelschichten der Laminatbal-
ken unidirektional verstarkt sind.

Schubdeformationstheorie erster Ordnung nach TIMOSHENKO

Da der Querschnitt des gesamten Laminats betrachtet wird, gelten fiir den Laminatbalken, analog
zum homogenen isotropen Balken, die Differentialgleichungen der Kinematik des Biegebalkens
mit Schubanteil, wie in Gleichung angegeben [I], [87]

_Ou_ 0% _ Ly _dw _
=92 ‘55U z und Y= 52 +y=—w'+7. (8.62)

Die Definitionen der Schnittgréffen M und ) des Laminatbalkens ergeben sich analog zu den
Gleichungen (6.48]) bzw. (8.5) durch Integration der iiber den Querschnitt A verteilten Normal-
spannungen o und Schubspannungen 7 zu

N:/JdA, M:/Usz, Q:/TdA7 (8.63)
A A A

Mit dem verallgemeinerten HOOKE’schen Gesetz fiir orthotrope Werkstoffe folgen unter der
Beriicksichtigung der Kinematik nach TIMOSHENKO ({8.62) die konstitutiven Gleichungen der
Schnittgréfsen des TIMOSHENKO-Balkens zu

N:AHE—I-BHH, M:Bné‘-i-Duﬁ, Q:lisf_l%’y, (864)
wobei zur Unterscheidung die Kriimmung des Laminatbalkens mit « und der Schubkorrektur-

faktor entsprechend der Form des Querschnitts mit kg bezeichnet werden.

Die Gréfen Aq1, Ass, Bi und Dy in Gleichung (8.64) sind die Steifigkeiten des Laminatbalkens.
Sie ergeben sich durch die Multiplikation der Laminatsteifigkeiten des Mehrschichtverbundes
nach Gleichung (6.58)) mit der Breite des Laminatbalkens b zu

N
All—bAll—bZQll Zk_Zk 1 ZQ 1hk7
k=1

N
A55—bA55—bZQ55 2k — Zk—1) Z Bshi
k=1 —
_ 1 N
Bii =bBn = 55 ZQlﬁ (2 = 2ii1) = b ZQlﬁhkfk ; (8.65)
k=1 k=1
_ 1 N _ N _ h2
D =bDn=bg ;Q’fl (22 —23_1) =0 ;Qlﬁhk (zﬁ + 1’5) hy, .
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Es sind Ay; = b A1 die Dehnsteifigkeit, Ass = b Ass die (Quer-)Schubsteifigkeit, D11 = b Dy die
Biegesteifigkeit und By; = b By die Kopplungssteifigkeit des schubweichen Laminatbalkens. Die
Grofen basieren damit auf den elastischen Kennwerten ij jeder k-ten Einzelschicht im globalen
Koordinatensystem sowie deren Dicke und Position im Lagenaufbau. Dabei ist besonders die
Berechnung der (Quer-)Schubsteifigkeit As5 = b Ass deutlich anspruchsvoller, und wird deshalb
meist lediglich néherungsweise bestimmt [I].

Unter der Voraussetzung eines symmetrisch zur Mittelebene geschichteten Laminatbalkens gilt
fiir die Terme der Kopplungssteifigkeit B1; = 0. Die Schnittgrében-Verzerrungs-Beziehungen

(8.64) liefern

M = Dy a—w und Q = kg Ass | + a—w und kurz
ox ox
M = Dll 1/), und Q = kg /_155 (77[) + w/) . (866)

als Elastizitdtsgesetz der Biegung und Elastizitdtsgesetz der Querkraft, analog zu den Gleichun-
gen (B12) und (5.13).

Einsetzen der Schnittgrofen-Verzerrungs-Beziehungen (8.66)) in die Gleichgewichtsbedingungen
mit den entsprechenden Tragheitstermen (8.2) und (8.3)) liefert analog zu den beiden gekoppelten
Differentialgleichungen (8.16)) und (8.17)

ks Ass [t + w’]/ —00W = —q und

(D11 9] — ks Ass [ +w'] — 020 =0, (8.67)

mit den Termen der translatorischen Tragheit und der rotatorischen Tréigheit
n n 1
k k
o0="> kE_l 0" (zk —2k-1) und 02 =0 kE_l 30 (2t — z0-1) - (8.68)

Die beiden Gleichungen sind zwei gekoppelte Differentialgleichungen der Biegung fiir einen
symmetrischen Laminatbalken mit schubweicher Kinematik nach TIMOSHENKO, unter der Vor-
aussetzung fiir iiber die Linge L des Laminatbalkens konstante Grofen der Dicke h, der Breite
b, der Querschnittsfliche A, der Biegesteifigkeit D;; und der Dichte p. Im Falle freier Trans-
versalschwingungen gilt fiir die senkrechte Belastung ¢ = ¢ (x,t) = 0, sodass als homogene
Differentialgleichungen folgen

ks Ass [w—i—w’],—goﬂ'):o und

(D11 )" — ks Ass [ +w'] — 029 =0, (8.69)

Schubstarre Theorie nach EULER-BERNOULLI
Es wird der Querschnitt des gesamten Laminats betrachtet, sodass fiir den schubstarren Lami-
natbalken, analog zum homogenen isotropen Balken, die Differentialgleichungen der Kinematik,
wie in Abschnitt dargestellt, gelten. Die Voraussetzung der schubstarren Kinematik nach
BERNOULLI vernachléssigt die Rotationstragheit des Querschnitts, und setzt einen schubstarren
Querschnitt voraus. Dabei gelten die beiden gekoppelten kinematischen Beziehungen [I]

_ Ou oY ow ,

— _— = I / 1 = —-— = —
€=, " Fg, U zp mit (0 52 w' . (8.70)
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Die differentiellen Zusammenhénge fiir den schubstarren Laminatbalken ergeben sich analog aus
der Reduktion der zweidimensionalen Laminattheorie (vgl. Abschnitt um die y-Richtung in
die Breite.

Die Schnittgrofen des schubstarren Laminatbalkens und die Schnittgrofsen- Verzerrungs-Bezieh-
ungen ergeben sich analog zu denen des schubweichen Laminatbalkens, wie in den Gleichungen
und angegeben. Aufgrund der vereinfachend vorausgesetzten Schubstarrheit gibt es
keine konstitutive Gleichungen fiir den Zusammenhang der Querkraft ), der Querschubsteifigkeit
Ass und der Schubverformung ~.

Die Steifigkeiten des schubstarren Laminatbalkens ergeben sich ebenfalls analog zu Gleichung
8.64)) aus der Multiplikation der Laminatsteifigkeiten des Mehrschichtverbundes nach Gleichung
6.58) mit der Breite des Laminatbalkens b. Es gibt jedoch wiederum keine konstitutive Gleichung
fiir die Zusammenhénge in Querrichtung, sodass gilt

N N
A =bA;n =0 ZQlﬁ (2 — 2K—1) = b leﬁhk ;

k=1 k=1

N N
_ 1 _ _
By =bBy = 55 ;Q’fl (22— 22.)) kZQ k bz (8.71)

Mz

h2
Q1 <Zk + 12> hy,

Es sind 417 = bA;; die Dehnsteifigkeit, Dy; = bDy; die Biegesteifigkeit und By = bBy;
die Kopplungssteifigkeit des schubstarren Laminatbalkens. Die Grofen basieren damit auf den
elastischen Kennwerten Qf] jeder k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem sowie deren
Dicke und Position im Lagenaufbau.

N
_ 1 _
Di1 =bDny :kaZ:Q’fl( P—Z)

Unter der Voraussetzung eines symmetrisch zur Mittelebene geschichteten Laminatbalkens gilt
fiir die Terme der Kopplungssteifigkeit B1; = 0. Die Schnittgrofen-Verzerrungs-Beziehungen
liefern

_ H? _ 52 /
M = —-D1; 5‘73:15 und Q=- [ 11 a;g} und kurz
M = —DH w" und Q = — [DH w”}/ . (872)

Einsetzen der Schnittgrofen-Verzerrungs-Beziehungen (8.72) in die Gleichgewichtsbedingungen
mit den entsprechenden Triagheitstermen (8.2) und liefert

DpwY +oAw=q, (8.73)

mit der Dichte des Laminatbalkens
1 N
LS (8.74)
k=1

als Differentialgleichung der Biegung fiir einen symmetrischen Laminatbalken mit schubstarrer
Kinematik nach BERNOULLI, unter der Voraussetzung fiir iiber die Lénge L des Laminatbalkens
konstante Groken der Dicke h, der Breite b, der Querschnittsfliche A, der Biegesteifigkeit D1,
und der Dichte p. Im Falle freier Transversalschwingungen von Balken gilt ¢ = ¢ (z,t) = 0 und
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Gleichung (8.73) wird analog zu Gleichung (8.39)zur homogenen Differentialgleichung

DiwY +0Aw=0. (8.75)

Losung fiir Kragbalken

Die Losung der Differentialgleichung freier Transversalschwingungen eines symmetrischen La-
minatbalkens mit schubstarrer Kinematik nach BERNOULLI erfolgt ebenfalls mit dem
Produktansatz wy = Wy Tk nach Gleichung bzw. . Fiir einen Kragbalken (Rand-
bedingungen fest-frei) sind die Randbedingungen fiir das feste bzw. freie Ende in den beiden
Gleichungen ({8.51) und (8.52)) angegeben. Einsetzen des Produktansatzes in die homoge-
ne Differentialgleichung (8.75)) liefert

IV A - 1_ 204 5, 0A W
w AW =0 mit AN =w Do =w bDL - &2 (8.76)

analog zu Gleichung , wobei als Biegesteifigkeit des schubstarren Laminatbalkens Dy =
b D11 anstelle der Biegesteifigkeit des homogenen isotropen Balkens F I beriicksichtigt ist. Ein-
setzen der Randbedingungen und in die allgemeine Losung liefert analog das
lineare Gleichungssystem (8.55)). Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte
(Ak L) entspricht Gleichung (8.56)). Damit ergeben sich die gleichen Eigenwerte, wie in Gleichung

(8-58) angegeben.

8.4 Anmerkungen

Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen wird kurz auf die sich ergebende einachsige Elasti-
zitdt eingegangen, und die analytische Bestimmung des Schubkorrekturfaktors  fiir homogene
isotrope Balken angegeben.

Einachsige Elastizitit

Die teilweise stark vereinfachend getroffenen Voraussetzungen beschrinken die Giiltigkeit des
Modells und liefert Grenzen des Modells. Die in Abschnitt dargestellten Grenzen der Idea-
lisierung zur Beschreibung der ebenen Elastizitéit in Abschnitt[6.1] gelten analog fiir die zuvor dar-
gestellten Zusammenh#nge. Dabei werden zusitzlich die Grofen in Breitenrichtung (y-Richtung)
vernachlissigt, sodass die ausgefiihrte Betrachtung eine einachsige Elastizitéit voraussetzt.

Beim Balken werden die Effekte der Querverformung in beide Dimensionen des Querschnitts
(sowohl in die Breite in y-Richtung als auch in die Dicke in z-Richtung) vernachlissigt. Die Ver-
nachlissigung der Effekte in y-Richtung erfolgt iiber die Multiplikation der Laminatsteifigkeiten
mit der Breite b des Laminatbalkens. Dadurch reduziert sich die Dimension der urspriinglich zwei-
dimensionalen Laminatsteifigkeiten nach Gleichung auf die eindimensionalen Steifigkeiten
des Laminatbalkens in Langsrichtung. Die Vernachlissigung der Effekte in Dickenrichtung erfolgt
durch die Voraussetzung einer Kinematik vom unverformten zum verformten Querschnitt (vgl.
BRESSE-TIMOSHENKO vs. EULER-BERNOULLI). Damit sind die reduzierte Steifigkeit Q%,, die
Steifigkeit C¥, und der elastischen Kennwerte C’fj, jeweils in der k-ten Einzelschicht im globalen
Koordinatensystem in Langsrichtung identisch, und es gilt

Qh, =CF =EF = E* und ck =GF =Gk (8.77)

Dabei ist EF = E* der Elastizititsmodul der k-ten Einzelschicht im globalen Koordinatensystem
in Langsrichtung (2-Richtung) und G*, = G* der zugehorige, auf die Querrichtung (z-Richtung)
bezogene, Schubmodul [I].
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Querschubsteifigkeit

Homogene isotrope Balken weisen i. a. eine h6éhere Querschubsteifigkeit als Laminatbalken auf.
Der Einfluss der Schubspannungen aufgrund von Querkriften hat damit bei Laminatbalken gro-
fseren Einfluss auf das strukturmechanische Verhalten als bei homogenen isotropen Balken. Im
Gegensatz zu homogenen isotropen Balken, die in guter Ndherung mit der schubstarren Kinema-
tik nach BERNOULLI beschrieben werden konnen, bietet sich zur realitdtsniheren Beschreibung
von Laminatbalken die Anwendung der Schubdeformationstheorie erster Ordnung an [I], [49].

Anmerkungen zum Schubkorrekturfaktor «

Der im Abschnitt in Gleichung eingefithrte Schubkorrekturfaktor x liefert mit der
Querschnittsfliche A die sog. Schubfliche Ag = x A. Der Faktor k beriicksichtigt die ungleich-
férmige Verteilung der Schubspannungen iiber den Querschnitt. Sein Betrag hingt dabei von
der Form des Querschnitts des Balkens ab. Wie zuvor erwihnt, betrigt er fiir rechteckférmige
5

Querschnitte k = 3.

Bei der Berechnung der Schubfliche Ag nach Gleichung (8.14) gilt bei der Verwendung unter-
schiedlicher Literatur zu beachten, dass stets gilt

Ag < A. (8.78)

Der Zusammenhang in Gleichung (8.14) wird in der angelséichsischen Literatur ndmlich teilweise
invers als sog. Schubformfaktor (engl. form factor for shear), As = £ A fiir k > 1 verwendet [58],

[87]. In diesem Fall ist entsprechend der Kehrwert des angegebenen Werts zu verwenden, sodass
zwischen Schubfliche Ag und Querschnittsfliche A stets Ay < A nach Gleichung (8.14)) gilt.

Exemplarische Herleitung des Schubkorrekturfaktors s fir rechteckformige Querschnitte

Der Schubkorrekturfaktor wird exemplarisch fiir die in der vorliegenden Arbeit relevanten recht-
eckformigen Querschnitte nach ALTENBACH, ALTENBACH und KISSING 2004 [I] hergeleitet. Die
analytische Ermittlung erfolgt dabei iiber die Bedingung der Gleichheit der Verzerrungsenergie
aufgrund der klassischen Querschubspannungen W; mit der Verzerrungsenergie aufgrund der
Schubdeformationstheorie erster Ordnung Ws. Im Falle eines homogenen isotropen Balkens mit
rechteckformigem Querschnitt A = bh lautet die Schubspannungsverteilung

22\2 h h

Die getroffenen Voraussetzung der Schubdeformationstheorie erster Ordnung liefern eine iiber
die Querschnittsfliche bzw. iiber die Dicke h konstant verteilte Schubspannung (vgl. Gleichung
(8.9)) 7 und damit

T ="Tzz = T2 =

Q @
o bzw. V= Yer == (8.80)

Die Forderung der Gleichheit der beiden Formulierungen der Verzerrungsenergie Wi = Wy liefert

2 2
1 ﬁdAzl/ T2 g4
2 (A)G 2 (A)HG

3@ 1 @
5Gbh  k2Gbh’

und fiihrt schlieklich auf den Schubkorrekturfaktor fiir rechteckférmige Querschnitte xk = %.
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Losungen

Alle Losungen der elementaren Balkentheorie fiir homogene isotrope Balken kénnen im Wesentli-
chen auf geschichtete Balken iibertragen werden [I]. Dabei ist zu beachten, dass sich geschichtete
Strukturen aus faserverstirkten Kunststoffen i. a. schubweicher verhalten als metallische Materia-
lien, wie zuvor erwahnt. Dabei ist im Falle des schubstarren Laminatbalkens die Biegesteifigkeit
Dy = b Dy, anstelle der Biegesteifigkeit des homogenen isotropen Balkens F I zu bertiicksichti-
gen.

Einsetzen der Randbedingungen (8.51) und (8.52) in die allgemeine Losung (8.50)) liefert analog
das lineare Gleichungssystem ({8.55)). Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Ei-
genwerte (A L) entspricht Gleichung (8.56)). Damit ergeben sich die gleichen Eigenwerte, wie in

Gleichung (8.58) angegeben.

Unter der Voraussetzung einer schubstarren Kinematik nach BERNOULLI kénnen die Differential-
gleichungen freier Transversalschwingungen sowohl fiir homogene isotrope Balken als auch
fiir Laminatbalken (8.75) mit dem Separationsansatz gelost werden. Unter der Vorausset-
zung einer schubweichen Kinematik nach TIMOSHENKO ist dies fiir die Differentialgleichungen
freier Transversalschwingungen weder fiir homogene isotrope Balken noch fiir Laminat-
balken formal méglich, da die partiellen Ableitungen nach dem Ort x und nach der Zeit
t auch gemischt auftreten [54]. Aus diesem Grund wird vereinfachend angenommen, dass die
Eigenfunktionen W, (x) des TIMOSHENKO-Balkens mit denen des BERNOULLI-Balkens identisch
sind, und dass die zugehorigen zeitlichen Losungen Ty, (t) periodisch sind [54].




9 Analytische und numerische Untersuchungen

Die angenommene mesomechanische Kinematik in gewebeverstérkten Einzellagen aufgrund geo-
metrischer Zusammenhénge wird analytisch und numerisch behandelt. Das Modell beschrankt
sich dabei auf eine eindimensionale Beschreibung einer vollstdndigen Ondulation in Richtung
eines Rovingstranges im Gewebe. Dies entspricht einer Betrachtung als ebene reprisentative
Sequenz (ERS) in einem eindimensionalen Kontinuum analog zu einem sog. reprisentativen
Volumenelement (RVE) in einem dreidimensionalen Kontinuum. Dafiir werden beziiglich der
geometrischen und strukturmechanischen Verhéltnisse vereinfachende Voraussetzungen getrof-
fen. Im Detail werden Leinwandgewebe und Képergewebe 2/2 betrachtet. Die Ergebnisse der
FE-Berechnungen dienen der Verifizierung des analytischen Modells. Zur Validierung von struk-
turmechanischen Werkstoffkennwerten von basaltfaserverstirkte Kunststoffen, die im Zugversuch
ermittelt worden sind, sind vergleichbare Untersuchungen mit représentativen Volumenelemen-
ten in MAZZEO, TENUTA et al. 2012 [86], TREVISO, MUMOLI et al. 2013 [159], VALENTINO et
al. 2013 [163] und VALENTINO et al. 2014 [164] nach [44] beschrieben.

9.1 Mesomechanische Betrachtung von Geweben

Das Phénomen der Ondulation in gewebeverstirkten Einzellagen wird in der sog. mesomecha-
nischen Betrachtungsebene untersucht. Sie liegt zwischen der mikromechanischen Ebene und
der makromechanischen Ebene. Wahrend in der Mikromechanik beispielsweise die Homogenisie-
rungsansitze abgeleitet werden, werden in der Makromechanik globale Reaktionen eines ideali-
sierten mechanischen Tragwerks betrachtet.

Die mesomechanische Betrachtungsebene ist dabei v.a. bei der strukturmechanischen Beschrei-
bung von gewebeverstiarkten Einzellagen (orthotrop im lokalen Koordinatensystem, vgl. Ab-
schnitt und Lagenaufbauten relevant. Die Kettstringe werden senkrecht von den Schuss-
stringen alternierend auf Ober- und Unterseite gekreuzt. Die Reihenfolge und das sich ergebende
Muster sind fiir die jeweilige Art der Gewebeverstirkung (Leinwand, Koper, etc.) charakteris-
tisch. Die dadurch verursachte Ondulation (auch Flottierung [92]) von Rovingstréingen in Ge-
weben als textiles Halbzeug wird in der mesomechanischen Betrachtungsebene untersucht. Da-
bei wird meist vereinfachend vorausgesetzt, dass der ondulierte Verlauf der Rovingstringe sich
regelméfig wiederholend und kontinuierlich ist. Die geometrischen Dimensionen héngen dabei
signifikant von den verwendeten Rovingstréngen und der Gewebekonstruktion ab. Verbreitete
Gewebekonstruktionen sind dabei das Leinwand- und das Koépergewebe 2/2. Wihrend beim
Leinwandgewebe jeder kreuzende Rovingstrang onduliert wird, wird beim Képergewebe 2/2 le-
diglich jeder zweite Rovingstrang onduliert. Wenn in Kett- und Schussrichtung Rovingstringe
mit gleichen geometrischen und mechanischen Kennwerten verwendet werden, wird das Gewebe
als ausgeglichen bezeichnet.

Das kleinste sich regelméfig wiederholende Element bzw. die kleinste sich wiederholende Sequenz
ist eine vollstdndige Ondulation der Rovingstringe in Kett- bzw. Schussrichtung. Sie besteht aus
den als unidirektional verstirkt vorausgesetzten Rovingstrangen und Bereichen mit Reinharz oh-
ne Faserverstirkung. Bei unidirektional verstirkten Einzellagen und Lagenaufbauten daraus ist
die mesomechanische Betrachtungsebene praktisch nicht relevant, da direkt {iber mikromechani-
sche Homogenisierungsansitze, wie in Kapitel [j| beschrieben, die makromechanischen Eigenschaf-
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ten der Einzelschicht bestimmt werden, und Schichtungen, wie in Kapitel [6] dargestellt, erfasst
werden konnen. Zur Ermittlung der fiinf voneinander unabhéngigen strukturmechanischen Werk-
stoffkennwerte fiir unidirektional verstirkte Finzellagen im lokalen Koordinatensystem (trans-
versalisotrop, vgl. Abschnitt werden mikromechanische Homogenisierungsansitze, wie in
Kapitel [5| beschrieben, angewendet. Die kleinsten sich regelméfig wiederholenden Elemente bzw.
Sequenzen sind Verstéarkungsfaser und Matrixwerkstoff in der mikromechanischen Betrachtungs-
ebene. Die makroskopische strukturmechanische Beschreibung des Tragwerks erfolgt in jedem
Fall anschlieffend direkt tiber eine Schichtverbundanalyse, wie beispielsweise in Abschnitt [8.3] fiir
den geschichteten Balken dargestellt.

In der mesomechanischen Betrachtungsebene wird, analog zu den Uberlegungen der mikrome-
chanischen Homogenisierungsansitze in Kapitel 5| die Frage behandelt, wie die strukturmechani-
schen Werkstoffkennwerte einer gewebeverstirkten Einzellage oder von Lagenaufbauten daraus
als makroskopisches Verbundmaterial von mesomechanischen Zusammenhingen abhédngen. Un-
ter der Voraussetzung, dass die reprisentativen Elemente bzw. sich wiederholenden Sequenzen
der mesomechanischen Betrachtungsebene in der makromechanischen nicht mehr als solche er-
kennbar sind, wird exemplarisch ein Element bzw. eine Sequenz analysiert. Die Ergebnisse dienen
der Vorhersage des strukturmechanischen Verhaltens des makroskopischen Modells. Dabei wer-
den unidirektional verstarkte Rovingstrange und Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstirkung
als unterschiedliche Bereiche der Elemente bzw. Sequenzen vorausgesetzt. Das strukturmecha-
nische Verhalten des représentativen Elements bzw. der reprisentativen Sequenz hingt von der
mesomechanischen Geometrie ab.

9.2 Geometrie und Strukturmechanik

In diesem Abschnitt werden die geometrischen Verhaltnisse und die strukturmechanischen Eigen-
schaften der mesomechanischen Ondulation betrachtet. Dabei wird vereinfachend vorausgesetzt,
dass die Geometrien der ebenen repriasentativen Sequenz sowohl des analytischen Modells als
auch der numerischen FE-Berechnungen auf mathematisch verhiltnisméifig einfach zu behan-
delnden Sinus-Funktionen basieren. Die ondulierten Rovingstrénge werden strukturmechanisch
als ideal parallel unidirektional verstirkt vorausgesetzt, umgeben von Bereichen mit Reinharz
ohne Faserverstirkung.

Die vereinfachende Voraussetzung lautet analytisch formuliert
) x
y(x) = A sin (QWZ) . (9.1)

Dabei sind die geometrischen Parameter zunichst die Amplitude A, und die Linge einer vollstan-
digen Ondulation L, wie in Abbildung oben links dargestellt. Mit diesen geometrischen Para-
metern ergibt sich, wie in Abschnitt argestellt, der Grad der Ondulation O nach Gleichung
. Derartige reprisentative Sequenzen kénnen zur Abbildung gréferer Langenabschnitte be-
liebig oft in aufeinanderfolgender Reihenschaltung betrachtet werden. Zusétzlich ist der Verlauf
der Ondulation iiber den gesamten Definitionsbereich stetig und differenzierbar.

9.2.1 Geometrische Verhiltnisse

Ein senkrechter Schnitt einer gewebeverstarkten Einzellage entlang der theoretischen Mittellinie
eines Rovingstranges erlaubt die Ermittlung aller relevanten geometrischen Parameter einer Ge-
webeondulation. Diese sind im Einzelnen, wie zuvor erwihnt, die Amplitude A und die Lénge der
Ondulation L bzw. die Lénge des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly, wie in Abbildung[0.T]dar-
gestellt. Der Schnitt schneidet die kreuzenden Rovingstrange senkrecht. Die Reihenfolge bzw. das
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Muster der Ondulation der ldngs geschnittenen Rovingstrange wiederholt sich dabei regelméfig.
Die Anderung der Vorzugsrichtung des lings geschnittenen ondulierten Rovingstranges um die
quer geschnittenen kreuzenden Rovingstringe ist kontinuierlich. Die Dicke eines Rovingstranges
wird {iber die Lénge als konstant angenommen. Der senkrechte Querschnitt der Rovingstringe
ist iiblicherweise flach und linsenférmig bzw. ellipsenférmig.

Reprisentative Sequenz im analytischen Modell

Im analytischen Modell wird die reprisentative Sequenz eines ondulierten Rovingstrangs geo-
metrisch lediglich {iber den Verlauf seiner Mittellinie approximiert. Dabei wird vereinfachend
vorausgesetzt, dass die Ondulation auf einer mathematisch verh&ltnismakig einfach zu behan-
delnden Sinus-Funktion basiert. Der Verlauf ist damit eindeutig durch die geometrischen Para-
meter definiert. Fiir unterschiedliche Gewebekonstruktionen ergibt sich die Lange der Ondulation
L durch die Multiplikation der Linge des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly mit einem fiir
die jeweilige Gewebekonstruktion spezifischen Faktor A zu

L=Lg=\Lg, (9.2)

wobei die Indizes G und R die Eigenschaft des Gewebes bzw. des Rovings bezeichnen. Fiir Lein-
wandgewebe, bei dem jeder Rovingstrang onduliert wird, ergibt sich die Lange der Ondulation
L durch die Multiplikation der Linge des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly mit dem Faktor
A =2,

Liw =2Lg , (9-3)
wihrend sie sich fiir Képergewebe 2/2 durch die Multiplikation mit dem Faktor A = 4 ergibt,
Lyxo =4Lg , (9.4)

wobei die die Inizes LW und K2 die FEigenschaft eines Leinwandgewebes bzw. eines Képergewebes
2/2 bezeichnen. Der Linienzug der Ondulation einer gewebeverstirkten Einzellage betragt fiir
beide Arten der Gewebekonstruktion

hga=2A, (9.5)

beschreibt jedoch gewebeverstérkte Einzellagen mit hg, = 4 A. Abbildung[9.1] oben zeigt exem-
plarisch die repréasentativen Sequenzen im analytischen Modell, links fiir Leinwandgewebe und
rechts fiir Kopergewebe 2/2.
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Abbildung 9.1: Reprisentative Sequenz eines ondulierten Rovingstranges im analytischen Modell
(oben) und fiir die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode (unten), jeweils
eindeutig durch die geometrischen Parameter der Amplitude A und der Lange der
Ondulation L = Lg = A Lg.
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Reprisentative Sequenz in FE-Berechnungen basierend auf analytischen Funktionen
Analog zum analytischen Modell der Gewebeondulation werden fiir die FE-Berechnungen ebene
reprisentative Sequenzen fiir gewebeverstirkte Einzellagen basierend auf analytischen trigonome-
trischen Sinus-Funktionen vorausgesetzt. Die Dimension des ldngs geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) in Dickenrichtung wird dabei durch ein Verschieben der theoretischen Mittelli-
nie um +A bzw. —A beriicksichtigt. Die Dicke eines Rovingstranges hg entspricht dem doppelten
Betrag der jeweiligen Verschiebungen

hp=2A (9.6)

Die Bereiche der quer geschnittenen Rovingstréange (hier: Schussstringe) in Dickenrichtung wer-
den durch Spiegeln der theoretischen Mittellinie an der Langsachse (entspricht einer Multiplika-
tion der Funktion mit dem Faktor -1) und Verschieben um +A bzw. —A begrenzt. Die Lange
der Ondulation L ergibt sich analog zur représentativen Sequenz des analytischen Modells nach
Gleichung durch die Multiplikation der Lange des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly mit
dem Faktor A. Die Dicke der gewebeverstirkten Einzellage in den numerischen Untersuchungen
mit der FE-Methode hg , entspricht im Fall der représentativen Sequenzen fiir beide Arten der
Gewebekonstruktion jedoch der vierfachen Amplitude A,

hgn=4A . (9.7)

Abbildung unten zeigt exemplarisch die reprasentativen Sequenzen fiir die FE-Berechnungen
basierend auf analytischen Funktionen, links fiir Leinwandgewebe und rechts fiir Képergewebe
2/2.

9.2.2 Strukturmechanische Voraussetzungen

Mit den parametrischen Abmessungen, wie in Abbildung dargestellt, werden vereinfachend
sowohl in den analytischen Untersuchungen als auch in den numerischen FE-Berechnungen idea-
lisierte bzw. vereinfachte Verhéltnisse beziiglich der Steifigkeit der relevanten Komponenten vor-
ausgesetzt. In den analytischen Modellen wird dabei fiir die Gewebeondulation zunéchst ein
ideal steifer Strang in Langsrichtung und gleichzeitig ideal biegeschlaffer Strang in Querrichtung
angenommen, By = E; — co A Ey, = Es — 0. Dabei werden zunichst die (visko-)elastischen
Parameter vernachléssigt. In den FE-Berechnungen wird die Elastizitdt beriicksichtigt. Dabei
ergeben sich in den reprisentativen Sequenzen von gewebeverstirkten Einzellagen in den FE-
Berechnungen drei Bereiche mit unterschiedlichen strukturmechanischen Werkstoftkennwerten.
Die drei Bereiche sind im Einzelnen der lings geschnittene Rovingstrang (hier: Kettstrang), die
quer geschnittenen Rovingstringe (hier: Schussstringe) und umgebende Bereiche mit reinem
Matrixwerkstoff ohne Faserverstirkung.

Die drei Bereiche unterscheiden sich v. a. beziiglich der jeweiligen Steifigkeiten. Dabei wird verein-
fachend vorausgesetzt, dass die betrachteten Rovingstrange ideal parallel unidirektional verstark-
te Bereiche sind und jeweils den gleichen (lokalen) Faservolumengehalt ¢fr aufweisen. Unter der
zuvor formulierten Voraussetzung der einzelnen Rovingstringe als unidirektional verstédrkte Be-
reiche ergeben sich die fiinf voneinander unabhéngigen strukturmechanischen Werkstoffkennwerte
bei bekanntem bzw. vorausgesetzten gleichen Faservolumengehalt or im lokalen Koordinatensys-
tem (transversalisotrop, vgl. Abschnitt nach den mikromechanischen Homogenisierungs-
ansitzen, wie in Kapitel [5| dargestellt. Beziiglich der jeweiligen Steifigkeiten als charakteristische
mechanische Werkstoftkennwerte sind dies im Einzelnen

e der langs geschnittene Rovingstrang (hier: Kettstrang) mit der Vorzugsrichtung der Ver-
starkungsfasern entlang dem sinusférmigen Verlauf, und damit E; parallel der sinusférmi-
gen Kontur und Fs senkrecht dazu,
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e die quer geschnittenen Rovingstrange (hier: Schussstringe) mit der Vorzugsrichtung der
Verstarkungsfasern senkrecht um Querschnitt, und damit Es = Fj3 im untersuchten ebenen
Modell und

e die Bereiche mit reiner Matrix ohne jegliche Faserverstarkung mit Ey,.

9.3 Grad der Ondulation

Zur Beschreibung des Grades bzw. der Intensitdt der Ondulation wird ein spezifischer Kennwert
O basierend auf mesomechanischen geometrischen Parametern eingefiihrt. Die dimensionslose
Kennzahl ist ein Maf fiir die Intensitdt der Ondulation. Die relevanten mesomechanischen geo-
metrischen Parameter sind dabei die Amplitude A und die Lange der Ondulation L bzw. die
Lange des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly, die dafiir zueinander ins Verhéltnis gesetzt wer-
den. Die Art der Gewebekonstruktion (Leinwand, Képer 2/2, etc.) wird dabei mit L = Lg = A Lg
nach Gleichung beriicksichtigt. Der Grad der Ondulation O ermdglicht die Vergleichbar-
keit der représentativen Sequenzen des analytischen Modells mit denen der numerischen FE-
Berechnungen. Die geometrische Vergleichbarkeit aus dem definierten Grad der Ondulation O
ist Voraussetzung zur Verifizierung des analytischen Modells mit den Ergebnissen der numeri-
schen FE-Berechnungen.

Fiir die Einfiihrung des Grades der Ondulation O wird die Wellensteilheit

H 2A
S:—:i

- ===, (9.8)

mit den geometrischen Parametern der (Wellen-)Hohe H und der Wellenldnge L, wie sie in der
Nautik z.B. nach BUSCHING 2001 [20] oder BUSCHING 2002 [2I] definiert ist, zum Grad der
Ondulation in gewebeverstirkten Einzellagen modifiziert zu

A A A

O_f_fg_m' (9.9)
Dabei ist A die Amplitude und L bzw. Lgw die Linge einer vollstindigen Ondulation nach
Gleichung (9.2), die von der Art der Gewebekonstruktion (Leinwand, Koper 2/2, etc.) abhéingt.
Unter der Voraussetzung gleicher Amplitude A und gleicher Linge des Querschnitts eines Ro-
vingstrangs Ly folgt fiir die hier untersuchten Gewebekonstruktionen Leinwand- und Koperge-
webe 2/2 wegen den charakteristischen Faktoren A = 2 bzw. A = 4, dass sich die entsprechenden
Grade der Ondulation O um den Faktor 2 unterscheiden. Damit wird die unterschiedliche Anzahl
der Ondulationen in der jeweiligen Gewebekonstruktion beriicksichtigt, obwohl die geometrische

Intensitdt der Umlenkung gleich ist.

Der Kennwert der Wellensteilheit S nach Gleichung wird modifiziert, da im Vergleich zur
Intention der Einfiihrung eines Grades der Ondulation O nach Gleichung ein anderes Mo-
tiv vorliegt. In der Nautik ist die Charakterisierung der absoluten Belastung fiir eine Struktur
relevant. Aus diesem Grund wird der doppelte Betrag der Amplitude A als absolute Héhe einer
Welle H fiir die Berechnung der Wellensteilheit S verwendet [20], [21]. Im Gegensatz dazu steht
bei der mesomechanischen Betrachtung gewebeverstirkter Einzellagen in faserverstarkten Kunst-
stoffen die Beschreibung der Abweichung des realen, durch das Gewebe ondulierten, Verlaufes
der Faserverstiarkung von der unidirektional verstdrkten Einzelschicht im Mittelpunkt [I51]. Die
Verwendung der Amplitude A fiir die Berechnung des Kennwerts kann ebenfalls als Grad der
Exzentrizitdt beziiglich einer unidirektional verstiarkten Einzelschicht mit ideal geradlinig und
parallel verlaufenden Verstirkungsfasern ohne Ondulationen betrachtet werden.
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Geometrische Abmessungen mesomechanischer Gewebeondulationen

Zur Identifikation der angenommenen mesomechanischen Kinematik in gewebeverstiarkten Ein-
zellagen aufgrund der geometrischen Parameter werden diese in ausgewéhlten und zugleich rea-
listischen, dquidistanten Schritten variiert. Wihrend die Amplitude A von 0,05 mm bis 0,25 mm
in fiinf Aquidistanten Schritten von jeweils 0,05 mm variiert wird (0,05 mm; 0,10 mm; 0,15 mm;
0,20mm; 0,25mm), wird die Lange des Querschnitts eines Rovingstrangs Lg von 2,5mm bis
7,5mm in fiinf dquidistanten Schritten von jeweils 1,25 mm variiert (2,5 mm; 3,75 mm; 5,0 mm;
6,25 mm; 7,5mm).

Der zuvor beschriebene Bereich der Variation der geometrischen Parameter ist im Hinblick auf
die, in Kapitel verwendeten, drei Sétze vergleichbarer Probekérper fiir die experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen gewihlt worden. Die jeweiligen relevanten bzw. realis-
tischen, dquidistanten Schrittweiten gehen dabei im Wesentlichen aus den Datenblédttern der
Leinwand- und Képergewebe 2/2 [12I] und [122] basierend auf dem Roving TENAX HTS40
[123] (Satz 1), [I120] und [119] basierend auf dem PyroriL TR50S 6K [117] (Satz 2) und den
Kohlenstofffaser-Prepregs G947 und G939 von HEXCEL [114] (Satz 3) hervor. Ahnliche Berei-
che der geometrischen Abmessungen werden beispielsweise auch in BALLHAUSE 2007 [6] und
MATSUDA et al. 2007 [84] verwendet.

Grad der Ondulation fiir Leinwand- und Képergewebe 2/2

Fiir die untersuchten Gewebekonstruktionen Leinwandgewebe und Kopergewebe 2/2 ergeben
sich die geometrischen Abmessungen nach den in Abbildung dargestellten Zusammenhingen.
Bei der Berechnung des Grades der Ondulation O nach Gleichung hangt die Lange einer
vollstdndigen Ondulation L = Lg von der Art der Gewebekonstruktion ab. Sie ergibt sich nach
Gleichung (9.2)). Die Amplitude A héingt dagegen nicht von der Art der Gewebekonstruktion ab,
sondern ergibt sich aus der Dicke eines Rovingstrangs hgr nach Gleichung .

0,050

Grad der Ondulation O,,=A/L,

0,040

Grad der Ondulation O, ,=A/L,\y

0,030
0,020
0,010

0,000

Leinwandgewebe Kdpergewebe 2/2

Abbildung 9.2: Graphische Darstellung des Grades der Ondulation O iiber einer Ebene, aufgespannt
von den Achsen der beiden geometrischen Parameter Amplitude A und Lénge einer
vollstéindigen Ondulation L mit Isolinien: Leinwandgewebe Oryy (links) und Képerge-
webe 2/2 Ok (rechts).

Zur Berechnung des Grades der Ondulation O ergeben sich damit ein Wertebereich fiir die Am-
plitude A von 0,05 mm bis 0,25 mm, variiert in fiinf dquidistanten Schritten von jeweils 0,05 mm
(0,05 mm; 0,10 mm; 0,15mm; 0,20 mm; 0,25 mm), und zwei Wertebereiche fiir die Lénge einer
vollstdndigen Ondulation L. Die Linge einer vollstindigen Ondulation eines Leinwandgewebes
L1y beinhaltet den Wertebereich von 5,0 mm bis 15,0 mm, variiert in fiinf 4quidistanten Schritten
von jeweils 2,5 mm (5,0 mm; 7,5mm; 10,0 mm; 12,5 mm; 15,0 mm), wihrend die Lénge einer voll-
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standigen Ondulation eines Képergewebes 2/2 Lgo den Wertebereich von 10,0 mm bis 30,0 mm,
variiert in fiinf Aquidistanten Schritten von jeweils 5,0 mm (10,0 mm; 15,0 mm; 20,0 mm; 25,0 mm;
30,0 mm), beinhaltet.

Zur vollstdndigen Charakterisierung werden alle Permutationen der geometrischen Parameter
Amplitude A und der Lingen einer vollstindigen Ondulation eines Leinwandgewebes Liy und
der Léngen einer vollstindigen Ondulation eines Kopergewebes 2/2 Lo betrachtet. Fiir beide
Arten der Gewebekonstruktionen ergeben sich jeweils 25 unterschiedliche Kombinationen der
geometrischen Parameter und damit 25 unterschiedliche Werte fir den Grad der Ondulation
OLW bzw. OKQ Abbildung (9 n stellt grafisch den Grad der Ondulation O mit Isolinien iiber eine
Ebene dar, die von den Achsen der beiden geometrischen Parameter Amplitude A und die Linge
einer vollstandigen Ondulation L aufgespannt wird. Dabei ist links der Grad der Ondulation
Orw fiir Leinwandgewebe dargestellt und rechts der Grad der Ondulation Ok fiir Kopergewebe
2/2, jeweils basierend auf den gleichen geometrischen Parametern Amplitude A und Lénge des
Querschnitts eines Rovingstrangs Ly. Dabei liefert der Grad der Ondulation fiir Leinwandgewebe
Orw Werte im Bereich von 0,00333 bis 0,05000 und der Grad der Ondulation fiir Kopergewebe
Oxs liefert Werte im Bereich von 0,00166 bis 0,02500. Damit gilt Orw = 2 Okas.

9.4 Analytisches Modell

Die Untersuchungen eines Modells, das lediglich auf rein analytischen Annahmen und Voraus-
setzungen basiert, werden hier beschrieben. Es wird auf die Berechnung und Auswertung der
relevanten Grofen eingegangen.

9.4.1 Mathematisches Modell und Voraussetzungen

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Einfiihrung eines mathematischen Modells zur Beschreibung der
Ondulation in faserverstirkten Kunststoffen mit Gewebeverstirkung. Um die Komplexitit auf
ein eindimensionales Problem zu reduzieren, wird dabei lediglich die Mittellinie eines ondulierten
Kettstrangs betrachtet. Die sich dadurch ergebende Geometrie im mesomechanischen Mafstab
kann dann ndherungsweise durch eine mathematische Sinus-Funktion beschrieben werden. Fiir
eine reprisentative Langeneinheit einer kompletten Ondulation

y(xz) = A sin (27r %) (9.10)
wird das Argument der trigonometrischen Funktion im Intervall (27 %) € [0, 2] vorausge-
setzt, was zur Definitionsmenge = € [0, L] fithrt. Die Vorteile der Wahl einer trigonometrischen
Funktion sind Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit im gesamten Definitionsbereich
[18], [130]. Dariiber hinaus kann der reprisentative Definitionsbereich aufgrund von Symmetrie-
griinden auf die Wellenlénge einer kompletten Ondulation D = [0, L] reduziert werden. Mit
beliebiger Amplitude A und = = [0, L] ergibt sich das reprisentative Intervall des Arguments
der trigonometrischen Funktion D = [0, 27].

In der dargestellten analytischen Naherung wird vorausgesetzt, dass der ondulierte Strang keine
Verzerrung durch Dehnung oder Stauchung erfihrt, sondern stets seine urspriingliche Linge
beibehilt. Mechanisch wird diese Voraussetzung als unendlich hohe Steifigkeit in Langsrichtung
formuliert,

E1:E1 — OO . (911)

Gleichzeitig wird vorausgesetzt, dass der ondulierte Strang biegeschlaff ist. Diese Voraussetzung
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wird mechanisch als unendlich kleine Biegesteifigkeit in Querrichtung formuliert zu
Ey=E,—0. (9.12)

Die beiden Voraussetzungen (9.11)) und (9.12) beschreiben damit einen ideal steifen und gleich-
zeitig ideal biegeschlaffen Strang.

Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass der sinusformige Strang bei « = 0 unverschieblich in z-
Richtung jedoch drehbar um die senkrecht dazu stehende y-Richtung gelagert ist. Am Null-
durchgang bei x = L werden dabei unterschiedliche Verschiebungen in z-Richtung aufgebracht.
Unter den dargestellten Voraussetzungen kann eine Kinematik abgeleitet werden, die lediglich
von geometrischen Bedingungen abhéngt. Zur Definition eines vergleichbaren und aussagekrifti-
gen Mafses fiir eine Deformation, die auf einer Verschiebung des Endpunktes der reprisentativen
Langeneinheit in x-Richtung beruht, wird die Summe aus urspriinglicher Linge der reprisenta-
tiven Lingeneinheit l[p = L und der aufgebrachten Verschiebung Al =1; —lp =11 — L und auf
die urspriingliche Lange des repréasentativen Léngeneinheit [ = L normiert und

Alzﬁzll_L:ﬁ_l (9.13)

Urel = E I I I

als normierte Verschiebung eingefiithrt. Die normierte Verschiebung ist positiv fiir eine Verschie-
bung in positive z-Richtung, up > 0 fiir Al > 0 und negativ fiir eine Verschiebung in negative
z-Richtung, ure < 0 fiir Al < 0. Die durch die aufgebrachten Verschiebungen folgenden Defor-
mationen des ideal steifen und gleichzeitig ideal biegeschlaffen Strangs beruhen damit lediglich
auf kinematischen und geometrischen Zusammenhingen.
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Abbildung 9.3: Graphische Darstellung der Annahme sich lediglich geometrisch verformender Sinus-
Kurven mit Ag = 1 und L = 27: Urspriinglicher Graph: Volllinie; Positiv deformierte
Graphen: Strichlinie; Negativ deformierte Graphen: Strichpunktlinie.

Die zuvor getroffenen Voraussetzungen bedingen zwei verschiedene Effekte, wenn auf das Modell
positiv bzw. negativ definierte Deformationen aufgebracht werden. Positiv definierte Deforma-
tionen fithren zu einer Glattung bzw. Abflachung. Die Amplitude nimmt ab. In diesem Fall ist
der Grenzwert der maximal aufbringbaren Deformation dann erreicht, wenn der Strang komplett
gestreckt ist und die Amplitude A = 0 ist. Dagegen nimmt die Amplitude zu, wenn eine negativ
definierte Deformation aufgebracht wird. Negativ definierte Deformationen fithren zu einer Auf-
stauchung. In diesem Fall ist der Grenzwert der maximal aufbringbaren negativen Deformation
die Grenze des Definitionsbereichs. Abbildung zeigt die urspriinglich undeformierte Sinus-
kurve als breite Volllinie, die sich ergebenden sin-Kurven fiir positiv definierte Deformationen
als diinne Strichlinien und fiir negative Deformationen als diinne Strichpunktlinien.



9.4 Analytisches Modell 129

9.4.2 Analytischer Losungsansatz

Die Bogenlédnge einer Funktion ist durch

L
s:/\/1+(y’)2 dx (9.14)
0

definiert [I8], [130]. Einsetzen der vorausgesetzten Sinus-Funktion (9.10)) fiir den idealisiert vor-
ausgesetzten Verlauf einer Ondulation in Gleichung liefert durch Umformung ein elliptisches
Integral zweiter Ordnung [18], [32], [130]

%)
E(g@,k):/\/l—kzsiDQQO de . (9.15)
0

Fiir die Beschreibung realer geometrischer Dimensionen ist die Beriicksichtigung einer beliebi-
gen Amplitude A und einer beliebigen Linge L als zwei voneinander unabhingiger Parame-
ter notwendig. Die Bogenlange einer Sinus-Funktion wird schlieflich iiber die Formulierung ei-
nes vollstdndigen elliptischen Integrals zweiter Ordnung berechnet. Dafiir wird die Beziehung
sin? x 4 cos? x = 1 zwischen jeweils quadriertem Sinus und Kosinus mit gleichem Argument an-
gewendet. Zusétzlich wird die untere Integrationsgrenze zu 0 und die obere Integrationsgrenze
zu 5 gesetzt. Durchfithrung der Substitution & = 277 ermdglicht die Berechnung eines Viertels
der Bogenlinge zu

is-j\/l—i- <27r21>20082 (27r%) dr =
0
2 2
:/\/1+ <27r12> [1—sin2 (27r%>] dx
0
1+ (2%?)2] — (27r21>2 sin? (27r%) dr =

2 2 A)2

/ oA

=4/1+ <27r21) / 1_1_5(7;;)14)2 sin? (271'%) dz . (9.16)
0 L

Die Anwendung der zuvor genannten Substitution & = 277, liefert fiir das Differential dz =
dz %, und fiithrt auf

~—
[\

. 2 ~ ~
sin® z dz - — =
A)Q 27

L
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L\? T

=/ (= 2. 5lT

<27‘(’> + (2’
[L2 4+ 472 A2 T | 4x2A?

472 <27 L2+4772A2> ’ (9-17)

L244 72 A2
472

\/% als elliptischer Modul k identifiziert werden kann. Die Bogenlénge einer komplet-
ten Ondulation s kann durch einfache Multiplikation mit 4 als Anzahl der sich wiederholenden

Viertel-Sequenzen is in einer gesamten Ondulation berechnet werden zu

2 A 2
s:/o \/1+<27TL> COSz(QW%> de =

wobei der Faktor als Verminderungsfaktor interpretiert, und das Argument

(9.18)

Die vorher getroffenen vereinfachenden Voraussetzungen und Randbedingungen miissen erfiillt
werden, um eine Kinematik abzuleiten, die lediglich auf geometrischen Bedingungen beruht.
Dafiir muss die Bogenlidnge auch nach aufbringen unterschiedlicher Mafse von Deformation in
x-Richtung uye konstant bleiben. Daraus folgt die beschreibende Gleichung zur Berechnung der
sich ergebenden Amplitude A; zu

f (A1> =S (Urel) — S (Urel = 0) =0, (9.19)

die zur Berechnung der Wurzel Ay, die der sich ergebenden Amplitude entspricht, lediglich nu-
merisch gelost werden kann. Fiir jedes ausgewdhlte Maf der Deformation uye ergibt sich auf
diese Weise eine zugehorige Anderung der Amplitude AA. Nach der numerischen Berechnung
der sich ergebenden Amplitude folgt fiir die Anderung der Amplitude zu

AA = A(ue) — A(ure = 0) = Ay — Ay , (9.20)

die vom aufgebrachten Maf der Deformation in x-Richtung u,e abhingt. Fiir den weiteren
Verlauf der Untersuchungen erweist es sich als giinstig, die normierte Anderung der Amplitude
AA A —Ay A

Wre] = ——=— -1 9.21

R T T 20
einzufithren, um eine weitere normierte Dimension zu erhalten. Damit kann die normierte Ande-
rung der Amplitude wye iber der normierten Verschiebung in z-Richtung wu,. dargestellt werden,
sodass wWyel-Urel-Diagramme folgen. Der Zusammenhang hat einen Grenzwert flir den Wert der
normierten Verschiebung in z-Richtung

54, — lo

- (9.22)

Urel, max =
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Fiir diesen Wert der Deformation weist der Algorithmus zur numerischen Bestimmung der Ande-
rung der Amplitude eine Singularitit auf. In diesem Fall entspricht die Singularitdt dem Zustand,
bei dem die urspriinglich sinusférmige Kurve durch die aufgebrachte positive Deformation kom-
plett geglittet wird und vollsténdig abflacht. Die Amplitude A fillt auf Null ab. Im Gegensatz
dazu fithren aufgebrachte negativ definierte Deformation zu einer geringeren Verdnderung der
Amplitude A zu hoheren Werten. Im Fall aufgebrachter negativer Deformationen kann mit dem
Modell unter den getroffenen Voraussetzungen die Zunahme der Amplitude A bis zum Mini-
malwert des Grades der Deformation u. = —1 beschrieben werden. Dieser Zustand entspricht
vollsténdiger Stauchung. Fiir diesen Wert weist der Algorithmus zur numerischen Bestimmung
der Anderung der Amplitude eine weitere Singularitiit auf. Der Zustand beschreibt die komplet-
te Stauchung der urspriinglichen Sinuskurve {iber die reprisentative Lingeneinheit aufgrund der
aufgebrachten negativen Deformation.

Aspekte zur Auswertung bzw. zum grundsitzlichen Verhalten

Die Berechnungen werden fiir die ausgewihlten geometrischen Parameter Amplitude A und Lén-
ge L des Modells durchgefiihrt. Dabei wird die Amplitude A von 0,05mm bis 0,25 mm in finf
Schritten von 0,05 mm und die Linge L von 5mm bis 15 mm in fiinf Schritten von 2,5 mm vari-
iert. Die Auswertung der graphisch Darstellung der Kinematik unter der Beriicksichtigung realer
geometrischer Dimensionen wird exemplarisch beschrieben.

1,00 0,15

Upe=-1-104...+1-10%
in Schritten von 1-10°

Upg=-1-10%...+1-10°

i i .104
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-0,25
-0,05
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Abbildung 9.4: Normierte Anderung der Amplitude w; iiber die aufgebrachte normierte Lingsdefor-
mation e im groRen Intervall uy = —1-1073... +1-1073 in Schritten von 11074
(links) und im kleinen Intervall u,e; = —1-107*... +1-10~% in Schritten von 1-107°
fiir die 5 ausgewahlten Schritte der Amplitude A bei der Lange L=12,5mm [129].

Abbildung zeigt exemplarisch das wye-upe-Diagramm fiir die fiinf ausgewéhlten Schritte
der Amplitude A bei der Linge L=12,5mm. Die aufgebrachten Deformationen in z-Richtung
Uure sind in relevanten Bereichen fiir die Strukturmechanik von faserverstarkten Kunststoffen
definiert worden. Dabei werden zwei Dekaden betrachtet. Das grofie Intervall betrigt up =
—1-1073...4 11073 in Schritten von 1-107%, wie in Abbildung links dargestellt, und das
kleine Intervall betriigt u; = —1-107%... 4 1-10~% in Schritten von 1-10~°, wie in Abbildung
rechts dargestellt. Mit Beriicksichtigung des Nulldurchgangs ergeben sich damit 39 Schritte
fiir das grofle bzw. 21 Schritte fiir das kleine Intervall beziiglich der aufgebrachten Deformationen
in z-Richtung uye.
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Das zuvor beschriebene Verhalten fithrt auf Zusammenhénge mit negativer Steigung. Die Aus-
wertung erfolgt, wie in Abschnitt und analog zu OTTAWA et al. 2012 [129] beschrieben,
nach Gleichung mit dem Kennwert M. In den aufgebrachten Bereichen der normierten
Deformation in x-Richtung u.; und der normierten Anderung der Amplitude wye kann ein quasi-
linearer Zusammenhang v. a. im kleineren Intervall identifiziert werden. Damit kann eine direkte
lineare Kopplung zwischen Deformation und Form der Ondulation in gewebeverstarkten Einzel-
lagen postuliert werden, wobei der Betrag der negativen Steigung die Sensitivitit beziiglich der
mesomechanischen Kinematik darstellt.

Das analytische Modell liefert fiir die fiinf ausgew#hlten Schritte der Amplitude A bei der ex-
emplarisch betrachteten Linge L=12,5mm einen groferen Betrag der negativen Steigung mit
kleinerem Grad der Ondulation O. Dies entspricht einer héheren Sensitivitit beziiglich der me-
somechanischen Kinematik bei kleinem Grad der Ondulation O, da in diesem Fall die geome-
trische Intensitdt der Umlenkung, und damit die Abweichung von einem geradlinigen Verlauf,
sehr gering ist. Der Zusammenhang ist jedoch sensitiv bzgl. dem Vorzeichen der aufgebrachten
Deformation, wenn relativ groffe Werte fiir die positiv definierte Deformation u. aufgebracht
werden und daraus eine Dehnung der Ondulation resultiert. Da relativ hohe Werte fiir die Deh-
nung bereits in Nahe der Singularitét liegen, resultiert daraus eine signifikant stérkere Abnahme
der Amplitude A.

Der lineare Zusammenhang erreicht Grenzen, wenn die aufgebrachten positiv definierten Defor-
mationen die Grenzen des rein analytischen Modells erreichen. Wie bereits erwihnt, stellt die Sin-
gularitét des Modells in diesem Fall den Zustand dar, bei dem die urspriinglich sinusférmige Kur-
ve durch die aufgebrachte positive Deformation komplett geglittet wird und vollstindig abflacht.
Dariiber hinaus ist die Sensitivitit zur ausgewéhlten Amplitude sehr grof. Wahrend bei der Lén-
ge L=12,5mm im grokeren Intervall der aufgebrachten Deformation up = —1-1073...41-1073
der Zusammenhang fiir die beiden Amplituden Ap1=0,05 mm und Ape=0,10 mm bereits nichtli-
near wird, gilt fiir die gréferen Amplituden Aps=0,15mm, Ap4=0,20 mm und Ap5=0,25 mm noch
der quasi-lineare Zusammenhang, wie in Abbildung[9.4]links dargestellt. Im Gegensatz dazu kann
der direkte quasi-lineare Zusammenhang im kleineren Intervall der aufgebrachten Deformation
Upe) = —1-107%... +1-10* fiir alle Kombinationen der geometrischen Parameter identifiziert
werden, wie in Abbildung rechts dargestellt.

9.5 Numerische Untersuchungen mit der FE-Methode

Zur Verifikation des analytischen Modells, wie zuvor in Abschnitt dargestellt, werden nu-
merische Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) durchgefiihrt. Die Variation
der geometrischen Parameter, wie in Abschnitt beschrieben, dient zur Parameteridentifikati-
on der angenommenen mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge
in gewebeverstirkten Einzellagen. Die FE-Berechnungen erlauben die Beriicksichtigung elasti-
scher Anteile, die im rein analytischen Modell aufgrund der getroffenen stark vereinfachenden
Voraussetzungen zundchst vernachléssigt werden. Im Detail werden linear-elastische statische
FE-Berechnungen durchgefiihrt. Um die angenommene mesomechanische Kinematik aufgrund
geometrischer Zusammenhénge zu identifizieren, werden Nichtlinearitdten, Versagensmechanis-
men und Reibungseffekte dabei vernachlissigt. Im Detail werden die Berechnungen mit dem
FE-Programm ANSYS Workbench [95] durchgefiihrt.

9.5.1 Vorbemerkungen

Zu den numerischen Untersuchungen bedarf es einiger Vorbemerkungen, die fiir eine stringente
und abschliefsend korrekte Durchfiihrung und Auswertung der FE-Berechnungen wesentlich sind:
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1. Orientierung des globalen Koordinatensystems

Das analytische Modell, wie zuvor in Abschnitt dargestellt, folgt zunichst mathema-
tischen Konventionen. Dabei werden eindimensionale Zusammenhénge iiblicherweise als
Funktion y (x) der abhéngigen Variable y (Ordinate) iiber die unabhingige Variable x
(Abszisse) in der x-y-Ebene eines orthogonalen kartesischen Koordinatensystems darge-
stellt. Im vorliegenden Fall spiegelt die z-Richtung die Dimension der Langsrichtung L
und die y-Richtung die Dimension der Dickenrichtung h wider. Dies unterscheidet sich
zu den Konventionen der strukturmechanischen Betrachtung von Tragwerken, wie in den
Abschnitten und dargestellt (z-Richtung als Dimension der Dickenrichtung h nach
unten positiv und z-y-Ebene als Langs- bzw. Querdimensionen), schafft jedoch die direkte
Vergleichbarkeit zum analytischen Modell und erleichtert dessen Verifikation.

2. Indizierung und Definition der Querverformungszahl v

Die in der vorliegenden Arbeit verwendete Definition der doppelten Indizierung der Quer-
verformungszahlen ist in Abschnitt beschrieben. Sie folgt der Reihenfolge von Ursa-
che und Wirkung. Das FE-Programm ANSYS Workbench [95] verwendet die gleiche In-
dizierung bzw. Definition fiir die Eingabe der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte
fiir die elastostatischen FE-Berechnungen fiir orthotrope Materialien im FE-Preprocessor
(vgl. groke Querverformungszahl 11 (engl.: major POISSON’s ratio) und kleine Querver-
formungszahl ve; (engl.: minor POISSON’s ratio) [149], wie in Abschnitt dargestellt).

3. Bezeichnung der Variablen des globalen und lokalen Koordinatensystems
Bei der strukturmechanischen Betrachtung von Tragwerken bezeichnet das x-y-z-Koordi-
natensystem das globale Koordinatensystem, wihrend das 1-2-3-Koordinatensystem das
lokale Koordinatensystem darstellt. Dieser Konvention wird in der vorliegenden Arbeit
gefolgt (vgl. Abschnitte und . Im Gegensatz dazu bezeichnet die Eingabemaske des
FE-Preprocessors die lokalen strukturmechanischen Werkstoffkennwerte mit dem x-y-z-
Koordinatensystem, wahrend die in Tabelle[9.3|angefiihrten Eingabewerte aus Griinden der
konsistenten strukturmechanischen Betrachtung im 1-2-3-Koordinatensystem angegeben
sind. Dabei sind die ebenen représentativen Sequenzen in den FE-Berechnungen, wie in
Abbildung[9.1Junten dargestellt, aus Griinden der Vergleichbarkeit, Parameteridentifikation
und Verifikation entsprechend der mathematischen Konvention in der z-y-Ebene modelliert.

4. Eingabe der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte

Zur Eingabe der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte fiir die elastostatischen FE-
Berechnungen werden die Eingabemasken des FE-Preprocessors in der verwendeten Versi-
on des FE-Programms ANSYS Workbench [95] verwendet. Das Materialverhalten bzw. die
Materialsymmetrie der einzelnen Bereiche der reprisentativen Sequenzen werden dabei ent-
sprechend den strukturmechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt beschrieben,
gewdhlt. Da in der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] keine
Eingabemaske fiir transversalisotropes Materialverhalten hinterlegt ist, werden fiir die uni-
direktional verstarkten Bereiche, im Einzelnen des langs geschnittenen Rovingstrangs (hier:
Kettstrang) und der quer geschnittenen Rovingstringe (hier: Schussstringe), die Eingabe-
masken fiir orthotrope Materialeigenschaften verwendet. Die Eingabe der neun unabhén-
gigen Werkstoftkennwerte erfolgt derart, dass durch die Eingabe paarweise gleicher Werte
in der transversalen Isotropieebene den Bereichen transversalisotropes Materialverhalten
basierend auf fiinf unabhéngigen Werkstoftkennwerten zugeordnet wird. Dabei verlduft die
jeweilige Achse der Transversalisotropie und damit die Richtung der unidirektional voraus-
gesetzten Faserverstarkung im Falle des lings geschnittenen Rovingstranges entlang der
theoretischen Mittellinie bzw. entlang der Kontur des lings geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) sowie senkrecht zum Querschnitt der quer geschnittenen Rovingstran-
ge (hier: Schussstringe). Tabelle enthilt die Eingabewerte der strukturmechanischen
Werkstoffkennwerte fiir die elastostatischen FE-Berechnungen.
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5. Zweidimensionale FE-Berechnung

Zur Validierung der démpfungserhthenden Wirkung der angenommenen mesomechani-
schen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen werden, wie in Kapitel dargestellt,
experimentelle strukturdynamische Untersuchungen mit flachen stabférmigen Probekor-
pern durchgefiihrt. Der Ausschwingvorgang der einseitig fest eingespannten Probekérper
wird strukturmechanisch als transversal schwingender Balkens beschrieben. Wie in Ab-
schnitt [8.1 beschrieben, ist der Balken ein eindimensionales mechanisches Tragwerk. Dabei
wird die Dimension der Breite b vernachléssigt. In diesem Zusammenhang sind die Gewe-
beondulationen ein Effekt in Langs- und Dickenrichtung (x-z-Ebene bei strukturmechani-
scher Betrachtung bzw. z-y-Ebene bei mathematischer Betrachtung). Aus diesem Grund
sind die FE-Modelle der représentativen Sequenzen, wie in Abbildung[9.1 unten dargestellt,
eben modelliert und werden zweidimensional berechnet. Aus Griinden der Konsistenz des
FE-Modells wird in der Eingabemaske des FE-Preprocessors der verwendeten Version des
FE-Programms ANSYS Workbench [95] fiir elastostatische Berechnungen im Falle ortho-
troper Materialeigenschaften jedoch die Eingabe dreidimensionalen Werkstoffkennwerte,
wie in Tabelle [0.3] angefiihrt, verlangt.

6. Orientierung der Werkstoffkennwerte am Elementkoordinatensystem
Im Falle der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] orientieren
sich die strukturmechanischen Werkstoftkennwerte fiir die durchgefiihrten elastostatischen
Berechnungen am Elementkoordinatensystem. Dies ist v.a. bei der korrekten Modellie-
rung des ldngs geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang), wie im Abschnitt
beschrieben, relevant. Zur Modellierung des Verlaufs der unidirektional vorausgesetzten
Faserverstarkung entlang der theoretischen Mittellinie bzw. entlang der Kontur des langs
geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) folgt, wird das Elementkoordinatensystem
der Elemente in diesem Bereich entsprechend orientiert. Im Detail wird den Elementen im
relevanten Bereich eine Elementformulierung zugewiesen, die die Elementkoordinatensyste-
me an den primdren Elementachsen und nicht am globalen Koordinatensystem ausrichtet.

7. Aufgebrachte Deformationen bzw. Verzerrungen in z-Richtung uy bzw. €,
Wihrend im analytischen Modell aufgrund der vereinfachend getroffenen Voraussetzun-
gen der idealen Steifigkeit in Langsrichtung die aufgebrachten Deformationen als auf die
Lange L normierte Verschiebungen strenggenommen keine Verzerrungen sind, kénnen die
aufgebrachten Verschiebungen im FE-Modell wegen der Beriicksichtigung linear-elastischer
Anteile auch als Verzerrungen betrachtet werden.

9.5.2 FE-Modell der ebenen reprisentativen Sequenzen

Die mesomechanische Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zu-
sammenhange wird fiir Leinwand- und Képergewebe 2/2 durch die definierte Variation sowohl
der mesomechanischen geometrischen Parameter Amplitude A und Lange der Ondulation L bzw.
Lange des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly, als auch der Materialeigenschaften und Rand-
bedingungen parametrisch untersucht. Fiir die FE-Berechnungen werden ebene reprisentative
Sequenzen von gewebeverstirkten FEinzellagen modelliert.

Die FE-Modelle der ebenen représentativen Sequenzen orientieren sich an dem in Abschnitt
beschriebenen und in Abbildung unten dargestellten Prinzip, und basieren auf analytischen
Sinus-Funktionen. Zur genaueren Charakterisierung werden zunédchst die Fléacheninhalte der drei
unterschiedlichen Bereiche der reprisentativen Sequenzen analytisch bestimmt. Zur direkten Ver-
wendung der ebenen repriasentativen Sequenzen als FE-Modelle bedarf es an relevanten Stellen
und Bereichen im Detail zusdtzlich noch geringfiigiger Modifikationen.



9.5 Numerische Untersuchungen mit der FE-Methode 135

Analytische Bestimmung der Flicheninhalte der drei unterschiedlichen Bereiche
Die Geometrien der ebenen représentativen Sequenzen von gewebeverstirkten Einzellagen, wie
in Abschnitt dargestellt, basieren auf der analytischen Sinus-Funktion, Gleichung (9.1)).
Zur weiteren Charakterisierung werden die Anteile der einzelnen Bereiche an der reprisentativen
Sequenz iiber ihre Flicheninhalte analytisch berechnet. Die Fliche der ebenen reprisentativen
Sequenz ergibt sich mit der Dicke der reprasentativen Sequenz in den FE-Berechnungen hg, =
4 A nach Gleichung und der Lange einer vollstindigen Gewebeondulation L = Lg = A Ly
nach Gleichung fiir Leinwandgewebe mit A = 2 und Kopergewebe 2/2 mit A = 4 zu

Agrs = hgn Lo =4M ALy . (9.23)

Der Flidcheninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion, wie in Gleichung (9.1)) beschrieben,
ergibt sich durch Integration zu

L L/2
2 27 L 2w 1
s /0 sm( ac) = 5 [cos( :B)]O = (9.24)

Die Sinus-Funktion in Gleichung (9.1)) entspricht dabei dem Leinwandgewebe mit A = 2, und
Gleichung (9.2) liefert L = Ly = ALg = 2 Lg. Einsetzen des Zusammenhangs in Gleichung

(9.24) liefert
2
Agin =—ALg . (9.25)
™
als Flacheninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion ausgedriickt mit der Lange des Quer-

schnitts eines Rovingstrangs Ly.

Der Flicheninhalt des lings geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) ergibt sich mit der
Dicke eines Rovingstranges hg = 2 A nach Gleichung und der Lénge einer vollstdndigen
Gewebeondulation Lg = A Lg nach Gleichung fiir Leinwandgewebe mit A = 2 und Kdper-
gewebe 2/2 mit A =4 zu

Ax =hpLg =2\ALg . (9.26)

Der Fldcheninhalt eines quer geschnittenen Rovingstranges (hier: Schussstrang) entspricht dem
doppelten Flicheninhalt unter der Halbwelle einer Sinus-Funktion Agy, nach Gleichung (9.25)),

4
AI,S = 2Asin = — ALR ~ 1,273ALR . (927)
T
Der Fliacheninhalt aller quer geschnittenen Rovingstringe der jeweiligen Gewebekonstruktion

ergibt sich mit der Multiplikation des Flidcheninhalts eines quer geschnittenen Rovingstranges
A; g nach Gleichung (9.27) fiir Leinwandgewebe mit A = 2 und K6pergewebe 2/2 mit A =4 zu

4
A,\’s = )\ALS = *)\ALR% 1,273)\ALR . (928)
7
Der Fliacheninhalt der verbleibenden Bereiche, die gefiillt mit reiner Matrix ohne jeglicher Faser-

verstirkung vorausgesetzt werden, Ayr ergibt sich aus der Differenz der Gesamtfliche der ebenen
reprisentativen Sequenz Agrg nach Gleichung (9.23)) mit der Summe der faserverstérkten Berei-

che Ax und Ay g nach den Gleichungen ((9.26]) und (9.28) zu

Ay = Aggrs — (AKJrA)\,s) =4NALR — (QAALR+4)\ALR) =
7T
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2
=2 <1—> ANALR = 0,72TANA Ly . (9.29)
T
Zusitzlich werden die relativen Anteile der Flacheninhalte der lings und/oder quer geschnittenen
Rovingstrédnge, Ak, Ay s zur ebenen reprisentativen Sequenz Agrs angegeben. Der Anteil des
langs geschnittenen Rovingstranges Ax nach Gleichung (9.26) an der ebenen représentativen
Sequenz Aggrs nach Gleichung (9.23)) ergibt sich zu

Agx  2XALg 1

AERS_4)\ALR_§:(),5:50%. (9.30)

Der Anteil der quer geschnittenen Rovingstringe Ay g nach Gleichung (9.28) an der ebenen
reprisentativen Sequenz Aprg nach Gleichung (9.23)) ergibt sich zu

Ays  AXALgp 1
— = =—=0,318=31,87% . 9.31
AERS 4AALR ™ ’ ’ % ( )

Der Anteil der faserverstirkt vorausgesetzten Bereiche Ag mit Ay g nach den Gleichungen ({9.26])
und (9.28) an der ebenen représentativen Sequenz Agrg nach Gleichung (9.23)) ergibt sich zu

Ak +Axs Ak N Axs
AgRs Agrs  Agrs

~ 0,818 = 81,8% . (9.32)

_1+1
2 r

Der Anteil der verbleibenden Bereiche, die gefiillt mit reiner Matrix ohne jeglicher Faserverstér-
kung vorausgesetzt werden, Ay nach Gleichung (9.29) an der ebenen représentativen Sequenz
Aggrg nach Gleichung (9.23) ergibt sich zu

Ay 2(1-2)XALg 1
Agrs 4NALg 2

1
~~0,182=182% . (9.33)
T

Dabei werden die parametrischen Zusammenhénge beziiglich der relativen Anteile der Fldchen-
inhalte in den Gleichungen (9.32)) und (9.33) zur Berechnung der elastischen Bettung ke (vgl.
Abschnitte und sowie zur Berechnung des globalen Faservolumengehalts der gesamten
reprisentativen Sequenz ggrs (vgl. Abschnitt verwendet.

Modellierung der reprisentativen Sequenzen und Modifikationen

Die Modellierung der ebenen représentativen Sequenzen orientiert sich an dem in Abschnitt
beschriebenen und in Abbildung unten dargestellten Prinzip. Um die in Abschnitt be-
schriebenen notwendigen Analyseeinstellungen der FE-Berechnungen zu definieren, bedarf es an
relevanten Stellen und Bereichen im Detail noch geringfiigiger Modifikationen. Ziel der Modifika-
tionen ist die Vermeidung spitzer Winkel, bzw. die Schaffung verhaltnisméfig grofer Innenwinkel
an relevanten Stellen und Bereiche.

Im Detail werden die Querschnitte der senkrecht geschnittenen, linsenférmigen Rovingstringe
(hier: Schussstrange) mit der Lange Lg um 2 % an jedem Ende gekiirzt und durch eine vertikale
Begrenzung abgeschlossen. Die Langen der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenfor-
migen Rovingstrange (hier: Schussstringe) betragen damit Ly moq = 0,96 Lg. Die Linge der
vollstdndigen Ondulation Lg nach Gleichung bleibt davon unberiihrt. Zusétzlich wird der
Abstand der oberen und unteren horizontalen Begrenzung der umgebenden Matrix um jeweils
10 % der Amplitude A vergrofert. Damit betriagt die Dicke der FE-Modelle der ebenen repri-
sentativen Sequenzen im Gegensatz zu Gleichung hgn =42A.

Die modifizierten ebenen représentativen Sequenzen fiir die FE-Berechnungen sind in Abbildung
links fiir Leinwandgewebe und rechts fiir Képergewebe 2/2 dargestellt. Die Modifikationen
ermoglichen schlieflich die Vernetzung des gesamten FE-Modells mit Viereckselementen. Wie in
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Abschnitt beschrieben, werden damit insgesamt verhéltnisméfig kleine Elemente vermie-
den, die Berechnungsdauer reduziert und die Applikation der benétigten Elementformulierungen
sowie Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen ermdoglicht.

Leinwandgewebe Kdpergewebe 2/2

Kiirzung der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenférmigen Rovingstrdnge mit der Lange Lg um
2 % an jedem Ende und Abschluss durch eine vertikale Begrenzung

O VergroRerung des Abstands der oberen und unteren horizontalen Begrenzung der umgebenden Matrix um
jeweils 10 % der Amplitude A

Abbildung 9.5: Modifikationen der FE-Modelle der ebenen repréisentativen Sequenzen einer gewebe-
verstirkten Einzellage fiir Leinwandgewebe (links) und Koépergewebe 2/2 (rechts): 1.
Kiirzung der Querschnitte der senkrecht geschnittenen linsenférmigen Rovingstringe
mit der Lange Lg um 2% an jedem Ende und Abschluss durch eine vertikale Begren-
zung, 2. Vergroferung des Abstands der oberen und unteren horizontalen Begrenzung
der umgebenden Matrix um jeweils 10 % der Amplitude A.

9.5.3 Einstellungen der FE-Analyse

Die Einstellungen zur Durchfiihrung der numerischen Berechnungen mit dem FE-Programm
ANSYS Workbench [95] werden beschrieben. Sie beziehen sich auf die Vernetzung und die Ele-
mentformulierung der unterschiedlichen Bereiche der ebenen reprisentativen Sequenzen sowie die
Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen. Die gewédhlten Einstellungen
basieren auf den Ergebnissen der Untersuchungen in OTTAWA et al. 2012 [129]. Sie enthalten
u.a. Betrachtungen unterschiedlicher Elementformulierungen, der Anzahl der Elemente (Grad
der Diskretisierung) und des Konvergenzverhaltens.

Vernetzung

Da Gewebeondulationen ein Effekt in Lings- und Dickenrichtung sind, und die Validierung
der FE-Berechnungen mit flachen stabférmigen Probekérpern als eindimensionales mechanisches
Tragwerk erfolgt, wird wie in Abschnitt [9.5.1] beschrieben, eine zweidimensionale FE-Berechnung
durchgefithrt. Dafiir wird die ebene reprisentative Sequenz mit Elementen mit einer durch-
schnittlichen Kantenlinge bzw. Elementgréfe von 1- 1072 mm diskretisiert. Da das FE-Modell
einen Querschnitt durch eine Struktur darstellt, wird ein ebener Verzerrungszustand definiert.
Dafiir werden jedem Bereich ebene vierknotige Elemente ohne Mittelknoten und damit linea-
ren Ansatzfunktionen in den Verschiebungen zugewiesen. Entsprechend den vereinfachenden
strukturmechanischen Voraussetzungen in Abschnitt wird den Bereichen der lings und
quer geschnittenen Rovingstrénge orthotropes Materialverhalten zugewiesen. Zur korrekten Mo-
dellierung des Bereichs des lings geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) sind dabei,
zusétzliche Einstellungen notwendig. Dies ermoglicht schlieklich die Zuweisung der vorausgesetz-
ten transversalisotropen Materialeigenschaften entsprechend der jeweiligen Vorzugsrichtung der
Faserverstiarkung. Den Bereichen der umgebenden Matrix werden dagegen isotrope Materialei-
genschaften zugewiesen.

Elementformulierung
Dem Bereich des lings geschnittenen Rovingstranges (hier: Kettstrang) werden Elemente der
Formulierung PLANE42 iiber APDL (Ansys Parametric Design Language) zugewiesen. Den bei-
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den anderen Bereichen, im Einzelnen quer geschnittene Rovingstringe (hier: Schussstrange) und
umgebende Matrix, werden standardméfig Elemente der Formulierung PLANE182 zugewiesen,
die fiir die weiteren Berechnungen beibehalten werden. Bei den beiden Elementformulierungen
PLANE42 und PLANEI182 handelt es sich um vierknotige Elemente ohne Mittelknoten und
damit um lineare Ansatzfunktionen in den Verschiebungen [95]. Die standardméifkige Element-
formulierung PLANE182 unterscheidet sich jedoch in einer fiir die Berechnungen relevanten
Eigenschaft von der Elementformulierung PLANE42.

Die Elementformulierung PLANE42 wird dem Bereich des léngs geschnittenen Rovingstranges
(hier: Kettstrang) zugewiesen, da die Aktivierung der ersten Zusatzfunktion die Orientierung
des Elementkoordinatensystems parallel zur Kontur des sinusférmigen Verlaufs ermdéglicht. ITm
Detail bedingt die Aktivierung von KEYOPT(1) die Ausrichtung des Elementkoordinatensys-
tems derart, dass die lokale x-Achse mit der I-J-Achse des Elements zusammenfillt. Da fiir den
Bereich zusitzlich ein strukturiertes Netz definiert wird, bedingt die aktivierte Zusatzoption fiir
die Elementformulierung PLANEA42 die Orientierung der I-J-Achsen des Elements und damit
der z-Achse des Elementkoordinatensystems parallel zur sinusférmigen Kontur bzw. Mittellinie
des ldngs geschnittenen Rovingstranges. Die standardmifige Elementformulierung PLANE182
bietet die zuvor beschriebene Moglichkeit nicht. Da sich die Vorzugsrichtungen von orthotropen
oder anisotropen Materialmodellen im Falle der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS
Workbench [95] an den Elementkoordinatensystemen orientieren, ist die zuvor beschriebene Mo-
difikation beziiglich der Elementformulierung die Voraussetzung fiir eine wirklichkeitsgetreue
Abbildung der Realitdt in den FE-Berechnungen.

Mit den zuvor beschriebenen Modifikationen beziiglich der Elementformulierung PLANE42 mit
aktivierter Zusatzoption KEYOPT(1) fiir den ldngs geschnittenen Rovingstrang werden die ver-
einfachenden strukturmechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt beschrieben, in den
FE-Berechnungen abgebildet. Wenn diese Modifikationen nicht durchgefiihrt werden, wiirden da-
fiir standardméfig Elemente der Formulierung PLANE182 verwendet werden. Dabei wiirden die
Elementkoordinatensysteme und damit die gerichteten Materialeigenschaften mit den Achsen des
globalen Koordinatensystems zusammen fallen. Dies wiirde nicht den vereinfachenden struktur-
mechanischen Voraussetzungen, wie in Abschnitt dargestellt, entsprechen, und ware damit
keine wirklichkeitsgetreue Abbildung der Realitét in den FE-Berechnungen.

Modellierung der Bedingungen zwischen den einzelnen Bereichen

Beziiglich der Bedingungen zwischen den unterschiedlichen Bereichen der ebenen reprisentativen
Sequenzen in den FE-Berechnungen werden, als vereinfachende Annahme fiir die realen Verhélt-
nisse, koinzidente Knoten modelliert. Das bedeutet, dass die Knoten zwischen den aneinander
grenzenden unterschiedlichen Bereichen identisch sind, wobei die strukturmechanischen Materi-
aleingenschaften elementabhéngig sind, und von den unterschiedlichen Bereichen abhéngen. Da
zwischen den aneinander grenzenden unterschiedlichen Bereichen zunéchst eine ideale Haftung
ohne Durchdringung vorausgesetzt wird, entspricht die Modellierung damit einer wirklichkeits-
getreuen Abbildung.

9.5.4 Randbedingungen und Verschiebungen

Die Randbedingungen und aufgebrachten Deformationen als Verschiebungen werden beschrieben.
Zusitzlich werden zwei Fille fiir die grundsétzlich unterschiedliche Position der modellierten
reprasentativen Sequenz einer gewebeverstarkten Einzellage im Lagenaufbau unterschieden. Um
realistische Randbedingungen zu modellieren und Querverformungseffekte nicht zu behindern,
erlauben alle definierten Randbedingungen sowohl an den vertikalen Ridndern als auch an den
horizontalen Rindern der ebenen reprisentativen Sequenz Verschiebungen in Dickenrichtung.
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Randbedingungen an den vertikalen Rindern

An einer vertikalen Begrenzung, hier auf der linken Seite der ebenen reprédsentativen Elemente,
wie in den Abbildungen [9.T]unten bzw. dargestellt, wird eine sog. feste Einspannung definiert.
Dabei wird fiir die Knoten auf dieser vertikalen Begrenzung keine Verschiebung in Léngsrich-
tung zugelassen. Auf der gegeniiberliegenden vertikalen Begrenzung, hier auf der rechten Seite,
wird ein sog. freies Ende definiert. An den Knoten dieser vertikalen Begrenzung werden die be-
schriebenen, ausgewéhlten Deformationen als Verschiebungen aufgebracht. Die Definitionen der
Randbedingungen fiir die Knoten an beiden vertikalen Begrenzungen erlauben dabei freie Ver-
schiebungen in Dickenrichtung und Rotation um die z-Achse, um Querverformungseffekte nicht
zu behindern.

Fallunterscheidung der Randbedingungen an den horizontalen Rindern

Beziiglich der Randbedingungen an den horizontalen Begrenzungen, d.h. der Ober- bzw. Un-
terseite des FE-Modells der ebenen reprisentativen Sequenz, existieren zwei grundlegend un-
terschiedliche Randbedingungen, wie in Abbildung schematisch dargestellt. Strukturen aus
faserverstarkten Kunststoffen mit Gewebeverstarkung bestehen iiblicherweise aus mehr als einer
und meistens aus einer geraden Anzahl von Einzellagen N. Deshalb kann eine Einzellage als beid-
seitig elastisch gebettet betrachtet werden, wenn sie sich im Inneren eines Lagenaufbaus befindet.
Handelt es sich um eine Randlage, d.h. oberste oder unterste Lage, eines Lagenaufbaus, kann
diese als einseitig elastisch gebettet betrachtet werden. Abbildung stellt die Fallunterschei-
dung schematisch dar, die im weiteren Verlauf der FE-Berechnungen beriicksichtigt wird. Die
Berechnung des jeweiligen Werts der elastischen Bettung ke erfolgt in Abschnitt iiber das
gewichtete Mittel der Steifigkeiten in der Ebene der reprisentativen Sequenz, basierend auf den
relativen Anteilen der Flécheninhalte der unterschiedlichen Bereiche (vgl. Abschnitt [9.5.2)). Die
Steifigkeiten hangen dabei von der jeweiligen Art der Verstarkungsfaser und dem vorausgesetzten
Faservolumengehalt ¢ ab. Die detaillierte Berechnung wird in Abschnitt[9.5.5beschrieben. Auch
diese Fallunterscheidung der Randbedingungen an den horizontalen Réndern erlaubt iiber die
gesamte Linge der reprisentativen Sequenz freie Verschiebungen in Dickenrichtung, um Quer-
verformungseffekte nicht zu behindern.

Laminat

Abstrahierte Rand-

: bedingungen der ebenen
° repréasentativen Sequenzen
Mechanisches
Ersatzmodell
Randlage Lage im Inneren

Einseitig elastisch gebettet Beidseitig elastisch gebettet

Abbildung 9.6: Schematische Darstellung der beiden grundlegend unterschiedlichen Randbedingungen
einer gewebeverstirkten Einzellage: Einseitig elastisch gebettet, im Falle einer Rand-
lage (links) und beidseitig elastisch gebettet, im Falle einer Lage im Inneren eines
Lagenautbaus (rechts).
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Ausgewihlte Deformationen als normierte Verschiebungen

An den Knoten der zuvor als freies Ende definierten vertikalen Begrenzung werden ausgewéhlte
Deformationen als normierte Verschiebungen aufgebracht. Da dabei jeweils ein diskreter Funkti-
onswert vorgegeben wird, handelt es sich im Detail um ein sog. DIRICHLETﬂRandwertproblem.
Sie werden dabei in zwei Dekaden mit jeweils zehn dquidistanten Schritten aufgebracht. Die In-
tervalle der beiden Dekaden sind wupg = —1-1073... 4+ 1-1073 in Schritten von 1-10~* und
Upe] = —1-107%... 4 1-10~* in Schritten von 1-10~°. Die normierten Verschiebungen werden
damit in 39 Schritten am freien Ende, hier auf der rechten Seite, in Lings- bzw. z-Richtung
aufgebracht. Die 39 Schritte werden in einem, fiir die spitere Auswertung, sinnvollen Verlauf
aufgebracht, wie in Abbildung [9.7] dargestellt.

1,0E-03

5,0E-04 X

XX XX
0,0E+00 * xxxxxxxxXXXXXXX
XX

-5,0E-04 X

Ausgewahlte Deformation &,
normierte Verschiebung u,

_1’OE_03 S P20 TN N N TN N N S T T N NN S N N N NN Y Y S NN Y NN NN N S Y S S |
0 5 10 15 20 25 30 35

Einzelschritt

Abbildung 9.7: Darstellung des, fiir die spéitere Auswertung sinnvollen, Verlaufs der 39 Schritte der
normierten Verschiebung in Lings- bzw. z-Richtung in den beiden Dekaden u. =
—1-1073...4+1-1073 in Schritten von 1-10"* und 4y = —1-10"%...+1-10 % in
Schritten von 11075,

9.5.5 Strukturmechanische Werkstoffkennwerte

Als Verstiarkungsfasern werden exemplarisch HT-Kohlenstofffasern betrachtet. Sie werden ent-
sprechend ihrer strukturmechanischen Eigenschaften und Werkstoftkennwerte in mechanisch
(hoch-)beanspruchten, lasttragenden Strukturen eingesetzt. Die Berechnung der strukturmecha-
nischen Werkstoffkennwerte und deren Eingabe in die Fingabemaske des FE-Preprocessors der
verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Workbench [95] fiir elastostatische Berechnun-
gen wird beschrieben. Die Ergebnisse erlauben die Identifikation des Einflusses der jeweiligen
Art der Verstdrkungsfasern auf die angenommene mesomechanische Kinematik aufgrund geome-
trischer Parameter in gewebeverstirkten Einzellagen.

Strukturmechanische Eigenschaften von HT-Kohlenstofffasern

In den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, wie in Kapitel [10|dargestellt, wer-
den flache stabférmige Probekorper zur Validierung der angenommenen mesomechanischen Ki-
nematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge untersucht. Die drei Sétze vergleichbarer Pro-
bekdrper sind aus kohlenstofffaserverstirktem Kunststoff, die jeweils 0°-unidirektional verstarkt
oder 0°-gewebeverstiarkt (in Kettrichtung) sind. Bei den verwendeten Rovings, aus denen auch
die zugehorigen Gewebe hergestellt sind, handelt es sich um sog. HT-Kohlenstofffasern, wie in
Kapitel [3] beschrieben [123] mit [122], [121] und [117] mit [120], [119] sowie [114].

1

PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET, * 13. Februar 1805 in Diiren, T 5. Mai 1859 in Géttingen. Deutscher
Mathematiker.
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Es wird vorausgesetzt, dass die HT-Kohlenstofffasern im gleichen Epoxidharz (vergleichbar mit
ARALDITE LY 556/ARADUR 917/ACCELERATOR DY 070 von HUNTSMAN [96] bzw. HEXPLY
M18/1 [114] von HEXCEL, wie in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen in
Kapitelverwendet) als duroplastisches Matrixsystem mit einem Elastizitdtsmodul Ey,=3,3 GPa
und einer Querverformungszahl v, =0,35 eingebettet sind.

Tabelle 9.1: Strukturmechanische Werkstoffkennwerte der Einzelkomponenten: Links: HT-Kohlenstoft-
fasern [114], [II7], [123], [124], [149]. Rechts: Epoxidharz als polymeres, duroplastisches
Matrixsystem [114], [96], [149].

Art der Epoxidharz als
Verstiarkungs- HT-Kohlen- Polymeres duroplastisches
faser stofffaser Matrixsystem Matrixsystem
Struktur- Struktur-
mechanische mechanische
FEigenschaft Wert FEigenschaft Wert
LangSSEte‘ﬁgkelt 230 GPa Steifigkeit By, 3,3GPa
f,1
Q“ersjgelﬁgke“ 28 GPa Schubsteifigkeit, Gy* 1,22 GPa*
£,2
Lings-Quer-
Schubsteifigkeit Gr 12 50 GPa Querverform. vy, 0,35
Quer-Quer- %
Schubsteifigkeit Gt a3* 11,4 GPa
Querverf. senkr.
b. Langsverf. v 12 0,230
Querverf. langs %
b. Querverf. vg o1 ** 0,028
Querverf. senkr. 0.225

b. Querverf. vg 3

Quellen

[114], [L117],
[123], [124], [149]

Quellen [96], [114], [149]

* kein unabh. Werkstoffkennwert, ermittelt nach Gl. 1) wg. (Quasi-)Isotropie
** kein unabh. Werkstoffkennwert, ermittelt nach MAXWELL-BETTI-Beziehung (D

Tabelle enthilt die strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der Einzelkomponenten, links
der HT-Kohlenstofffasern als Verstdrkungsfasern sowie rechts des Epoxidharzes als polymeres,
duroplastisches Matrixsystem [96], [114], [117], [123], [124], [149]. Zusétzlich werden die Dich-
ten der Einzelkomponenten g als physikalischer Werkstoffkennwert angegeben. In der Literatur
oder entsprechenden technischen Datenblédttern werden die Dichten fiir HT-Kohlenstofffasern
mit 9T Carbon = 1,74 g/ cm? angegeben. Eine typische Angabe der Dichte von Epoxidharz als
polymeres, duroplastisches Matrixsystem ist o, = 1,20g/ cm®.
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Homogenisierte strukturmechanische Werkstoffkennwerte der 0°-unidirektional ver-
stirkten Einzelschicht

Wie in Abschnitt wird vereinfachend vorausgesetzt, dass die betrachteten Rovingstringe
ideal parallel unidirektional verstérkt sind und jeweils den gleichen (lokalen) Faservolumenge-
halt ¢fr aufweisen. Aufgrund des vorausgesetzten transversalisotropen Materialverhaltens be-
zliglich der Richtung der Faserverstirkung ergeben sich damit im lokalen Koordinatensystem
fiinf voneinander unabhéngige strukturmechanische Werkstoffkennwerte, wie in Abschnitt
dargestellt. Die Berechnung der makroskopischen strukturmechanischen Werkstoffkennwerte der
0°-unidirektional faserverstiarkten Bereiche erfolgt fiir HT-kohlenstofffaserverstirktes Epoxidharz
im lokalen 1-2-3-Koordinatensystem nach den mikromechanischen Homogenisierungsanséitzen,
wie in Kapitel |5 dargestellt. Als lokaler Faservolumengehalt wird dabei ¢rr = 65 % vorausge-
setzt. Der Wert wird abschliefend in Abschnitt diskutiert.

Die Steifigkeit der unidirektional verstdrkten Einzelschicht in Faserléngsrichtung E; wird nach
Gleichung , als mit dem Faservolumengehalt ¢f gewichteten Mittel der Steifigkeiten der
Einzelkomponenten, berechnet. Die Steifigkeit der unidirektional verstirkten Einzelschicht quer
zur Faserldngsrichtung Eo wird nach CHAamIS 1983 [24] bzw. CHaMmis 1984 [25] nach Glei-
chung berechnet. Dabei gilt aufgrund der Transversalisotropie Eo = E3. Die Schubstei-
figkeit der unidirektional verstirkten Einzelschicht parallel/senkrecht zur Faserldngsrichtung
G12 ergibt sich ebenfalls nach CHAMIS 1983 [24] bzw. CHAMIS 1984 |25] nach Gleichung (5.9)),
und es gilt G1o = G13. Die Schubsteifigkeit der unidirektional verstirkten Einzelschicht senk-
recht /senkrecht zur Faserlangsrichtung Geg, und damit in der Isotropieebene, wird nach TSAI
1980 [161] nach Gleichung berechnet. Die Querverformungszahl der unidirektional ver-
stirkten Einzelschicht senkrecht bei Lingsverformung vip wird nach Gleichung (5.9), als mit
dem Faservolumengehalt ¢f gewichteten Mittel der Querverformungszahlen der Einzelkompo-
nenten, berechnet. Aufgrund der Transversalisotropie gilt v12 = v13. Die Querverformungszahl
der unidirektional verstirkten Einzelschicht lings bei Querverformung vo; ergibt sich nach der
sog. MAXWELL-BETTI-Beziehung nach Gleichung (5.10). Hier gilt aufgrund der Transversaliso-
tropie vo1 = v31. Die Querverformungszahl der unidirektional verstirkten Einzelschicht quer bei
Querverformung o3 ergibt sich nach FOYe 1972 [43] nach Gleichung , wobei vo3 = V3o
gilt. Tabelle enthilt die homogenisierten strukturmechanischen Werkstoftkennwerte der uni-
direktional verstirkten Einzelschicht aus HT-kohlenstofffaserverstirktem Epoxidharz im lokalen
1-2-3-Koordinatensystem mit einem vorausgesetzten (lokalen) Faservolumengehalt im Roving-
strang ¢rr = 65 %. Zusitzlich ist die Dichte des Verbundmaterials go. nach Gleichung ,
als mit dem Faservolumengehalt ¢r gewichtetes Mittel der Dichten der Einzelkomponenten, be-
rechnet worden. Der physikalischer Werkstoffkennwert betrégt fiir HT-kohlenstofffaserverstirktes
Epoxidharz gc nr-Carbon-rp = 1,55 g/cm”.

Berechnung der elastischen Bettung

Wie in Abschnitt beschrieben und in Abbildung schematisch dargestellt, bedarf es ei-
ner Fallunterscheidung beziiglich der Randbedingungen an den horizontalen Réndern. Mit der
identifizierten einseitigen oder beidseitigen Bettung ergibt sich zuséitzlich zu den drei Bereichen
der repréasentativen Sequenzen (lings und quer geschnittene unidirektional faserverstarkte Ro-
vingstringe sowie Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstiarkung) die elastische Bettung ke als
vierter Bereich. Da eine zweidimensionale Analyse durchgefiihrt wird, erfolgt die Berechnung des
jeweiligen Wertes der elastischen Bettung ke iiber das gewichtete Mittel der Steifigkeiten in der
Ebene der repréasentativen Sequenz, basierend auf den relativen Anteilen der Flacheninhalte der
unterschiedlichen Bereiche, wie in den Gleichungen (9.32)) und parametrisch ausgedriickt
(vgl. Abschnitt [9.5.2). Die Steifigkeiten in der Ebene der reprisentativen Sequenz sind fiir die
Bereiche der langs und quer geschnittenen Rovingstrange jeweils die Quersteifigkeit Eo sowie fiir
den Bereich der umgebenden Matrix die Steifigkeit des Reinharzes Ep,. Abhingig von der Art
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der Verstdrkungsfaser ergibt sich fiir die elastische Bettung

Ax + Ay s Am
[ 2 B, + E
! Agrs " Aprs ™

1 1 1 1
—(zﬂr) E‘“(z%) Em

~ 0,818 B + 0,182 By, . (9.34)

Dieser Zusammenhang fithrt auf ke, ar-carbon ~ 9,5 GPa fiir HT-Kohlenstofffaserverstirkung
als Wert fiir die elastische Bettung an den horizontalen Réndern. Die verhéltnismifig geringe
Steifigkeit der unidirektional HT-kohlenstofffaserverstarkten Bereiche in Querrichtung resultiert
aus dem zuvor erwahnten anisotropen Materialverhalten der HT-Kohlenstofffaser selbst.

Tabelle 9.2: Homogenisierte strukturmechanische Werkstoffkennwerte der 0°-unidirektional verstark-
ten Einzelschicht (0°-UD-ES) aus HT-kohlenstofffaserverstirktem Epoxidharz im lokalen
1-2-3-Koordinatensystem mit einem vorausgesetzten (lokalen) Faservolumengehalt im Ro-
vingstrang prr = 65 %.

Art der Faser- HT-kohlenstoff- mikromechanischer
verstirkung faserverstirkes Homogenisierungs-
der 0°-UD-ES Epoxidharz ansatz nach
Langssteifigkeit gew. Mittel Steifigk.
FE4 150,7 GPa Gleichung l)
Quersteifigkeit 11.4GPa Cuawmis 1983/84 [24], [25]
Ey = E5 ’ Gleichung 1)
Léngs-Quer-Schub- 5.7GPa CuaMIs 1983/84 [24], [25]
steifigkeit G2 = G13 ’ Gleichung 1)
Quer-Quer-Schub- 3.7GPa* TsA1 1980 [161]

steiﬁgkeit Ggg = G32 *

Gleichung

Querverf. quer. b. 0.272 gew. Mittel Querverf.
Langsverf. v15 = 13 ’ Gleichung 1)

Querverf. langs b. 0.021 * MAXWELL-BETTI

Querverf. vy = v31 * Gleichung 1)

Querverf. Quer b. 0.333 Fove 1972 [43]
Querverf. vo3 = v39 ’ Gleichung l)

* kein unabhéngiger Werkstoffkennwert fiir transversalisotropes Materialverhalten

Zuweisung der Materialeigenschaften zu den unterschiedlichen Bereichen

Wie zuvor in Abschnitt beschrieben, werden im FE-Modell der ebenen reprisentativen
Sequenz beziiglich der jeweiligen Steifigkeiten als charakteristische mechanische Werkstoffkenn-
werte drei unterschiedliche Bereiche (ldngs und quer geschnittene unidirektional faserverstirkte
Rovingstringe sowie Bereiche mit Reinharz ohne Faserverstarkung) zuziiglich des vierten Be-
reiches der elastischen Bettung vorausgesetzt. Die Zuweisung erfolgt iiber die entsprechenden
Eingabemasken des FE-Preprocessors [95].
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Tabelle enthilt die Eingabewerte der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte fiir die Ein-
gabemaske des FE-Preprocessors der verwendeten Version des FE-Programms ANSYS Work-
bench [95] fiir orthotrope Materialeigenschaften fiir die HT-kohlenstofffaserverstiarkten Bereiche.
Fiir eine konsistente Berechnung ist die Eingabe der dreidimensionalen Eigenschaften erfor-
derlich, obwohl aufgrund der zuvor definierten Einstellung einer zweidimensionalen elastosta-
tischen Analyse lediglich die zweidimensionalen Eigenschaften verwendet werden. Den Bereichen
mit reiner Matrix ohne jegliche Faserverstirkung werden die isotropen Materialeigenschaften
Eyn = 3,3GPa und vy = 0,35 zugewiesen, wie in Tabelle angegeben. An den horizonta-
len Réndern, wird entsprechend der Fallunterscheidung einer einseitigen oder einer beidseitigen
Bettung, abhéngig von der untersuchten Art der Faserverstérkung die in senkrechte Richtung
wirkende elastische Bettung mit ke mr-carbon ~ 9,5 GPa fiir HT-Kohlenstofffaserverstirkung
definiert (detaillierte Beschreibung in [95]). Wie in Abschnitt beschrieben, ist dabei zu
beachten, dass die Eingabemaske des FE-Preprocessors die lokalen strukturmechanischen Werk-
stoffkennwerte mit dem z-y-z-Koordinatensystem bezeichnet und am Elementkoordinatensys-
tem orientiert, und nicht mit dem 1-2-3-Koordinatensystem, wie in der strukturmechanischen
Betrachtung von Tragwerken iiblich.
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Tabelle 9.3: Eingabewerte der strukturmechanischen Werkstoffkennwerte in die Eingabemaske des FE-
Preprocessors von ANSYS Workbench [95] zur Abbildung der unidirektionalen HT-Kohlen-
stofffaserverstirkung der Rovingstringe bei (lokalem) Faservolumengehalt ¢ g = 65 %.

Art der Faser-
verstirkung HT-Kohlenstofffaserverstirkt
Bereich der lings geschmitten quer geschnitten
rep. Sequenz (Kettstrang) (Schussstrang)
La“gssgelﬁgkelt 150,7 GPa 11,4GPa
1
Quersteifigheit 11,4GPa 11,4GPa
Ey
Quersteifigheit 11,4GPa 150,7 GPa
Es
Langs-Quer-Schub- *
steifigkeit Gy 5,7GPa 3,7GPa
Quer-Quer-Schub- %
steifigkeit Ga 3,7GPa 5,7 GPa
Langs-Quer-Schub-
steifigkeit G 5,7GPa 5,7GPa
Qu(?.rverf. quer. b. 0.272 0.333
Langsverf. v
Querverf. quer b. 0,333 0,021 *
Querverf. vo3
Querverf. langs b. 0.272 0,021 *
Querverf. vq3
9 unabh. Kennwerte 5 unabh. Kennwerte
der Eingabemaske der 0°-UD verstirkten Bereiche
des FE-Preprocessors (vgl. Abschnitt|9.2.
ANSYS Workbench [95] mit paarw. gleichen Eingaben
fiir Orthotropie in der Isotropieebene
(vgl. Abschnitt zur Abbildung der Transversalisotropie
(vgl. Abschnitt|4.2.4

* kein unabhéngiger Werkstoffkennwert fiir transversalisotropes Materialverhalten






10 Experimentelle Untersuchungen

Das Ziel der durchgefiihrten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist der Nach-
weis der Wirkung der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge in
gewebeverstirkten Einzellagen. Die numerischen Untersuchungen in Kapitel [0] werden damit va-
lidiert. Gewebe sind zweidimensionale textile Halbzeuge. Die alternierende Kreuzung von Kett-
und Schussstréngen verursacht regelméfige und stetige Ondulationen der verwebten Rovingstran-
ge. Unter der Voraussetzung, dass das wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik
Energie dissipiert, wirkt sie sich erh6hend auf die strukturdynamische Werkstoffddmpfung aus.
Bei zyklischer viskoelastischer Deformation trégt sie zur reinen viskoelastischen Werkstoffdamp-
fung in gewebeverstirkten Einzellagen bei. Zum Nachweis des mechanischen Wirkprinzips und
zur Validierung der numerischen Untersuchungen in Kapitel [9] werden strukturdynamische expe-
rimentelle Untersuchungen durchgefiihrt. Dabei werden drei untereinander vergleichbare Sétze
kohlenstofffaserverstérkter Probekorper untersucht. Die dargestellte Vorgehensweise ist analog
fiir die Untersuchungen in MI1CKLITZ et al. 2014 [89], ROMANO et al. 2014 [I40] und ROMANO
et al. 2014 [141] verwendet worden.

Die Probekorper sind entweder 0°-unidirektional verstérkt oder 0°-gewebeverstéirkt (in Kettrich-
tung). Im Detail wird das Abklingverhalten freier Schwingungen von flachen stabférmigen Pro-
bekorpern unter einseitig fester Einspannung untersucht. Die experimentellen Untersuchungen
werden dabei sowohl unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen, d.h. bei
gleichen Auskraglingen | = lyp = lg, als auch unter der Voraussetzung konstanter dynamischer
Bedingungen, d.h. bei gleichen Grundfrequenzen f = fyp = fq, durchgefiihrt. Die Definition
konstanter Bedingungen ist im Abschnitt dargestellt.

Zur Untersuchung mechanisch hochwertiger Probekérper sind Priifplatten aus trockenen textilen
Halbzeugen (Rovings, Leinwand- und Kopergewebe 2/2 aus Kohlenstofffasern) sowie voripm-
ragnierten textilen Halbzeugen (unidirektional und gewebeverstirktes Kohlenstofffaser-Prepreg)
hergestellt worden, wie in den Tabellen und in Abschnitt angegeben. Die Herstel-
lung der Priifplatten, aus denen die Probekérper im Wasserstrahlschneidverfahren ausgeschnit-
ten worden sind, ist im Heifluftautoklavverfahren erfolgt, wie im Abschnitt beschrieben.
Dieses Herstellungsverfahren stellt eine mechanisch hohe und reproduzierbare Materialqualitdt
sicher. Dies bestitigen die durchgefithrten Untersuchungen zur Materialcharakterisierung. Die
entsprechende Pridparation der Probekérper stellt die Vergleichbarkeit der unidirektional und
gewebeverstirkten Probekorper zueinander sicher, und ist in Abschnitt dargestellt.

Im Mittelpunkt stehen die experimentellen Untersuchungen des strukturdynamischen Verhaltens
der flachen stabformigen Probekérper, wie in den Abschnitten und beschrieben, die zur
Identifikation der Auswirkung von Gewebeondulationen auf die strukturdynamische Werkstoff-
dampfung dienen. Im Detail werden die Probekérper unter reproduzierbaren definierten Bedin-
gungen einseitig fest eingespannt. Eine reproduzierbare definierte und normierte Weganregung
regt den flachen stabférmigen Probekorper zu frei abklingenden Transversalschwingungen an.
Die Geometrie der Probekérper erlaubt deren strukturmechanische Beschreibung als transver-
salschwingender Kragbalken. Die Anwendung der eindimensionalen Balkentheorie erlaubt die
Riickfiihrung auf ebene Zusammenhinge, und schlieflich die Validierung der numerischen Un-
tersuchungen aus Kapitel @ Basierend auf dem eingefiithrten Grad der Ondulation O und den
Ergebnissen der numerischen Untersuchungen wird jeder verwendeten Gewebeart die spezifische
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Dédmpfungserhhung aufgrund der Gewebeondulation zugeordnet.

Die Probekorper werden mit einem Laser-Scanning Vibrometer vom Typ PSV 400 des Herstellers
PoryTEc [116] berithrungslos vermessen. Aus dem urspriinglichen Geschwindigkeits-Zeit-Signal
wird das Weg-Zeit-Signal ermittelt und im Zeit- sowie im Frequenzbereich analysiert. Der Ver-
gleich der ausgewerteten Ergebnisse vergleichbarer Probekorper mit unterschiedlichen Arten der
Faserverstdrkung liefert Aussagen zu deren Einfluss auf die Strukturdynamik der Probekérper.

Dabei liefert die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen sowohl
unter konstanten geometrischen Bedingungen, | = lyp = lg, als auch unter konstanten dyna-
mische Bedingungen, f = fup = fq, erhéhte Dampfungseigenschaften der Probekdrper mit
Gewebeverstarkung verglichen mit denen der Probekérper mit unidirektionaler Verstirkung. Die
Ergebnisse belegen und rechtfertigen die angenommene Wirkung einer mesomechanischen Kine-
matik aufgrund geometrischer Bedingungen.

Zunachst werden die verwendeten Materialien (Rovings und Gewebe aus Kohlenstofffasern mit
warmaushértendem duroplastischen Matrixsystem und Kohlenstofffaser-Prepregs), der Herstel-
lungsprozess der Priifplatten und die Priaparation der Probekorper beschrieben. Zusitzlich wird
die experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts fiir kohlenstofffaserverstirkte Kunst-
stoffe dargestellt. Das Prinzip der Laservibrometrie als geeignetes, beriihrungsloses Referenz-
verfahren fiir Schwingungsanalysen von Strukturen wird kurz erkldrt. Der Versuchsaufbau und
die Durchfiihrung der strukturdynamischen Untersuchungen werden detailliert beschrieben, und
entsprechende Regelwerke und Normen (DIN, EN; ISO, VDI etc.) angegeben.

Um die Reproduzierbarkeit der durchgefiihrten experimentellen strukturdynamischen Untersu-
chungen nachzuweisen werden die Sensitivitdten der Ergebnisse hinsichtlich einer Parameteriden-
tifikation durch definierte Variation der Rand- bzw. Einspannbedingungen, der Anregung sowie
der Beriicksichtigung von Storgrofen analysiert. Der Nachweis der Reproduzierbarkeit und die
Sensitivitdtsanalyse der ausgewerteten Ergebnisse sind im Anhang dargestellt.

10.1 Verwendete Materialien

Zur direkten Vergleichbarkeit unidirektional und gewebeverstidrkter Probekorper basieren die
Faserverstdrkungen auf dem gleichen Roving. Das bedeutet, dass die in den gewebeverstérkten
Einzellagen verarbeiteten Rovings auch in den unidirektional verstirkten Einzellagen vorliegen.
Zusitzlich muss jeweils das gleiche Matrixsystem verwendet worden sein.

Aus diesem Grund und trotz der Herstellung der Priifplatten im Heikluftautoklavverfahren sind
bei der Auswahl der Materialien neben Prepregs v.a. auch trockene textile Halbzeuge beriick-
sichtigt worden. Wihrend bei handelsiiblichen Prepreg-Systemen keine Moglichkeit zur Wahl des
Matrixsystems besteht, erlaubt die Impréignierung trockener textiler Halbzeuge die Auswahl ei-
nes geeigneten Matrixsystems. Wenn bei diesen die in den Geweben verarbeiteten Rovings auch
aufgespult als sog. Endlosrovings erhiltlich sind, ist die Herstellung unidirektional und gewebe-
verstirkter Einzellagen mit gleicher Verstarkungsfaser und gleichem Matrixsystem moglich. Die
Imprignierung der trockenen Halbzeuge in der Vorlaminat- und Wickeltechnik, wie in Abschnitt
vorgestellt, garantiert, im Rahmen der durchgefiihrten Arbeiten, die Reproduzierbarkeit
der hergestellten Materialien und der darauf basierenden Ergebnisse. Durch die Verwendung
des gleichen Matrixsystems werden die Voraussetzungen zur direkten Vergleichbarkeit, und die
Untersuchung des Einflusses der jeweiligen Verstarkungsfaser geschaffen.

Unter den zuvor beschriebenen Anforderungen sind drei Sétze vergleichbarer Materialien ver-
wendet worden. Im Detail sind zwei Sétze vergleichbarer Probekorper basierend auf trockenen
textilen Halbzeugen (Kohlenstofffaser-Roving und entsprechendes Leinwand- sowie Kopergewe-
be 2/2) und ein Satz vergleichbarer Probekdrper basierend auf unidirektional und gewebever-
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stiarkten Kohlenstofffaser-Prepregs untersucht worden. Die Imprégnierung der trockenen textilen
Halbzeuge ist in Abschnitt beschrieben. Im Falle der Herstellung der beiden Sétze ver-
gleichbarer Probekérper basierend auf trockenen textilen Halbzeugen, wird das gleiche Matrix-
system verwendet. Dadurch sind diese beiden Satze direkt zueinander vergleichbar. Zusétzlich
sind Reinharzproben hergestellt worden. Im Gegensatz dazu sind die Kohlenstofffaser-Prepregs
bereits mit einem Matrixsystem imprigniert. Dieser Satz von Probekorpern ist in diesem Sinne
nicht direkt mit den beiden anderen Sitzen von Probekérpern vergleichbar. Auferdem sind kei-
ne Reinharzproben des Matrixsystems der Prepregs herstellbar. Tabelle stellt die jeweiligen
Vergleichbarkeiten der drei unterschiedlichen Sitze von Probekdrper zueinander dar.

Die Tabellen und enthalten die relevanten Eigenschaften der ausgewéhlten textilen
Arten der Faserverstirkung sowie der Matrixsysteme. Die Ergebnisse der Materialcharakterisie-
rung der im Heifluftautoklavverfahren hergestellten Priifplatten sind in Tabelle enthalten.
Sie verdeutlichen die zuvor beschriebene direkte Vergleichbarkeit von unidirektional und gewe-
beverstarkten Probekorpern. Lediglich unter dieser Voraussetzung ist die Validierung sowie die
Parameteridentifikation der in Kapitel [ beschriebenen mesomechanischen Kinematik in gewe-
beverstarkten Einzellagen zulédssig, korrekt, und eindeutig.

10.1.1 Trockene textile Halbzeuge und Matrixsystem

Im Fall der trockenen textilen Halbzeuge basiert der erste Satz vergleichbarer Probekorper
auf dem Kohlenstofffaser-Roving TENAX HTS40 [123] mit einer linearen Dichte von ca. 800 tex
(= 12k) vom Hersteller ToHO TENAX Europe in Wuppertal (Deutschland). Das entsprechende
Leinwandgewebe ist vom Typ STYLE 427 [122] mit einem Flichengewicht von ca.400g/m? und
das entsprechende Kopergewebe 2/2 ist vom Typ STYLE 404 [121] mit einem Flichengewicht
von ca. 600 g/m?. Beide Gewebe sind von ECC in Heek (Deutschland) hergestellt worden [S1].

Der zweite Satz vergleichbarer Probekorper basiert auf dem Kohlenstofffaser-Roving PYROFIL
TR50S 6K [117] mit einer linearen Dichte von ca.400tex (= 6k) vom Hersteller GRAFIL Inc. in
Sacramento (USA). Das entsprechende Leinwandgewebe ist vom Typ SIGRATEX KDL 8051/120
[120] mit einem Flichengewicht von ca.300g/m? und das entsprechende Kopergewebe 2,2 ist
vom Typ SIGRATEX KDL 8052/120 [I19] mit einem Flichengewicht von ca.300g/m?. Beide
Gewebe sind von SGL TECHNOLOGIES in Wackersdorf (Deutschland) hergestellt worden [17].

Matrixsystem

Zur Vergleichbarkeit der beiden Sétze vergleichbarer Probekdrper, die auf den zuvor beschrie-
benen trockenen textilen Halbzeugen basieren, ist bei der Herstellung das gleiche Matrixsystem
verwendet worden. Im Detail handelt es sich um das warmaushéirtende duroplastische Epoxid-
harzsystem vom Typ ARALDITE LY 556/ARADUR 917/ACCELERATOR DY 070 [96] vom Her-
steller HUNTSMAN. Es ist als geeignetes Matrixsystem zur Impréagnierung der trockenen textilen
Halbzeuge in der Vorlaminattechnik und Wickeltechnik identifiziert worden. Dabei handelt es
sich um ein dreikomponentiges anhydridisches 160 °C-System. Das warmaushértende, niedrigvis-
kose Wickelharzsystem eignet sich wegen der verhdltnismafig langen Topfzeit und relativ hohen
Aushértetemperatur besonders fiir die angewendeten Methoden zur Vorimprignierung trockener
Halbzeuge, und schlieflich zur Herstellung von Priifplatten im Heifluftautoklavverfahren [96],
[134]. Durch die hohe Aushértetemperatur von 160 °C wird ein verhéltnismafig hoher Vernet-
zungsgrad erreicht. Dies stellt eine hohe mechanische Qualitét der Probekorper sicher [40], [149].
In den beiden angewendeten Verfahren zur Impragnierung trockener Halbzeuge wird das ange-
mischte Harzsystem entsprechend den Empfehlungen im Datenblatt [96] zusétzlich auf ca.50°C
aufgeheizt. Dies bedingt eine geringere Viskositdt und stellt durch eine Verbesserung der Im-
pragnierung der trockenen Halbzeuge eine verbesserte Faser-Matrix-Haftung im ausgehérteten
Laminat sicher.
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10.1.2 Prepregs

Im Fall der Prepregs basiert der Satz vergleichbarer Probekorper auf Kohlenstofffaser-Prepregs
vom Hersteller HEXCEL Co. (USA) mit dem gleichen warmaushértenden duroplastischen Ma-
trixsystem HExPrLy M18/1 [114] als 180 °C-System. Das unidirektional verstérkte Prepreg (sog.
UD-Prepreg) ist vom Typ HEXCEL G947 [I14] mit einer linearen Dichte von ca.200tex (= 3k)
mit einem Flichengewicht von ca.160g/m? und das gewebeverstirkte Prepreg (sog. Gewebe-
Prepreg) ist vom Typ HEXCEL G939 [114] mit einem Flichengewicht von ca. 220 g/m?.

10.2 Herstellung der Priifplatten

Die Priifplatten, aus denen die Probekdrper ausgeschnitten und anschliefsend fiir die experimen-
tellen Untersuchungen prépariert werden, werden im Heifluftautoklavverfahren hergestellt. Aus
den einzelnen textilen Halbzeugen sind mit entsprechenden Herstellungsverfahren ausgewihlte
Lagenaufbauten aufgebaut worden. Die trockenen textilen Halbzeuge Rovings und Gewebe sind
dafiir in einer Vorstufe vorimprégniert worden. Wéhrend die Rovings im Wickelverfahren auf ein
Zweiflach nach DIN 65071-1 [100] vorimprégniert werden, werden die Gewebe im Vorlaminat-
verfahren nach DIN 65071-2 [I0I] vorimpragniert. Diese Vorstufe der Vorimpriagnierung ist bei
den bereits vorimprégnierten textilen Halbzeugen, den sog. Prepregs, nicht nétig.

10.2.1 Vorimpragnierung der trockenen textilen Halbzeuge

Zur Vorimprégnierung der in Abschnitt[I0.1.T]dargestellten trockenen Halbzeuge wird die Wickel-
technik nach DIN 65071-1 [I00] und die Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [101] verwendet.

Die durch die Wickeltechnik nach DIN 65071-1 [100] und Vorlaminattechnik nach DIN 65071-
2 [101] vorimprégnierten trockenen Halbzeuge unterscheiden sich dabei von handelsiiblichen
Prepregs. Wihrend handelsiibliche Prepregs vorimpréigniert und bei tiefen Temperaturen von
ca.-18°C fiir eine definierte Zeitdauer lagerfahig sind [40], [I49], sind die Halbzeuge durch die
beschriebenen Verfahren nicht lagerfahig im eigentlichen Sinne [96], [I34]. Sie miissen innerhalb
der sog. Topfzeit des Harzsystems (im vorliegenden Fall ca.100h) verarbeitet werden [96]. Das
Matrixsystem erreicht auch nicht die Vorvernetzungsstufe (sog. B-Stage oder Beta-Phase), sodass
es wahrend des gesamten Imprégnier- und Legeprozesses der Priifplatten deutlich niedrigviskoser
ist [40], [96], [134], [149].

Wickeltechnik

Bei der Wickeltechnik steht die Herstellung eines unidirektionalen vorimprégnierten Halbzeugs
im Vordergrund. Das Vorimpragnieren der unidirektionalen Finzelschichten erfolgt in Anlehnung
an die DIN 65071-1 [100]. Der Prozess wird auf einer Drehmaschine durchgefiihrt. Dazu wird
die Rovingspule waagerecht drehend vor der Drehmaschine gelagert. Der trockene Rovingstrang
wird durch ein Harzbad gezogen und auf ein Zweiflach aufgewickelt. Die Menge des Harzes wird
durch eine Abstreifése bestimmt, deren Grofe in Abhéngigkeit von der Dicke des Rovingstranges
nach der DIN 65071-1 [I00] berechnet wird. Abbildung zeigt schematisch die Herstellung
und Impragnierung einer unidirektional verstirkten Einzellage in der Wickeltechnik nach DIN
65071-1 [I00], wie u.a. in [71] und [74] angewendet.

Vorlaminattechnik

In der Vorlaminattechnik werden ebene Halbzeuge, wie z. B. unterschiedliche Gewebe, in Anleh-
nung an die DIN 65071-2 [I01] vorimprégniert. Dazu werden die trockenen Halbzeuge zwischen
zwei Folien aus Polyethylen (PE) vorimprégniert. Die Gewebelage wird auf eine Folie gelegt. Das
angemischte Harz wird in kleinen Mengen auf das Gewebe geschiittet. Nach Auflegen der zweiten
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Folie wird das Harz mit einer Rakel langsam und gleichméfig in das trockene Gewebe gestrichen.
Abbildung zeigt schematisch die Herstellung und Imprégnierung einer Gewebelage in der
Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [101], wie u.a. in [71] und [74] angewendet.

impréagniertes Roving

Antrieb des Abstreifose
Zweiflachs
\ / Impragniermodul
Y B
\\ trockenes
Endlos-Roving

| Harzbad (beheizt)

Zweiflach / Vorschub des

Imprégniermoduls

A

Abbildung 10.1: Schematische Darstellung der Herstellung und Imprignierung einer unidirektional ver-
starkten Einzellage in der Wickeltechnik nach DIN 65071-1 [I00], wie u. a. in [71] und
[74] angewendet.

PE-Folie als Bodenlage (unten)

| }
\/,—\\/ PE-Folie als Decklage (oben)

£ / N

1S [ \ — o i i
S w\/ ] || I ——— Urspriinglich trockene Gewebelage zwischen den PE-Folien
™ [ I —

” \ \/\

o N v |

/ \\1-'/\ | T Harzauf der Gewebelage zwischen den PE-Folien

Flussrichtung des Harzes zwischen den beiden PE-Folien
und Impragnierung der Gewebelage durch Rakeln

ca. 320 mm

— -_—

Abbildung 10.2: Schematische Darstellung der Herstellung und Imprignierung einer Gewebelage in der
Vorlaminattechnik nach DIN 65071-2 [I01], wie u. a. in [7I] und [74] angewendet.

10.2.2 Aufbau der Priifplatten

Die seitlichen Abmessungen der hergestellten Priifplatten betragen ca. 320 mm x 320 mm. Dabei
wird eine Nenndicke von ca.2mm angestrebt. Die dafiir ben6tigte Anzahl an Einzellagen ergibt
sich aus der Dicke der Einzellagen. Die Dicken der Einzellagen hingen dabei von der linearen
Dichte bzw. vom Fliachengewicht des Halbzeugs ab. Die Anzahl der Einzellagen wird zusétzlich
stets so gewdhlt, dass ein symmetrischer Lagenaufbau, d.h. eine gerade Anzahl an Finzellagen,
vorliegt. Damit ergibt sich fiir die Priifplatten, basierend auf dem Kohlenstofffaser-Roving TENAX
HTS40 [123], eine Anzahl von vier Einzellagen. Im Fall der Priifplatten, basierend auf dem
Kohlenstofffaser-Roving PYROFIL TR50S 6K [117], bzw. basierend auf den Kohlenstofffaser-
Prepregs G947 und G939 von HEXCEL [114], werden acht Einzellagen verwendet.

In den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden 0°-unidirektional oder 0°-
gewebeverstiarkte (in Kettrichtung verstirkte) Probekdrper charakterisiert. Der Lagenaufbau
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der Priifplatten bestimmt den Lagenaufbau und damit die Vorzugsrichtungen der Faserver-
stdrkung in den Probekdrpern. Aus diesem Grund werden entsprechend 0°-unidirektional oder
0°-gewebeverstirkte (in Kettrichtung verstirkte) Priifplatten, mit den entsprechenden Lagen-
aufbauten [O]SS oder [(0/90)]7% mit n = 2 bzw. n = 4, aufgebaut. Tabelle enthélt die
unterschiedlichen Lagenaufbauten der Priifplatten und damit der Probekoérper.

10.2.3 Verwendete Heifsluftautoklavzyklen

Die Priifplatten mit ausgewidhlten Lagenaufbauten werden im Heiffluftautoklavverfahren nach
DIN EN 2565 [104] hergestellt. Dafiir ist ein Heifluftautoklav der Firma ScHOLz [118] verwendet
worden. Das Heifluftautoklavverfahren liefert mechanisch hochwertige und gleichzeitig reprodu-
zierbare Materialqualititen. Dabei ist der Faservolumengehalt ¢r ein charakteristischer Kennwert
beziiglich der Qualitdt und Reproduzierbarkeit des hergestellten Materials. Die Prozessparameter
des Autoklavprozesses Temperatur T, Druck p und Vakuum beeinflussen in Betrag und Verlauf
iiber die Prozessdauer t u.a. den Faservolumengehalt ¢ signifikant. Die experimentelle Ermitt-
lung des Faservolumengehaltes ¢r experimentell Wird im Abschnitt genauer beschrieben.

Fiir die experimentellen Untersuchungen ist eine groftmdogliche Vergleichbarkeit der Ergebnisse
nur zuléssig, wenn die Faservolumengehalte f der Probekorper bzw. der Priifplatten lediglich in
sehr engen Grenzen variieren. Abhingig vom textilen Halbzeug werden entsprechend geeignete
Heifsluftautoklavzyklen verwendet. Fiir die in der Vorlaminattechnik und in der Wickeltechnik
vorimpréignierten trockenen Halbzeuge, wie in Abschnitt beschrieben, orientiert sich der
Heifsluftautoklavzyklus beziiglich Temperatur 7T {iber die Prozessdauer ¢ an den Angaben im
technischen Datenblatt des Harzsystems HUNTSMAN [96]. Beziiglich des applizierten Drucks p
und Vakuums iiber die Prozessdauer ¢ sind hinsichtlich eines vergleichbaren Faservolumenge-
halts ¢r geeignete Verldufe der Parameter identifiziert worden [71], [74]. Im Gegensatz dazu ist
fiir die Priifplatten aus den Kohlenstofffaser-Prepregs als vorimprignierte textile Halbzeuge ein
entsprechender Heifluftautoklavzyklus im Datenblatt vorgegeben [114].

Vakuumfolie
Vakuum- .
anschluss Saugflies

Lochfolie
Vakuum- AbreilRgewebe
dichtband

Lagenaufbau aus den vor-
imprégnierten Einzellagen

Grundplatte Abreilgewebe

Trennschicht

Abbildung 10.3: Schematische Querschnitt eines Vakuumaufbaus beim Aushérteprozess im HeiRluft-
autoklavprozess [71].

In beiden Féllen befindet sich das auszuhértende Laminat unter einem Vakuumaufbau. Dabei ist
der Vakuumaufbau beim Aushérteprozess im Heiflluftautoklaven sowohl fiir die vorimprégnierten
trockenen textilen Halbzeuge als auch fiir die Prepregs stets gleich. Abbildung zeigt einen
schematischen Querschnitt eines Vakuumaufbaus beim Aushirteprozess im Heifsluftautoklaven.
Zusétzlich ist in beiden Fillen der Verlauf des applizierten Vakuums iiber die Prozessdauer ¢
gleich. Im Detail wird lediglich zu Anfang des Heifluftautoklavzyklus ein Vakuum von —0,8 bar
(relativ) appliziert. Dieses wird im weiteren Verlauf iiber die Prozessdauer ¢ auf —0,15 bar (rela-
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tiv) reduziert. Dabei unterstiitzt das anfangs kurzzeitig grofsere Vakuum die Kompaktierung des
Laminats, wihrend das folgende kleinere Vakuum die Absaugung von evtl. beim Aushérteprozess
austretenden Prozessgasen etc. iiber die verbleibende Prozessdauer ¢ sicherstellt [32].

Heiftluftautoklavzyklen zur Aushirtung der Priifplatten aus vorimprignierten tro-
ckenen textilen Halbzeugen

Der Heifluftautoklavzyklus zur Aushirtung der Priifplatten aus den vorimpréignierten trockenen
textilen Halbzeugen ist in Abbildung oben dargestellt. Aufgrund der niedrigen Viskositat
des Matrixsystems HUNTSMAN [06] fiihrt bereits die Applikation eines relativ geringen Uber-
drucks zu einer reproduzierbaren ausreichenden Kompaktierung sowie zu technisch geeigneten
und gleichméfig hohen vergleichbaren Faservolumengehalten des Laminats ¢f [82]. Die begiins-
tigte Ansammlung von Harznestern an den Kreuzungspunkten von Kett- und Schussstréngen in
Geweben, und damit geringfiigig niedrigere Werte fiir den Faservolumengehalt ¢f traten nicht
auf, wie aus Tabelle hervorgeht. Diese Effekte sind in dhnlichem Zusammenhang, jedoch
mit deutlich héherviskosem kaltausirtenden Matrixsystem und der Herstellung der Priifplatten
im Handauflegeverfahren mit anschliefendem Aushérten im Vakuumsack-Verfahren, in SCHMID
et al. 2012 [143] beschrieben.

Herstellung der Reinharzproben

Abbildung unten zeigt den Heiffluftautoklavzyklus zur Aushértung der Reinharzproben aus
dem warmaushéirtenden duroplastischen 160 °C-Epoxidharzsystem von HUNTSMAN [71], [96]. Die
schematische Darstellung des Aufbaus im Heikluftautoklaven ist in Abbildung dargestellt.
Dabei handelt es sich nicht um einen Vakuumaufbau. Die Schutzplatte hilt die Vakuumfolie
vom zundchst niedrig viskosen Harzsystem fern und schiitzt es vor den Stromungsverhéltnissen
der zirkulierenden Luft im Heifluftautoklaven. Sie wird mit definiertem Abstand aufgelegt und
befestigt, nicht jedoch abgedichtet. Dies ermoglicht die Applikation des Autoklavdruckes von
p = 6bar (relativ) iiber die gesamte Prozessdauer t als hydrostatischen Druck, nicht jedoch als
Druckdifferenz. Die beschriebene Moglichkeit der Applikation des hydrostatischen Druckes bei
der Aushértung der Reinharzproben im Heifluftautoklaven verhindert dabei weitgehend die Bil-
dung von Lunkern und Poren [82], [143]. Bei der Aushirtung von Priifplatten wird dagegen, u. a.
zur Kompaktierung des auszuhirtenden Laminats, zum gleichen Zweck durch die Applikation
von Vakuum unter einem Vakuumaufbau in Verbindung mit von aufen appliziertem Druck eine
Druckdifferenz verwendet.

Vakuum- Vakuumfolie Schutzplatte Vakuum-
dichtband dichtband

\V Form fiir Reinharz-

Grundplatte Reinharz probekdrper

Abbildung 10.4: Schematische Darstellung des Aufbaus im Heifluftautoklaven (kein Vakuumaufbau)
zur Herstellung der Reinharzproben aus dem warmaushirtenden duroplastischen
160 °C-Epoxidharzsystem vom Typ ARALDITE LY 556/ARADUR 917/ACCELERA-
TOR DY 070 [96] von HUNTSMAN.

Heiffluftautoklavzyklus zur Aushirtung der Priifplatten aus Prepregs

Der Heifluftautoklavzyklus zur Aushértung der in der Prepreg-Technik hergestellten Priifplatten
ist in Abbildung mitte dargestellt. Der Faservolumengehalt ergab sich zu ¢f = 55 %, und
entspricht damit dem im Datenblatt [114] angegebenen Wert. Dabei ist im Heifluftautoklavzy-
klus, entgegen der Empfehlung im Datenblatt [114], auf die Haltestufe der Temperatur verzichtet
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worden, da diese lediglich fiir eine optimale Aushirtung des Bauteils bzw. Imprignierung der
Verstérkungsfasern bei verhaltnisméafig dickwandigen Bauteilen vorgesehen ist [32]. Vom war-
maushéirtenden duroplastischen 180 °C-Matrixsystem HExPrLy M18/1 [114] der unidirektional
und gewebeverstiarkten Kohlenstofffaser-Prepregs G947 und G939 von HEXCEL [114] konnten
keine Reinharzprobekorper hergestellt werden.

10.3 Materialcharakterisierung und Priparation der Probekorper

Hier werden die experimentellen Untersuchungen der Materialqualitdt der Priifplatten und die
Priparation der Probekorper beschrieben. Die experimentelle Charakterisierung des Materials
der Priifplatten enthilt die Bestimmung der Dichte des Materials der Priifplatten o, und des
Reinharzes g, nach DIN EN ISO 1183-1 [I08]. Mit der Kenntnis der Dichte des Materials der
Priifplatten wird anschlieffend der Faservolumengehalt des Materials ¢f bestimmt. Fiir Koh-
lenstofffasern als organische Verstdrkungsfasern im duroplastischen Matrixsystem, wird dieser
charakteristische Materialkennwert nach DIN EN 2564 [I03] bestimmt. Als grundlegende Me-
thode wird fiir diese Faser-Matrix-Kombination die sog. (nass-)chemische Extraktion der Ver-
starkungsfasern angewendet. Der Faservolumengehalt ¢f ist dabei ein signifikanter Indikator
der mechanischen Eigenschaften des Verbundmaterials und der Reproduzierbarkeit der Herstel-
lungsverfahren. Auferdem ist er meist die Basis fiir die Berechnung von strukturmechanischen
Eigenschaften mit sog. Homogenisierungsansitzen der Mikromechanik, wie in Kapitel [5| beschrie-
ben. Schliefslich werden flache stabférmige Probekérper aus den Priifplatten ausgeschnittenen,
geometrisch vermessen und fiir die strukturdynamischen Untersuchungen pripariert.

10.3.1 Experimentelle Bestimmung von Dichte und Faservolumengehalt

Zur experimentellen Bestimmung der Dichte g. und des Faservolumengehaltes ¢r werden fiinf
Probekérper pro Priifplatte mit geometrischen Abmessungen von ca. 20 mm x 10 mm x A entnom-
men. Die gleichen Probekorper werden zunéchst zur nichtzerstorenden experimentellen Ermitt-
lung der Dichte und anschliefend zur zerstérenden experimentellen Bestimmung des Faservolu-
mengehalts verwendet. Die Anzahl n = 5 stellt dabei eine minimale Stichprobe fiir statistische
Auswertungen dar [38], [I11], [I30]. Entsprechende Aspekte zur statistischen Auswertung von
Versuchsergebnissen sind in Anhang beschrieben. Die ortliche Verteilung der entnommenen
Probekérper iiber die Priifplatte stellt zusétzlich eine statistische Absicherung der Ergebnisse
dar. Im Detail befinden sich die Positionen in der Nahe der Ecken und in der Mitte, jedoch nicht
zu nah am Randbereich.

Tabelle enthélt den Lagenaufbau der Priifplatten bzw. der Probekérper und die Ergebnisse
der experimentellen Bestimmung der Dichte g, und des Faservolumengehalts ¢ der Priifplat-
ten. Da die drei Sitze vergleichbarer Probekorper jeweils auf gleichen Kohlenstofffaser-Rovings
mit duroplastischem Matrixsystem basieren und im Heifsluftautoklavverfahren hergestellt wor-
den sind, sind die Dichte g, und der Faservolumengehalt ¢¢ jeweils dhnlich. Der experimentell
ermittelte Faservolumengehalt fiir die Priifplatten und damit fiir alle praparierten Probekérper
betragt fiir das Prepreg-Material ca. of = 55 % und fiir das Material aus den trockenen textilen
Halbzeugen ca. ¢f = 60 %. Die Ergebnisse verdeutlichen die zuvor beschriebene Vergleichbarkeit
der jeweiligen Materialien.

Experimentelle Bestimmung der Dichte von Verbundmaterial und Reinharz

Die experimentelle Bestimmung der Dichte des Materials der Priifplatten und des Reinharzes ist
nach DIN EN ISO 1183-1 [108] erfolgt. Die Probekérper sind bei Raumtemperatur an Luft und
in einer sog. Eintauchfliissigkeit mit bekannter Dichte gewégt worden. Die Dichte des Verbund-
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Heiflluftautoklavzyklen zur Herstellung der Priifplatten mit gleichméfig hohem und

damit vergleichbarem Faservolumengehalt [71], [74].

Abbildung 10.5
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materials ergibt sich zu

0o = —»& (10.1)

ma +my
mit m als Masse und p als Dichte, wobei der Index a die Gréfe in Luft (air), der Index | die Grofke
in der Eintauchfliissigkeit (liquid) und der Index c die Grofke des Verbundmaterials (composite)
bezeichnet.

Experimentelle Bestimmung des Faservolumengehalts

Die experimentelle Bestimmung des Faservolumengehaltes ¢f ist nach der DIN EN 2564 [103]
nach der Methode der sog. (nass-)chemischen Extraktion erfolgt. Dazu werden die Dichten der
Einzelkomponenten, im Einzelnen der Verstiarkungsfasern gf und des Matrixsystems on,, sowie
des Verbundmaterials benotigt. Im Falle der Verstarkungsfasern [123], [I17], [I14] und des Ma-
trixsystems der Prepregs HEXCEL HexPly M18/1 [I14] sind die Angaben den technischen Daten-
bléttern entnommen. Die Dichten der Verbundmaterialien sowie des Matrixsystems HUNTSMAN
[96] liegen aus der zuvor beschriebenen experimentellen Ermittlung der Dichte nach DIN EN
ISO 1183 [TI08] vor.

Die Masse m jedes Probekorpers ist durch Wigen auf einer Prizisionswaage bereits zur Be-
stimmung der Dichte des Verbundmaterials ermittelt worden. Die Probekorper werden getrennt
voneinander in 96 %-iger Schwefelsédure auf 160 °C erhitzt. Die Séure zersetzt den duroplastischen
Matrixwerkstoff und 16st diesen von den organischen Verstdrkungsfasern, ohne die Dichte bzw.
chemische Struktur der Kohlenstofffasern zu beeinflussen. Die Zugabe von Wasserstoffperoxid
lasst die zunéchst braune Lésung wieder transparent werden. Dies ist ein Indikator, dass die
organischen Verstdrkungsfasern vollstdndig aus dem Matrixsystem extrahiert sind. Nach dem
Spiilen der verbliebenen Verstérkungsfasern mit destilliertem Wasser werden diese riickgetrock-
net. Die Bestimmung der Masse der extrahierten und nun trockenen Verstarkungsfasern durch
Wigen auf einer Prézisionswaage ermdéglicht die Ermittlung des Faservolumengehalts .

Mit der Kenntnis der Masse der Probekorper des Materials vor der Extraktion der Verstarkungs-
fasern m. und der Masse der extrahierten trockenen Verstirkungsfasern mys ergibt sich zunéchst
der Fasermassenanteil

mg

Pp=— (10.2)

me

Dabei ist m die Masse und die Indizes f und c bezeichnen die jeweilige Eigenschaft der Ver-
starkungsfasern bzw. des Verbundmaterials. Der Faservolumengehalt ¢r ergibt sich durch die
Auswertung des Zusammenhangs [103], [149]

mg

Vi Vi 1
S@f = Vf = V +fV — @ +‘Q’rfn07mf — 1 1*’¢'f o . (103)
¢ f m of Om + T,Z)f ’ g

10.3.2 Priaparation der Probekorper

Aus den Priifplatten werden im Wasserstrahlschneidverfahren zunéchst sieben flache stabférmi-
gen Probekorper mit seitlichen Abmessungen [ = lpg = 250 mm x b = 25 mm ausgeschnitten.
Davon werden schlieklich drei repréasentative Probekérper mit gleichem Lagenaufbau, zur Identi-
fikation unterschiedlicher Parameter, experimentell vermessen. Die gleichen Abmessungen sowie
die gleiche Qualitéat des Schnitts werden durch die Verwendung eines digital hinterlegten Schnitt-
musters auf einer Anlage sichergestellt [71], [I58]. Der Lagenaufbau der Priifplatten bestimmt
den Lagenaufbau und damit die Vorzugsrichtungen der Faserverstdrkung in den Probekdrpern.
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Tabelle bzw. Tabelle enthalten die unterschiedlichen Lagenaufbauten der Priifplatten
und damit der Probekdrper sowie relevante geometrische und physikalische Eigenschaften der
Probekérper. Die Probekérper werden fiir die experimentellen strukturdynamischen Untersu-
chungen zur Bestimmung der Werkstoffddmpfung verwendet. Die untersuchenden Eigenschaften
umfassen die Ermittlung der Werkstoffddmpfung und der dynamischen Steifigkeit.

Tabelle 10.3: Lagenaufbau der Priifplatten bzw. der Probekorper, Dichte o. der Priifplatten nach
DIN EN ISO 1183-1 [108] und Faservolumengehalt ¢ der Priifplatten nach DIN EN
2564 [103] der drei Sétze vergleichbarer Probekorper: Satz 1: Basierend auf dem Roving
TENAX HTS40 [123], Satz 2: Basierend auf dem PYROFIL TR50S 6K [117] und Satz 3:
Kohlenstofffaser-Prepregs G947 und G939 von HEXCEL [114].

Faservol.-
Dichte oc gehalt of
PK- PK- Lagen- DIN EN ISO DIN EN Matrix-
Satz ID aufbau 1183-1 [108] 2564 [103] Quelle system
Ten-UD [0S, 1,52 g/cm3 60,0 % [123]
Tenax  Ten-LW  [(0/90)]S, 1,51 g/cm? 61,0 % [122]
Ten-K2 ¢ 1,52 3 60,0 121
en [(0/90)]55 ,52g/cm 0% [121] Huntsman
Pyr-UD [0S, 1,54g/cm3 60,3 % [117] [
Pyrofil  Pyr-LW  [(0/90)], 1,53 g/cm? 60,7 % [120]
Pyr-K2  [(0/90)]S, 1,54 g/cm? 59,8 % [119]
C 3
Hex-UD [0]45 1,52¢g/cm 54,7% HexPly
Hexcel 4 s/t s
Hex-GW  [(0/90)]<, 1,51 g/cm? 54,1% /1

Die Geometrie der Probekorper orientiert sich an den Normen DIN EN 2561 [102] (Lénge
I = lpgk = 250mm und Dicke h ~ 2mm) bzw. DIN EN 2747 [105] (Breite b = 25mm), die
den Zugversuch parallel zur Faserrichtung fiir unidirektional kohlenstofffaserverstirkte Kunst-
stoffe bzw. fiir glasfaserverstirkte Kunststoffe beschreiben. Die Geometrie der Probekoérper, die
urspriinglich fiir die zerstorende Werkstoffkennwertermittlung im (quasi-)statischen Zugversuch
definiert ist, ist auch fiir die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen gewihlt wor-
den. Die untaillierte Geometrie sowie die geometrischen Verhéltnisse (Linge | = lpx = 250 mm
zu Breite b = 25mm bzw. Linge | = lpgx = 250mm zu Dicke h ~ 2mm) implizieren einen
einachsigen Spannungszustand im Zugversuch. Unter dieser Voraussetzung und anderen Rand-
bedingungen (Einspannung und Anregung) werden die Probekorper als transversalschwingender
Balken betrachtet.

Die Priifplatten sind im Heifluftautoklavverfahren hergestellt worden. Die Probekorper sind im
Wasserstrahlschneidverfahren mit den seitlichen Abmessungen | = lpgx = 250mm x b = 25 mm
als Nennmafe ausgeschnitten worden. Die anschliefsende Vermessung der Probekoérper liefert
schlieRlich die exakten geometrischen Abmessungen. Wahrend die Linge [ = lpk und die Breite
b mit einem, fiir das jeweilige Nennmaf geeigneten, Messschieber gemessen worden sind, ist die
Dicke h mit einer Biigelmessschraube gemessen worden. Breite b und Dicke h sind fiir jeden
Probekdrper an fiinf, beziiglich der Lange | = [pg dquidistanten, Positionen vermessen worden.
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10.4 Versuchsaufbau

Die verwendete Versuchstechnik zur Durchfiihrung der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zur mechanischen Charakterisierung der Probekérper wird beschrieben. Sie ent-
hilt die Laservibrometrie als verwendetes beriihrungsloses Verfahren zur Aufnahme von struk-
turdynamischen Schwingungen sowie den Versuchsaufbau mit der Einspannvorrichtung und der
Weganregung.

Fiir die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden die flachen stabférmigen
Probekérper definiert reproduzierbar einseitig fest eingespannt und am freien Ende durch eine
definierte reproduzierbare Weganregung zu freien Schwingungen angeregt. Aufgrund der fest-frei
Randbedingung kénnen die Probekérper mechanisch als Kragbalken beschrieben werden. Der
freie Ausschwingvorgang der Struktur wird mit einem Laser-Scanning Vibrometer POLYTEC PSV
400 [116] vermessen. Zunéchst wird der Versuchsaufbau beschrieben. Er enthélt im Detail das
Laservibrometer, die Einspannvorrichtung mit Positionierung, Orientierung und Einspannung
des Probekorpers sowie die definierte reproduzierbare Weganregung.

Die Einspann- und Anregevorrichtung ist auf der sog. standardoptischen Platte befestigt. Die
Platte hat ein quadratisches Bohrungsmuster mit 25 mm Lochabstand. Die Bohrungen haben
ein M6 Innengewinde, sodass die Finspann- und Anregevorrichtung an ihren Ecken mit vier
Innensechskantschrauben M6, die jeweils mit 5 Nm Drehmoment angezogen werden, definiert
und reproduzierbar darauf befestigt ist. Auf der standardoptischen Platte ist zuséitzlich der
sog. vertikale Teststand verschraubt, an dem das Laservibrometer definiert und reproduzierbar
befestigt ist. Der Laserstrahl ist senkrecht nach unten auf den Probekorper gerichtet, der definiert
und reproduzierbar in der Einspann- und Anregevorrichtung eingespannt ist.

Abbildung links zeigt den Versuchsaufbau schematisch in der Seitenansicht. Er besteht von
links nach rechts betrachtet aus dem Klemmmechanismus der Einspannung, dem Probekorper,
dem Mechanismus der Anregung und dem Laser-Scanning Vibrometer PoLyTEC PSV 400 [116].
Abbildung rechts zeigt die isometrische Ansicht auf die Einspannvorrichtung mit Probekor-
per und Anregemechanismus.

POLYTEC
M,=12,5Nm PSV-400 \f
Stempel L

M,=12,5 Nm

p=14,8 N/mm? A Stempel
Reflektionsfolie g p=14,8 N/mm?
A & Probekérper
= <
Grundplatte Probekorper x
2 Al
[
assmm || o \
- ! -— < Grundplatte Reflektions-
folie

Abbildung 10.6: Schematische Seitenansicht des Versuchsaufbaus mit (von links nach rechts) Klemm-
mechanismus der Einspannung, Probekorper Mechanismus der Anregung und Laser-
Scanning Vibrometer PoLyTEC PSV 400 [116] (links). Isometrische Ansicht auf die
Einspannvorrichtung mit Probekorper und Anregemechanismus (rechts).

10.4.1 Laser-Doppler-Vibrometer

Fiir die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist ein Laser-Scanning-Vibrometer
vom Typ PSV 400 des Herstellers PoLyTEC [116] verwendet worden. Die sog. Laservibrometrie
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und das zugehorige Messprinzip als beriihrungsloses Referenzverfahren fiir Schwingungsanalysen
von Strukturen wird kurz beschrieben. Dafiir sind die technischen Informationen [I13] und Da-
tenblatter [I16] sowie die Arbeiten von JOHANSMANN, SIEGMUND und PINEDA 2005 [68] sowie
SCHMIDTCHEN 2013 [146] verwendet worden.

Prinzipielle Funktionsweise

Ein Laser-Vibrometer ermdoglicht die beriihrungslose experimentelle Vermessung strukturdynami-
scher Schwingungen. Das beriihrungslose Messverfahren misst urspriinglich die Geschwindigkeit
der Oberfliche der schwingenden Struktur mit einem niederenergetischen, monochromen kohé-
renten Laserstrahl. Das Messprinzip beruht auf der interferometrischen Auswertung der Frequenz
eines Laserstrahls, der durch eine Objektbewegung moduliert wird [I13]. Abbildung zeigt
schematisch den optischen Aufbau des Interferometers im Vibrometer [116].

Laser ST1 ST2 w4 Objektiv (@B
Messstrahl @ }

Scanner- Messobjekt
spiegel

Referenz-
strahl

Braggzelle

Prisma ST 3

Detektor

Abbildung 10.7: Schematische Darstellung des optischen Aufbaus des Interferometers im Vibrometer
[116].

DoprPLER-Effekt

Das Messprinzip eines Laservibrometers basiert auf dem Prinzip des DOPPLER-Effektes (deshalb
auch oft: Laser-DOPPLER-Vibrometer). Eine Relativbewegung zwischen Sender und Empfanger
einer Welle verursacht eine geschwindigkeitsabhingige Frequenzverschiebung fp = 2%, mit
der vorzeichenbehafteten Geschwindigkeit der Oberfliche in Richtung der Laserlichtquelle v und
der urspriinglichen Wellenldnge A. Die Ermittlung der Geschwindigkeit erfolgt bei bekannter

Wellenlédnge Ar, durch die gemessene Frequenzverschiebung.

Interferometrie

Die optische Interferometrie erméglicht die Messung von Langen durch die Bestimmung der Ge-
samtintensitit I, zweler zeitlich kohérenter Lichtstrahlen unterschiedlicher Einzelintensitéiten
I1 und I, [113]. Dafiir werden gleiche Amplituden und Anfangsphasen sowie unterschiedlicher
Kreisfrequenzen vorausgesetzt. Die Uberlagerung von zwei Wellen erfolgt durch die Addition der
Einzelwellen, E = E; + E5. Dabei ist die Intensitit der iiberlagerten Einzellwellen direkt propor-
tional zum Quadrat der Summe der Einzelwellen, I;o; ~ |E|* [146]. Damit ergibt sich die resultie-
rende Intensitat I, der Welle zu Iioy = I1 + I —1—2\/11 Iy cos 27 (r1 —r2) /A], wobei g = const.
der optische Weg des zeitlich konstanten Referenzstrahls und r1 = r (¢) der zeitlich variable Ab-
stand als Bewegung des Messobjekts ist. Unter der Voraussetzung gleicher Einzelintensitaten
I = I} = I, ergibt sich bei konstruktiver Interferenz die maximale Intensitdt Imax = 4 I, und bei
destruktiver Interferenz die minimale Intensitit Iy = 0. Die Formulierung der Interferenz zwei-
er sich {iberlagernder Wellen unterschiedlicher Frequenzen lautet Iio () = Zmex (1 + cos (i),
wobei ¢ die Phasendifferenz zwischen Referenz- und Messstrahl ist. Diese ergibt sich durch die
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Bewegung des Messobjekts. Im Detail unterscheiden sich die Kreisfrequenzen der beiden Strahlen
lediglich geringfiigig voneinander. Werden die beiden Strahlen interferiert, wird eine Schwebung
mit der zuvor genannten DOPPLERfrequenz fp hervorgerufen [113], [146].

Optischer Aufbau

Ein Strahlteiler teilt den Laserstrahl im Vibrometer in einen Referenz- und einen Messstrahl. Der
von der Oberfliche der schwingenden Struktur zuriick ins Vibrometer reflektierte Messstrahl wird
mit dem Referenzstrahl auf einem Detektor tiberlagert. Dies erzeugt ein fiir die Interferometrie
typisches Hell-Dunkel-Muster auf dem Detektor. Dabei entspricht ein vollstdndiger Hell-Dunkel-
Zyklus auf dem Detektor einer Verschiebung des Objekts genau um den Betrag der halben

Wellenldnge, hier: % = 316 nm [113].

Die zeitliche Anderung der optischen Weglinge entspricht der Frequenzverschiebung fp = 2 %
(Doppler-Verschiebung aufgrund des Doppler-Effektes). Sie wird iiber die Modulationsfrequenz
des Interferenzmusters bestimmt, die direkt proportional zur Geschwindigkeit des Messobjek-
tes ist. Das Vorgehen ist jedoch nicht vorzeichensensitiv. Zur Identifikation der Bewegungsrich-
tung wird der Referenzstrahl mit einer sog. BRAGG-Zelle in seiner Frequenz um fg = 40 MHz
verschoben. Diese Frequenz entspricht dann einem stillstehenden Objekt. Eine héhere Modu-
lationsfrequenz entspricht einer Entfernung des Objekts vom Detektor wihrend eine niedrigere
Modulationsfrequenz einer Anniherung des Objekts vom Detektor entspricht. Die resultierende
Frequenz am Detektor ergibt sich nun vorzeichensensitiv zu fied = f + 2 ;T Sog. richtungs-
sensitive Interferometer werden heterodyn genannt [113], [146].

Messung von Weg und Geschwindigkeit

Mit den im Laservibrometer genutzten physikalischen Wirkprinzipien ist neben der Messung
der Geschwindigkeit auch die Messung der Verschiebung bzw. des Weges mdoglich. Wahrend bei
der Geschwindigkeitsmessung die Frequenzverschiebung fp in eine geschwindigkeitsproportio-
nale Spannung umgewandelt wird, werden bei der Wegmessung die Hell-Dunkel-Ubergénge auf
dem Detektor gezdhlt. Dabei erlauben geeignete Interpolation bzw. Demodulation eine sehr ho-
he Messgenauigkeit bei der Wegmessung. Das gleiche Messprinzip erlaubt damit die Auswertung
unterschiedlicher Aspekte am Detektor. Die Auswertung der Frequenzverschiebung liefert die
Geschwindigkeit der Oberflache v, wihrend die Auswertung der Phasenverschiebung die Ver-
schiebung w der Oberflache liefert [68].

Technische Daten

Das Laser-Scanning-Vibrometer PSV 400 von POLYTEC basiert auf einem Helium-Neon-Laser,
der eine Wellenléinge von A = 633 nm bei einer maximalen Ausgangsleistung P < 1 mW emit-
tiert. Dies entspricht der sog. Klasse 2 nach EN 60825-1 [I16]. Dabei ist die Laserstrahlung
lediglich im sichtbaren Spektralbereich (400 nm bis 700 nm), und deshalb auch bei kurzzeitiger
Bestrahlungsdauer fiir das Auge ungefihrlich. Das Laservibrometer besteht aus den unterschied-
lichen Komponenten: Messkopf mit integriertem Laser-Interferometer, Scanner mit Videokamera,
Zentraleinheit mit Datenerfassung und Controller sowie dem zur Datenverarbeitung und Geré-
testeuerung bendtigten Softwarepaket.

Vorteile

Ein wesentlicher Vorteil der Laservibrometrie ist, dass die Messungen beriihrungslos sind. Es
ist kein direkter mechanischer Kontakt zum Probekorper nétig. Die Schwingungen des Probe-
kérpers werden nicht durch die Applikation von Sensoren oder anderweitiger Instrumentierung
beeinflusst, die evtl. Storgroken und/oder Messfehler verursachen wiirden. Eine solche Applikati-
on bzw. Instrumentierung wiirde auferdem idealisiert Punktmassen darstellen, und miissten bei
der analytischen Beschreibung des mechanischen Systems entsprechend beriicksichtigt werden.
Es muss lediglich eine ausreichend hohe Reflexion der Oberfliche gegeben sein, um den Mess-
strahl in das Gerdt zurlick zu reflektieren. In den durchgefiihrten experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen sind aufgrund der schlechten Reflexionseigenschaften der Oberflache
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des Probekorpers am jeweiligen Messpunkt in geringem Ausmak (ca.5mm x 5mm) Reflexions-
folien aufgebracht worden. Da die bereits absolut sehr geringe Masse der Reflexionsfolie v. a.
im Verhéltnis zur Masse des Probekorpers vernachlissigbar ist, ist diese als vernachlassighar
klein vorausgesetzt worden. Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen sind zusétzlich insoweit direkt vergleichbar, da auf alle Probekorper am
Messpunkt Reflexionsfolie in diesem geringen Ausmaf aufgebracht worden ist. Die Laservibro-
metrie weist zusdtzlich eine hohe Sensitivitdt und die Moglichkeit zur Messung einer grofsen
Bandbreite von Frequenzen auf. Die zuvor genannten Eigenschaften sind gleichzeitig die An-
forderungen an das Messverfahren fiir die durchgefiihrten experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen. Damit ermdglicht die Anwendung der Laservibrometrie einen relativ einfach
gestalteten Versuchsaufbau mit der geforderten Genauigkeit und Reproduzierbarkeit. Fiir wei-
tere experimentelle strukturdynamische Untersuchungen bietet ein Laser-Scanning-Vibrometer
zusatzlich die Moglichkeit der sequentiellen Vermessung mehrerer definierter Positionen, wenn
eine kontinuierliche Anregung verwendet wird.

10.4.2 Einspann- und Anregevorrichtung

Die Entwicklung und Konstruktion einer Einspannvorrichtung sowie der benétigten Weganregung
ist nach den Schritten der Konstruktionsmethodik durchgefiihrt worden [34]. Die Einzelschritte
in der Phase der Konzeptfindung beinhalten das Erstellen einer Anforderungsliste, einer Funkti-
onsstruktur sowie eines morphologischen Kastens. Damit werden Lésungsvarianten definiert, die
anschliefend in einer wirtschaftlichen und technischen Bewertung (Nutzwertanalyse) gegenein-
ander verglichen werden. Der sich daraus ergebende konstruktive Entwurf fiir eine Einspannung
sowie fiir eine Weganregung ist realisiert worden und wird kurz beschrieben.

Positionierung, Orientierung und Einspannung des Probekdrpers

Die Funktion der Einspannvorrichtung ist die definierte reproduzierbare Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung eines flachen stabférmigen Probekorpers mit den zuvor beschriebenen
geometrischen Abmessungen, sodass dieser strukturmechanisch als Kraghalken betrachtet werden
kann. Gleichzeitig muss sichergestellt sein, dass der Probekérper nach Anregung freie abklingen-
de Transversalschwingungen ausfiihrt, die beriihrungslos mit einem Laser-Doppler-Vibrometer
vermessen werden konnen. Die dafiir formulierten Hauptanforderungen an die Einspannvorrich-
tung sind eine im Verhiltnis zum Probekdrper steife Konstruktion, sowie eine jeweils definierte
und reproduzierbare Positionierung, Orientierung und Klemmung. Dafiir werden an ausgewahl-
ten Stellen Anschlige verwendet, die nach dem Positionieren, Orientieren und Einspannen des
Probekérpers wieder entfernt werden. Damit ist sichergestellt, dass der Probekérper frei schwingt
und die Transversalschwingungen frei abklingen.

Die reproduzierbare Positionierung des Probekorpers erfolgt in Langsrichtung mit einem punkt-
férmigen Anschlag und in Querrichtung mit zwei punktformigen Anschligen. Aufgrund der zu
erwartenden Frequenzabhéngigkeit der strukturdynamisch ermittelten Werkstoffkennwerte [49]
ist der punktférmige Anschlag in Léngsrichtung in diskreten Schritten variabel. Ein definiertes
Bohrmuster erlaubt die reproduzierbare Variation der Auskraglénge des Probekorpers in definier-
ten Schritten von 2mm. Da die konstruktive Losung der Einspannung eine Mindestklemmldnge
bzw. Mindestspannldnge von 30 mm erfordert, betrigt die maximale Auskraglinge der Probe-
korper | = 220mm. Damit ist die Auskraglinge im Bereich von maximal 220 mm bis minimal
66 mm in diskreten Schritten von 2mm variierbar [34]. Abbildung zeigt links die Draufsicht
und rechts die isometrische Ansicht der Einspann- und Anregevorrichtung mit eingespannter
Reinharzprobe und montierten Anschldgen in Quer- und Léngsrichtung als CAD-Modell.

Der Probekorper wird durch ein Niederschrauben eines Stempels auf den Probekorper, der auf
einer Grundfliche aufliegt, geklemmt. Dabei sind der Stempel und die Gewindestange mit einem
Kugelgelenk verbunden. Das Kugelgelenk entkoppelt die Rotationsbewegung der Gewindestange
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von der Translationsbewegung des Stempels. Zusétzlich ermoglicht das Kugelgelenk eine plane
Auflage des Stempels auf dem Probekdrper. Ein Anschlag an der Stirnseite der Traverse sorgt
dafiir, dass die Vorderkante des Stempels und die Vorderkante der Grundflache, auf der der Pro-
bekdrper aufliegt, parallel verlaufen und iibereinander liegen. Eine definierte und reproduzierbare
Klemmung beziiglich der Klemmkraft erfolgt durch das Anziehen der Gewindestange mit einem
Drehmomentschliissel. Abbildung [I0.9]zeigt links die schematische Darstellung des Probekérpres
mit Spannfliche des Stempels und Verdrehsicherung sowie punktférmige Anschlige in Quer- und
Léngsrichtung in der Draufsicht sowie rechts den Langsschnitt durch die Einspannvorrichtung
als CAD-Modell, der den beschriebenen Mechanismus verdeutlicht.

Abbildung 10.8: Draufsicht (links) und isometrische Ansicht (rechts) der Einspann- und Anregevor-
richtung mit eingespannter Reinharzprobe und montierten Anschldgen in Quer- und
Léngsrichtung als CAD-Modell [34].

Spannflache Verdrehsicherung Mutter
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Auflageblock

zwei Anschlége Anschlag
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Abbildung 10.9: Schematische Darstellung des Probekorpers mit Spannfliche des Stempels und Ver-
drehsicherung sowie punktférmige Anschlige in Quer- und Léngsrichtung in der
Draufsicht (links) und Langsschnitt durch die Einspannvorrichtung als CAD-Modell
(rechts): Definierte und reproduzierbare Klemmung des Probekorpers durch Nieder-
schrauben des Stempels. Entkopplung der Rotationsbewegung der Gewindestange von
der Translationsbewegung des Stempels durch das Kugelgelenk.

Weganregung

In verschiedenen Regelwerken sind unterschiedliche Versuchsaufbauten zur Durchfithrung ex-
perimenteller strukturdynamischer Untersuchungen vorgesehen (vgl. DIN 1311 [98], DIN 53440
[99], DIN EN ISO 6721 [109], VDI 3830 [125]). Da in vorangegangenen Arbeiten, wie in Kapitel
[2 dargestellt, unterschiedliche Versuchsaufbauten verwendet worden sind, sind die Ergebnisse
untereinander nicht vergleichbar. Zusétzlich wird aufgrund der teilweise berichteten geringen
Reproduzierbarkeit von Impulsanregungen [32], [132] zunéchst eine in Stufen definierte Wegan-
regung gefordert.
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Die definierte reproduzierbare Weganregung erfolgt durch eine Nocke. Diese befindet sich auf der
Einspannvorrichtung am freien Ende des Probekorpers. Sie ist drehbar gelagert, wobei das freie
Ende der Nocke geringfiigig kiirzer gespannt ist, als das freie Ende des Probekdrpers auskragt.
Zusitzlich befindet sich der Drehpunkt unter dem Niveau der Unterseite des Probekorpers. Durch
Rotation der Welle, lenkt die Nocke zunichst den Probekorper nach oben aus. Wenn dies ausrei-
chend langsam geschieht, gleitet die Oberseite der Nocke unter der Unterkante des Probekorpers.
Dabei wird der Probekorper vergleichbar mit einer (quasi-)statischen Querkraft am freien Ende
belastet. Bei weiterer Rotation der Welle bricht der Kontakt der Nocke mit dem freien Ende des
Probekorpers ab, und der Probekorper schwingt nach unten durch. Damit wird v.a. die erste
Eigenform und damit die Grundfrequenz der Transversalschwingungen des einseitig eingespann-
ten flachen stabférmigen Probekorpers als Kragbalken angeregt. Abbildung links zeigt die
Nocke im Schnitt mit ihren unterschiedlichen Funktionsflichen.

Radius der Nocke ry w

Abgleitflache /

£
0
o

\

definierte Abflachung
zum Verhindern des Kontakts
Kante nach dem Durchschwingen

Abbildung 10.10: Nocke zur definierten Wegauslenkung mit Bezeichnung der unterschiedlichen Funk-
tionsflichen (links) und den geometrischen Abmessungen zur niherungsweisen Be-
rechnung der Wegauslenkung (rechts).

Mit dem zuvor beschriebenen Mechanismus ist es méglich, eine definierte Weganregung am frei-
en Ende des Probekdrpers sicherzustellen. Eine niherungsweise Berechnung des Betrags der
Wegauslenkung w erfolgt vereinfachend auf rein geometrischen Zusammenhéngen. Dabei geniigt
die Anwendung des pythagoreischen Zusammenhangs im rechtwinkligen Dreieck [18], [I30]. Die
dafiir verwendeten geometrischen Abmessungen sind in Abbildung rechts dargestellt. Es
wird vereinfachend vorausgesetzt, dass weder der Probekérper noch die Nocke eine Ausdehnung
in Dickenrichtung besitzen. Zusitzlich wird angenommen, dass sich sowohl der Endpunkt des
Probekdrpers am freien Ende als auch der Endpunkt der Nocke kreisféormig um die Einspan-
nung bzw. um die Lagerung bewegen. Die Anwendung des pythagoreischen Zusammenhangs im
rechtwinkligen Dreieck liefert (w + Ah)? + (a 4+ Arpk)? = r%. Fiir eine exakte Bestimmung des
Riicksprungs als Lingskomponente Arpk = rpx — Tproj, Pk bedingt durch die Auslenkung w des
Probekorpers wird der Zusammenhang nochmals angewendet, w? + T%K = TI%TOL px und dar-
auSs Tproj, PK = VW2 + rix. Mit Arpx = rpx — Jw? + 13 folgt als geometrischer Zusammenhang
(w+ AR)* + (a + rpx — Jw? + 124)? = r4. Unter der Voraussetzung von im Verhiltnis zur Aus-
kraglinge des Probekorpers | bzw. rpk kleine Auslenkungen w folgt /w? + rgy = \/r3x = TpK-
Aus dem Zusammenhang (w + Ah)? + a® = 13 ldsst sich die Auslenkung mit der Losungsformel
fiir quadratische Gleichungen zu w = \/rg — a?— Ah berechnen, wobei diese Lésung mit positivem
Vorzeichen vor der Quadratwurzel die physikalisch sinnvolle Lésung darstellt.

Der Betrag der Wegauslenkung w hingt somit von der Lange der Nocke ry, dem horizontalen
Abstand a und dem vertikalen Abstand Ah des freien Endes des Probekorpers vom Drehpunkt
der Nocke. Die zuvor beschriebenen vereinfachenden Voraussetzungen und Ndherungen ermdog-
lichen die analytische Berechnung der Auslenkung w auf der Basis idealisierter geometrischer
Abmessungen. Eine realitdtsnihere Berechnung ist durch die Beriicksichtigung der Biegelinie
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eines Kragbalkens und der maximalen Verschiebung wmax = w(,=1), die stets von der Biege-
steifigkeit des jeweiligen Probekérpers abhingt, moglich. In der ausgefithrten Konstruktion wird
der Betrag der Auslenkung durch die Lange der Nocke ry variiert, von der mehrere Varianten
unterschiedlicher Lange in Schritten von 1 mm zur Verfiigung stehen.

10.5 Versuchsdurchfiihrung

Die Versuchsdurchfiihrung enthilt zunichst die definierte reproduzierbare Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung des Probekorpers. Mit dem Laservibrometer werden die Positionen der
Messpunkte kalibriert und definiert. Anschliefsend werden die ausgewihlten messtechnischen Pa-
rameter, die in der Software des Signalprozessors des Laser-Scanning Vibrometers POLYTEC PSV
400 [116] definiert eingegeben werden, angegeben. Nach definierter reproduzierbarer Weganre-
gung wird die Aufnahme des Messsignals bei einer relativ zur Dicke des Probekorpers konstanten
Schwingungsamplitude getriggert. Schlieflich wird beschrieben, wie konstante geometrische Be-
dingungen, | = lyp = lg, und konstante dynamische Bedingungen, f = fup = fg geschaffen
werden.

Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen ist in Abschnitt
beschrieben. Die Vergleichbarkeit der ausgewerteten Ergebnisse wird zusétzlich durch eine Ana-
lyse der Reproduzierbarkeit und der Sensitivitit der ausgewerteten Ergebnisse beziiglich definiert
variierter experimenteller Randbedingungen nachgewiesen. Die entsprechenden Aspekte sind im

Anhang dargestellt.

10.5.1 Einspannung und Anregung des Probekorpers

Der Probekorper wird in die Eingpannvorrichtung eingelegt und an die in Abbildung rechts
schematisch dargestellten montierten Anschlige angelegt. Der Stempel wird stirnseitig gegen die
montierte Verdrehsicherung angelegt. Der Probekorper wird zun#chst durch handfestes Festdre-
hen der Mutter bzw. der Gewindestange vorgeklemmt, bevor er durch das reproduzierbare und
definierte Aufbringen eines Drehmoments von My = 12,5 Nm geklemmt wird. Dies entspricht
einer Flachenpressung von p = 14,8 MPa in der Klemmfuge. Da der Stempel beziiglich der Brei-
te des Probekorpers ein beidseitiges Ubermafi aufweist, ist die Fliche der Klemmfuge durch die
Lénge des Stempels und die Breite des Probekorpers definiert, lsiempel = 30 mm X bprobeksrper =
25mm = 750mm?. Schlieklich werden die montierten Anschlige fiir den Probekorper und die
montierte Verdrehsicherung fiir den Stempel entfernt. Damit ist der Probekdrper definiert und
reproduzierbar einseitig fest eingespannt.

Die Orientierung der Probekorper ist dabei immer gleich. Beziiglich der Definition von Ober- und
Unterseite befindet sich die bei der Aushértung im Heifluftautoklav oben befindende Seite auch
bei den durchgefiihrten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen oben. Beziiglich
der Definition der Auskragrichtung befindet sich der durch den Wasserstrahlschnitt ergebende
Anschnitt unter bzw. hinter dem Klemmbereich des Stempels. Dies ist definiert worden, da bei
einigen Probekorpern durch den Wasserstrahlschnitt geringfiigige Delaminationen im Bereich
des Anschnitts auftraten. Damit wird sichergestellt, dass der auskragende Teil des Probekdrpers
definierte kontinuierlich hergestellte Kanten aufweist.

10.5.2 Position des Messpunktes

Um bei der Auswertung aussagekriftige Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zu erhalten, wird die Position des Messpunktes auf dem Probekorper definiert.
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Dies geschieht {iber die Kamera-Software des Laser-Scanning Vibrometers POLYTEC PSV 400
[116]. Nach vorhergehender Kalibrierung des Messbereiches des Lasers mit der Kamera (sog. 2D-
Abgleich) wird die Position der Messpunkte auf jedem Probekorper 5 mm entfernt vom freien
Ende und mittig beziiglich der Breite der Probekérper b = 25 mm gewéhlt. Die in Abschnitt
beschriebene Reflexionsfolie mit seitlichen Abmessungen von ca.5mm x 5mm wird so auf
dem Probekorper aufgebracht, dass der Laserstrahl mittig darauf auftrifft. Schlieflich wird der
Laserstrahl fokussiert.

Mit der untenstehend beschriebenen Definition der Bandbreite der Messung B = 1000 Hz werden
in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen maximal die ersten drei Eigenfre-
quenzen fi (x) fiir k£ = 1,2,3 und damit Eigenschwingungsformen Wy, (x) fiir k = 1,2, 3 erfasst.
Aufgrund der in Abschnitt beschriebenen Weganregung wird jedoch v.a. die erste Ei-
genform und damit die Grundfrequenz der Transversalschwingungen des einseitig eingespannten
Probekorpers angeregt. Da der als Kraghalken zu betrachtende Probekérper keine Schwingungs-
knoten hat, sind an dieser Position der Messpunkte alle fiir die experimentellen strukturdyna-
mischen Untersuchungen relevanten Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen detektierbar.
Die beziiglich der Auskraglénge [ eines Kragbalkens normierten Positionen der Schwingungskno-
ten ist in Abschnitt angegeben.

10.5.3 Messtechnische Parameter

In der Software des Signalprozessors des Laser-Scanning Vibrometers PoLyTEC PSV 400 [116]
werden die Parameter der Messung eines Signals iiber die Bandbreite B und die Anzahl der FFT-
Linien im Frequenzbereich N definiert [I116]. Die ausgewéhlte Bandbreite betrégt B = 1000 Hz.
Die Anzahl der FFT-Linien im Frequenzbereich betrigt N = 12800. Mit diesen Parametern
ergibt sich die Abtastfrequenz (sog. sampling rate) f; = 2,56 - B = 2560 Hz und die gesamte
Messdauer tio; = % = 12,8s fiir jede Einzelmessung des freien Ausschwingverhaltens. Die ent-
sprechende Auflssung im Frequenzbereich ergibt sich aus f, = - = % = 78,125 mHz [116].

ttot

10.5.4 Aufzeichnung des Messsignals

Zur reproduzierbaren und definierten Weganregung des Probekorpers, wird dieser am freien En-
de mit einer Nocke mit ca. einem Drittel der Dicke des Probekorpers h/3 ausgelenkt. Wenn
der Betrag der Amplitude der freien abklingenden Schwingung |w (¢)| ein Viertel der Dicke des
Probekdrpers h/4 erreicht, also |w (t)| = h/4, wird die Aufnahme des Messsignals gestartet (get-
riggert). Im Detail ermdglicht dies ein sog. Pre-Trigger, der in der Software des Laser-Scanning
Vibrometers PoLYyTEC PSV 400 [116] einstellbar ist. Die Notwendigkeit einer relativ konstanten
Weganregung fiir jeden Probekorper ergibt sich aus der Anforderung, die strukturdynamischen
Eigenschaften in einem vorausgesetzten linearen viskoelastischen Bereich iiber die gesamte Mess-
dauer des Signals zu ermitteln.

10.5.5 Konstante Bedingungen

Im Einzelnen sind jeweils drei Probekorper pro Priifplatte und damit pro Art der Faserverstar-
kung experimentell untersucht worden. Jeder Probekdrper wird fiinfmal hintereinander vermes-
sen. Diese Voraussetzung erlaubt die Auswertung der Ergebnisse im Sinne der Statistik (Berech-
nung eines Mittelwerts mit zugehoriger Standardabweichung fiir jeden Probekorper; vgl. Anzahl
n = 5 als minimale Stichprobe [38], [I11], [I30], wie in Anhang dargestellt) und die Zuord-
nung der ermittelten Materialkennwerte zur Art der Faserverstirkung.

Die unidirektional verstirkten Probekorper liefern die Bezugsgrofsen der experimentellen Unter-
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suchungen. Es wird angenommen, dass die mesomechanische Kinematik aufgrund geometrischer
Zusammenhéange fiir diese Art der Verstirkung nicht wirkt. Die ermittelte Werkstoffddmpfung
bei unidirektional verstérkten Probekdérpern wird deshalb stets geringer erwartet, als bei gewe-
beverstérkten Probekdrpern. Die sich ergebenden Eigenfrequenzen hiangen jedoch von mehreren
Parametern ab. Dies sind die Dichte des Materials der Probekérper g als physikalischer Pa-
rameter, die Steifigkeit des Materials der Probekérper E als strukturmechanischer Parameter
und die Querschnittsfliche A = bh und das Flichentrigheitsmoment I, = % (jeweils fiir
konstante rechteckformige Querschnitte iiber die Linge des Probekorpers) als geometrische Pa-
rameter. Die Steifigkeit £/ der Probekérper ist dabei fiir jedes Halbzeug bzw. jeden Lagenaufbau
unverdnderbar. Aufgrund der nominell groferen Steifigkeiten des Materials der unidirektional
verstirkten Probekorper gegeniiber den gewebeverstirkten Probekdrpern, Eyp > Eg, weisen
diese bei gleichen Querschnittsabmessungen und gleicher Auskraglinge, | = lyp = lg, stets
hohere Figenfrequenzen fup > fg auf. Es verbleibt als definiert variierbarer geometrischer Pa-
rameter die Auskraglinge [. Die gewebeverstirkten Probekorper weisen gleiche Eigenfrequenzen,
f = fup = fq, auf, wenn deren Auskraglinge definiert reduziert wird, g < lyp. Dabei ist der in-
direkt proportionale Zusammenhang der Figenkreisfrequenzen zur quadratischen Auskraglinge,
w ~ l% zu beachten. Abbildung stellt den Zusammenhang schematisch dar.
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Abbildung 10.11: Konstante geometrische Bedingungen, lup = lg (hier: lyp = 220mm fiir Ten-UD
und Pyr-UD sowie {yp = 200mm fiir Hex-UD), und konstante dynamische Bedin-
gungen, fup = fg, unter der Voraussetzung Fyp > Eg sowie o = const., A = const.
und I, = const., fiir die 0°-unidirektional und 0°-gewebeverstérkten flachen stabfor-
migen Probekorper bei einseitig fester Einspannung in der Draufsicht.
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Im Falle der beiden Sétze vergleichbarer Probekorper, basierend auf trockenen textilen Halb-
zeugen (Roving und entsprechendes Leinwand- sowie Képergewebe 2/2), weisen die Probekorper
alle ndherungsweise gleiche Querschnittsabmessungen b und h auf, sodass der zuvor genannte
Zusammenhang gilt. Die Bezugsgrofe der Auskraglidnge wird zu [ = 220 mm gewahlt. Im Falle
des Satzes vergleichbarer Probekérper, basierend auf den Kohlenstofffaser-Prepregs, trifft dieser
Zusammenhang jedoch nicht zu. Trotz gleicher Lagenanzahl N = 18 weisen die unidirektional
verstirkten Probekorper eine geringere Dicke als die gewebeverstirkten Probekorper, huyp < hg,
und damit auch ein deutlich kleineres Flachentrdgheitsmoment, I, yp < I g, auf. In Kombina-
tion mit der nominell gréfseren Steifigkeit des unidirektional verstirkten Materials, Fyp > FEq,
weisen die unidirektional sowie die gewebeverstirkten Probekdrper bereits bei gleicher Aus-
kraglinge ndherungsweise gleiche Eigenfrequenzen fyp =~ fg auf. Deshalb wird in diesem Fall
die Bezugsgrofke der Auskraglinge zu [ = 200 mm gewihlt. Aufgrund der abweichenden Voraus-
setzungen ist zum Erreichen gleicher Eigenfrequenzen, f = fup = fq dann teilweise sogar eine
geringfiigige Erhdhung der Auskraglénge, lq > lyp, notig.

Konstante geometrische Bedingungen

Um gleiche geometrische Bedingungen zu erreichen, wie in Abbildung[I0.1TJoben und mitte sche-
matisch dargestellt, werden die gewebeverstirkten Probekdrper mit der gleichen Auskraglinge
Il = lyp = lg wie die unidirektional verstirkten Probekorper untersucht. Bei gegebener Aus-
kraglange [ und der ermittelten Eigenfrequenz f ergibt sich der globale Elastizitdtsmodul des
Materials der Probekérper E nach [48], [49], [125], [145] zu

27 229/1 27 22Q
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Dabei ist [ die Auskraglinge, f die Grundfrequenz, I, das Flachentrigheitsmoment, ¢ die Dichte,
A die Querschnittsfliche und h die Dicke des Probekorpers. Fiir den einseitig fest eingespannten
Balken (fest-frei Randbedingungen) und den sich daraus ergebenden transversalschwingenden
Kraghalken ergibt sich der Figenwert der Eigenschwingung erster Ordnung A\ aus der Lésung
der homogenen Differentialgleichung des schubstarren EULER-BERNOULLI-Balkens. Der Eigen-
wert der Eigenschwingung erster Ordnung (Grundschwingung) eines transversalschwingenden
Kragbalkens betragt A = 1,875 [48], [49], [125], [145].

Konstante dynamische Bedingungen

Um konstante dynamische Bedingungen zu erreichen, wie in Abbildung oben und unten
schematisch dargestellt, werden die gewebeverstirkten Probekorper zusétzlich mit einer weite-
ren definiert variierten Auskraglinge [ experimentell strukturdynamisch untersucht. Dafiir wird
die Auskraglinge der gewebeverstirkten Probekérper definiert variiert, sodass diese bei glei-
cher Grundfrequenz wie die entsprechenden unidirektional verstirkten Probekorper bei der Aus-
kragliange lyp schwingen. Die sich ergebende Bedingung f = fup = fg wird als dynamisch gleich
und damit vergleichbar betrachtet. Die entsprechende definiert variierte Auskraglinge ergibt sich
durch Auflgsen von Gleichung nach der Auskraglinge [ zu [48], [49], [125], [145]

2 EI 2 E
|2 _ | X , (10.5)
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wobei f die Grundfrequenz des entsprechenden unidirektional verstédrkten Probekdrpers bei der
Auskraglénge lyp ist. Im Detail werden die jeweils drei Probekorper mit einer Art der Faserver-
starkung nach der Grundfrequenz f und der sich ergebenden Steifigkeit E miteinander verglichen.
D.h. der gewebeverstiarkte Probekdrper mit der gréfiten Grundfrequenz und Steifigkeit wird mit
dem unidirektional verstarkten Probekorper mit der grofsten Grundfrequenz und Steifigkeit ver-
glichen. Analog werden die Probekérper mit den mittleren Grundfrequenzen und Steifigkeiten
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sowie die mit den kleinsten Grundfrequenzen und Steifigkeiten miteinander verglichen. Dabei ist
zu beachten, dass die Variation der Auskraglénge [ lediglich in Schritten von 2mm moglich ist,
und die maximale Frequenzauflosung f, = 78,125 mHz betragt [34], [116].






11 Ergebnisse der Untersuchungen

Die Auswertungen und die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen in
Kapitel [9] sowie der experimentellen Untersuchungen in Kapitel [I10] werden dargestellt.

11.1 Analytische und numerische Untersuchungen

Die Ergebnisse des analytischen Modells als auch der FE-Berechnungen werden ausgewertet und
miteinander verglichen. Die unterschiedlichen Mechanismen der mesomechanischen Kinematik in
gewebeverstidrkten Einzellagen aufgrund der Ondulation und ihrer Sensitivitdt auf geometrische
Parameter, Materialeigenschaften und Randbedingungen werden identifiziert und beschrieben.

11.1.1 Auswertung

Die Variation der geometrischen Parameter der Ondulation O, Amplitude A und Lange L bzw.
Lange des Querschnitts eines Rovingstrangs Ly in jeweils fiinf Schritten, wie in Abschnitt
beschrieben, liefert insgesamt 25 Kombinationen fiir die betrachteten Grade der Ondulation. Fiir
jeden der 25 Grade der Ondulation O werden die ausgewihlten Deformationen als normierte Ver-
schiebungen, ure im analytischen Modell bzw. €, im numerischen Modell, in den beiden Dekaden
mit jeweils zehn dquidistanten Schritten, wie in Abbildung dargestellt, aufgebracht. Die re-
levanten Groken werden fiir jeden Grad der Ondulation O fiir jeden Einzelschritt n =0, ..., 39
ausgewertet und iiber die normierten Verschiebungen aufgebracht. Dabei liefern die ausgewerte-
ten Grofen in den betrachteten Bereichen Zusammenhénge, die in guter N&herung linear sind,
wie exemplarisch im wye-urel-Diagramm in Abbildung in Abschnitt dargestellt.

Die Auswertung des jeweiligen Zusammenhangs fiir jeden Grad der Ondulation O erfolgt da-
bei iiber die Betrachtung des linear vorausgesetzten Zusammenhangs zwischen aufgebrachter
relativer Verschiebung und der betrachteten relevanten Gréfen, analog zu den Ausfithrungen in
OTTAWA et al. 2012 [129]. Basierend auf der allgemeinen Geradengleichung

Yazy=m-x+1, (11.1)

mit der Steigung m mit m € R und dem y-Abschnitt ¢ mit m € R, sowie unter der zusétzlichen
vereinfachend getroffenen Voraussetzung, dass die einzelnen Geraden Ursprungsgeraden mit dem
y-Abschnitt £ = 0 sind, wird die Steigung

J (2) = m = N (11.2)

ermittelt. Dieser weitere spezifische dimensionslose Kennwert M wird fiir jeden der 25 betrach-
teten Grade der Ondulation O ausgewertet.

Mit der Grofe M wird ein weiterer spezifischer Kennwert eingefithrt. Im Detail entsprechen
die Steigungen M der Sensitivitiit eines bestimmten Grades der Ondulation O beziiglich der
mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge. Dabei bedeutet eine
grokere Steigung M bzw. ein hoherer Betrag der Steigung \M | eine hohere Sensitivitit, wihrend
ein geringerer Wert eine geringere Sensitivitdt auf die mesomechanische Kinematik impliziert.
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11.1.2 Ergebnisse des analytischen Modells

Die Ergebnisse des analytischen Modells werden als Steigungen im wyej-urei-Diagramm fiir jeden
der 25 Grade der Ondulation O dargestellt.

Tabelle enthilt die nach Gleichung ausgewerteten Ergebnisse der Steigungen im wre-
Urel-Diagramm M fiir die ausgewéhlten Grade der Ondulation O fiir die beiden betrachteten
Intervalle der aufgebrachten Deformationen in Langsrichtung wu,e fiir alle untersuchten Grade
der Ondulation O des analytischen Modells. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten
aufsteigend nach dem Grad der Ondulation O angeordnet.

Abbildung stellt die Zusammenhinge der untersuchten Grade der Ondulation O und der
Sensitivitdt auf die mesomechanische Kinematik dar. In diesem Fall werden jedoch die Betrige
der Steigungen im wyel-ure-Diagramm, also |M | betrachtet, wihrend in allen anderen Fallen vor-
zeichenbehafteten Werte der Steigungen M betrachtet werden. Die Betrachtung der Betrige der
Steigungen im wyel-tyel-Diagramm |M | erlaubt die graphische Darstellung des Zusammenhangs
zwischen Grad der Ondulation O und der Sensitivitit auf die Kinematik sowohl in einem line-
ar dquidistant skalierten Diagramm, wie in Abbildung links dargestellt, als auch in einem
doppelt-logarithmisch skalierten Diagramm, wie in Abbildung [I1.T|rechts dargestellt. Dabei sind
die Ergebnisse in beiden Fillen fiir das grofere Intervall uy = —1-1073...+1-1073 und fiir das
kleinere betrachtete Intervall ue = —1-107%... + 1 -107* separat dargestellt. Unter der Vor-
aussetzung einer hyperbolischen Korrelation sind die Ndherungsgleichungen fiir jedes der beiden
Intervalle angegeben. Zusétzlich ist die obere Grenze mit einer breiten Strichlinie visualisiert, die
fiir den Exponenten -1,5 identifiziert werden kann, |M| = O~ [57].

11.1.3 Auswertung der FE-Berechnungen

Die Auswertung der FE-Berechnungen, die in Abschnitt beschrieben sind, wird dargestellt.
Die Auswertung der Ergebnisse der FE-Berechnungen erfolgt analog zur Auswertung der Er-
gebnisse des analytischen Modells, wie im Abschnitt dargestellt. Dafiir werden die Quer-
und Langskomponenten (in y- bzw. z-Richtung) der mesomechanischen Kinematik als &, i, und
€zkin fur jede einzelne Kombination der geometrischen Parameter und damit Grad der Ondu-
lation O an relevanten Positionen des FE-Modells ausgewertet. In den linear-elastostatischen
FE-Berechnungen treten Effekte der Elastizitdt mit zeitgleich iiberlagert mit der mesomechani-
schen Kinematik aufgrund geometrischer Parameter in gewebeverstirkten Einzellagen auf. Zur
Ermittlung des kinematischen Anteils in Querrichtung wird der Anteil der Elastizitdt von den
Querverformungseffekten separiert. Zusitzlich wird zur Ermittlung des kinematischen Anteils in
Langsrichtung der Anteil der Elastizitdt von den Lingsverformungseffekten separiert.

Positionen der Auswertung

Die Auswertung der FE-Modelle erfolgt an relevanten Positionen auf der theoretischen Mittellinie
des lings geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang). Im Falle der reprisentativen Sequenz des
Leinwandgewebes sind dies die beiden Extrema, im Einzelnen Maximum und Minimum. Im
Falle der reprisentativen Sequenz des Kopergewebes 2/2 sind dies die vier Positionen, an den
Ubergiingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche, sowie die beiden Positionen in der
Mitte der horizontalen Bereiche. Abbildung stellt die Positionen der Auswertung fiir die
beiden untersuchten Arten der Gewebekonstruktion, Leinwandgewebe links und K&pergewebe
2/2 rechts, schematisch dar.
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Tabelle 11.1: Steigungen im w;e)-ue-Diagramm M fiir die ausgewahlten Grade der Ondulation O fiir
die beiden betrachteten Intervalle von .

Geometrische Parameter der Ondulation Steigung M im Wrel-Urel-Diagramm

Linge Grad der analytisch fiir analytisch fir
Amplitude  Ondulation Ondulation Upey = F1-1073 Upeg=F1-1074
A L 0= % in Schritten 1-10~*  in Schritten 1-107°
0,05 15,0 0,00333 -2448.20 -5040,10
0,05 12,5 0,00400 -1886,70 -3288,40
0,05 10,0 0,00500 -1369,90 -2047,40
0,10 15,0 0,00667 -914,03 -1143,40
0,05 7,5 0,00667 -914,59 -1141,30
0,10 12,5 0,00800 -729,59 -793,20
0,15 15,0 0,01000 -540,08 -507,26
0,10 10,0 0,01000 -540,13 -507,13
0,05 5,0 0,01000 -540,14 -505,79
0,15 12,5 0,01200 -369,62 -352,36
0,20 15,0 0,01333 -293,84 -285,42
0,10 7,5 0,01333 -293,67 -285,23
0,15 10,0 0,01500 -229,49 -225,43
0,20 12,5 0,01600 -200,78 -198,17
0,25 15,0 0,01667 -184,74 -182,66
0,25 12,5 0,02000 -127,63 -126,94
0,20 10,0 0,02000 -127,54 -126,90
0,15 7,5 0,02000 -127,64 -126,92
0,10 5,0 0,02000 -127,50 -126,90
0,25 10,0 0,02500 -81,45 -81,28
0,20 7,5 0,02667 -71,61 -71,49
0,15 5,0 0,03000 -56,60 -56,54
0,25 7,5 0,03333 -45.86 -45,83
0,20 5,0 0,04000 -31,92 -31,91
0,25 5,0 0,05000 -20,50 -20,50
5000
| || = 0,1085-0 186 - analytisch fiir
4500 + | Ug =-1:10°..41.107°
4000 | M| = 0,0481-0 2014 X analytisch fiir 1000 E
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.S 3000 8
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Exponent = -1,5
0 . 1 .
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Grad der Ondulation O=A/L

Grad der Ondulation O=A/L

Abbildung 11.1: Betriige der Steigungen | M| iiber die ausgewihlten Grade der Ondulation O in linear
dquidistanter Skalierung (links) und doppelt logarithmischer Skalierung (rechts).
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2 Extrema 4 Positionen an den Ubergéngen der 2 Positionen in der Mitte der
gekrimmten in die horizontalen Bereiche horizontalen Bereiche
Leinwandgewebe Kopergewebe 2/2

Abbildung 11.2: Positionen der Auswertung auf der theoretischen Mittellinie des Kettstrangs: Beide
Extrema fiir Leinwandgewebe (links) und die vier Positionen an den Ubergiingen der
gekriimmten in die horizontalen Bereiche sowie die beiden Positionen in der Mitte der
horizontalen Bereiche fiir Képergewebe 2/2 (rechts).

Ausgewertete Ergebnisse der FE-Berechnungen

Die FE-Modelle werden an den zuvor beschriebenen, und in Abbildung dargestellten, Posi-
tionen beziiglich zwei strukturmechanischer Ergebnisse ausgewertet. Im Detail werden die Ver-
schiebungen in Querrichtung (y-Verschiebungen v) senkrecht zur aufgebrachten Deformation in
Léngsrichtung (z-Richtung) sowie die Langsverzerrungen (z-Verzerrungen ¢,) ausgewertet.

Separation von kinematischem und elastischem Anteil
Die Analyse der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhénge erfolgt
iiber die Verschiebungen in Querrichtung (y-Verschiebung v) fiir jeden Einzelschritt n =0, ..., 39.
Die Betrachtung der Verschiebungen an den Positionen der Auswertung in Querrichtung erfolgt
iiber die Differenz der y-Verschiebungen an den jeweiligen Positionen der Auswertung. Da die
FE-Berechnungen den elastischen Anteil beriicksichtigen, wird die relative Verinderung der Am-
plitude wyel,, auf die gesamte Verzerrung in Querrichtung (y-Verzerrungen e,) zuriickgefiihrt.
Diese ergibt sich aus dem Verhiltnis der Differenz der y-Verschiebungen Av zum urspriinglich
senkrechten Abstand der Positionen der Auswertung zueinander, der in beiden Modellen der
numerischen Untersuchungen die doppelte Amplitude, also 2 A, betrégt (vgl. Abbildungen
unten und , zur gesamten Verzerrung in Querrichtung (y-Verzerrungen e,)

Av Vin — U2n

)

Synges = 541 = g4 = Wreln (11.3)

fiir jeden Einzelschritt n = 0, ..., 39. Dabei sind v die senkrechten Verschiebungen im FE-
Modell, wobei die Indizes 1 und 2 die Positionen der Auswertung oberhalb bzw. unterhalb der
waagrechten Symmetrielinie x = 0 bezeichnen, ¢ die Verzerrung, 2 A der urspriinglich senkrechte
Abstand, n der Zihler fiir die Einzelschritte und die Indizes y, rel und ges beschreiben die
Orientierung bzw. die jeweilige Eigenschaft.

Die nach Gleichung berechneten gesamten Querverzerrungen (y-Verzerrungen ey ges) ent-
halten dabei sowohl den rein kinematischen Anteil aufgrund geometrischer Bedingungen ¢, i, als
auch die Querverzerrungen der ebenen repriasentativen Sequenz aufgrund von Querverformungs-
effekten e, grg. Deshalb werden die Ergebnisse aus Gleichung mit dem elastischen Anteil
aufgrund der Querverformung der ebenen représentativen Sequenz bereinigt. Aufgelst nach dem
kinematischen Anteil aufgrund der mesomechanischen geometrischen Bedingungen folgt

Vi,n — U2n 4
€ynkin = €yn,ges — Ey,n,ERS = T — €y,n,ERS > (11 )

wobei die Indizes kin, ges und ERS die entsprechenden Eigenschaften beschreiben. Dabei ist die
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zugehorige Querverformung senkrecht bei Langsverformung der ebenen reprisentativen Sequenz

€y,n,ERS = —VERS,12 €x,n = —VERS,12 Urel (115)

wie in den Gleichungen (4.4) bzw. (4.44) angegeben.

Berechnung der Querverformungszahl senkrecht bei Lingsverformung der ebenen
reprisentativen Sequenz

Die Berechnung der Querverformungszahl senkrecht bei Lingsverformung der ebenen repri-
sentativen Sequenz vggrs 12 erfolgt analog zur Berechnung der elastischen Bettung ke, wie in
Abschnitt dargestellt. Dabei wird das gewichtete Mittel der Querverformungszahlen senk-
recht bei Langsverformung der drei unterschiedlichen Bereiche in der Ebene der reprisentati-
ven Sequenz basierend auf den jeweiligen relativen Anteilen der Flicheninhalte berechnet (vgl.
Gleichungen (9.32) und (9.33) in Abschnitt [9.5.2). Fiir die Querverformungszahl senkrecht bei
Léngsverformung des ldngs geschnittenen Rovingstrangs (hier: Kettstrang) wird trotz der Ondu-
lation vereinfachend der Wert einer 0°-unidirektional verstirkten Finzelschicht v1o vorausgesetzt.
Die Querverformungszahl senkrecht bei Langsverformung der quer geschnittenen Rovingstringe
(hier: Schussstrénge) entspricht der Querverformungszahl in der Isotropieebene des als trans-
versalisotrop vorausgesetzten Bereiches 153, wihrend die Querverformungszahl der als isotrop
vorausgesetzten Bereiche mit reiner Matrix ohne Faserverstirkung der Querverformungszahl des
Reinharzes vy, entspricht. Abhéingig von der Art der Verstiarkungsfaser ergibt sich fiir die Quer-
verformungszahl senkrecht bei Langsverformung der ebenen représentativen Sequenz

§ :AKV+AA,SU+AMV
ERS12 ™ AgRs Agrs > Agrs ©
1 n n 1 1
=5 V2 V93 5 ) Vm
~ 0,512 + 0,318 193 + 0,182 v, . (11.6)

Mit den, fiir HT-Kohlenstofffaserverstirkung in den Tabellen[9.3lund [9.1jangegebenen, vergleichs-
weise dhnlichen und verhiltnismaifbig groflen Werten 12 = 0,272, 193 = 0,333 und vy, = 0,35
fithrt dieser Zusammenhang auf vgrs 12 ~ 0,306 als Wert fiir die Querverformungszahl senkrecht
bei Langsverformung der ebenen représentativen Sequenz.

Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung

Ein zusétzlicher Indikator fiir das Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund geome-
trischer Zusammenhénge ist die Differenz der aufgebrachten Verschiebungen und ausgewerteten
Verzerrungen in Langsrichtung (z-Richtung) Ae, = €, kin. Die Differenz der aufgebrachten aus-
gewéhlten Deformationen in Léngsrichtung €, ,, als normierte Verschiebungen, wie in Abschnitt
beschlrieben7 und den ausgewerteten Langsverzerrungen an den relevanten Positionen e, , g
flir jeden Einzelschritt n =0, ..., 39 ergibt sich zu

Ex,nkin = Af‘:x,n =&zn — €znFE - (117)

Sie dient der Identifikation der elastischen Deformation der ebenen reprisentativen Sequenz bzw.
des ldngs geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang) im FE-Modell.

Identifikation der Sensitivitit

Die Identifikation der Sensitivitit der jeweiligen mesomechanischen Geometrie und entsprechen-
dem Grad der Ondulation O auf die mesomechanische Kinematik erfolgt analog zur Auswertung
des analytischen Modells, wie in Abschnitt (L m 1] dargestellt. Dabei wird die Steigung M der
sich ergebenden linearen Zusammenhénge ausgewertet. Die ausgewerteten Grofen e, , kin nach
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Gleichung und €, kin nach Gleichung werden iiber die aufgebrachten ausgewahl-
ten Deformationen e,, aufgetragen. Im Folgenden werden der kinematische Anteil mit €y kin,
die Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung mit €, y;, und die aufgebrach-
ten ausgewdhlten Deformationen mit e, bezeichnet. Dabei sind die aufgebrachten Deformatio-
nen &, fiir jeden Einzelschritt n = 0, ..., 39 als normierte Verschiebungen wu.e zu betrachten.
Die insgesamt 39 Lastschritte umfassen zwei Dekaden mit jeweils zehn dquidistanten Schritten.
Die beiden Intervalle betragen up = —1-1073... + 11073 in Schritten von 1 - 10~% und
Upeg = —1-107%... 4+ 1-10"* in Schritten von 1 - 10~ 5, vgl. Abschnitt [9.5.4 H und Abbildung
. 7} In beiden Fallen entspricht der Betrag der Steigung M der Sensitivitit der jeweiligen meso-
mechanischen Geometrie mit entsprechendem Grad der Ondulation O auf die mesomechanische
Kinematik aufgrund geometrischer Parameter.

Im Detail ergeben sich fiir den kinematischen Anteil aufgrund der mesomechanischen geome-
trischen Randbedingungen ¢, iy, nach Gleichung tiber die autgebrachten ausgewéhlten
Deformationen e, als normierte Verschiebungen u. stets negative Steigungen M. Dies bedeu-
tet, wie in Abschnitt beschrieben, dass eine positive normierte Verschiebung €, > 0 bzw.
Urel > 0 als Dehnung eine Glattung bzw. Abflachung, und eine negative normierte Verschiebung
€z < 0 bzw. up < 0 als Stauchung eine Aufstauchung bedingt. Aufgrund der Beriicksichtigung
der Elastizitdt in den FE-Berechnungen treten dabei jedoch zeitgleich und zusétzlich Querver-
formungseffekte auf.

Im Gegensatz dazu liefert die Differenz der aufgebrachten und ermittelten Langsverzerrung €, kin
nach Gleichung iiber die aufgebrachten ausgew#hlten Deformationen €, als normierte Ver-
schiebungen e meist positive Steigungen M. Die im FE-Modell der ebenen reprisentativen
Sequenz am freien vertikalen Rand aufgebrachten normierten Verschiebungen e, bzw. ug), wie
in Abschnitt beschrieben, entsprechen an den relevanten Positionen auf der theoretischen
Mittellinie des lings geschnittenen Stranges (hier: Kettstrang), wie in Abbildung[11.2|dargestellt,
nicht den ausgewerteten Grofsen. Die Glattung bzw. Abflachung der Ondulation bei positiver nor-
mierter Verschiebung e, > 0 bzw. up > 0 sowie die Aufstauchung der Ondulation bei negativer
normierter Verschiebung €, < 0 bzw. uy < 0 reduziert die auftretenden Léngsverzerrungen.
Dies bedeutet, dass das Wirken der mesomechanischen Kinematik die Léngsverzerrung des langs
geschnittenen Stranges mindert. Dies bedeutet zusdtzlich, dass die ebenen reprisentativen Se-
quenzen in Langsrichtung aufgrund der Gewebeondulation im Bereich kleiner Verschiebungen
nominell geringere Steifigkeiten aufweisen, als eine vergleichbare ebene und in Lingsrichtung
unidirektional verstdrkte Sequenz mit vergleichbarem Faservolumengehalt y.

11.1.4 Ergebnisse der FE-Berechnungen

Wie in den Abbildungen unten und dargestellt, weisen die Modelle der ebenen repré-
sentativen Sequenzen fiir die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode beziiglich der
Waagrechten ¢ = 0 geometrische Symmetrie auf. Die Definition der Randbedingungen an den
vertikalen Réndern lisst in jedem Fall tiber die gesamte Lénge der reprisentativen Sequenz freie
Verschiebungen in Dickenrichtung zu, um Querverformungseffekte nicht zu behindern (vgl. Ab-
schnitt [0.5.4). Zusammen mit den Positionen der Auswertung der Ergebnisse (vgl. Abbildung
in Abschnitt , ldsst sich damit bereits auf das tendenzielle Verformungsverhalten
schliefen.

Bei der Betrachtung der Querrichtung (y-Richtung) verhalten sich im Falle der beidseitig elas-
tischen Bettung die einander gegeniiberliegenden Positionen der Auswertung aufgrund der zu-
sitzlichen Symmetrie der Randbedingungen an den horizontalen Réndern symmetrisch bzw.
entgegengesetzt gleich. Im Gegensatz dazu verhalten sich im Falle der einseitig elastischen Bet-
tung die freien Positionen am freien Rand (Index 1 in Gleichung (11.3)) deutlich sensitiver als die
gebetteten Positionen am gebetteten Rand (Index 2 in Gleichung ) Bei der Betrachtung
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der Langsrichtung (z-Richtung) verhalten sich in beiden Fillen der grundlegend unterschiedli-
chen Randbedingungen an den horizontalen Réndern die ausgewerteten Ergebnisse gleich. Damit
lassen sich aus den Auswertungen der Gleichungen und kausale, nachvollziehbare
und aussagekriftige Korrelationen ableiten, die im Folgenden dargestellt werden.

Leinwandgewebe

Tabelle enthilt die ausgewerteten Ergebnisse M der kinematischen Anteile aufgrund der
mesomechanischen geometrischen Randbedingungen e, xin nach Gleichung iber die auf-
gebrachten Deformationen in Léngsrichtung e, filir alle untersuchten Grade der Ondulation O
fiir Leinwandgewebe. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten aufsteigend nach dem
Grad der Ondulation O angeordnet. Analog enthilt Tabelle die ausgewerteten Ergebnisse
der Steigungen M der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung €z,kin Dach

Gleichung ([11.7)).

Abbildung stellt die ausgewerteten Sensitivitdten M der kinematischen Anteile €y kin Uber
den Grad der Ondulation O graphisch dar, links fiir den Fall einseitig elastischer Bettung und
rechts fiir den Fall beidseitig elastischer Bettung. Dabei zeigen die Ergebnisse sowohl bei einseitig
als auch bei beidseitig elastischer Bettung mit gréferem Grad der Ondulation O eine zunehmen-
de Sensitivitit M der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen
Randbedingungen €, kin. Es besteht die Moglichkeit, einen sigmoidalen Zusammenhang zu un-
terstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung eine ca. 1,8-fach héhere Sensitivitéit
auf die mesomechanische Kinematik auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung.

Analog stellt Abbildung die ausgewerteten Sensitivititen M der Differenz der aufgebrachten
und ermittelten Langsverzerrung e, yin iiber den Grad der Ondulation O graphisch dar. Auch
in diesem Fall zeigen die Ergebnisse eine zunehmende Sensitivitdt M mit groferem Grad der
Ondulation O. In diesem Fall besteht die Moglichkeit, einen quadratischen Zusammenhang zu
unterstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung lediglich eine geringfiigig hohere
Sensitivitit auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung.

Kopergewebe 2/2

Tabelle enthilt die ausgewerteten Ergebnisse der Steigungen M der kinematischen Anteile
aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen e, yin nach Gleichung
tiber die aufgebrachten Deformationen in Léngsrichtung e, fiir alle untersuchten Grade der On-
dulation O fiir Képergewebe 2 /2. Die Ergebnisse sind dabei von oben nach unten aufsteigend
nach dem Grad der Ondulation O angeordnet. Analog enthiilt Tabelle _ die ausgewerteten
Ergebnisse der Steigungen M der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung

€z kin Nach Gleichung -

Abbildung - stellt die ausgewerteten Sensitivititen M der kinematischen Anteile €y kin Uber
den Grad der Ondulation O graphisch dar, links fiir den Fall einseitig elastischer Bettung und
rechts fiir den Fall beidseitig elastischer Bettung. Beziiglich der Positionen der Auswertung sind
dabei oben jeweils die Ergebnisse an den Ubergingen der gekriimmten in die horizontalen Be-
reiche und unten in der Mitte der horizontalen Bereiche dargestellt. Im Fall der Positionen der
Auswertung an den Ubergéingen der _gekriimmten in die horizontalen Bereiche (oben) zeigt sich
mit grokerem Grad der Ondulation O eine zunehmende Sensitivitiit M der kinematischen Antei-
le aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen e, 1i,. Fiir die Ergebnisse
in dieser Position der Auswertung besteht wiederum die Moglichkeit, einen sigmoidalen Zusam-
menhang zu unterstellen. Dabei weist der Fall einseitig elastischer Bettung hier eine ca. 1,6-fach
héhere Sensitivitdt auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung. Im Gegensatz dazu ist fiir
die Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche (unten) keine eindeuti-
ge Tendenz identifizierbar. Damit ist in der Mitte der horizontalen Bereiche, v.a. im Fall der
beidseitig elastischen Bettung, annihernd keine Sensitivitit M der kinematischen Anteile €y kin
identifizierbar.
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Analog stellt Abbildungdie ausgewerteten Sensitivititen M der Differenz der aufgebrachten
und ermittelten Lingsverzerrung €, kin iber den Grad der Ondulation 0] graphisch dar. In allen
Fillen zeigen die Ergebnisse eine zunehmende Sensitivitit M mit grokerem Grad der Ondula-
tion O. Dabei besteht in allen Fillen die Méglichkeit, einen quadratischen Zusammenhang zu
unterstellen. Die Sensitivitit M ist im Fall der Positionen der Auswertung an den Ubergiingen
der gekriimmten in die horizontalen Bereiche (oben) stets positiv. Im Gegensatz dazu ist die
Sensitivitdt M im Fall der Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche
(unten) fiir kleine Grade der Ondulation O teilweise sogar negativ. In beiden Positionen der Aus-
wertung weist jedoch der Fall einseitig elastischer Bettung (links) stets eine geringfiigig hohere
Sensitivitdt auf als der Fall beidseitig elastischer Bettung (rechts).
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Tabelle 11.2: Steigungen im €y 1in-£,-Diagramm M iiber die ausgewihlten Grade der Ondulation O fiir

Leinwandgewebe.

Geometrische Parameter der Ondulation

Steigung M im ey kin-€,-Diagramm

Linge Grad der
Amplitude Ondulation Opdulation CFK CFK
A Leinwand Ly 0= wa einseitig el. geb. beidseitig el. geb.
0,05 15,0 0,00333 -0,3180 -0,1588
0,05 12,5 0,00400 -0,4301 -0,2156
0,05 10,0 0,00500 -0,6451 -0,3260
0,10 15,0 0,00667 -0,5985 -0,2714
0,05 7,5 0,00667 -1,0954 -0,5525
0,10 12,5 0,00800 -0,8398 -0,3902
0,15 15,0 0,01000 -0,9322 -0,4124
0,10 10,0 0,01000 -1,2895 -0,6098
0,05 5,0 0,01000 -2,3964 -1,1946
0,15 12,5 0,01200 -1,3223 -0,6001
0,20 15,0 0,01333 -1,3044 -0,5711
0,10 7,5 0,01333 -2,2863 -1,1021
0,15 10,0 0,01500 -2,0499 -0,9564
0,20 12,5 0,01600 -1,8562 -0,8374
0,25 15,0 0,01667 -1,6981 -0,7333
0,25 12,5 0,02000 -2,4066 -1,1001
0,20 10,0 0,02000 -2,8025 -1,3188
0,15 7,5 0,02000 -3,4763 -1,7109
0,10 5,0 0,02000 -4,7204 -2,4144
0,25 10,0 0,02500 -3,4963 -1,6928
0,20 7,5 0,02667 -4,4191 -2,2506
0,15 5,0 0,03000 -6,0830 -3,3707
0,25 7,5 0,03333 -5,0427 -2,6973
0,20 5,0 0,04000 -6,4358 -3,8950
0,25 5,0 0,05000 -6,1304 -4,0234
0 0
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Abbildung 11.3: Steigungen im & yin-€,-Diagramm M iiber die ausgewihlten Grade der Ondulation

O fiir Leinwandgewebe.
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Tabelle 11.3: Steigungen im ¢, kin-€,-Diagramm M iiber die ausgewdhlten Grade der Ondulation O fiir

Leinwandgewebe.

Geometrische Parameter der Ondulation Steigung M im €z,kin-Eg-Diagramm

Linge Grad der
Amplitude Ondulation Ondulation CFK CFK
A Leinwand Ly 0= wa einseitig el. geb. beidseitig el. geb.
0,05 15,0 0,00333 0,0182 0,0172
0,10 15,0 0,00400 0,0170 0,0162
0,15 15,0 0,00500 0,0189 0,0177
0,20 15,0 0,00667 0,0184 0,0182
0,25 15,0 0,00667 0,0196 0,0186
0,05 12,5 0,00800 0,0189 0,0193
0,10 12,5 0,01000 0,0203 0,0207
0,15 12,5 0,01000 0,0211 0,0212
0,20 12,5 0,01000 0,0241 0,0224
0,25 12,5 0,01200 0,0232 0,0234
0,05 10,0 0,01333 0,0248 0,0248
0,10 10,0 0,01333 0,0286 0,0275
0,15 10,0 0,01500 0,0308 0,0300
0,20 10,0 0,01600 0,0321 0,0309
0,25 10,0 0,01667 0,0324 0,0326
0,05 7,5 0,02000 0,0464 0,0432
0,10 7,5 0,02000 0,0501 0,0463
0,15 7,5 0,02000 0,0559 0,0483
0,20 7,5 0,02000 0,0666 0,0554
0,25 7,5 0,02500 0,0797 0,0690
0,05 5,0 0,02667 0,1026 0,0865
0,10 5,0 0,03000 0,1560 0,1257
0,15 5,0 0,03333 0,1683 0,1392
0,20 5,0 0,04000 0,2746 0,2254
0,25 5,0 0,05000 0,3917 0,3333
0,5 0,5
X Leinwand CFK X Leinwand CFK
einseitig elastisch beidseitig elastisch
c 0,4 gebettet X e 04 gebettet
5 5
g g X
Qo3 t Qo3
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Abbildung 11.4: Steigungen im &g yin-€,-Diagramm M iiber die ausgewdhlten Grade der Ondulation

O fiir Leinwandgewebe.
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11.2 Experimentelle strukturdynamische Untersuchungen

Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen sowie deren Ergeb-
nisse wird dargestellt. Die Vorgehensweise entspricht dabei der in MICKLITZ et al. 2014 [89],
ROMANO et al. 2014 [140] und in ROMANO et al. 2014 [141] dargestellten Auswertung. Sie ist
ausfiihrlich beispielsweise in BRINSON und BRINSON 2008 [16], Gi1BSON 2000 [48] sowie GIBSON
2012 [49], in der Richtlinie VDI 3830 [125] sowie in SCHMIDT 2003 [145] dargestellt.

11.2.1 Auswertung

Die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen er-
folgt mit dem Weg-Zeit-Signal iiber die Messdauer. Dafiir wird das Messsignal sowohl im Zeitbe-
reich als auch im Frequenzbereich ausgewertet. Die experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen sind dabei entweder unter konstanten geometrischen Bedingungen, d.h. bei gleichen
Auskraglangen | = lyp = lg, als auch unter konstanten dynamischen Bedingungen, d.h. bei
gleichen Grundfrequenzen f = fup = fq, durchgefithrt und ausgewertet worden. Die Definition
der beiden grundsétzlich unterschiedlichen Bedingungen ist in Abschnitt dargestellt.

Die beschriebenen Auswertungen des Messsignals der experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen erfolgt mit MATLAB [115].

Werkstoffdimpfung und Eigenfrequenzen

Die Auswertung der Werkstoffdampfung basiert auf dem Weg-Zeit-Signal im Zeitbereich. Dabei
wird zundchst das logarithmische Dekrement A ausgewertet. Nach der Transformation des Weg-
Zeit-Signals in den Frequenzbereich werden die Figenfrequenzen f ausgewertet. Die ausgewerte-
ten Ergebnisse dienen der Berechnung des komplexen Moduls E*, ausgedriickt in Speichermodul
E' und Verlustmodul E”.

Logarithmisches Dekrement A
Das logarithmische Dekrement, wie bereits in Gleichung ([7.38) eingefiihrt, lautet allgemeiner

w (t;)

— fiir n=12...,n, 11.8
0 (tien) S

A= 1 In
n
mit n als Zahler der positiven Amplituden im Weg-Zeit-Signal und t; sowie t;1,, als die Zeit-
punkte ihres Auftretens iiber die Messdauer. Gleichung wird zunéchst fiir jede der fiinf
aufeinanderfolgenden strukturdynamischen Untersuchungen der Probekorper fiir die gesamten
Messdauer von tior = 12,8s ausgewertet. Dafiir wird jeweils die erste und die letzte positive
Amplitude in der Zeitdauer des Messsignals t;or zur Auswertung verwendet.

Eigenfrequenzen f

Zur Ermittlung der Eigenfrequenzen wird jedes Weg-Zeit-Signal der Messung eines Probekér-
pers fiir die gesamte Messdauer tyo; = 12,8 s iiber den Algorithmus der FFT-Transformation in
den Frequenzbereich transformiert. Die Auswertung des Signals im Frequenzbereich liefert die
Eigenfrequenzen f. Dabei stellen die Maxima im Frequenzbereich die auftretenden Eigenfrequen-
zen der Schwingung dar. Die in Abschnitt beschriebenen messtechnischen Parameter mit
der Bandbreite B = 1000 Hz erlauben Identifikation der ersten drei Eigenfrequenzen. Tatséchlich
tritt bei jeder Messung jedoch lediglich eine Frequenz dominierend auf. Aufgrund vorhergehender
analytischer Berechnungen und der definierten reproduzierbaren Weganregung des Probekdrpers
am freien Ende, die vornehmlich die erste Eigenform anregt (vgl. Abschnitt , l&sst sich
diese als die jeweilige Grundfrequenz f der Transversalschwingungen des einseitig eingespannten
flachen stabférmigen Probekorpers als Kragbalken mit der Auskragldnge [ identifizieren.
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Speicher- und Verlustmodul als Komponenten des komplexen Moduls

Zunéchst wird die Berechnung des komplexen Moduls E* dargestellt. Sie basiert auf der im
vorherigen Abschnitt beschriebenen Auswertung der FErgebnisse. Der komplexe Modul ist
nach Gleichung definiert. Ausklammern des Speichermoduls E’ liefert den Verlustfaktor

1 Waiss
= 11.
TTorTw (11.9)
mit W nach Gleichung (7.69) und Wyiss nach Gleichung (7.70)), und fithrt schlieflich auf
E*=FE +iE' = (1+in) E . (11.10)

Der Verlustfaktor 7 ist das Verhéltnis zwischen der in einem vollstdndigen Belastungszyklus (d. h.
wihrend einer vollstandigen Schwingung, bzw. Periode) dissipierten Energie und der gesamten in
der Struktur gespeicherten Energie, wie in Abschnitt ausgefiithrt. Unter der Voraussetzung
schwacher Dampfung D? < 1, mit D als dimensionsloses LEHR sches Dampfungsmaf, entspricht
die Eigenkreisfrequenz des geddmpften Systems wq in guter Ndherung der Eigenkreisfrequenz des
ungeddmpften Systems wg, da gilt wg = wo V1 — D? = wyp, wie in Abschnitt beschrieben.

Im Detail wird der Speichermodul E’ aus den Ergebnissen im Frequenzbereich (ermittelten
Grundfrequenz f bei bekannter Auskraglénge [) berechnet. Zur Ermittlung des Verlustmoduls
E" werden zusitzlich die Ergebnisse im Zeitbereich (ermitteltes logarithmisches Dekrement A
als Mab fiir die Werkstoffdampfung) benétigt [48], [49], [125], [145].

Speichermodul E’

Unter der zuvor genannten Voraussetzung schwacher Démpfung gilt wy = wo V1 — D? & wy. Des-
halb entspricht der globale Elastizitdtsmodul des Materials der Probekérper E nach Gleichung
in guter Ndherung dem Speichermodul

E'~E, (11.11)

der den Realteil des dynamischen Moduls E* darstellt. Er wird direkt aus den Ergebnissen im
Frequenzbereich (ermittelten Grundfrequenz f bei bekannter Auskragldnge [) berechnet.

Verlustmodul E"

Der Verlustmodul E” stellt den Imaginirteil des komplexen Moduls E* dar. Er wird niherungs-
weise unter der Annahme der Giiltigkeit der Zusammenh#nge des harmonischen Oszillators be-
rechnet. Dafiir wird das logarithmische Dekrement A nach Gleichung aus dem Zeitbereich
des Messsignals berechnet. Der Zusammenhang

A A
Var2 4+ A2 Tor

liefert das dimensionslose LEHR’sche Dampfungsmaf D in Termen des logarithmischen Dekre-
ments A unter der Voraussetzung schwacher Dadmpfung der Struktur, wie in Gleichung in
Abschnitt mit Gleichung angegeben. Zusitzlich wird die Abklingkonstante ¢ (vgl.
Gleichung ) in Termen des dimensionslosen LEHR’sche Ddmpfungsmafses D formuliert zu

(11.12)

§=Duwp, (11.13)

wie in Gleichung (7.27)) definiert. Der Zusammenhang zwischen Verlustmodul E” und Speicher-
modul E aus Gleichung (7.67)) ergibt mit der Abklingkonstanten § sowie unter der vereinfachen-
den Voraussetzung schwacher Dédmpfung, und damit wq =~ wy,

E"  20wq 20

— = ~— . 11.14
El w% wo ( )
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Auflésen von Gleichung (11.14)) nach dem Verlustmodul E” und Einsetzen der Terme des loga-
rithmischen Dekrements von Gleichung (11.12)) liefert
29 2D A A
=g "y _9pp -9 __EF~_F. (11.15)
wo wo Va2 4+ A2 us
Dabei wird das logarithmische Dekrement A nach Gleichung (11.8]) basierend auf dem Messsignal

im Zeitbereich iiber die gesamte Messdauer ermittelt, und die exakte Formulierung statt der
N#herungslosung in Gleichung (11.15]) ausgewertet.

11.2.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse der ausgewerteten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen, sowohl
unter konstanten geometrischen Bedingungen, [ = lyp = lg, als auch unter konstanten dynami-
schen Bedingungen, f = fup = fg, werden angegeben (Definition siche Abschnitt . Die
Ergebnisse werden tabellarisch angefiihrt, graphisch dargestellt und kurz beschrieben.

Tabelle [11.6] enthélt alle Ergebnisse der ausgewerteten experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen fiir jeden Probekdrper. Dies sind im Einzelnen das logarithmische Dekrement A
und die Grundfrequenz f sowie der Speichermodul E’ und der Verlustmodul E” als Real- und
Imaginéirteil des komplexen Moduls E*.

Abbildung[11.7] veranschaulicht die im Zeitbereich ausgewerteten Ergebnisse des logarithmischen
Dekrements A und die im Frequenzbereich ausgewerteten Ergebnisse der Grundfrequenz f. Beide
Grofsen werden jeweils liber die gesamte Messdauer tio = 12,8 s ermittelt. Die darauf basieren-
den Ergebnisse des Speichermoduls E’ und des Verlustmoduls E” als Realteil und Imaginérteil
des dynamischen Moduls E* sind in Abbildung dargestellt. In beiden Abbildungen ent-
spricht jeder Datenpunkt dem Mittelwert von fiinf aufeinanderfolgenden Messungen fiir jeden
strukturdynamisch untersuchten Probekorper. Bezliglich der Reihenfolge ist der erste Probekor-
per eines Satzes links, der zweite mittig und der dritte rechts angeordnet. Dabei zeigt in beiden
Abbildungen die linke Spalte jeweils die Ergebnisse basierend auf der Voraussetzung konstan-
ter geometrischer Bedingungen lyp = I, und die rechte Spalte die Ergebnisse basierend auf der
Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen fyp = fg, wie in Abschnitt definiert.

Konstante geometrische Bedingungen

Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der unidirektional
und gewebeverstirkten Probekdrper bei gleichen Auskraglingen [ = lyp = lg liefert die Er-
gebnisse unter konstanten geometrischen Bedingungen, wie in den Abbildungen und
jeweils links oben und links unten dargestellt.

Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekérper basierend auf dem Roving TENAX HTS40
[123] betragt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirektional verstérkten Pro-
bekorper A = 3,56 %o. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz betragt f = 50,8 Hz.
Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung der physikalischen
und geometrischen Grofen der Probekérper den Mittelwert des Speichermoduls E' = 100,2 GPa.
Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Ver-
lustmoduls E” = 36,3 MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der leinwandgewe-
beverstirkten Probekorper liefert A = 5,39 %o beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 29,9 Hz.
In diesem Fall liefert die Beriicksichtigung der physikalischen und geometrischen Grofen der
Probekorper den Mittelwert des Speichermoduls E' = 48,5 GPa. Die weitere Beriicksichtigung
des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E” = 26,5 MPa. Der
Mittelwert des logarithmischen Dekrements der kopergewebeverstéirkten 2/2 Probekorper liefert
A = 4,94 %o beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 45,42 Hz. In diesem Fall liefert die Beriick-
sichtigung der physikalischen und geometrischen Gréfen der Probekérper den Mittelwert des
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Speichermoduls E' = 55,4 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements
A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E” = 27,7 MPa.

Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekoérper basierend auf dem Roving PYROFIL
TRA50S 6K [I17] betrdgt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirektional ver-
starkten Probekorper A = 3,96 %o. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz betragt
f = 55,55 Hz. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung der
physikalischen und geometrischen Grofen der Probekdrper den Mittelwert des Speichermoduls
E’ = 105,0 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E” = 39,3 MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstiarkten Probekorper liefert A = 5,06 %o beim Mittelwert der Grundfre-
quenz f = 46,82 Hz. In diesem Fall liefert die Beriicksichtigung der physikalischen und geometri-
schen Grofien der Probekdrper den Mittelwert des Speichermoduls E' = 56,2 GPa. Die weitere
Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls
E" = 28,2MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der kopergewebeverstirkten
2/2 Probekorper liefert A = 4,84 %o beim Mittelwert der Grundfrequenz f = 47,37 Hz. In diesem
Fall liefert die Beriicksichtigung der physikalischen und geometrischen Groéfen der Probekdrper
den Mittelwert des Speichermoduls E' = 58,1 GPa. Die weitere Berticksichtigung des logarith-
mischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls £’ = 28,1 MPa.

Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekorper basierend auf den Kohlenstofffaser-Pre-
pregs von HEXCEL [114] betrigt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der unidirek-
tional verstarkten Probekorper A = 5,26 %o. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz
betrigt f = 44,9 Hz. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksich-
tigung der physikalischen und geometrischen Gréken der Probekérper den Mittelwert des Spei-
chermoduls E' = 105,7 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A
liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E” = 57,1 MPa. Der Mittelwert des logarithmischen
Dekrements der gewebeverstirkten Probekorper liefert A = 6,74 %o beim Mittelwert der Grund-
frequenz f = 44,6 Hz. In diesem Fall liefert die Beriicksichtigung der physikalischen und geome-
trischen Grofen der Probekorper den Mittelwert des Speichermoduls E' = 57,5 GPa. Die weitere
Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls
E" = 39,3MPa.

Konstante dynamische Bedingungen

Die Durchfiihrung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen der gewebever-
stdrkten Probekorper bei gleichen Grundfrequenzen wie die unidirektional verstirkten Probe-
kérper, f = fup = fq, erfordert definiert variierte Auskraglingen [q. Die entsprechend variier-
ten Auskraglédngen fiir die gewebeverstérkten Probekérper sind nach Gleichung , unter der
Verwendung der ermittelten Steifigkeiten bei urspriinglich gleichen Auskragliangen [ = lyp = g,
bestimmt worden. Die Auswertung der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
liefert die Ergebnisse unter konstanten dynamischen Bedingungen, wie in den Abbildungen [11.7]
und jeweils rechts oben und links unten dargestellt..

Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekorper basierend auf dem Roving TENAX HTS40
[123] betragt der Mittelwert der Grundfrequenz beider Arten gewebeverstirkter Probekorper
(Leinwand und Képer 2/2) f = 50,6 Hz. Dieser entspricht dabei fiir beide Arten der Gewebe-
verstarkung dem Mittelwert der Grundfrequenz der unidirektional verstirkten Probekorper bei
der urspriinglichen Auskraglange [ = 220mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstirkten Probekorper unter definiert variierter Auskraglinge g betrigt
A = 5,16 %o. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung
der physikalischen und geometrischen Grofen der Probekorper den Mittelwert des Speichermo-
duls E’ = 62,4 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E” = 32,6 MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der kdpergewebeverstirkten 2/2 Probekorper unter definiert variierter Auskraglinge g betréigt
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A = 4,97 %o. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung der
physikalischen und geometrischen Gréfen der Probekdrper den Mittelwert des Speichermoduls
E’ = 55,0 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mit-
telwert des Verlustmoduls E” = 27,2 MPa.

Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekorper basierend auf dem Roving TENAX HTS40
[123] betragt der Mittelwert der Grundfrequenz beider Arten gewebeverstdrkter Probekorper
(Leinwand und Koper 2/2) f = 55,2Hz. Dieser entspricht dabei fiir beide Arten der Gewebe-
verstarkung dem Mittelwert der Grundfrequenz der unidirektional verstérkten Probekérper bei
der urspriinglichen Auskraglinge [ = 220mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der leinwandgewebeverstirkten Probekorper unter definiert variierter Auskraglinge g betrigt
A = 5,35%0. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung
der physikalischen und geometrischen Gréfen der Probekorper den Mittelwert des Speichermo-
duls E' = 62,8 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den
Mittelwert des Verlustmoduls E” = 33,2 MPa. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements
der kopergewebeverstiarkten 2/2 Probekorper unter definiert variierter Auskraglinge g betragt
A = 5,08 %o. Die Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung der
physikalischen und geometrischen Gréfen der Probekdrper den Mittelwert des Speichermoduls
E’ = 57,1 GPa. Die weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mit-
telwert des Verlustmoduls E” = 29,0 MPa.

Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekdrper basierend auf den Kohlenstofffaser-Pre-
pregs von HEXCEL [114] betrégt der Mittelwert der Grundfrequenz der gewebeverstirkten Pro-
bekdrper f = 44,9 Hz. Dieser entspricht dabei fiir die Gewebeverstirkung dem Mittelwert der
Grundfrequenz der unidirektional verstirkten Probekorper bei der urspriinglichen Auskraglidnge
[ = 200mm. Der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der gewebeverstiarkten Probekorper
unter definiert variierter Auskragliange I betrigt is A = 6,71 %o. Die Auswertung des dynami-
schen Moduls E* liefert mit der Beriicksichtigung der physikalischen und geometrischen Grofen
der Probekorper den Mittelwert des Speichermoduls £’ = 57,6 GPa. Die weitere Beriicksichtigung
des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlustmoduls E” = 39,2 MPa.

Probekérper aus Reinharz

Zusétzlich sind unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen drei Probe-
kérper aus dem warmaushértenden duroplastischen 160 °C-Epoxidharzsystem von HUNTSMAN
[96] als Reinharzprobekoérper strukturdynamisch untersucht worden. Bei einer Auskraglidnge
[ = 220mm betragt der Mittelwert des logarithmischen Dekrements der Probekorper aus Rein-
harz A = 3,53 %. Der Mittelwert der entsprechenden Grundfrequenz betragt f = 11,03 Hz. Die
Auswertung des dynamischen Moduls E* liefert mit der Berticksichtigung der physikalischen und
geometrischen Groken der Probekorper den Mittelwert des Speichermoduls E' = 3,23 GPa. Die
weitere Beriicksichtigung des logarithmischen Dekrements A liefert den Mittelwert des Verlust-
moduls E” = 36,53 MPa.

Das logarithmische Dekrement A als Mafs fiir die Werkstoffdampfung der Probekérper aus Rein-
harz ist damit um eine Dekade grofer als das der faserverstarkten Probekorper. Die Grund-
frequenz f der Probekorper aus Reinharz betrigt lediglich ca. 1/4 bis 1/5 der Grundfrequenz
der faserverstirkten Probekorper. Daraus resultiert der Speichermodul E’ der Probekorper aus
Reinharz, der um das ca. 20-fache bis 30-fache geringer als der der faserverstirkten Probekér-
per ist. Die verhdltnisméRig geringe Speichermodul E’ liefert jedoch mit dem verhiltnismékig
hohen logarithmischen Dekrement A einen Verlustmodul E” der Probekorper aus Reinharz, der
im Bereich des Verlustmoduls E” der faserverstarkten Probekorper liegt.

Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen jedes
Probekorpers aus Reinharz sind in Tabelle unten angegeben. Wie zuvor beschrieben, sind
die Differenzen zwischen den Ergebnissen der Probekérper aus Reinharz und denen der faser-
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verstiarkten Probekdrper verhéltnisméafig grofs. Deshalb wire, fiir die beschriebenen strukturdy-
namischen Untersuchungen unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen, die
Auskraglénge [ unverhéltnisméfkig stark zu verringern gewesen. Dies ist nicht zielfiihrend, da die
geometrischen Voraussetzungen bzw. Verhiltnisse die Betrachtung des Probekorpers als trans-
versalschwingender Kragbalken nicht mehr zulassen. Aus diesem Grund sind die Probekorper
aus Reinharz nicht unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen experimentell
strukturdynamisch untersucht worden. Aus diesem Grund sind die Ergebnisse der Probekérper
aus Reinharz nicht in den Abbildungen und dargestellt.
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Abbildung 11.7: Logarithmisches Dekrement A (obere Reihe) und Grundfrequenz f in Hz (untere

Reihe) fiir jeden Probekorper ermittelt iiber die gesamte Messdauer o jeweils als
Mittelwert von fiinf Messungen. Links: Unter der Voraussetzung konstanter geome-
trischer Bedingungen und gleichen Auskragliangen [ = lyp = lg. Rechts: Unter der
Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen und gleichen Grundfrequenzen

f=fup = fa.
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Abbildung 11.8:
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Speichermodul E’ (obere Reihe) und Verlustmodul E” (untere Reihe) als Real- und
Imaginérteil des dynamischen Moduls E* fiir jeden Probekorper ermittelt iiber die
gesamte Messdauer tio; jeweils als Mittelwert von fiinf Messungen. Links: Unter der
Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen und gleichen Auskragléngen
I = lyp = lg. Rechts: Unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen
und gleichen Grundfrequenzen f = fup = fa.
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11.2.3 Geometrische Verhiltnisse und Grad der Ondulation

Die ausgewerteten Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen wer-
den auf die geometrischen Verhiltnisse, und damit den Grad der Ondulation O, zuriickgefiihrt.
Dabei werden analog die geometrischen Parameter bei der mesomechanischen Betrachtung von
Geweben, Amplitude A und Léinge der Ondulation L, wie in Abschnitt beschrieben, sowie
der in Abschnitt eingefiihrte Grad der Ondulation O nach Gleichun verwendet. Wih-
rend jedoch im Abschnitt die Modellierung der ebenen reprisentativen Sequenzen fiir die
FE-Analyse im Mittelpunkt steht, werden die mesomechanischen Verhéltnisse basierend auf der
makroskopischen Betrachtung der gewebeverstirkten Probekérper bzw. der gewebeverstiarkten
Einzellagen betrachtet.

Mit der Dicke der gewebeverstiarkten Einzellage hg ergibt sich die Dicke eines Rovingstrangs
durch Halbieren,

1
hr = 5 hp (11.16)
und die Amplitude A durch Vierteln,
1
A=l (11.17)

vgl. Abbildung [9.1] und Gleichungen und ([9.7). Mit der Anzahl der Rovingstringe in Kett-
bzw. Schussrichtung nr pro Lingeneinheit ergibt sich die Linge des Querschnitts eines Ro-
vingstrangs in Kett- bzw. Schussrichtung durch den Kehrwert

Lp=—, (11.18)
nR
vgl. Gleichung (9.2). Die Lange einer Ondulation L ergibt sich mit der Beriicksichtigung des fiir
die jeweilige Gewebekonstruktion spezifischen Faktors A zu

1
L=XALp=X\—, (11.19)
nRr

mit A = 2 fiir Leinwandgewebe und A = 4 fiir Képergewebe 2/2.

In den Datenblittern der trockenen gewebeverstarkten Einzellagen (Satz 1 (Tenax) [122], [121],
Satz 2 (Pyrofil) [120], [119]) sowie in denen der Kohlenstofffaser-Prepregs (Satz 3 (Hexcel) [114])
sind die Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten Einzellagen hg; angegeben. Zusétzlich sind
im Falle der ersten beiden vergleichbaren Sétze von Probekdrpern basierend auf den trockenen
Geweben die Anzahl der Rovingstringe ng pro Langeneinheit (hier: pro cm) in Kett- und Schuss-
richtung angegeben. Da in allen drei Sétzen vergleichbarer Probekdrper die gewebeverstéirkten
Einzellagen ausgeglichen sind, ergeben sich in Kett- und Schussrichtung nominell die gleichen
Eigenschaften und Kennwerte.

Die Dicke einer imprégnierten, kompaktierten gewebeverstirkten Einzellage im ausgehérteten
Zustand im Laminat hgj, ergibt sich aus der Division der gemessenen Dicke des Laminats bzw.
der Probekorper h durch die Anzahl der Einzellagen N zu

h

hgL = N (11.20)

Mit der Lénge einer Ondulation L = Lg = ALy nach Gleichung (9.2) und der ausgewihl-
ten Auskraglinge der flachen stabférmigen Probekorper [ ergibt sich zusétzlich die Anzahl der
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repriasentativen Sequenzen fiir jede Einzellage in Langsrichtung zu

l
=—. 11.21
noE =7 (11.21)
Die Anzahl der reprisentativen Sequenzen im gesamten Probekdrper in Langsrichtung ergibt

sich iiber die Multiplikation mit der Anzahl der Einzellagen N zu

l
no’pK = Z N . (1122)

Tabelle enthélt die Angaben beziiglich der Dicke der trockenen Gewebe bzw. der Gewebe-
Prepregs hgy aus den Datenblédttern (Satz 1 (Tenax) [122], [121], Satz 2 (Pyrofil) [120], [119]
und Satz 3 (Hexcel) [114]) sowie die sich nach der Auswertung von Gleichung ergebenden
Dicken der gewebeverstirkten Einzellage im Laminat hg ..

Tabelle 11.7: Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstiarkten Einzellagen hg; aus den
technischen Datenblédttern der trockenen Gewebe von Satz 1 (Tenax) [122], [121I] und
Satz 2 (Pyrofil) [120], [119] sowie des Gewebe-Prepregs von Satz 3 (Hexcel) [I14] als
theoretische bzw. effektive Werte mit den Dicken einer impragnierten, kompaktierten
gewebeverstérkten Einzellage im ausgehérteten Zustand im Laminat hg 1, nach Gleichung
als resultierende bzw. scheinbare Werte.

Dicke
Dicke Einzell.
Einzell. Anzahl Laminat
PK- PK- trocken Lagen- Dicke Einzell. hg,1L =h/N Matrix-
Satz ID hgt Quelle aufbau PK h N Gl. (11.20 system
Ten-UD - [123] [0S, 1,95 mm 4 0,488 mm
Tenax Ten-LW 0,64 mm [122] [(0/90)};S 1,61 mm 4 0,403 mm
: : c
Ten-K2 0,85 mm [121] [((0/90)]5,  2,25mm 4 0,563 min Huntsman
Pyr-UD - [117] ¢, 2,05 mm 8 0,256 mm [961
Pyrofil  Pyr-LW 0,5 mm [120] [(O/QO)L?S 2,38 mm 8 0,298 mm
Pyr-K2 0,5 mm [119] [(0/90)}25 2,28 mm 8 0,285 mm
Hex-UD  0,165mm [0, 1,42 mm 8 0,178 mm HexPl
Hexcel [1T4] MlSeXI 1yl4
Hex-GW 0,227 mm [(0/90)],  1,94mm 8 0,243 mm /1 4]

Im Gegensatz zu den Angaben der Dicken der trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstérk-
ten Einzellagen hg ¢ in den Datenbldttern der trockenen Gewebe (Satz 1 (Tenax) [122], [121] und
Satz 2 (Pyrofil) [120], [I19]) ergibt die Auswertung der Dicke der gewebeverstérkten Einzellage
im Laminat hgyp nach Gleichung stets geringere Werte. Aufgrund der Vorimpréignie-
rung der trockenen Gewebe (vgl. Abschnitt in Kombination mit dem bei der Herstellung
applizierten Druck im Heikluftautoklaven (vgl. Abschnitt und der sich wahrscheinlicher
ergebenden sog. ,out-of-phase“-Anordnung der iibereinander liegenden Gewebelagen im Lami-
nat (vgl. Abschnitt sind die Priifplatten bzw. Probekoérper, basierend auf den trockenen
Geweben, in allen Féllen diinner als der theoretische Wert, der sich durch die sog. ,in-phase®-
Anordnung ergeben wiirde, d. h.

h
hE,L = N < hE,t bzw. h < NhE,t (11.23)
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Damit entsprechen die Dicken einer trockenen bzw. unkompaktierten gewebeverstirkten Einzel-
lage hg 1 aus den Datenbldttern der Gewebe einem theoretischen bzw. effektiven Wert, wihrend
die Dicken einer imprignierten, kompaktierten gewebeverstirkten Einzellage im ausgehéirteten
Zustand im Laminat hg, nach Gleichung einem resultierenden bzw. scheinbaren Wert
entsprechen. Im Detail betragen die resultierenden bzw. scheinbaren Dicken einer trockenen bzw.
unkompaktierten gewebeverstirkten Einzellage hg, nach Gleichung ca. 66 % bis 57 %.
der theoretischen bzw. effektiven Dicken hgs. Im Gegensatz dazu gilt der Zusammenhang
nicht fiir die Kohlenstofffaser-Prepregs (Satz 3 (Hexcel) [114]). Aufgrund der maschinellen Im-
pragnierung und des hoherviskosen Matrixsystems (vgl. Abschnitt weisen die verwendeten
Kohlenstofffaser-Prepregs keine Sensitivitdt mehr beziiglich dem, bei der Herstellung applizier-
ten, Druck im Heifsluftautoklaven und der Anordnung der Einzellagen zueinander auf.

Zur weiteren Verwendung werden die Dicken einer imprignierten, kompaktierten gewebever-
starkten Einzellage im ausgehédrteten Zustand im Laminat hp 1, nach Gleichung verwen-
det. Die Werte ergeben sich als resultierende bzw. scheinbare Gréfen direkt aus der Dicke des
Probekérpers h. Die resultierenden Gréfsen entsprechen damit dem verwendeten Lagenaufbau
aus der Anzahl N imprignierter, kompaktierter gewebeverstirkter Einzellagen im ausgehérteten
Zustand im Laminat. In diesem Zustand werden auch die experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen zur strukturmechanischen Charakterisierung der Probekérper und schlieflich die
mesomechanische Kinematik in gewebeverstarkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusam-
menhénge validiert. Tabelleenthéilt die nach den Gleichungen und ausgewer-
teten Parameter der Ondulation der gewebeverstirkten Einzellagen der drei Sétze vergleichbarer
Probekérper. Wie zuvor erliutert, erfolgt dabei die Berechnung des Grades der Ondulation O
nach Gleichung mit den Dicken der gewebeverstirkten Einzellage im Laminat hg 1, nach

Gleichung (11.20)).

Tabelle[T1.9[enthilt die Anzahl der représentativen Sequenzen fiir jede Einzellage no,g nach Glei-
chung und im gesamten Probekorper no pk nach Gleichung jedes Probekorpers
der drei Sétze vergleichbarer Probekorper (Satz 1: Basierend auf dem Roving TENAX HTS40
[123], Satz 2: Basierend auf dem Roving PYROFIL TR50S 6K [I17] und Satz 3: Kohlenstofffaser-
Prepregs G947 und G939 von HExCEL [114]). Die jeweilige Anzahl ist dabei fur die Auskraglén-
gen unter der Voraussetzung geometrisch konstanter Bedingungen [ = lyp = lg als auch unter
der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen f = fyp = fg (mit Auskraglange [
nach Gleichung in Abschnitt angegeben, mit denen die Probekorper experimentell
strukturdynamisch untersucht worden sind. Wie in Abschnitt beschrieben, gilt unter der
Voraussetzung gleicher Amplitude A und gleicher Linge des Querschnitts eines Rovingstrangs
Ly (vgl. v.a. Leinwand- und Képergewebe 2/2 von Satz 2 [120], [119], basierend auf dem Ro-
ving PYROFIL TR50S 6K [117]), aufgrund der charakteristischen Faktoren A = 2 bzw. \ = 4 fiir
Leinwand- bzw. Képergewebe 2/2, dass sich die entsprechenden Grade der Ondulation O um den
Faktor 2 unterscheiden, Orw = 2 Oko. Die Auswertung der der Anzahl der Ondulationen fiir je-
de Einzellage no g nach Gleichung und im gesamten Probekérper no pk nach Gleichung
jedes Probekorpers spiegelt die unterschiedliche Anzahl der relevanten reprasentativen
Sequenzen wider, wihren die geometrische Intensitit der Umlenkung gleich ist.
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12 Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen im mesomechanischen Maf-
stab, sowie die Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen im makro-
skopischen Mafstab werden diskutiert.

12.1 Diskussion der analytischen und numerischen Ergebnisse

Das analytische Modell und die numerischen Untersuchungen mit der Finite-Elemente-Methode
(FEM) liefern kinematische Zusammenhénge in gewebeverstirkten Einzellagen aufgrund geome-
trischer Parameter. Aufgrund ihrer geometrischen Ahnlichkeit sind dabei v.a. die numerischen
Ergebnisse der Leinwandgewebegeometrien mit den Ergebnissen des analytischen Modells ver-
gleichbar. Schlieflich werden die Grenzen der Modellvorstellung beschrieben.

Ergebnisse analytisches Modell und numerische Ergebnisse

Die Ergebnisse des analytischen Modells und die der numerischen FE-Berechnungen mit Lein-
wandgewebegeometrie unterscheiden sich zunéichst. Der Grund dafiir ist die Beriicksichtigung der
Elastizitdt im FE-Modell gegeniiber den vereinfachend vorausgesetzten idealisierten Steifigkeits-
verhéltnissen des analytischen Modells. In den numerischen Untersuchungen werden die Elasti-
zitdt des Kettstrangs, der quer dazu verlaufenden Schussstringe und der umgebenden Matrix
beriicksichtigt. Im Gegensatz dazu setzt das analytische Modell einen ideal steifen und gleichzei-
tig ideal biegeschlaffen Strang voraus. Zusédtzlich wird dieser auf die Mittellinie reduziert und als
sinusformig onduliert vorausgesetzt. Dabei werden unterschiedliche Effekte, wie beispielsweise
der Querverformung, einer elastischen Bettung bzw. der senkrecht dazu verlaufenden senkrecht
geschnittenen Schussstréange sowie der umgebenden Matrix, ebenfalls vernachlassigt.

Das analytische Modell zeigt einen hyperbolischen Zusammenhang zwischen dem Grad der On-
dulation O und der Sensitivitit auf die mesomechanische Kinematik M als Betrag der Steigung
im wrel-trei-Diagramm |M |, wie in Abbildung dargestellt. Dabei bedingt ein héherer Grad
der Ondulation O eine geringere Sensitivitit M bzgl. der mesomechanischen Kinematik aufgrund
geometrischer Parameter. Im Gegensatz dazu zeigt das FE-Modell eine groke ausgewertete Sen-
sitivititen M der kinematischen Anteile €ykin fiir grofse Grade der Ondulation O, wie in den
Abbildungen und oben erkennbar. Dabei kann im beiden Fillen ein sigmoidaler Zu-

sammenhang unterstellt werden.

Zusétzlich ist erkennbar, dass die quadratischen Zusammenhénge der Abbildungen [IT.4lund
die ausgewerteten Sensitivititen M der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsver-
Zerrung €, kin nicht durch den Ursprung gehen. Die beschriebenen Unterschiede zwischen den
Ergebnissen des analytischen Modells und der numerischen Ergebnisse kénnen auf die Beriicksich-
tigung der Elastizitdt im FE-Modell, im Gegensatz zum stark idealisierten analytischen Modell
wegen der vereinfachend getroffenen Voraussetzungen, zuriickgefithrt werden. Dabei sind v. a. die
konstanten Anteile in den quadratischen Zusammenhéngen der Differenzen der Léngsverzerrun-
gen ein Indikator, dass die stark vereinfachende Voraussetzung einer biegeschlaffen ondulierten
Strangs nicht zutrifft. Stattdessen ist es wahrscheinlich, dass dort superponiert Langs-
verzerrungen u. a. aufgrund der aufgebrachten normierten Lingsverschiebung und Komponenten
aus der Biegebeanspruchung des Rovingstrangs auftreten. Die Biegesteifigkeit resultiert dabei
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200 12 Diskussion der Ergebnisse

aus der modellierten Dicke eines Rovingstrangs , der durch die diskret verteilte Steifigkeit
in den ebenen représentativen Sequenzen aussermittig in Léngsrichtung beansprucht ist. Vor
diesem Hintergrund ist es wahrscheinlich, dass in diesen Bereichen komplexe Spannungszustinde
vorherrschen.

Grenzen des Modells

Die zuvor beschriebenen Zusammenhéinge werden jeweils durch teilweise stark vereinfachende
Voraussetzungen identifiziert. Dies sind im Einzelnen ideale Steifigkeitsverh&ltnisse im analyti-
schen Modell, sowie das linear-elastische Materialverhalten, die Beriicksichtigung von lediglich
zwei Dimensionen und eine ideale mesomechanische Geometrie im FE-Modell (sinusférmig ver-
laufender Kettstrang mit ideal paralleler Faserverstiarkung in den Rovingstrangen). Diese verein-
fachenden Voraussetzungen liefern eine tendenzielle Beschreibung des kinematischen Verhaltens,
schaffen jedoch gleichzeitig Modellgrenzen, da sie die Realitdt nicht vollstindig bzw. korrekt
abbilden.

Der elastische Beitrag des ondulierten Rovingstrangs bzw. der ebenen reprisentativen Sequenz
durch die aufgebrachte Deformation ist nicht unerheblich. Zusétzlich besitzt der ondulierte Fa-
serstrang aufgrund seiner Ausdehnung in Dickenrichtung eine gewisse Biegesteifigkeit. Die beiden
zuvor genannten Effekte sind durch die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode iden-
tifiziert worden. Dariiber hinaus beeinflussen sowohl der Unterschied des strukturmechanischen
Verhaltens von faserverstarkten Kunststoffen unter Zug- und Druckbelastung, sowie die Qualitit
der Haftung zwischen Verstarkungsfasern und Matrixwerkstoff in der Interphase das reale Mate-
rialverhalten. Um prézisere Ergebnisse zu erhalten, kdnnen weitere Parameter der Berechnungen
mit der Finite-Element-Methode variiert werden.

Wie bereits in ausgewihlten Arbeiten in Kapitel [2] in Abschnitt dargestellt, sind die in
vorangegangenen Arbeiten behandelten Aspekte zu mesomechanischen kinematischen Zusam-
menhédngen in faserverstirkten Kunststoffen mit Gewebeverstirkung i. a. nichtlinear. Zusétzlich
zeigen Untersuchungen der kinematischen Zusammenhéinge mit trockenen Geweben ohne Ma-
trixwerkstoff unter ein- oder zweiachsiger Zugbelastung sowie unter Schubbelastung, wie bei-
spielsweise von BADEL, VIDAL-SALLE und BoISSE 2007 [5], BALLHAUSE 2007 [6], HIVET und
Boisse 2008 [62] sowie HIVET und DUONG 2010 [61] durchgefiihrt, einen anderen, ebenfalls
nichtlinearen, Zusammenhang. Im Detail bewirken positive Deformationen zunéchst ebenfalls
eine Abflachung der ondulierten Rovings und damit eine Reduktion der Dicke. Bei weiterer po-
sitiver Deformation bewirkt das Abflachen der belasteten Stringe jedoch sogar eine Anhebung
der senkrecht dazu verlaufenden Strange. Dieser Mechanismus resultiert in einer Zunahme der
Dicke der Gewebelage statt in einer Abnahme der Dicke, die durch eine Kopplung analog zu
Querverformungseffekten eigentlich erwartet wird.

Da die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Bereiche der Deformation (positiv als auch ne-
gativ) i.a. sehr klein sind, und damit eine linear-elastische Beschreibung des Materialverhaltens
zulassen, wird gefolgert, dass die zuvor dargestellten Zusammenhénge das kinematische Verhal-
ten gewebeverstiarkter Einzelschichten im mesomechanischen Makstab korrekt beschreiben.

Einfluss der Position der Einzellage in den numerischen Ergebnissen

Basierend auf den Ergebnissen der FE-Berechnungen in Abschnitt [11.1.4] wird der Einfluss der,
in Abschnitt dargestellten, grundlegend unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebe-
verstirkten Einzellage diskutiert. Die Fallunterscheidung beriicksichtigt eine einseitig elastische
Bettung im Falle einer Randlage und eine beidseitig elastische Bettung im Falle einer Lage im
Inneren eines Lagenaufbaus, wie in Abbildung dargestellt. Die identifizierte Sensitivitat als
Steigung M fiir die Positionen der Auswertung bei einseitig elastischer Bettung ist dabei stets
grofer als fiir die Positionen der Auswertung bei beidseitig elastischer Bettung. Deshalb wer-
den die groferen Sensitivititen bei einseitiger Bettung M, auf die kleineren Sensitivititen bei
beidseitiger Bettung My, bezogen.
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Leinwandgewebe

Abbildung links zeigt die Verhaltnisse der Sensitivitiit als Betréige der Steigungen M der
kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen e, xin
iiber den Grad der Ondulation O fiir Leinwandgewebe aus CFK. Wie bereits aus den, in Abbil-
dung angegebenen, linearen Naherungsgleichungen hervorgeht, zeigt das Modell bei einseitig
elastischer Bettung eine ca. 1,8-fach hohere Sensitivitat auf die mesomechanische Kinematik als
das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Im Detail ist das Verhéltnis der Sensitivitdten
Me/Mb bei kleineren Graden der Ondulation O teilweise etwas grofer. Ab einer Ondulation
O > 0,02 nimmt das Verhéltnis fiir zunehmende Grade der Ondulation noch geringfiigig ab.

Abbildung |12 n rechts zeigt die Verhiltnisse der Sensitivitit als Betriige der Steigungen M der
Differenz der aufgebrachten und ermittelten Léngsverzerrung e, xin tiber den Grad der Ondu-
lation O fiir Leinwandgewebe aus CFK. Wie bereits aus den, in Abbildung |1 n angegebenen,
quadratischen Ndherungsgleichungen hervorgeht, unterscheidet sich in diesem Fall das Modell
bei einseitig elastischer Bettung lediglich geringfiigig vom Modell bei beidseitig elastischer Bet-
tung. Entsprechend ist das Verhéltnis der Sensitivitdten M./ My, iiber den Grad der Ondulation
O annihernd konstant, und betriigt ca.1. Im Detail ist es bis zu einem Grad der Ondulation
O < 0,02 sehr genau gleich 1, withrend es fiir zunehmende Grade der Ondulation mit maximal

ca. 1,2 geringfiigig grofer ist.
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Abbildung 12.1: Verhéltnisse der Sensitivitéit auf die mesomechanische Kinematik des Modells bei ein-
seitiger Bettung zu der des Modells bei beidseitiger Bettung M, /M, fiir Leinwandge-
webe aus CFK.

Kdopergewebe 2/2

Abbildung zeigt die Verhéltnisse der Sensitivitit als Betriige der Steigungen M, links der
kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen e, xin
und rechts der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung e, yin iiber den
Grad der Ondulation O fiir Képergewebe 2/2 aus CFK. Dabei sind oben die Verhiltnisse fiir
die Ergebnisse an den Ubergiingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche, und unten die
Verhiltnisse fiir die Ergebnisse in der Mitte der horizontalen Bereiche dargestellt.

Abbildung links oben zeigt die Verhéltnisse der Sensitivitdt als Betrdge der Steigungen
M der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen
€y kin iiber den Grad der Ondulation O fiir Képergewebe 2/2 aus CFK fiir den Fall der Positionen
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der Auswertung an den Ubergiingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche. Dabei geht
bereits aus den in Abbildung oben angegebenen, linearen Niherungsgleichungen hervor,
dass das Modell bei einseitig elastischer Bettung eine eine ca. 1,6-fach héhere Sensitivitiat auf
die mesomechanische Kinematik aufweist als das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Im
Detail ist das Verhiltnis der Sensitivititen M, / M, fiir den Fall der Positionen der Auswertung
an den Ubergingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche bei kleineren Graden der On-
dulation O < 0,01 jedoch zunichst deutlich kleiner als 1,6 und nimmt fiir zunechmende Grade
der Ondulation auf den Wert von ca. 1,6 zu. Ab einem Grad der Ondulation O > 0,01 betrégt
das Verhiltnis dann gleichbleibend ca. 1,6.

Abbildung links unten zeigt die Verhéltnisse der Sensitivitdt als Betrige der Steigungen
M der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen Randbedingungen
€y kin Uber den Grad der Ondulation O fiir Kopergewebe 2/2 aus CFK fiir den Fall der Positionen
der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung
unten dargestellten, Ergebnissen ersichtlich ist, weist in auch in diesem Fall das Modell bei
einseitig elastischer Bettung eine grofere Sensitivitdt auf die mesomechanische Kinematik auf
als das Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Bei kleineren Graden der Ondulation 0 zeigt das
Verhiltnis der Sensitivititen M, / My, iiber den Grad der Ondulation O lediglich eine geringfiigig
steigende Tendenz. Erst bei grokerem Grad der Ondulation O > 0,01 zeigt sich eine eindeutig
steigende Tendenz der Verhaltnisse.

Abbildung rechts oben zeigt die Verhiltnisse der Sensitivitdt als Betridge der Steigungen
M der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Lingsverzerrung e, iy iiber den Grad der
Ondulation O fiir Képergewebe 2 /2 aus CFK fiir den Fall der Positionen der Auswertung an den
Ubergiingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung
oben angegebenen, quadratischen Niherungsgleichungen hervorgeht, unterscheidet sich in diesem
Fall das Modell bei einseitig elastischer Bettung lediglich geringfiigig vom Modell bei beidseitig
elastischer Bettung. Entsprechend ist das Verhéiltnis der Sensitivitdten ]\Zfe / Mb iiber den Grad
der Ondulation O anniihernd konstant, und betriigt ca. 1. Im Detail steigt es bis zu einem Grad
der Ondulation O < 0,01 geringfiigig auf ca. 1,2 an, und veréndert sich fiir zunehmende Grade
der Ondulation nicht mehr wesentlich.

Abbildung rechts unten zeigt die Verhiltnisse der Sensitivitit als Betrige der Steigungen
M der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Léngsverzerrung e, kin liber den Grad der
Ondulation O fiir Képergewebe 2/2 aus CFK fiir den Fall der Positionen der Auswertung in der
Mitte der horizontalen Bereiche. Wie bereits aus den, in Abbildung unten dargestellten,
Ergebnissen ersichtlich ist, unterscheidet sich in diesem Fall das Modell bei einseitig elastischer
Bettung generell nicht vom Modell bei beidseitig elastischer Bettung. Auch in diesem Fall ist
das Verhéltnis der Sensitivititen M, /M, iiber den Grad der Ondulation O anndhernd konstant,
und betriigt ca. 1. Lediglich bei Graden der Ondulation O von 0,00667 bis 0,01 tritt aufgrund der
Verhéltnisbildung eine Singularitidt auf, die zunéchst sehr kleine und anschliefend sehr groften
Zahlenwerte liefert. Abgesehen davon entspricht das generelle Verhalten des elastischen Beitrags
an den Positionen der Auswertung in der Mitte der waagrechten Bereiche dem zuvor beschriebe-
nen Verlauf fiir die Positionen der Auswertung an den Ubergingen. Entsprechend unterscheiden
sich die Positionen der Auswertung an den Ubergingen bei einseitig elastischer Bettung anné-
hernd nicht von den Positionen der Auswertung bei beidseitig elastischer Bettung, sodass das
Verhéltnis der Sensitivitidten J\Zfe/Mb bis zum Grad der Ondulation O von 0,00667 annahernd
konstant ca. 1 betriigt. Ab einem Grad der Ondulation O von 0,01 betréigt das Verhiltnis schlief-
lich ca. 1,2, und verdndert sich fiir zunehmende Grade der Ondulation nicht mehr wesentlich.

Gegendiberstellung

Sowohl bei Leinwandgewebe als auch bei Kopergewebe 2/2 aus CFK zeigen die Verhiltnisse
der Sensitivititen als Betriige der Steigungen M der kinematischen Anteile aufgrund der meso-
mechanischen geometrischen Randbedingungen €, yin und der Differenz der aufgebrachten und
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ermittelten Langsverzerrung €, kin iiber den Grad der Ondulation O, dass das Modell bei einsei-
tiger Bettung stets einen groferen Beitrag liefert als das Modell bei beidseitiger Bettung. Dabei
sind die Verhéltnisse der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geometrischen
Randbedingungen €, yin deutlich gréfer als die der Differenz der aufgebrachten und ermittelten
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Abbildung 12.2: Verhéltnisse der Sensitivitéit auf die mesomechanische Kinematik des Modells bei ein-
seitiger Bettung zu der des Modells bei beidseitiger Bettung M, /M, fiir Képergewebe

2/2 aus CFK.

Die Abnahme der Verhéltnisse der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen geo-
metrischen Randbedingungen €y yin mit zunehmendem Grad der Ondulation O, wie in den Abbil-
dungen links fiir Leinwandgewebe und links oben fiir Képergewebe 2/2 an den Positio-
nen der Auswertung an den Ubergingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche dargestellt,
ist dabei auf die zunehmende Sensitivitdt der Positionen der Auswertung bei beidseitiger Bet-
tung zurilickzufithren. Trotz beidseitiger Bettung, die i. a. verformungsbehindernd wirkt, nimmt
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die Wirkung der mesomechanischen Kinematik bei zunehmendem Grad der Ondulation O zu.
Im Gegensatz dazu ist die geometrische Umlenkung bei kleinen Graden der Ondulation O noch
so gering, dass die beidseitige Bettung der mesomechanischen Kinematik stark entgegenwirkt,
und das Modell noch stark dem strukturmechanischen Verhalten einer unidirektional verstirkten
Sequenz folgt.

Lediglich die Verhéltnisse der Sensitivitdten der kinematischen Anteile aufgrund der mesome-
chanischen geometrischen Randbedingungen e, kin an den Positionen der Auswertung in der
Mitte der horizontalen Bereiche fiir Kopergewebe 2/2; wie in Abbildung links unten dar-
gestellt, zeigen ein davon abweichendes Verhalten. Die tendenzielle Zunahme der Verhéltnisse
bei sehr hohen Graden der Ondulation O deutet dabei wieder auf eine sehr hohe Sensitivitit
der Position der Auswertung in der Mitte der horizontalen Bereiche auf die mesomechanische
Kinematik hin. Dies ist wahrscheinlich auf die Tatsache zuriickzufiithren, dass aufgrund der Mo-
dellierung der ebenen représentativen Sequenz eines Kopergewebes 2/2, wie in den Abbildungen
bzw. dargestellt, die waagerecht verlaufenden, unidirektional verstirkten, Bereiche der
Rovingstringe, mit den Positionen der Auswertung in der Mitte oben und unten, an Bereiche
mit reinem Matrixsystem grenzen. Im Gegensatz dazu grenzen die Positionen der Auswertung
an den Ubergingen der gekriimmten in die horizontalen Bereiche beim Kopergewebe 2/2 oder an
den Extrema beim Leinwandgewebe stets direkt an einen senkrecht geschnittenen Schussstrang.
Entsprechend tragen die unterschiedlichen lokalen Querverformungen der unterschiedlichen Be-
reiche zur mesomechanischen Kinematik an den unterschiedlichen Positionen der Auswertung
bei. In diesem Zusammenhang sind die Positionen der Auswertung in der Mitte der horizontalen
Bereiche beim Kopergewebe 2/2 als Sonderfall zu betrachten. Ein weiterer Grund fiir die Werte
der Verhéltnisse in Verbindung mit der geringen Sensitivitidt beziiglich des Grades der Ondula-
tion O ist, dass der unidirektional verstirkte Kettstrang an den Positionen der Auswertung in
der Mitte der horizontalen Bereiche nicht onduliert ist, und keine geometrische Verdnderung des
Kraftflusses erfolgt.

Die Verhiltnisse der Sensitivitdten der Differenz der aufgebrachten und ermittelten Langsver-
ZerrTung £, kin liefern sowohl fiir Leinwandgewebe als auch Képergewebe 2/2 fiir jede Position
der Auswertung anndhernd den gleichen elastischen Beitrag. Die geringfiigige Zunahme mit zu-
nehmendem Grad der Ondulation O, wie in den Abbildungen rechts fiir Leinwandgewebe
und rechts fiir Képergewebe 2/2 an den jeweiligen Positionen der Auswertung dargestellt,
wirkt dabei analog zum kinematischen Anteil auf die zunehmende Sensitivitdt der Positionen der
Auswertung bei beidseitiger Bettung. Die zunehmende Wirkung der mesomechanischen Kinema-
tik bei zunehmendem Grad der Ondulation O bewirkt, wegen der i.a. verformungsbehindernd
wirkenden beidseitig elastischen Bettung, eine Zunahme des elastischen Beitrags. Auch in diesem
Fall folgt das strukturmechanische Verhalten der ebenen reprisentativen Sequenz bei kleineren
Graden der Ondulation O aufgrund der geringen geometrischen Umlenkung des ondulierten Ro-
vingstrangs deutlicher dem einer unidirektional verstirkten Sequenz, unabhingig von der Art
der unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebeverstarkten FEinzellage im Lagenaufbau.

12.2 Diskussion der experimentellen Ergebnisse

Zur Validierung der, im analytischen Modell und in den numerischen Untersuchungen mit ebe-
nen reprasentativen Sequenzen, identifizierten mesomechanischen Kinematik in gewebeverstirk-
ten Einzellagen werden experimentelle strukturdynamische Untersuchungen durchgefiihrt. Dabei
werden frei abklingende Transversalschwingungen von flachen stabférmigen Probekérpern, mit
entweder 0°-unidirektional verstirkten oder 0°-gewebeverstirkten (in Kettrichtung) Lagenauf-
bauten, unter einseitig fester Einspannung untersucht. Dafiir werden drei Sitze vergleichbarer
Probekorper beriihrungslos mit einem Laser-Scanning Vibrometer vermessen.
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Einfluss des Grades der Ondulation O

Tabelle listet die zuvor genannte relativ hohere Werkstoffddmpfung der gewebeverstirkten
Probekorper verglichen mit dem 0°-unidirektional verstirkten Probekorper in % mit dem zu-
gehorigen Grad der Ondulation O unter geometrisch und dynamisch konstanten Bedingungen
auf. Abbildung stellt diese graphisch iiber den Grad der Ondulation O dar. Dabei ist fiir
beide Arten der konstanten Bedingungen, die Werkstoffddmpfung fiir die leinwandverstérkten
Probekérper stets grober als fiir die kopergewebeverstiarkten 2/2 Probekérper.

Tabelle 12.1: Relativ hohere Werkstoffdimpfung der gewebeverstirkten Probekdrper verglichen mit
dem 0°-unidirektional verstirkten Probekorper in % mit Grad der Ondulation O fiir geo-
metrisch und dynamisch konstante Bedingung.

Grad Anzahl Relativ
Ondulation Art der rep. Seq. PK hohere
PK- PK- o=4 konstanten no,PK Diampfung Matrix-
Satz ID Gl lW) Bedingung * Gl (11.22) vgl. m. 0°-UD Quelle system
Ten-UD 0 - 0 - [123]
) geometrisch 110,0 51,4%
Tenax  Ten-LW 0,01263 Aynamisch 845 15.0% 22
) geometrisch 81,5 38,7%
Ten-K2 0,01306 dynamisch 77,0 39,6% 12T] Huntsman
Pyr-UD 0 - 0 - [117] 196
: geometrisch 325,9 37,2%
Pyrofil  Pyr-LW 0,01389 Ay namisch 2083 15.1% [120]
) geometrisch 163,0 31,3%
Pyr-K2 0,00657 dynamisch 150,6 37,7% 113
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HexP1
Hexcel [L14] exbly
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Abbildung 12.3: Relativ hohere Werkstoffddmpfung verglichen mit dem 0°-unidirektional verstérkten

Probekérper in % iiber den Grad der Ondulation O. Links: Unter der Voraussetzung
konstanter geometrischer Bedingungen und gleichen Auskraglingen | = lyp = lg.
Rechts: Unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedingungen und gleichen
Grundfrequenzen f = fup = fq.
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Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekorper, basierend auf dem Kohlenstofffaserroving
TENAX HTS40 [123], weisen die leinwandgewebeverstarkten bzw. die kpergewebeverstiarkten
2/2 Probekorper einen Grad der Ondulation OLw = 0,01263 und Ok = 0,01306 auf. Die rela-
tiv dhnlichen Werte basieren auf den geringfiigig unterschiedlichen Parametern der Ondulation,
wie in Tabelle angegeben. Im Gegensatz weisen die leinwandgewebeverstirkten und die ko-
pergewebeverstirkten 2/2 Probekorper im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekérper,
basierend auf dem Kohlenstofffaserroving PYrRorIL TR50S 6K [117], einen Grad der Ondulation
Orw = 0,01389 und Ok = 0,00657 auf. Aufgrund der relativ #hnlichen Parameter der Ondulati-
on, wie in Tabelle @ angegeben, folgen die Werte in diesem Fall dem Verhiltnis Orw = 2 Oko.
Die zuvor beschriebenen Verhiltnisse fiir die Anzahl der reprasentativen Sequenzen im gesamten
Probekorper no pk verhalten sich, entsprechend den, in Tabelle angegebenen, Parametern
der Ondulation, analog.

Konstante geometrische Bedingungen

Die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen unter
konstanten geometrischen Bedingungen, | = lyp = lg, zeigt, dass das logarithmische Dekre-
ment A als Mak fiir die Werkstoffdimpfung der gewebeverstirkten Probekdrper stets hoher ist
als das der unidirektional verstérkten Probekorper. Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer
Probekérper, basierend auf dem Kohlenstofffaserroving TENAx HTS40 [123], weisen die lein-
wandgewebeverstiarkten bzw. die kopergewebeverstéirkten 2/2 Probekérper eine um 51,4 % bzw.
38,7 % hohere Werkstoffdampfung auf. Im Falle des zweiten Satzes vergleichbarer Probekorper,
basierend auf dem Kohlenstofffaserroving PYROFIL TR50S 6K [117], weisen die leinwandgewebe-
verstirkten bzw. die kopergewebeverstirkten 2/2 Probekorper eine um 37,2 % bzw. 31,3 % hohere
Werkstoffdimpfung auf. Im Falle des dritten Satzes vergleichbarer Probekérper, basierend auf
den Kohlenstofffaser-Prepregs von HEXCEL [114], weisen die gewebeverstérkten Probekérper eine
um 28,1 % hohere Werkstoffdimpfung auf.

Konstante dynamische Bedingungen

Eine analoge Tendenz zeigt die Auswertung der Ergebnisse der experimentellen strukturdynami-
schen Untersuchungen unter konstanten dynamischen Bedingungen, f = fyp = fg. Auch unter
diesen Bedingungen ist das logarithmische Dekrement A als Maf fiir die Werkstoffdampfung der
gewebeverstirkten Probekorper stets hoher als das der unidirektional verstirkten Probekorper.
Im Falle des ersten Satzes vergleichbarer Probekorper, basierend auf dem Kohlenstofffaserroving
TeENAX HTS40 [123], weisen die leinwandgewebeverstirkten und die kopergewebeverstérkten 2/2
Probekérper eine um 45,0 % bzw. 39,6 % hohere Werkstoffdampfung auf. Im Falle des zweiten
Satzes vergleichbarer Probekorper, basierend auf dem Kohlenstoftfaserroving PYROFIL TR50S 6K
[117], weisen die leinwandgewebeverstirkten und die képergewebeverstéirkten 2/2 Probekorper
eine um 45,1 % bzw. 37,7 % hohere Werkstoffdampfung auf. Im Falle des dritten Satzes vergleich-
barer Probekorper, basierend auf den Kohlenstofffaser-Prepregs von HEXCEL [114], weisen die
gewebeverstirkten Probekorper eine um 27,7 % hohere Werkstoffdampfung auf.

Einfluss der unterschiedlichen konstanten Bedingungen

Die experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden, wie in Abschnitt defi-
niert, sowohl unter der Voraussetzung konstanter geometrischer Bedingungen, d.h. bei gleichen
Auskraglingen | = lyp = lg, als auch unter der Voraussetzung konstanter dynamischer Bedin-
gungen, d.h. bei gleichen Grundfrequenzen f = fup = fq, untersucht. Da die Auswertung der
Ergebnisse in beiden Fillen jedoch die Steifigkeit E' der Probekorper als fiir jedes Halbzeug bzw.
jeden Lagenaufbau charakteristischen Parameter liefert, ist die eingefiihrte Definition konstanter
Bedingungen gerechtfertigt.

Sowohl der Speichermodul E’ als auch der Verlustmodul E” der leinwandgewebeverstirkten Pro-
bekorper, basierend auf den Kohlenstofffaserrovings TENAX HTS40 [123] bzw. PYrOFIL TR50S
6K [I1I7], weisen eine geringe Abhéngigkeit von der Grundfrequenz f auf. Dabei verursachen
hohere Grundfrequenzen f geringfiigig hthere Werte beider Grofen. Im Gegensatz dazu weisen
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der Real- und Imaginérteil des dynamischen Moduls E* keine solche Abhéngigkeit auf, wenn
die kopergewebeverstéirkten 2/2 Probekorper, basierend auf den Kohlenstofffaserrovings TENAX
HTS40 [123] bzw. PyroriL TR50S 6K [117], oder die gewebeverstiarkten Probekérper, basierend
auf den Kohlenstofffaser-Prepregs von HEXCEL [114], betrachtet werden.

Materialqualitdt, Reproduzierbarkeit und Linearitit

Unter der Voraussetzung sowohl konstanter geometrischer Bedingungen, | = lyp = lg, als auch
konstanter dynamischer Bedingungen, f = fyp = fq, wie in Abschnitt definiert, ergeben
sich verhdltnisméafig geringe Standardabweichungen. Dies ist ein Indikator fiir eine mechanisch
hochwertige Materialqualitdt und gleichzeitig einen hohen Grad der Reproduzierbarkeit der ex-
perimentellen strukturdynamischen Untersuchungen. Die Aspekte der Reproduzierbarkeit, der
Parameteridentifikation und der Sensitivitdtsanalyse sind detailliert in Anhang dargestellt.
Deshalb werden Nichtlinearitidten, sowie der Einfluss von Temperatur und Feuchte (vgl. Kapitel
und Abschnitt [10.3), in den dargestellten Ausfiihrungen vernachlissigt, und die ermittelten
strukturdynamischen Werkstoffeigenschaften als linear viskoelastisch angenommen.

12.3 Abschliefiende Bemerkungen

Die zuvor diskutierten Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen im meso-
mechanischen Mafistab, sowie der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen im makroskopischen Mafstab fithren zu abschliefenden Bemerkungen.

FE-Modellierung ebener reprisentativer Sequenzen

Die Verwendung flacher stabformiger Probekérper in den experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen und die gerechtfertigte Anwendung der eindimensionalen Balkentheorie zur Be-
schreibung von deren strukturdynamischen Verhalten rechtfertigt direkt die Modellierung ebe-
ner repréasentativer Sequenzen in den durchgefithrten numerischen Untersuchungen mit der FE-
Methode. Die Modellierung ebener repriasentativer Sequenzen und die Durchfithrung einer zwei-
dimensionalen FE-Analyse bilden die z-z-Ebene ab, und vernachlissigen dabei die Dimension
der Breite in y-Richtung, analog zur Balkentheorie.

N—o0 N=4 N=8

Abbildung 12.4: Vereinfachende Voraussetzung linear iiber den Querschnitt verteilter Verschiebungen
fiir N = oo (links) und Modellierung diskreter, lagenweise konstanter, Verschiebungen
iiber den Querschnitt fiir eine kleinere Anzahl von Einzellagen im Lagenaufbau N = 4
(mitte) und eine grofere Lagenanzahl N = 8 (rechts).

Randbedingungen und Verschiebungen im FE-Modell

Die in Abschnitt definierten Randbedingungen und aufgebrachten Verschiebungen der nu-
merisch untersuchten ebenen reprisentativen Sequenzen entsprechen vereinfachenden Vorausset-
zungen zur Durchfithrung der FE-Berechnungen. Dabei sind v. a. die konstant iiber den Quer-
schnitt aufgebrachten Verschiebungen eine starke Idealisierung. Die strukturmechanische Be-
schreibung der Makromechanik eines Laminats als Mehrschichtverbund sowie der Transversal-
schwingungen von Balken, wie in Abschnitt [6.3] bzw. in Kapitel [§] ausgefiihrt, setzt iiblicherweise
linear iiber den Querschnitt verteilte Verschiebungen, wie in Abbildung dargestellt, voraus,
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und Querverformungseffekte in Dickenrichtung werden vernachléssigt. Im Gegensatz dazu werden
in den numerischen Untersuchungen der ebenen reprisentativen Sequenzen mit der FE-Methode
iiber die Dicke bzw. {iber den Querschnitt einer Einzellage konstante Verschiebungen aufgebracht,
und freie Verschiebungen in Dickenrichtung zugelassen, um Querverformungseffekte iiber die ge-
samte Lénge nicht zu behindern. Dabei bildet die Modellierung diskreter, lagenweise konstanter,
Verschiebungen iiber den Querschnitt eine grofere Anzahl von Einzellagen im Lagenaufbau N
besser ab, als eine geringere Lagenanzahl N, wie in Abbildung schematisch dargestellt.

Anwendung der Balkentheorie zur mechanischen Beschreibung der Probekérper

In den durchgefiihrten experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen werden flache stab-
formige Probekorper mit 0°-unidirektional verstarkten oder 0°-gewebeverstdarkten (in Kettrich-
tung) Lagenaufbauten im Biegeschwingversuch berithrungslos vermessen. Dabei weisen 0°-gewe-
beverstirkte Probekorper in Kettrichtung aufgrund der zusitzlichen Querverstarkung in Schuss-
richtung stets geringere statische und dynamische Steifigkeiten auf als unidirektional 0°-verstarkte
Probekorper. Da die, zur strukturdynamischen Beschreibung der Probekorper angewendete, Bal-
kentheorie eindimensional ist, wird die Dimension in Breitenrichtung nicht beriicksichtigt. Un-
ter der Voraussetzung, dass bei dynamischer Beanspruchung bzw. zyklischer Deformation das
wiederholte Wirken der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Zusammenhén-
ge Energie dissipiert, und somit zusitzlich zur reinen viskoelastischen Werkstoffdampfung in
gewebeverstdrkten Einzellagen beitrdgt, werden die experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen zum phinomenologischen Nachweis zielfiihrend durchgefiihrt.

Zum FErreichen der konstanten Bedingungen wird die Auskraglinge [ als geometrischer Para-
meter der jeweiligen Probekorper variiert. Diese Variation erfolgt nach dem in Gleichung
angegebenen Zusammenhang, und fithrt auf lediglich geringfiigig unterschiedliche Auskragléingen
I bei geometrisch bzw. dynamisch konstanten Bedingungen. Entsprechend variieren die Verhéalt-
nisse der geometrischen Parameter der Querschnittsabmessungen b/h nicht, und das Verhéltnis
l/h lediglich sehr geringfiigig. Dies erlaubt die Anwendung der Balkentheorie als eindimensionale
Theorie zur Beschreibung des strukturdynamischen Verhaltens der experimentell untersuchten
Probekorper.

Effekt der mesomechanischen Kinematik im Probekdrper

Die Ergebnisse zeigen, dass in jedem Fall die Werkstoffdimpfung der gewebeverstiarkten Pro-
bekorper stets hoher ist als die der unidirektional verstirkten Probekorper. Dabei erfahren die
einseitig fest eingespannten flachen stabférmigen Probekdrper in den experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen im Biegeschwingversuch eine sich wiederholende charakteristische
Verteilung der maximalen Betriige der Amplituden der abklingenden Transversalschwingungen
in Langsrichtung des Probekérpers.

Wie in Kapitel [§|in Abschnitt beschrieben, schwingen die Probekorper in den Eigenformen
Wi fiir k= 1,..., 00 zeitgleich und superponiert. Aufgrund der definierten, reproduzierbaren
und relativ zur Dicke der Probekorper h konstante Weganregung von h/4 am freien Ende des
Probekorpers, wie in Abschnitt und in Anhang dargestellt, dominiert dabei v.a. die
erste Eigenform W, wie in Abbildung dargestellt. Die Betrége der Amplituden sind dabei
am freien Ende bei z = L maximal, |A,—r)| = Amax, und verschwinden der Einspannung bei
v =0, |[Ag=0)| = Amin = 0. Dabei unterscheiden sich die Eigenschwingungsformen lediglich
geringfiigig von der Voraussetzung einer schubweichen bzw. schubstarren Kinematik [167].

In jedem Fall liefern beide Voraussetzungen der Kinematik des Balkenquerschnitts iiber die Di-
cke linear iiber die gesamte Dicke des Tragwerks h verteilte Verzerrungen in Langsrichtung. Die
resultierenden Spannungen verlaufen dann stiickweise iiber die Dicke der jeweiligen k-ten Ein-
zellage hy linear iiber die Dicke h, wie in Abbildung dargestellt. Im Falle symmetrischer,
ausgeglichener Lagenaufbauten um die Mittelebene als Bezugsebene z = 0 und damit By; = 0,
wie bei allen experimentell strukturdynamisch untersuchten Probekdrpern, ergeben sich zusétz-
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lich iiber die Grenzen der jeweiligen Einzellagen lineare und stetig verteilte Normalspannungen
in Langsrichtung. Im beschriebenen Fall sind sowohl die Verzerrungen als auch die resultierenden
Normalspannungen an der Einspannstelle z = 0 an den Randfasern bei z = +h/2 maximal und
verschwinden am freien Ende x = L. Bei dynamischer Belastung alternieren die Vorzeichen der
Verzerrungen und der resultierenden Spannungen in der jeweiligen Frequenz.

Abhéngig von den geometrischen Parametern, der Art der Gewebeverstirkung und der Aus-
kragldnge [ weisen die jeweiligen Probekérper unterschiedliche Anzahlen von reprisentativen Se-
quenzen in jeder Einzellage no g nach Gleichung bzw. im gesamten Probekorper no pk
nach Gleichung auf, wie in Tabelle angegeben. Damit trigt jede reprisentative Se-
quenz einer gewebeverstiarkten Einzellage abhingig von ihrer Position in Langsrichtung und in
Dickenrichtung unterschiedlich zur Werkstoffdimpfung aufgrund der mesomechanischen Kinema-
tik bei. Es bietet sich an, den Beitrag in Langsrichtung in Ndherung linear oder entgegengesetzt
zur Grundform Wj(,), mit dem maximalen Beitrag bei z = 0 und dem minimalen Beitrag bei
x = L, analog zu den Randbedingungen der Durchsenkung w(g ;) = 0 bzw. Kriimmung M(”L’t) =0
der Biegelinie beim Kragbalken nach den Gleichungen bzw. vorauszusetzen. Im Hin-
blick auf die Lagenaufbauten der Probekorper ist es giinstig, den Beitrag linear iber die Dicke
h, analog zur Verteilung der Verzerrungen und resultierenden Spannungen bei symmetrischen,
ausgeglichenen Lagenaufbauten um die Mittelebene als Bezugsebene z = 0, und damit Bi; = 0,
vorauszusetzen. Abbildung veranschaulicht die moglichen Voraussetzungen der Verteilung
der, bei abklingenden Transversalschwingungen zusédtzlich energiedissipierenden, Wirkung der
mesomechanischen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusam-
menhinge in Langs- und Dickenrichtung.
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Abbildung 12.5: Vereinfachend vorausgesetzte Verteilung der, bei abklingenden Transversalschwingun-
gen zusétzlich energiedissipierenden, Wirkung der mesomechanischen Kinematik in ge-
webeverstirkten Einzellagen aufgrund geometrischer Zusammenhénge in Lings- und
Dickenrichtung der flachen stabférmigen Probekorper.

Die zuvor formulierten Annahmen der Verteilung der Wirkung der mesomechanischen Kinematik
im Probekorper werden in den durchgefithrten numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode
lediglich ndherungsweise erfasst. Die Idealisierung mit konstant iiber die Dicke der Einzellage h
aufgebrachten Verschiebungen in Langsrichtung, wie in Abschnitt [9.5.4] beschrieben, bildet dabei
die Verhéltnisse in Lagenaufbauten mit groferen Anzahl von Einzellagen N besser ab, wie zuvor
erwahnt.

Anordnungen ,in-phase* und ,,out-of-phase*

Bei der Betrachtung von Lagenaufbauten aus gewebeverstiarkten FEinzellagen wird grundsitzlich
zwischen der sog. ,in-phase“-Anordnung und der sog. ,jout-of-phase“-Anordnung unterschieden
[8], [84]. Die ,in-phase“-Anordnung entspricht dabei einer theoretischeren Betrachtungsweise.
Aufgrund der sog. Schubweichheit von Geweben ist durch den Imprignierprozess des trockenen
Gewebes, den Legeprozess des Laminats und des bei der Herstellung iiblicherweise applizierten
Drucks (vgl. Heikluftautoklavverfahren) die sog. ,out-of-phase“~-Anordnung in der Realitdt deut-
lich wahrscheinlicher. Diese weist deutlich geringere Querschnittsflichen bzw. Bereiche auf, die
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mit Matrixmaterial gefiillt sind. Es ergibt sich fiir die ,out-of-phase“-Anordnung eine geringe
Dicke als fiir die ,in-phase“-Anordnung hep < hip. In der Realitdt wird jedoch keiner der beiden
idealisierten Positionierungsfille so auftreten.

Die Extrema der Dicken beider Anordnungsmdoglichkeiten fiir (doppelt)symmetrische Lagenauf-
bauten werden miteinander verglichen. Dabei werden exemplarisch (praxis-)relevante Anzahlen
der Einzellagen N = 2,4,8,16,32 betrachtet. Wie in Abschnitt beschrieben, wird vor-
ausgesetzt, dass die Dicke einer gewebeverstirkten Einzellage hg der vierfachen Amplitude A,
hg = 4 A entspricht. In der ,in-phase“~-Anordnung ergibt sich die Dicke eines Lagenaufbaus mit
N gewebeverstarkten Einzellagen iiber Multiplikation zu

hip (N) = N4 A= Nhg, . (12.1)

Im Extremfall der out-of-phase‘~Anordnung iiberdecken sich aufeinander folgende gewebever-
stirkte Einzellagen mit dem Betrag der Amplitude A. Die Dicke eines Lagenautbaus mit N gewe-
beverstirkten Einzellagen ergibt sich ebenfalls iiber Multiplikation. Dabei gehen die aufeinander
folgenden Einzellagen bis zur vorletzten mit dem Betrag 3 A in die die Dicke des Lagenaufbaus
ein, wiahrend die letzte Einzellage mit dem Betrag 4 A eingeht,

3 1 3 1
hop(N):(N—].) 3A+4A:N3A+A:NZhE7t+ZhE,t: <4N+4> hE,t .

(12.2)

Das Verhéltnis der minimalen Dicke der ,out-of-phase-Anordnung hep, (V) zur maximalen Dicke
der ,in-phase“-Anordnung hi, (N) liefert

hop (V) _ (GN+4) hes _ §N+3 _3
hip (N) N hgy N 4

1 ~
4N~

0,75 . (12.3)

Mit zunehmender Anzahl von gewebeverstirkten Einzellagen N betrdgt im Extremfall die mi-
nimalen Dicke der ,out-of-phase“-Anordnung hep (V) lediglich % der maximalen Dicke der ,jin-
phase“-Anordnung hip, (IV). Beziiglich der Dicken der Probekérper h ergibt sich mit den beiden
Extremwerten der geringsten Dicke hop (V) und der hochsten Dicke hj, (IV) der qualitative Zu-
sammenhang

hop (N) < h < hyp (N) (12.4)

entsprechend Gleichung ([11.23). Der zuvor dargestellte Zusammenhang (12.4) ist bei der in
Abschnitt [10.3.2] beschriebenen Ermittlung der Dicke der Probekdrper h und der Beurteilung
der ausgewerteten Ergebnisse, wie in Tabelle und Tabelle dargestellt, zu beachten.

Globaler und lokaler Faservolumengehalt

An dieser Stelle wird auf die diskrete Verteilung des Faservolumengehalts in der représentativen
Sequenz eingegangen, die bereits in Abschnitt in Kapitel [10] angesprochen worden ist. Der
lokale Faservolumengehalt in den Rovingstréngen ¢rg als unidirektional faserverstirkt voraus-
gesetzte Bereiche unterscheidet sich damit vom globalen Faservolumengehalt in der gesamten
reprisentativen Sequenz ¢pgrs. Die Verteilung des Faservolumengehalts in der représentativen
Sequenz ist diskret, wahrend die Verdnderung der Vorzugsrichtung aufgrund der Ondulation
iiber die reprisentative Sequenz kontinuierlich ist. Dabei sind lediglich die Bereiche der Kett-
und Schussstrénge unidirektional faserverstirkt, wiahrend die umgebende Matrix keine Faserver-
stdrkung enthilt, pr\ = 0. Mit den Verhéltnissen der Einzelflichen zur Gesamtfliche der ebenen
reprasentativen Sequenz, wie in den Gleichungen und angegeben, ergibt sich der
globale Faservolumengehalt ¢rrrs iiber das gewichtete Mittel der lokalen Faservolumengehalte
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err und @y, = 0 zu

Ag + A As

1 err ~ 0,818 ppR - (12.5)
ERS

PfERS =
Ein dhnlicher Naherungsansatz findet sich u.a. in BARBERO 2011 [7], 2006 [8] und 1995 [9].
Die experimentellen Methoden der Bestimmung des Faservolumengehalts liefern dabei stets den
globalen Faservolumengehalt prgs. Genormte Verfahren sind dabei die nasschemische Extrak-
tion organischer Verstirkungsfasern nach DIN EN 2564 [103], wie in der vorliegenden Arbeit
verwendet und in Abschnitt beschrieben, und die thermische Extraktion anorganischer
Verstarkungsfasern nach DIN EN ISO 1172 [I07]. Die entsprechend experimentell bestimmten
Werte aus gewebeverstirkten Priifplatten sind den Probekérpern daraus als globaler Faservolu-
mengehalt ¢rrs zZuzuweisen.

Die Ermittlung des lokalen Faservolumengehalts ¢rgr erfolgt schlieflich nach Gleichung .
Mit dem, in Abschnitt vorausgesetzten, lokalen Faservolumengehalt in den Rovingstrangen
¢rr = 65 % zur Berechnung der, in Tabelle angegebenen, makroskopischen strukturmechani-
schen Werkstoffkennwerte nach mikromechanischen Homogenisierungsansitzen, liefert die Aus-
wertung von Gleichung den globalen Faservolumengehalt ofgrs = 49 %. Dieser Wert gilt
jedoch lediglich fiir den Extremfall der Anordnung ,in-phase”, mit theoretisch verhédltnisméfig
grofen Anteilen an Bereichen mit reinem Matrixmaterial. Da die ,out-of-phase“-Anordnung in der
Realitdt deutlich wahrscheinlicher ist, und entsprechend auch bei den experimentell strukturdy-
namisch untersuchten Probekdrpern mit Gewebeverstérkung auftritt, ist der effektive globale
Faservolumengehalt ¢fgrs hoher, und es gilt der qualitative Zusammenhang

PLERSip < PLERS < WPLERSop - (12.6)

Unter der Annahme, dass in den gewebeverstirkten Probekdrpern die wahrscheinlichere ,out-of-
phase“- Anordnung mit deutlich geringeren Querschnittsflichen bzw. Bereiche mit reinem Matrix-
material ohne Faserverstirkung, ergeben sich sowohl fiir die 0°-unidirektional verstirkten als auch
fiir die 0° in Kettrichtung gewebeverstirkten Probekoérper, die in Tabelle nach DIN EN 2564
[103] experimentell ermittelten Werte fiir den (globalen) Faservolumengehalt ¢ ~ ¢frrs ~ 60 %,
bei vorausgesetztem lokalen Faservolumengehalt in den Rovingstringen ¢fr = 65 %.






13 Zusammenfassung und Ausblick

Das folgende Kapitel fasst die Erkenntnisse der durchgefithrten analytischen und numerischen
Untersuchungen im mesomechanischen Makstab sowie die Ergebnisse der experimentellen struk-
turdynamischen Untersuchungen im makroskopischen Mafsstab zusammen, und liefert abschlie-
fsend einen Ausblick.

13.1 Zusammenfassung

In den durchgefiihrten analytischen, numerischen und experimentellen Untersuchungen ist eine
mesomechanische Kinematik aufgrund geometrischer Parameter in gewebeverstirkten Einzella-
gen aus kohlenstofffaserverstarktem Kunststoff (CFK) identifiziert worden. Fiir eine geeignete
Charakterisierung der Verhéltnisse der mesomechanischen geometrischen Parameter in gewebe-
verstirkten Einzellagen von faserverstirkten Kunststoffen ist der Grad der Ondulation O = A/L
als spezifischer, dimensionsloser Kennwert eingefiihrt worden. Basierend auf diesem Kennwert
ist es moglich, die mesomechanische Kinematik sowohl im analytischen Modell als auch in den
numerischen Berechnungen mit der FE-Methode und experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen, zu charakterisieren. Der Nachweis der Korrelation und der Kausalitat zwischen der
mesomechanischen Kinematik und dem Grad der Ondulation O rechtfertigt dessen Definition und
Einfiihrung zur Beschreibung der geometrischen Verhéltnisse von gewebeverstirkten Einzellagen
in faserverstarkten Kunststoffen im mesomechanischen Mafistab als sinnvoll und zielfiihrend.

In den numerischen Untersuchungen ebener repriasentativer Sequenzen mit der FE-Methode sind
zwei Arten der Gewebekonstruktion, im Einzelnen Leinwandgewebe und Kopergewebe 2/2, un-
tersucht worden. Dabei sind die beiden geometrischen Parameter, Amplitude A und Léinge des
Querschnitts eines Rovingstrangs Ly, jeweils in fiinf dquidistanten Schritten parametrisch vari-
iert worden, sodass fiir jede Art der Gewebeverstirkung 25, und damit insgesamt 50, mesome-
chanische Geometrien untersucht worden sind. Mit der Ber{icksichtigung der beiden grundlegend
unterschiedlichen Randbedingungen einer gewebeverstirkten Einzellage, einseitig elastisch gebet-
tet im Falle einer Randlage und beidseitig elastisch gebettet im Falle einer Lage im Inneren eines
Lagenaufbaus, stehen Ergebnisse aus 100 FE-Modellen zur Verfiigung. Dabei wird in jedem Fall
der ausgewerteten FErgebnisse, sowohl der kinematischen Anteile aufgrund der mesomechanischen
geometrischen Randbedingungen €, iy als auch der Differenz der aufgebrachten und ermittelten
Léngsverzerrung €, kin, an den relevanten Positionen der Auswertung das Wirkprinzip der me-
somechanischen Kinematik in gewebeverstirkten Einzellagen aufgrund geometrischer Parameter
nachgewiesen. Innerhalb der Modellgrenzen existiert sowohl im analytischen Modell als auch in
den numerischen FE-Berechnungen eine direkte lineare Kopplung zwischen den aufgebrachten
Deformationen in Langsrichtung und der mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer
Parameter, nach der Bereinigung von Effekten aus der Querverformung als rein elastische Reak-
tion. Die vereinfachend getroffenen Voraussetzungen im analytischen Modell sind jedoch lediglich
geeignet, das kinematische Verhalten tendenziell zu beschreiben, da die idealisierten Steifigkeits-
verhéltnisse die grofsen Unterschiede der Steifigkeiten in Faserldngsrichtung und senkrecht dazu
lediglich qualitativ abbilden.

Zur Validierung des identifizierten mesomechanischen Wirkprinzips werden in experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen abklingende Transversalschwingungen von einseitig fest
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eingespannten flachen stabférmigen Probekdrpern mit 0°-unidirektional und 0°-gewebeverstéirkten
(Leinwand- und Kopergewebe 2/2, jeweils in Kettrichtung) Probekorpern untersucht. Dafiir sind
drei vergleichbare Sitze von Probekdrpern verwendet worden, wovon zwei Sitze vergleichbarer
auf trockenen textilen Halbzeugen (Kohlenstofffaser-Roving und entsprechendes Leinwand- sowie
Kopergewebe 2/2) und ein Satz vergleichbarer Probekérper auf unidirektional und gewebever-
stidrkten Kohlenstofffaser-Prepregs basieren. Die Auswertung der experimentellen strukturdy-
namischen Untersuchungen zeigt dabei sowohl unter konstanten geometrischen Bedingungen,
l = lyp = lg, als auch unter konstanten dynamischen Bedingungen, f = fup = fq, stets
eine hohere Werkstoffddmpfung der gewebeverstirkten Probekorper, verglichen mit der der un-
idirektional verstdrkten Probekorper. Auch im Fall der experimentellen strukturdynamischen
Untersuchungen gelingt der Nachweis der Korrelation und der Kausalitdt zwischen dem Grad
der Ondulation O und der relativ hoheren Werkstoffddmpfung von 0°-gewebeverstirkten Ein-
zellagen, verglichen mit 0°-unidirektional verstirkten Einzellagen. Das wiederholte Wirken der
mesomechanischen Kinematik aufgrund geometrischer Parameter dissipiert bei dynamischer Be-
anspruchung Energie, und tragt bei zyklischer Deformation zusétzlich zur reinen viskoelastischen
Werkstoffdimpfung in gewebeverstirkten Einzellagen bei.

13.2 Ausblick

Die im analytischen Modell und in den numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode iden-
tifizierten Zusammenhinge weisen das Wirken einer mesomechanischen Kinematik aufgrund geo-
metrischer Parameter eindeutig nach. Fiir weiterfithrende FE-Berechnungen ebener représentati-
ver Sequenzen wéren v. a. Belastungs-Verschiebungs-Zusammenhénge sowie detaillierte Analysen
der resultierenden Spannungszusténde relevant. Eine Parameteridentifikation der mesomecha-
nischen Kinematik beziiglich der sich ergebenden Belastungs-Verschiebungs-Zusammenhéngen
dient schlieflich dazu, den Einfluss der Art der Verstarkungsfaser (Glas- und Aramidfasern vgl.
mit Kohlenstofffasern) und der Art der Gewebekonstruktion (weitere Képergewebe, Satingewebe
(ausgeglichen und unausgeglichen) vgl. mit Leinwandgewebe und Kopergewebe (2/2) (ausgegli-
chen)) auf das Materialverhalten zu untersuchen. Detaillierte Analysen der Spannungszusténde
ermdglichen die Beschreibung von Schiadigungsmechanismen und die Formulierung von Versa-
genshypothesen. Die Berlicksichtigung eines linear-viskoelastischen Materialmodells statt eines
linear-elastische Materialmodells, sowie die Beriicksichtigung der Sensitivitiat des Materialverhal-
tens von faserverstirkten Kunststoffen auf die Art der Beanspruchung, Zug oder Druck, schafft
eine zusétzliche Ausweitung der Modellgrenzen. Die Erweiterung der numerischen Untersuchun-
gen mit der FE-Methode in die dritte Dimension als Breite des Tragwerks, sodass reprisentative
Volumenelemente (RVEs) statt ebene repriasentative Sequenzen (ERS) betrachtet werden, erlau-
ben die Ausweitung der Betrachtungen auf Fldchentragwerke.

Unter der Voraussetzung, dass die unidirektional verstérkten und die gewebeverstarkten Einzel-
lagen jeweils auf dem gleichen Roving basieren, und damit vollstindig zueinander vergleichbar
sind, sind experimentelle strukturdynamische Untersuchungen mit weiteren Sétzen vergleichbarer
Probekérper durchfiihrbar. Auch in diesem Fall sind, sowohl die Art der Verstarkungsfaser und
die Art der Gewebekonstruktion, als auch die geometrischen Abmessungen, wie Auskraglinge
und Breite der flachen stabférmigen Probekérper, Parameter der Untersuchungen.
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Anhang

A.1 Reproduzierbarkeit, Parameteridentifikation und
Sensitivitatsanalyse

Im Zuge von Voruntersuchungen wird die Reproduzierbarkeit der Versuchsdurchfithrung unter-
sucht und nachgewiesen. Dabei werden geeignete bzw. technisch sinnvolle Parameter identifiziert.
Zuséatzlich wird die Sensitivitat der ausgewerteten Ergebnisse beziiglich definiert variierter expe-
rimenteller Randbedingungen analysiert.

Positionier- und Einspannvorgang

Die Reproduzierbarkeit des Positionier- und Einspannvorganges ist untersucht worden, indem der
gleiche Probekdrper fiinfmal hintereinander positioniert, mit 12,5 Nm Drehmoment eingespannt,
vermessen und wieder ausgespannt worden ist. In diesem Falle dient der empirische Variations-
koeffizient v des logarithmischen Dekrements A und der Grundfrequenz f der fiinf Messungen
als Indikator fiir die Reproduzierbarkeit und Sensitivitét. Im Falle des logarithmischen Dekre-
ments A betrigt er vy = 1,02%. Die Grundfrequenz weist f keine Standardabweichung auf.
Der Grund hierfiir ist der angewendete FFT-Algorithmus mit seiner diskreten Auflésung im Fre-
quenzbereich. Eventuelle Streuungen der Grundfrequenz sind also in jedem Fall kleiner als die
Auflésung der FFT im Frequenzbereich. Diese betragt mit den angewendeten messtechnischen
Parametern (vgl. Abschnitt fr = 78,125 mHz [116]. Mit dem sehr geringen Betrag des em-
pirischen Variationskoeffizienten des logarithmischen Dekrements vy und der, in der gewéhlten
Auflésung der FFT, nicht detektierbaren Streuung der Grundfrequenz ist die Reproduzierbarkeit
des Positionier- und Einspannvorgangs bzw. der Versuchsdurchfiihrung selbst nachgewiesen.

Flichenpressung in der Klemmfuge

Die Verteilung der Flachenpressung in der Klemmfuge zwischen Stempel und Probekdrper ist un-
tersucht worden. Dafiir sind Druckmessfolien PRESCALE von FuJiF1Lm [112] verwendet worden.
Diese werden in eine Klemmfuge eingelegt. Die Druckmessfolien sind mit mikroskopisch klei-
nen Farbkiigelchen besetzt. Wenn diese intakt sind, sind die Druckmessfolien triib transparent.
Wo durch aufgebrachten Druck verursachte Flichenpressung p auftritt, platzen die Farbkiigel-
chen, und setzen die in ihnen enthaltenen rote Farbe frei. Damit 16sen die Druckmessfolien die
maximal in der Klemmfuge aufgetretene Flichenpressung p in der Grofe der mikroskopischen
Farbkiigelchen auf, und sind nicht wiederverwendbar.

Die Druckmessfolien sind in die Klemmfuge zwischen Stempel und Probekorper eingelegt worden.
Die Positionierung, Orientierung und Einspannung des Probekorpers ist, wie in Abschnitt
beschrieben, erfolgt. Anschliefend ist der Probekorper wieder ausgespannt worden. Die Druck-
messfolie stellt die bei jedem untersuchten Anzugsdrehmoment M, maximal aufgetretene Fl&-
chenpressung p dar. Im Detail sind sieben ausgew#hlte Drehmomente M = 5,0Nm...20,0 Nm
in Schritten von 2,5Nm bei drei Probekérpern mit jeweils unterschiedlicher Faserverstirkung
(unidirektional-, leinwandgewebe- und kopergewebe-2/2-verstirkt) untersucht worden. Abbil-
dung zeigt die Druckmessfolien zur Darstellung der maximal in der Klemmfuge zwischen
Stempel und Probekérper aufgetretenen Flichenpressung p. Dabei sind die sieben ausgewéhlten
Drehmomente Ma = 5,0Nm...20,0 Nm in Schritten von 2,5 Nm von oben nach unten aufstei-
gend dargestellt. Die drei Probekdrper mit jeweils unterschiedlicher Faserverstirkung (unidirek-
tional, leinwandgewebe- und kdpergewebe-2/2-verstirkt) sind von links nach rechts angeordnet.
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Die Druckmessfolien sind so angeordnet, dass die Auskragrichtung der Probekérper rechts ist.

Aufgrund der durch das Anzugsdrehmoment Mp verursachte Flichenpressung p in der Klemm-
fuge sind zwei unterschiedliche Messbereiche der Druckmessfolien verwendet worden. Im Detail
sind dies FUJIFILM PRESCALE LW mit einem Messbereich von p = 2,5MPa...10,0 MPa fir
die beiden geringeren Drehmomente Ma und FuJiriLM PRESCALE LW mit einem Messbereich
von p = 10,0 MPa...50,0 MPa fiir die héheren Drehmomente My. Dieser Umstand bedingt die
unterschiedlichen bzw. entgegengesetzten Intensitdten der roten Farbe, und damit die stérkere
Intensitét bei den beiden geringeren Anzugsdrehmomenten M und die geringere Intensitét bei
den héheren Anzugsdrehmomenten Mpy .

Die drei Probekorper mit jeweils unterschiedlicher Faserverstirkung zeigen eine charakteristische
Verteilung der Flachenpressung in der Klemmfuge. Wahrend die Verteilung der Fldchenpressung
bei den unidirektional verstarkten Probekérpern verhdltnisméfkig homogen ist, zeigen die Vertei-
lungen der Flichenpressung bei den beiden gewebeverstirkten Probekérpern die fiir die jeweilige
Gewebeverstirkung charakteristisches Muster. Im Detail tritt an den Kreuzungspunkten der
sich ondulierenden Kett- und Schussstringe der obersten Einzellage eine verhdltnisméafig hohe-
re Flachenpressung auf. In jedem Fall ist die Flachenpressung insgesamt homogen verteilt, und
die Kante in Auskragrichtung stets definiert. Die Ergebnisse der Untersuchungen der Verteilung
der Fliachenpressung in der Klemmfuge zwischen Stempel und Probekorper mit Druckmessfolien
weisen die korrekte Funktion sowie die Reproduzierbarkeit des in Abbildung in Abschnitt
dargestellten Mechanismus zur definierten und reproduzierbaren Klemmung des Probe-
korpers iiber die Entkopplung der Rotationsbewegung der Gewindestange von der Translations-
bewegung des Stempels durch das Kugelgelenk nach. Zusédtzlich weist die definierte Kante in
Auskragrichtung die korrekte Funktion sowie die Reproduzierbarkeit der Positionierung, Orien-
tierung und Einspannung des Probekdrpers nach.

Drehmoment zur Klemmung des Probekoérpers

Die Sensitivitdt der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen be-
ziiglich des Drehmoments zur Klemmung des Probekorpers ist untersucht worden, indem der
gleiche Probekérper positioniert, mit dem ausgewédhlten Drehmoment eingespannt, fiinfmal hin-
tereinander vermessen und wieder ausgespannt worden ist. Die ausgew#hlten Drehmomente zur
Klemmung des Probekdrpers sind 5 Nm, 10 Nm, 12,5 Nm, 15 Nm und 20 Nm. In diesem Fall wird
fiir jedes gewéhlte Drehmoment der arithmetischen Mittelwert des logarithmischen Dekrements
A und der Grundfrequenz f der fiinf aufeinanderfolgenden Messungen ermittelt. Der Vergleich
der Mittelwerte der beiden strukturdynamischen Kennwerte, logarithmisches Dekrement A und
Grundfrequenz f, fiir jedes gewidhlte Drehmoment liefert schlieflich eine qualitative Aussage be-
zliglich der Sensitivitdt der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen
auf das Drehmoment zur Klemmung des Probekdrpers.

Im Detail wird die Differenz der Ergebnisse des jeweiligen Kennwerts beim héchsten Drehmo-

ment von 20 Nm auf die Ergebnisse beim niedrigsten Drehmoment von 5 Nm bezogen, f;\ =

w bzw. fAlf = [ N}“N]% Nm - Es ergibt sich ein um um 5,4 % niedrigeres logarithmi-
schen Dekrement A bzw. eine um 1 ,6 % hohere Grundfrequenz f. Ein erhdhtes Drehmoment zur
Klemmung des Probekérpers wirkt sich also erniedrigend auf das ermittelte logarithmische De-
krement A und erhéhend auf die ermittelte Grundfrequenz f aus. Dabei ist das logarithmische
Dekrement A sensitiver auf die Variation des Drehmoments zur Klemmung des Probekorpers
(zumindest im Bereich der untersuchten Drehmomente von 5 Nm bis 20 Nm) als die ermittelte

Grundfrequenz f.

Die Abnahme des ermittelten logarithmischen Dekrements ldsst sich durch die Reduktion von
Relativbewegungen und damit Reibungseffekten in der Klemmflache (v.a. in der Nihe der Kan-
te der Auskragrichtung) bei erhdhter Klemmkraft, und damit erhéhter Flachenpressung in der
Fuge, zuriickfithren. Die Zunahme der ermittelten Grundfrequenz f lisst sich durch die Zu-
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Auskragrichtung Unidirektional- Leinwandgewebe- Kopergewebe-2/2-
der Probekorper verstarkter verstarkter verstarkter
g Probekorper Probekdrper Probekdrper

M,=5,0 Nm
p=5,8 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE LW
(2,5-10 MPa)

M,=7,5 Nm
p=8,8 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE LW
(2,5-10 MPa)

M,=10,0 Nm
p=11,7 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE MS
(10-50 MPa)

M,=12,5 Nm
p=14,8 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE MS
(10-50 MPa)

M,=15,0 Nm
p=17,5 N/mm?

FuJIFILM PRESCALE MS
(10-50 MPa)

M,=17,5 Nm
p=20,4 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE MS
(10-50 MPa)

M,=20,0 Nm

p=23,3 N/mm?

FUJIFILM PRESCALE MS
(10-50 MPa)

Abbildung A.1: Druckmessfolien zur Darstellung der Flichenpressung p in der Klemmfuge bei den sie-
ben ausgewdhlten Drehmomenten Ma = 5,0Nm...20,0 Nm in Schritten von 2,5 Nm
(von oben nach unten) zur Klemmung der unidirektional, leinwandgewebe- und
képergewebe-2/2-verstirkten Probekorper (von links nach rechts) mit Auskragrich-
tung nach rechts.
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nahme der Steifigkeit der Einspann- und Anregevorrichtung durch einen Vorspannungs- bzw.
Verspannungseffekt zuriickfithren. Die Vermeidung bzw. Reduktion der ddmpfungserhéhenden
Reibungseffekte (und damit Nichtlinearititen) aufgrund von Relativbewegungen in der Fuge auf
ein konstantes Minimum erfordert eine moglichst hohe Flichenpressung in der Klemmfuge zwi-
schen Stempel und Probekérper bzw. zwischen Probekérper und Auflagefliche. Um jedoch das
Material des Probekdrpers im Bereich der Klemmung durch die Flichenpressung bzw. durch evtl.
Randeffekte durch die Kante des Stempels bzw. der Auflagefliche nicht zu beschddigen, ist fiir
alle durchgefiihrten Messungen ein Drehmoment zur Klemmung des Probekérpers von 12,5 Nm
gewahlt worden, wie in Abschnitt beschrieben.

Betrag der Weganregung

Die Sensitivitdt der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen be-
ziiglich des Betrags der Weganregung ist untersucht worden, indem der gleiche Probekorper
positioniert, mit 12,5 Nm Drehmoment eingespannt, fiinfmal hintereinander angeregt und ver-
messen worden ist. Der Betrag der Weganregung ist dabei iterativ definiert worden. Dabei wird
gefordert, dass ausschlieklich der linear viskoelastische Bereichs des Materialverhaltens in den
experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen betrachtet wird. Zur Verifizierung der zu-
vor formulierte Annahme bzw. Forderung sowie zur Identifikation eines geeigneten Betrags der
Weganregung wird das logarithmische Dekrement A nach Gleichung fiir jede der fiinf auf-
einanderfolgenden strukturdynamischen Untersuchungen der Probekorper in fiinf gleichlangen
Zeitintervallen bzw. sog. isochronen Intervallen

t t
I(n)= %.(n—l),%.(n) fiir n=1,...,5 (A1)
ausgewertet. Dabei ist ¢ die Zeit, n der Zahler des jeweiligen Intervalls (hier: n =1,...,5) und der

Index tot bezeichnet die gesamte Messdauer. Mit der in Abschnitt definierten gesamten
Messdauer von tioy = 12,85 betrédgt die Zeitdauer jedes isochronen Intervalls ¢, = 2,56s. Die
Auswertung des logarithmischen Dekrements A erfolgt mit der ersten und der letzten positiven
Amplitude. Dies ermdglicht die detaillierte Betrachtung des logarithmischen Dekrements A, fiir
jedes der isochronen Intervalle I,,, und dabei iiber den Verlauf der gesamten Messdauer tyq.

Da die Probekorper eine Dicke von ca. h =~ 2mm aufweisen, ist zunéchst mit einer absolut glei-
chen Auslenkung w = h =~ 2mm angeregt worden. In diesem Fall betrigt das Verhéltnis von
Auslenkung zu Dicke des Probekérpers w/h ~ 1. In diesem Fall weist der arithmetischen Mit-
telwert des logarithmischen Dekrements A,, fiir n = 1,...,5 {iber die chronologische Abfolge
der fiinf isochronen Intervalle I,, fiir n = 1,...,5 eine tendenzielle Abnahme auf. Dabei sind
die ermittelten Werte des logarithmischen Dekrements im ersten und zweiten Intervall A; und
As noch deutlich héher als die drei darauf folgenden Werte A3, A4 und As. Die zugehorigen
Standardabweichungen verhalten sich analog, sind jedoch in ihrem Betrag trotzdem sehr gering.
Im Gegensatz dazu sind die zugehorigen empirischen Variationskoeffizienten mit va , ~ 0,36 %
fir n = 1,...,5 nahezu konstant, da der Kennwert ein relatives Streuungsmaf ist. Fiir eine
dimensionslose Betrachtung wird in diesem Fall die Differenz der Ergebnisse des logarithmischen
Dekrements A, fiir n = 1,...,5 in den fiinf isochronen Intervallen auf den Wert des logarithmi-

schen Dekrements des fiinften Intervalls As bezogen, AA/E" = % firmn=1,...,5.

Der erste ermittelte Wert Ay ca. 156 % hoher, der zweite Ag ca. 41 % hoher, der dritte Az ca. 17 %
hoher und der A4 ca.7% hoher als der fiinfte ermittelte Wert As. Dieses iiber die gesamte
Messdauer tio stark aber asymptotische tendenzielle Abnahme des ermittelten logarithmischen
Dekrements lasst fiir die zunéchst gewihlte Weganregung w = h ~ 2mm bzw. w/h ~ 1 auf
das zumindest anfianglich starke Wirken geometrischer und/oder physikalischer Nichtlinearitaten
schliefien. Diese Nichtlinearitdten klingen jedoch {iber die Messdauer stark (fast vollstandig) ab.
Abbildung links zeigt diesen Verlauf qualitativ. Damit wird der Betrag der Weganregung
w/h = 1 als eine verhdltnisméfig zu groke Auslenkung identifiziert.
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Erst bei deutlich kleineren Verhéltnissen der iiber den Ausschwingvorgang abnehmenden Schwin-
gungsamplitude w (¢) ist die Betrachtung des linear viskoelastischen strukturdynamischen Ver-
haltens des Probekérpers méglich. Dafiir ist im weiteren Verlauf die Weganregung w weiter redu-
ziert worden. Da die Probekorper geringfiigig unterschiedliche Dicken h aufweisen (vgl. Tabellen
und , ist zusédtzlich zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse der experimentellen
strukturdynamischen Untersuchungen eine relativ zur Dicke jedes Probekorpers h konstante We-
ganregung w definiert worden. Die definierte und reproduzierbare Weganregung ist schliefflich
zu einem Viertel der Dicke des Probekdrpers h/4 technisch sinnvoll identifiziert, und wie in
Abschnitt beschrieben, angewendet worden.

X X Mittelwert log. Dekrement A, jedes
isochr. Intervalls I(n) fir n=1, ..., 5 fur
finf aufeinanderfolgende Messungen

X Mittelwert log. Dekrement 1, jedes
isochr. Intervalls I(n) fur n=1, ..., 5 fur
fiinf aufeinanderfolgende Messungen

t,=2,56 s fir n=1,...,5 bei gesamter
Messdauer t,,=12,8 s

t,=2,56 s fir n=1,...,5 bei gesamter
Messdauer t,,=12,8 s

X X %

logarithmisches Dekrement A
- X
logarithmisches Dekrement A

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Isochrones Intervall I(n) fur n=1, ..., 5 Isochrones Intervall I(n) fur n=1, ..., 5

Abbildung A.2: Qualitativer Verlauf des logarithmischen Dekrements A, fiir n = 1,...,5 {iber die
chronologische Abfolge der fiinf isochronen Intervalle I,, fiir n = 1,...,5. Links: Zu
groft gewihlte Weganregung w = h &~ 2mm bzw. w/h ~ 1, mit tendenzieller Abnah-
me als Indiz fiir das Wirken dampfungserh6hender Nichtlinearititen am Anfang der
Messdauer ti,¢. Rechts: Relativ zur Dicke h konstante Weganregung h/4 mit gleichen
Werten als Indiz, fiir die Vermeidung von Nichtlinearitdten oder Reduktion auf ein
konstantes Minimum iiber die Messdauer ;¢ .

In diesem Fall liefert die Auswertung des logarithmischen Dekrements A,, fir n = 1,...,5 fiir
jedes der isochronen Intervalle I, fiir n = 1,...,5 nahezu den gleichen Betrag mit geringen Stan-
dardabweichungen. Unterschiedliche Effekte von Nichtlinearititen (geometrische Nichtlinearité-
ten aufgrund grofer Verformungen sowie nicht-lineares Materialverhalten und Effekte aus der
Luftreibung) werden dadurch Vermieden bzw. auf ein konstantes Minimum reduziert. Abbildung
rechts zeigt diesen Verlauf qualitativ. Grundfrequenz f, ermittelt aus dem Weg-Zeit-Signal
im Frequenzbereich, liefert fiir alle untersuchten Betrige der Weganregung w den gleichen Wert.
Eventuelle Streuungen der Grundfrequenz f sind also in jedem Fall kleiner als die diskrete Auf-
16sung der FFT im Frequenzbereich (f, = 78,125 mHz, vgl. Abschnitt [116]).

Die vorangegangenen Voruntersuchungen haben gezeigt, dass grofere Betrage der Weganregung
lediglich die ermittelte Werkstoffdimpfung hin zu groferen Werten beeinflussen. Dabei werden
wirkende Effekte aus Nichtlinearitéten (teilweise stark) unterstellt. Die Grundfrequenz verhilt
sich dagegen insensitiv auf den Betrag der Weganregung. Zur vollstindigen Vermeidung bzw. Re-
duktion dieser Effekte auf ein konstantes Minimum erfolgt die Weganregung aller Probekorper
mit dem relativ zur Dicke h konstanten Wert h/4. Dieser Wert fiir die relativ konstante Wegan-
regung ist in den zuvor genannte Voruntersuchungen als technisch sinnvoll identifiziert worden.
Vor den zuvor beschriebenen Hintergriinden werden Nichtlinearitdten vernachldssigt, und die
ermittelten strukturdynamischen Werkstoffeigenschaften als linear viskoelastisch angenommen.
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Orientierung des Probekorpers

Beziiglich der Orientierung des Probekérpers in der Einspannvorrichtung existieren vier un-
terschiedliche Mdglichkeiten. Die verwendete Orientierung ist in Abschnitt beschrieben
(Oben: Bei der Aushirtung im Heifluftautoklav oben befindende Seite; Auskragrichtung: An-
schnitt des Wasserstrahlschnitts unter bzw. hinter dem Stempel). Weitere drei Permutationen
ergeben sich jeweils um eine 180 °-Drehung um die Langsachse (oben vs. unten), um die Hoch-
achse (vorne vs. hinten) sowie um die Langs- und Hochachse des Probekorpers (oben vs. unten
mit vorne vs. hinten). Abbildung zeigt die vier moglichen Orientierungen des Probekorpers
in der Einspannvorrichtung.

Ort des Flache des Freies Ende
Anschnitts Stempels

verwendete

PK-Beschriftung Orientierung

L -BE2CpLILnUR Drehung um Léngsachse
' S oben vs. unten

Buny11ydsag-Md Drehung um Hochachse
vorne vs. hinten

Drehung um Léangs- und Hochachse

onuftridoesd-219 S .
- ‘ oben vs. unten mit vorne vs. hinten

Abbildung A.3: Vier mogliche Orientierungen des Probekorpers in der Einspannvorrichtung. Von oben
nach unten: Verwendete Orientierung: Oben: Bei der Aushértung im Heifluftauto-
klav oben befindende Seite; Auskragrichtung: Anschnitt des Wasserstrahlschnitts unter
bzw. hinter dem Stempel. Drei weitere Permutationen durch jeweils 180 °-Drehungen
um die Langsachse (oben vs. unten), um die Hochachse (vorne vs. hinten) sowie um
die Langs- und Hochachse des Probekorpers (oben vs. unten mit vorne vs. hinten).

Die Sensitivitat der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen beziig-
lich der Orientierung des Probekorpers in der Einspannvorrichtung wird untersucht, indem der
gleiche Probekorper nacheinander in allen der zuvor beschriebenen Orientierungen positioniert,
mit 12,5 Nm Drehmoment eingespannt, fiinfmal hintereinander angeregt und vermessen wird. Der
Vergleich der Mittelwerte der beiden strukturdynamischen Kennwerte, logarithmisches Dekre-
ment A und Grundfrequenz f, fiir jedes gewédhlte Drehmoment liefert schlieflich eine qualitative
Aussage beziiglich der Sensitivitidt der Ergebnisse der experimentellen strukturdynamischen Un-
tersuchungen auf die Orientierung des Probekoérpers in der Einspannvorrichtung. Dafiir wird die
Differenz der Ergebnisse des jeweiligen Kennwerts in den drei méglichen Permutationen auf die
Ergebnisse in der verwendeten Orientierung bezogen, %—f = AVA;OA" bzw. % = fo;Of" mit den
Indizes o fiir die originale und v fiir die variierte Orientierung.

Die Orientierung des Probekdrpers nach 180 °-Drehung um die Léngsachse (oben vs. unten)
liefert nahezu keine Verdnderung des logarithmischen Dekrements (<0,3 %) und keine im Fre-
quenzbereich auflésbare Verdnderung der ermittelten Grundfrequenz f. Dies ldsst auf mechanisch
gleichwertige Oberflichen bzw. Haftbedingungen in den Klemmfugen (Stempel-Probekérper so-
wie Probekdrper-Auflagefliche) und die Reproduzierbarkeit der Einspannbedingungen sowie des
Positionier- und Einspannvorgangs schliefen. Dagegen liefert die Orientierung des Probekérpers
nach 180 °-Drehung um die Hochachse (vorne vs. hinten) eine Erhéhung des logarithmischen
Dekrements A um ca. 4,1 %) und eine Reduktion der ermittelten Grundfrequenz f um ca.0,6 %
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(entspricht einem Schritt der diskreten Auflosung der FET im Frequenzbereich f;). Die gleichen
Tendenzen liefert die Orientierung des Probekorpers nach 180 °-Drehung um die Léngs- und
Hochachse (oben vs. unten mit vorne vs. hinten).

Die zuvor beschriebenen Tendenzen lassen zwei Schliisse zu. Es wird unterstellt, dass der An-
schnitt des Wasserstrahlschnitts und die dadurch verursachten geringfiigigen Delaminationen
am freien Ende des Probekorpers beim Ausschwingvorgang einen ,Fachereffekt” induzieren, der
ddmpfungserhohend wirkt. Zusétzlich reduzieren die durch den Anschnitt verursachten gering-
fiigigen Delaminationen die Steifigkeit des Probekorpers, was sehr geringfiigig frequenzmindernd
wirkt. Basierend auf der zuvor beschriebenen Sensitivitdtsanalyse beziiglich der Orientierung
des Probekorpers werden alle Probekorper in den experimentellen strukturdynamischen Unter-
suchungen wie in Abschnitt beschrieben orientiert. Damit weist der auskragende Teil des
Probekérpers definierte kontinuierlich hergestellte Kanten auf. Der Anschnitt des Wasserstrahl-
schnitts und die dadurch verursachten geringfiigigen Delaminationen befinden sich unter bzw.
hinter dem Klemmbereich des Stempels. Dies erlaubt die Beschreibung des flachen stabférmigen
Probekérpers in den experimentellen strukturdynamischen Untersuchungen als transversal aus-
schwingender Kragbalken, mit in Lingsrichtung kontinuierlich gleicher Steifigkeit und ohne die
zusétzlich induzierte Dampfung durch einen ,Féchereffekt.

A.2 Gewohnliche, homogene Differentialgleichungen zweiter und
vierter Ordnung

In Kapitel [§] Abschnitt treten gewohnliche, homogene Differentialgleichung zweiter und
vierter Ordnung auf. Die Bestimmung der allgemeinen Lsungen erfolgt exemplarisch nach der
Zeit fiir die Gleichungen zweiter Ordnung und nach dem Ort fiir die Differentialgleichungen
vierter Ordnung. In beiden Féllen ergibt sich die allgemeine Lésung durch den Exponentialansatz

Ty = CePl nach der Zeit, bzw. (A.2)

Wiy = Cel® nach dem Ort. (A.3)

Differentialgleichung zweiter Ordnung (exemplarisch nach der Zeit)
Als Ansatz zur Losung einer homogenen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
dient der Exponentialansatz (A.2)). Seine Ableitungen sind

T(y = C Be’ und T =C B2t (A.4)
In die normierte Differentialgleichung 7" + w? T(;y = 0 eingesetzt folgt
CRePt+w?CePt =0,
8 4u? Cet— 0,
B2 +wr=0,
%= —w?, (A.5)

wobel w eine charakteristische Konstante, in diesem Fall die Wellenldnge, aufgrund der Normie-
rung der Differentialgleichung ist. Durch Radizieren mit zugehoriger Fallunterscheidung ergeben
sich zwei Losungen

VB2 =4+£8 und damit



234 Anhang

pr1=+w und fo=—iw . (A.6)

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist die Linearkom-
bination der linear unabhéngigen Losungen (Basisfunktionen oder Fundamentalsystem) [130]

Tk(t) = Fiy eth—l-Fkg e—iwt . (A7)

Mit der EULER’schen Formel €% = cos ¢ + i sin ¢ [18], [130] kann die allgemeine Lésung ge-
schrieben werden als

Tk(t) = Ej1 cos (w t) + Ej9 sin (w t) , (A8)

die harmonische Schwingungen mit der zu bestimmenden Kreisfrequenz w beschreiben. Sie sind
als Linearkombination von zwei trigonometrischen Funktionen. Die Figenkreisfrequenzen im Ar-
gument der beiden trigonometrischen Funktionen sind gleich. Die Zusammenfassung zu einer
einzigen phasenverschobenen sin- oder cos-Funktion erfolgt durch [150]

Tir) = Ex1 cos (wt) + By sin (wt) =
= k), cos (wt + ) =
= E}, [cos (wt) sina + sin (wt) cosa] (A.9)
mit der Phasenverschiebung tana = Ejy/FEk; und damit o = arctan (FExo/Eg1) sowie der Am-
plitude Ej, = \/E3 + E%, aus Ef, + E}, = E’,% [cos? (...) +sin? (...)] = 1E,% = E’,%
Fiir die zusammengefassten Konstanten gilt

Ey1 = Fi1 + Fio und Epo=1Fy —1F) . (AlO)

Die genauere Betrachtung der Konstanten Fj; und Fis der allgemeinen Lésung in der Expo-
nentialschreibweise zeigt, dass diese konjugiert komplex zueinander sind [I50]. Mit Fy, =
Ejq — Fyo und Fyo = Fi1 41 Ejo folgt durch Einsetzen und Auflésen jeweils Fj; = % (Er1 — 1 Ek2)
bzw. Fjo = %(Ekl + 1 E)2). Durch die Transformation der allgemeinen Lésung von der Expo-
nentialschreibweise in die trigonometrische Schreibweise sind die Konstanten FEjq
und Ejy reell [150].

Differentialgleichung vierter Ordnung (exemplarisch nach dem Ort)
Als Ansatz zur Losung einer homogenen gewohnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung
dient der Exponentialansatz (A.3)). Seine Ableitungen sind

Wiy =CBe’*, W(iy=Cp*e’*, Wi =Cpe* und Wy =Cp'e . (All)

In die normierte Differentialgleichung W(I;; — AW(,) = 0 eingesetzt folgt
Cprer® -\ CePT =0,
[B* =N Cefr =0,
gt-xt=0,
gt =\, (A.12)

wobei A eine charakteristische Konstante aufgrund der Normierung der Differentialgleichung
ist. Durch zweimaliges Radizieren mit jeweils folgender Fallunterscheidung ergeben sich vier
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Losungen
VB4 = 152 und damit
B1 =+ , Ba = —A , B3 =+iA , Bya=—1A. (A.13)

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung vierter Ordnung ist die Linearkom-
bination der linear unabhéngigen Losungen (Basisfunktionen oder Fundamentalsystem) [130]

Wia)y = D1 €27 + Dyg e 72" 4 Dyg € 4 Dpge 7 . (A.14)

Mit der EULER’schen Formel e'¥ = cos ¢ +i sin ¢ und der EULER’schen Identitit e* = sinhx +
cosh z [18], [130] kann die allgemeine Losung geschrieben werden als

Wi@) = Ck1 cos (Ax) + Ca sin (A x) + Cyg sinh (Ax) + Cgq cosh (Az) | (A.15)
wobei fiir die zusammengefassten Konstanten gilt

Ck1 = Di1 + Dy2 Ck2 =1Dg1 +iDja

Cs = Di3 — Dy Ca = Di3 + Dy (A.16)

Die genauere Betrachtung der Konstanten Dy; und Do der allgemeinen Lésung in der Ex-
ponentialschreibweise zeigt, dass diese konjugiert komplex zueinander sind [150]. Mit
Dy = Cy1 — Dpo und Dypy = — Dy + i Cyo folgt durch Einsetzen und Auflsen jeweils Dy =
%(Ckl —1Ck2) bzw. Dyo = %(Ckl +1Cj2). Durch die Transformation der allgemeinen Lésung
von der Exponentialschreibweise in die trigonometrische Schreibweise sind die
Konstanten Cj1 und Cio reell [150].

A.3 Statistische Absicherung der Messwerte

Methoden der Statistik und die statistische Auswertung von Ergebnissen sind in FAHRMEIR et
al. 2004 [38] und in PApuLA 2006 [130] beschrieben, sowie in der DIN V 65352 [111] genormt.

Alle experimentell ermittelten und berechneten mechanischen Werkstoffkennwerte der einzelnen
Probekdrper sind jeweils mit arithmetischem Mittelwert £ und empirischem Variationskoeffizi-
enten v, der auf der Standardabweichung s basiert, angegeben.

Dabei ist der Mittelwert & der Stichprobe mit den Werten z1, xo, ..., z, vom Umfang n als

arithmetisches Mittel der Stichprobenwerte zu

n
i’:$l+x2+'”+xn:l2xi (A.17)
n
=1

n

berechnet worden |[I30]. Ein Maf fiir die Streuung der Einzelwerte xz; um den Mittelwert z ist
die Varianz bzw. Stichprobenvarianz

2_@tD)+ @+ +. .+ (@t D)

n—1

= 1 Zn(l‘i—Ff):

n—14
=1
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i=1
Meist wird jedoch die Quadratwurzel der Varianz
s=Vs? (A.19)

angegeben, die als Standardabweichung der Stichprobe bezeichnet wird [130].

Die Varianz s?> und die Standardabweichung s sind ein Maf fiir die Streuung der einzelnen
Stichprobenwerte x1, 2, ..., &, um den zugehdrigen Mittelwert Z. Die Varianz s entspricht
einem mittleren Abweichungsquadrat. Durch das Quadrieren der Abweichungen gilt s> > 0 und
damit s > 0.

Ublicherweise wird die Standardabweichung s im Zusammenhang mit dem arithmetischen Mittel
T angegeben, wenn es sich um metrische Merkmale handelt [38]. In diesem Fall haben arithme-
tisches Mittel und Standardabweichung der Merkmale, wie im vorliegenden Fall experimentell
ermittelte mechanische Werkstoffkennwerte, dieselbe Dimension und Einheit wie die einzelnen
Stichprobenwerte [I30]. Deshalb sind die Angaben von arithmetischem Mittel und Standardab-
weichung sehr anschaulich und erlauben eine hohe Vergleichbarkeit und Diskussion der durchge-
fiihrten Messung.

Der Quotient aus empirischer Standardabweichung s und dem arithmetischen Mittelwert z ist

der empirische Variationskoeffizient

(A.20)

v =

SIS

Er ist ein relatives Streuungsmaf, und wird hiufig in % angegeben.

Der Faktor ﬁ in Gleichung stammt aus der Interpretation der Standardabweichung
in der induktiven Statistik. Sie wird zur Unterscheidung auch Stichprobenvarianz genannt [38].
Fiir die experimentell ermittelten Messwerte wird angenommen, dass es sich um eine Stichprobe
handelt. Im Gegensatz zur Stichprobe entspricht die Grundgesamtheit im vorliegenden Fall alle
Probekdrper angesehen werden, die jemals mit gleichen Materialien und Herstellungsparametern
gefertigt wurden. Daraus ist ersichtlich, dass im vorliegenden Fall lediglich um eine reprisentative
Stichprobe handeln kann. Mit zunehmendem Stichprobenumfang n wird der Unterschied jedoch
1

vernachléssigbar, da fiir grofe n gilt ﬁ R

In FAHRMEIR et al. [38] ist neben der reinen Definition auch eine anschauliche Erklirung an-
gegeben. Fiir die Summe aller Messwerte, bereinigt um den arithmetischen Mittelwert, gilt
> (x; — ) = 0. Die Abweichung des letzten Messwerts z,, — & wére bereits durch die voran-
gegangenen n — 1 Messwerte vorhersagbar. Es variieren also lediglich n — 1 Abweichungen frei.
Die Mittlung erfolgt dann mit dem Faktor n — 1, dessen Wert auch als die Anzahl der Freiheits-
grade bezeichnet wird.
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